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RESUMEN

En e presente trabajo se construye un modelo matematico para la construccién de Mapas de
Ruido basado en Ecuaciones Variacionales Hiperbolicas (EVP), € cual, se obtiene de la
formulacién débil del problema de Contorno y Condiciones iniciales de Cauchy asociadas a
Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales de tipo Hiperbdlico. Para garantizar la
simulacion numérica del problema de propagacion de la fuente de ruido se obtiene su
formulacion variacional en espacios de tipo Sobolev evolutivos, asi se prueba la existencia y
unicidad de solucion del problema variacional, luego para resolver e problema se aplica €
método de Galerkin con Elementos Finitos para la discretizacion espacial y e método de
Newmark para la discretizacion temporal. En este trabajo se innova la técnica de preparacion de
la base de datos y la experimentacion computacional con Matlab, obteniendo finalmente
eficazmente la solucién como se muestra en la convergencia del esquema numérico.

Palabras clave.- Mapas de ruido, Método de Galerkin, Elementos finitos, Méodo de Newmark.
ABSTRACT

This article uses the weak formulation of the problems Partial Hyperbolic type (VPE) for
construction noise maps with finite element and Newmark in two-dimensional space. To ensure
the numerical simulation of the problem of propagation of the noise source, so that proves the
existence and uniqueness of the variational problem in Sobolev spaces evolutionary and applied
the finite element method and method Galerkin for spatial discretization and Newmark method
for the time discretization. In this work, the innovative technique of preparation of the data base
and computational experimentation whit Mathlab, finally obtaining effectively the solution as
shown in the convergence of the numerical scheme.

Key words.- Noise maps, Galerkin method, Finite el ements, Newmark method.

INTRODUCCION

Para el control del nivel de contaminacion acustica
en d Per(, se ha trazado algunas estrategias para la
medicién de ruidos tales como la colocacion de
sondmetros en lugares especificos asociados a
fuentes de ruido. La construccién de un Mapa de

Ruido desde este punto de vista es muy costosay es
el méximo indicador [1] donde se muestra los
diferentes niveles sonoros. En un informe sobre
estudios acugticos, manifiestan que una exhaustiva
medicion mediante & uso de SonOmetros y su
innovacion en cuanto a su medicion, es un tema
actual deinvestigacion.

'Dra. Docente investigadora de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Ingenieria, “Docente
investigador de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Ingenieria.
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La importancia de wuna buena medicion es
fundamental, ya que cuaquier error puede
propagarse en la calidad del mapeo.

Generamente se estudia la repercusion de las fuentes
de ruido en modo experimental aplicando
formulaciones empiricas. De esta naturaleza existen
muchos estudios pero no son suficientes para la
construccién de un mapeo de calidad.

En & presente trabajo se pretende abordar la
construccion de un mapa de ruido mostrando otra
aternativa la cual comprende la construccion de un
modelo matemético basado en un problema de
contorno y condicion inicial asociado a una ecuacion
diferencia en derivadas parciaes hiperbdlicas de
segundo orden para la variable presion sonora (PS),
el cual, se transforma en una ecuacién variaciond
hiperbdlica (EVH) definida sobre un subconjunto de
R™, para n=3, y se asume sobre un conjunto de
puntos expuesto a diferentes fuentes sonoras.

El modelo sera capaz de simular e comportamiento
de la presion sonora sobre dicho conjunto.

MODELO MATEMATICO

Para nuestros fines se considera un flujo de aire sobre
un conjunto 2; < R™!, para n=2 que representa ¢l
dominio evolutivo y espacialmente esta determinado
sobre un sistema de coordenadas {X,Z} y
termporalmente sobre un intervalo [0,T), T >0.

Sean p = p(x,z,t), la densdad del are, p=
p(x,z,t) la presion sonora (PS) y las fuerzas
externas representadas por la funcion F =
F(x,z,t) calculadas para una unidad de masa de
aire, en el punto (x,z) y en un instante t. Ademas
v = (v,,v,,v) es la velocidad de la particula de
aire, donde wv,,v, son las componentes en las
direcciones X, Z.

Estas magnitudes caracterizan la perturbacion del
aire, generada por la presion de dicha fuente de
ruido. El comportamiento fenomenologico [2] esta
gobernado por las siguientes ecuaciones de
conservacion:

TECNIA 22 (2) 2012

a) Ecuéecion de cantidad de movimiento.-

1
vt+v-Vv=—EVp+F

b) Ecuacion de continuidad.-

pr+v-Vp+pV:-v=0

En nuestro caso se asume que no actlan las fuerzas
externas sobre la propagacion del ruido, es decir,
F = 0, y que dicho proceso es adiabético, entonces,
las oscilaciones del aire son pequefias, de este modo
se puede simplificar el modelo haciendo:

vy = —inp, (D
)]

pe+poV-v =0, 2)

p=c’p 3

En el que se ha despreciado los términos no lineales
de las ecuaciones de conservacion, bajo la suposicion
de pequenias oscilaciones y considerando que

= % es lavelocidad del sonido, se obtiene de la
]

suposicion adiabatica, que ésta segun el Sistema
Internacional (SI) mide aproximadamente 343 [mV/s].

Parat = 1, , sean p, lapresioninicia, p, la densidad
inicia, y un pardmetro que estima €l cociente del
calor especifico a presién constante entre € calor
especifico avolumen constante [1].

Combinando las ecuaciones (1), (2) y (3), se obtiene
lasiguiente ecuacion:

2
2L =cip (4

Estas ecuaciones pertenecen a conjunto de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciaes del
tipo hiperbdlico (EDPH).

En genera un problema EDPH con valores iniciales
y de contorno se expresa mediante e siguiente
sistema de ecuaciones:
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*p
ok Llp] = f sobrefy (5a)
(D) p=g, pr=h sobreQx{t=0} (5b)
k p =0 sobred x [0,T] (5¢)

Donde: las funciones f, g y h son continuas y estan
definidaspor  f:2; c R™! S5 R, g h:N cR" -
Ry p: 2; € R™! > R eslafuncion a determinar, (2
es un subconjunto de puntos en R™ donde se evaluara
la presion sonora (PS), y ;=02 x[0,T] es un
subconjunto de puntos en R™*!, donde se analiza la
PS evolutiva.

El operador diferencia L, lineal de segundo orden es
expresado por:

LIp) = = ) (aCotp,), + ) bi (0

ij=1
+c(x, t)p

cuyos coeficientes a;;, b;, ¢ son funciones continuas
y dependen de (x, t) € 2.

Segun [2], si existe una constante 6 > 0, tal que:

V(x,t) € 0, Vy€R" secumple
n

Z a;; (x, £)yy; = 0ly|>.

ij=1

2
Entonces se define a operador % + L de la ecuacion
(5a) como un operador hiperbdlico uniforme.

El operador diferencial de la ecuacion (4) en
particular es hiperbolico uniforme con a;;(x,t) =

c2,

RESOL UCION DEL PROBLEMA EDPH

La solucion aproximada de este problema se
encuentra en un subespaciode V, donde

p € C*() NC): V(x,t) € Ny,
V=1 px,00=g, 0p(x,0)=h,
p =0 sobred x[0,T]
Para €ello se debe determinar la formulacién
variacional, en este caso se aplica € teorema de la
divergencia en un espacio de Hilbert del tipo Sobolev
evolutivo [3].

Fijando x se redefine apy f, como:

p:[0,T] = Hg(Q)por [p()](x): = p(x, 1),

de manera similér

f:10,71 = L2(@por [f(D](x): = f(x, t).

Considerando la siguiente notacion, para la
regularidad de las variables evolutivas en tiempo:

p € L2(0,T; H}(Q)), representa a la primera
derivada por p'€ L*(0,T;L*(Q)) y a la segunda
derivada parcial respecto al tiempo por p" €
L*(0,T; H~1(Q)), donde H}(Q) es un subespacio de
Vy H1(Q) es el espacio dua de H} (Q).

Sea L?(0,T; L? (€2)) el subespacio evolutivo de clases
de equivalencia [4] de td modo que multiplicando
por una funcién de prueba v € H} (Q) e integrando
sobre Ja clausura de 2 del problema (PD), éste se
convierte en las ecuaciones (6) y (7):

@', v)+ Blp,v;t] = (F,v) (6)

paratodo v € HA(Q), en t € [0,T] y que cumple las
condiciones iniciales:

p0) =gy pO)=h @)

A las ecuaciones (6) y (7) se denomina problema
variacional hiperbolico (PVH), (,) denota €
producto interno de L?(€2), {,) denota al producto de
dualidad entre H=1(Q) y H}(Q)y B[.,.;.] es una
forma bilineal evolutiva, definida por:
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n

Blvit = | ) ay G oms,
0
bL (' ! t)ﬁx,v
Q

|
i=1

+c(.,pvdx

f,j=1
n

1 0%°p oJvap OJvadp
J;! L—Z'DW-FEE'Faa]dxdz
=0
(8

Se demuestra en [3] que tiene solucién Unica.
RESOLUCION NUMERICA

Sea una sucesion de funciones {Y}i=,, que
satisfacen las condiciones de regularidad tal que
define una base ortogonal de HJ(Q) y una base
ortonormal de L?(€2). Por el teorema fundamental del
algebra toda base infinita contiene unai base finita del
subespacio aproximador, fijando m entero positivo, y
aplicando € método de Galerkin, se puede definir
como base del subespacio de dimension finita m , la
siguiente igualdad:

Pm:= 2k=1(9, Y1) Y )

En 0<t<T, y k=1,..,m, se asume que
pn Satisface la siguiente ecuacién variacional.

Bn i)+ BlPm Pri t] = 0 (10)

Entonces resulta que el problema diferencia de la
presion donora expresada por la ecuacion (4) y (8)
tiene como solucion p,, de la ecuacion variaciona
hiperbolica discreta. Ahora nuestro problema es
encontrar la resolucion de la ecuacion (10) en la que
se utiliza e método Galerkin descrito en (9) y (10)
elementos finitos con funciones de forma polinomial
de grado 1, con € cua se obtiene la propagacion de
onda sonora discreto [5] cuya variable dependiente es
la funcidn presion, p, se hace un mallado regular con
triangularizacion t;, de melementos finitos con
longitud de lado h, representados por Q°, que se
encuentra ubicados en e plano coordenado XZ como
se muestra en la Fig. 1, cuyos nodos tienen como
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coordenadas (xq,z;), (x2,22) y (x3,23) las cuales
son conocidas.

7\

Fig. 1 Elemento de la triangu/acion tp,.

La aproximacion consiste en expresar a p,, donde m
es e ntmero de nodos por elemento y sobre cada
elemento Q¢ , p® es expresada por:

p® = Yipf + PSps + Psips (11)

Las funciones ¢ son las funciones de extrapolacion
dadas por:

1

Y1 = 24¢ [X225 = X322 + (2 — 23)x + (x5 — x2)7]
1

lpg = ﬂs [x3Z]_ — X123 + (23 == Zl)x + (xl —x3)Z]
1

U)g = E'A—e [xlzz — X371 + {21 . Zz)x + (xz _xl)z]

donde: A¢ representael areadel elemento triangular
Fig. 1. Estas funciones tienen las siguientes
propiedades:

3

Dot =1 vt (rg) = 8y

i=1
donde &;; esla funcién delta de Kronecker.

Los p{son funciones que dependen del tiempo (t) y
delos nodos (x;, z;) i=1, 2, 3, del elemento Fig.1.

Reemplazando en la ecuacion (10) y sus respectivas
derivadas de la ecuacién (8), se obtiene el sistema
matricial:

MeP, + K¢P, =0 (12)
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Donde M¢ 'y K¢ son  matrices vy
cuyos coeficientes son expresados por:

( M =—1—f1p-l[)-d?cd7
i =22 | Yubjdxdz

e _ il L —_—-
KU_J’(E) + 92 dxdz

i,j = {1,2,3}. P.'y P, sonlosvectores

P, = [p§ p§ v5]", denotando sus derivada respecto a
t, de cada componente pof

P d?p§ d?p§ d*ps|'
€ | dt? dt? dt?

Luego de calcular cada una de las integrales sobre
cada area de los elementos triangulares, se acopla
éstas soluciones parciales y se obtiene un sistema de
Ecuaciones Diferenciales Ordinaras (EDO) de
segundo orden:

MP, +KP, =0 (13)

MU = Ln:l ME, YKU = Eg[:] K;} y Ph es €l vector
gue contiene los valores nodales de Ja. presion en e
instante t y en cada nodo de t,.

Definiendo las condiciones d&l problema de valor
inicial discreto (13) por:

P (0) = GoPp, (0) = Hy (14)

Donde G, y Hjson los vectores obtenidos de las
condiciones iniciales dadas en (7). Ahora usando las
aproximaciones dadas por el método de Newmark el
sistema (13) con sus condiciones ( 14) se transforma
en un sistema algebraico de ecuaciones lincales.

Haciendo P, = P, (ts) s =0,...,N.Se obtiene €
sistema algebraico (15), donde:

R;Ps+1:‘6s (15)
I?:K'l'a;M
F; = M(a3P; + a,P's + asP"s)
R hgasain ok aieoll 9
3T y@n? Y Ty T Ty ’

Algoritmo.-

Inicializando ent = t;,
P”U = _“M_IKPO

Calculando.-

{P”s+1 = a3(Psy1 — B) — a4P's —asP"'s
P'sy1 =P s+aP's+a;P"gy,y

con al=aAt , al2=(1-a)lAt

La convergencia de la solucion de este sistema
dependerd de los valores que se le dé a los
parametrosa y .

Finamente se resuelve el sistema algebraico (75),
obteniéndose una solucion aproximada P; del
problema presion sonora en la etapa de tiempo s en
cada punto del mallado espacial almacenado en un
vector P.

La convergencia del esgquema el método Newmark
[6] se mide con la norma de la energia definida por:

2
9l = ( LR n) ,
la|=m ae

1<m< oo,

Asi como para su estimacion del error, ||P — Bl ,.
La convergencia es del crden O(Ati), donde | = 2,

paraa:%y [=1 paraa > %

Una vez obtenido aproximadamente P;, s puede
calcular Py, en el cual su estimacion por el método de
elementos finitos [3 y 7], ||P — Py || es del orden de
O(h") dondel = k + 1 —m y k es el grado de
los polinomios de aproximacion ;.

RESULTADOSNUMERICOS
Se toma una base de datos (Fig.4) experimenta
sobre una zona de estudio correspondiente a
pabellén R1 de la Facultad de Ciencias, Fig. 2.

Expuesta a diferentes fuentes de ruido.
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/ Fuente 3
z]
4%%piso /’
3¢ piso” T
Fuente 1 s W/ Fuente 2

29iso 9m

1¢"piso \l/ -
30m X

Q

Fig. 2 Esquema del dominio Q.
Fuente de ruido 1.- Es vehicular de la Av. Tupac
Amaru Fig. 3y laconstruccion de la nueva Facultad
de Ing. de Petrdleo.

Fuente 2.- Aqui se encuentra el restaurante y la
construccién de ampliacion de la Facultad de
Ciencias.

Fuente 3.- En estas zonas se considera € ruido de los
peatones que circulan por los pasadizos.
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Parala obtencion de una condicién inicial de presion
numérica ésta es medida, ver Fig. 4, en un intervalo
de tiempo [8:45 am. a 9:30 am] es decir, durante 45
minutos ya que solo se dispone de un sondémetro.

Dichos datos se midieron a las 8:45 am.; luego se
realiza unamalla de 90 elementos Fig. 5y se muestra
la data experimental tomada en los nodos del
mallado, ver Tabla 1 como condiciéninicial:

lemento Malla de 90 elementos

1 ] ] ] ] 1

z(metros)

E
9
8
7
6 /
4
3
2
1
0

0 5 10 T
Nodo—

Fig. 5 Malla de 90 elementos triangul ares.

Tabla 1. Condicion inicial (P[dB]) sobre z
Q(X , z) en metros.

Xi 0 3 6 9
i
0 542 572 558 629
2 477 471 478 659
4 493 563 443 583
6 479 486 571 578
8 496 504 535 529
22 497 485 446 564
24 483 487 480 516
26 480 555 455 492
28 490 512 473 474
30 493 579 494 501

Fig. 4 Proceso de toma de datos.
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Ademas como se desea obtener més informacion se
hace un promediado entre cada par de datos,
obteniéndose asi la presion inicia para 360
elementos Fig. 6 y cuya mala se muestra a
continuacion:
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Elemento
' Malla de 360 elementos

[¢:]
-
|
W
-

[=:]

A SN NA NSNS AR NAS

z(metros)
o B

Fig. 6 Malla de 360 elementos triangulares.

Ahora como los cambios de presién varian muy
rapidamente en el sondmetro no calibrado, su
variacion en tiempo es muy pequefia, por tanto se ha
considerado que esta condicion tiende a cero.

Luego para obtener las condiciones de contorno del
dominio computacional ), se procede a medir en
el mismo horario 8:45 a.m, el mismo intervalo de
tiempo (5 min) alo largo de un pasadizo, ver Fig. 4y
se toma como At = 5 min, luego se hace 8
mediciones mas, tardandose un total de 45 min, éste
intervalo de tiempo es e que se considera en todo €
proceso.

Tabla 2. Condicién de contorno 1 (P[dB]) del lado
izquierdo de Q cada 5 minutos.

z 0 3 6 9

0 542 572 55.8 62.9

5 538 550 535 57.9
10 522 542 54.2 575
15 550 546 49.6 54.0
20 481 534 54.8 56.5
25 531 537 52.3 56.1
30 51.3 519 56.9 56.0
35 53.0 478 48.4 55.6
40 515 50.2 52.9 54.3
45 505 491 56.9 50.2

Tabla 3. Condicién de contorno 2 (P[dB]) del lado
derecho de Q cada 5 minutos.

z 0 3 6 9
¢

0 49.3 579 494 501
5 63.2 490 486 544
10 62.7 572 48.8 494
15 62.9 555 529 46.6
20 58.2 499 643 46.7
25 64.3 53.6 664 485
30 57.7 495 675 480
35 59.7 537 48.3 483
40 62.2 486 443 56.9
45 66.6 50.0 449 523

Tabla 4. Condicién de contorno 3 (P[dB]) del lado
inferior de Q cada 5 minutos.

Xj

0 54.2 586 471 500
2 47.7 565 451 471
4 49.3 55.0 431 486
6
8

47.9 481 468 475
49.6 595 487 452

2 497 508 481 450

24 48.3 672 501 580
26 48.0 685 533 451
28 49.0 672 512 480
30 49.3 732 558 50.7

Tabla 5. Condicion de contorno 4 (P[dB]) del lado
superior de Q cada 5 minutos.

t O 15 30 45

0 629 568 581 59.3
2 659 560 544 529
4 583 560 506 555
6 578 594 506 514
8 529 551 558 547

2 564 559 578 474

24 516 495 524 628
26 492 495 550 634
28 474 519 572 636
30 501 491 615 611
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Ahora se muestra la data experimental de los cuatro
contornos: lado izquierdo Tab.2, inferior Tab. 3, -
derecho Tab. 4y superior Tab. 5. Luego se procede a 70- :

cacular los diferentes niveles de presion en cada

p_— 60
instante de tiempo, Figuras 7, 8, 9, 10, 11, 14, 15y g e0-

16. 5 -
550

En e programa de célculo construido para € 0

algoritmo de solucion del problema de presion 1
sonora bidimensiona, la convergencia se ha obtenido
para los parametros de estabilidad de Newmark
a=05y y=0.5.

Fig. 9 Niveles de presién sonoro después de 30 min
para 90 elementos.
55

: 65
60 ;

Presion (dB)

55

= N v L
40
10~
Sl

Fig. 7 ‘Niv‘eles de presion sonoro experimental o Fig. 10 Niveles de presion sonoro después de 45
inicial para 90 elementos. min. para 90 elementos finitos.

Presion (dB)
[51]
ot

f 65 80-
70- ;
- 65
& 60 g’
o -
EED « 560 60
£ _ N
$ 50. A & 50-
o

5
/
<
" _
&

10 >0 Y i
1
3 s s el 20 45
Z S
e 10 x 45
Fig. 8 Niveles de presion sonoro después de 15 min Fig.11 INr:I\(/:?I a?p;z gggﬂ elon sog;nsro experimental o
para 90 elementos. ementos.
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65
70-
%SD'- i 60
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o
l65,[)_ . A 55
: \ N
B~ . o
TS ____.-.--""__-- 30
8 T i 20
b ~—— " 10 45
; X

00

Fig. 12 Niveles de presion sonoro después de 15 min
para 360 elementos finitos.

5
N [ - A
gao-
5 55
& 0.
o
50
40
10 et
o8 a0 45

Fig. 13 Niveles de presion sonoro después de 30
min para 360 el ementos.

65

704
60

D 6o
& 55

8 504

I:L ‘
50

40.1

10 ‘H‘"'x

45

Fig.14 Niveles de presion sonoro después de 45 min
para 360 elementos finitos.

[=1
[516546 48p 576 P01 4 B06 621 &
8531 ‘5311 Blgss L p4E T gia
|
:i 1 s7el M
6 6.1 i 546 i
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4 516 ,
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3 ¢
| 50.1 50
2} B0
; PN P - ) N
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ks /S~ B0 B 59\‘ 5
% 5 10 15 20 25 30

X

Fig. 15 Mapa de ruido después de 45 min para 90
elementos finitos.
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Fig. 16 Mapa de ruido después de 45 min para 360
elementos finitos.

CONCLUSIONES

Este trabajo contribuye al conocimiento de técnicas
numéricas para construir de manera sencilla y
econémica un Mapa de Ruido, con un sdlo
Sonometro.

La innovacion es la construccion de la base de datos
experimental para ser utilizada como condiciones
inicides, ver Tabla 1 y la medicion de las
condiciones de contorno (Tablas 2, 3, 4y 5), para €
desarrollo del problema de Presion Sonora.

La solucion optima se obtiene bgjo la condicion de
convergencia basada en el método de Newmark, con

el orden O(At‘), donde [ = 2 , para a =% yil=1

para a > % Cun estos Ultimos resultedos se

completa. la obtencién del Mapa de Ruido Figuras 12
y 13 del dominio computacional ubicado en €
interior (aulas de la Facultad de Ciencias), donde se
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puede observar que se cumple la norma ambienta
acustica.

Esta metodologia de Elementos Finitos y Newmark
se puede recomendar para € andlisis de materiales
acustico en 3D, optimizando los resultados con
polinomios de interpolacion de mayor grado, que se
degja como problema abierto para futuros trabaos de
investigacion.
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