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Resumen

Una nueva forma de convergencia de tipo Kantorovich para el método de Newton es
establecido para aproximarse localmente a una solucion iinica de la ecuacion F(z) = 0 definido
sobre un espacio de Banach. Se asume que el operador F' es dos veces diferenciable Fréchet, y
que F', F" satisface las condiciones de Lipschitz. Nuestra condicién de convergencia difiere de
los métodos conocidos y por lo tanto tiene un valor tedrico y prdctico.
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Abstract

A new Kantorovich-type convergence theorem for Newton’s method is established for
approximating a locally unique solution of an equation F(x) = 0 defined on a Banach space. It
is assumed that the operator I is twice Fréchet differentiable, and that F', F" satisfy Lipschitz
conditions. Our convergence condition differs from earlier ones and therefore it has theoretical

and practical value.

Keywords.- Linear operator, Differentiable Fréchet, Convergent succession, Uniqueness.

INTRODUCCION

En este estudio nos preocupamos por el problema de
la aproximacion de una solucién tnica local z* de la
ecuacion

F(z) =0, ey

donde F' es un operador dos veces diferenciable
Fréchet definido en un subconjunto convexo §2, de
un espacio de Banach U con valores sobre el espa-
cio de Banach V.

El método de Newton

Tptl = T —F’(:cn)le(xn), n>0,x9 €0, 2)

se ha utilizado por muchos autores [1-6] para ge-
nerar una sucesion {z, },>0 convergente a z*. En
particular las siguientes condiciones son utilizados.

Condicién A.- (Kantorovich [6D). Sea
F : Q C U — V diferenciable Fréchet sobre €,
F'(zg)~! € L(V,U) para algin xo € €, donde

L(V,U) es el conjunto de operadores lineales aco-
tados de V' sobre U, y asumiendo

[F (20) " [F'(z) = F'(y)]|| < Ula—yl,Va,y € O,

3)
|1 F'(z0) " F'(zo)|| < a 4)

y
2al < 1. ®))

Sobre la condicién A, uno puede obtener el error
estimado, la existencia y la unicidad de la solucién
sobre las regiones, y saber si g es una condicién
inicial, es decir, saber si el método de Newton (2),
a partir de xg converge a z*. Pero en estos casos
cuando se quiere determinar si la iteraciéon de New-
ton (2) a partir de z( converge, una sola condicién
falla.

Ejemplo: SeanU =V =R, Q = [vV2—-1,v2+1],
xo = /2y definimos el polinomio real F sobre ()
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por:

1 23/2
F(x) = 6:03 0= +0,23.  (6)

Veamos si la condicion xg determina la convergen-
cia del método de Newton.

Solucién.- Usando (3), se tiene:

1 2 1 2
/ —1 / / 9t = 7y
| F (o) "' F" () — F'(9)]]|= T,
210
r+y
gizhm—mu
Lo
r+y
con || < V241 =2414213562 = L.
Lo

Donde por (4), se tiene:

1 3
/ —1 _ gxo —@
|| F"(0) ™" F(20)||= 1,
270
1 23/2
6953 St 0,23
- I
570

=|| - 0,23|| = 0,23 = a.
Veamos si se satisface (5):

2al = 2(0,23)(2,414213562) = 1,110535256 > 1.

Entonces sobre la condicion A no podemos deter-
minar la convergencia del método de Newton (2) a
partir de xg = V2. ¢

Es decir, tenemos que introducir una nueva con-
dicién y un nuevo teorema sobre el método de New-
ton para que converja con la condicién zy = /2 del
ejemplo anterior.

De ahora en adelante asumiremos:

Condicién B.- Sean F Q C U — V dos
veces diferenciable Fréchet sobre ), con
F'(z) € LWUYV), F'(x) € L(U,LU,YV)),

(x € Q), F'(29)" ! existe para algin 7y € Q,y

asumimos
0 < ‘F/(SC())_IF(.%())‘

‘ F’(:L'o)_lF”(:L'o)
|F (o) M [F' (@) — F(z0)]|| < ellz — woll,c >0,

Yo

< a
| < b

()
HF’(&:O)A[F”(:U) — F"(JJO)]H < d||z—xo||,Vz € Q,
)

y
%a <1, (10)

donde puede ser que
k = max{c, b+ 2ad}, (c<k) (11)
6 que, si la funcién
f(t) =3 —2bt2 — (2d — b*)t + 2d(b + ad), (12)
tiene dos raices positivos kp y ko tal que:
[b,b+ 2ad] C [k1, k2], (13)
entonces k > cy
k€ [b,b+ 2ad]. (14)

Ejemplo: Sean U =V =R, Q = [v2—1,v2+1],
xo = /2y definimos el polinomio real F sobre {2
por:
1 5 23/2

F(J:)—G:E @ o=-—g +0,23.
Entonces zg determina la convergencia del método
de Newton.
Solucion.- Usando (7), se tiene:

1 23/2
1 6%% — T — 0723
0 < ||F'(wo) " F(0)||= 5
20
=|-0,23] =0,23 < a.
Entonces tomamos a = 0,23, donde
/ —1 Zo
|F" (o) " F" (zo)|| = || T 5|| = V2 <b.
2%p
sea b = v/2, luego de (8), se tiene:
Lo 15,
! 17 / 51’ B §$0
|| F" (o) THF' (x) = F'(20)]||= T,
270
T+ Xo
< _
> 1’% Hx xOHy




T+ o
0
consideramos ¢ = 1,914213562, ademds de (9), se

tiene:

con

=1,914213562,

- ‘ﬂ+1+\/§
= 2

o [ = o

| F' (o) " [F"(x) — F"(20)]]| < '

= [l = o,
hacemos d = 1, y de (11), se obtiene:

k =méx{1,914213562, 2 + 2(0,23)(1)}
— méx{1,914213562, 1,874213562}
—1,914213562.

Luego de (10), se tiene:

2%ka = 2(1,914213562)(0,23)
0,880538239 < 1,

0, de (12), si la funcion:

Ft) =13 — 20212 — (2 — V2)t + 2(v2 + 0,23)
=13 — 2,828427125¢% + 3,28847125,

resolviendo se tiene dos raices reales positivos
k1 = 1,73123 y ko = 2,03199 de (13), se obtie-
ne:

[V2; V2 +0,46] ¢ [1,73123;2,03199]

1,414213562; 1,874213562] ¢ [1,73123;2,03199]

entonces k = 1,914213562 > ¢ = 1,914213562 y
de (14), se tiene:

1,914213562 ¢ [1,414213562; 1,874213562]. 4

Asi, cumplido (12) vemos que la condicion B de-
termina la convergencia del método de Newton (2)
a partir de xp = v/2 con la primera parte, ya que la
seginda parte no satisface.

ANALISIS DE CONVERGENCIA

En el anélisis de convergencia necesitamos los le-
mas:

Lema 1.- Sean a,k constantes positivos dados.
Definimos el polinomio real p sobre [0, co) por:

ﬁtz —t+a (15)

p(t) =3

y la sucesion {¢,, }n>0 por

to =0, (16)
p(tn)
tnel = tn — 17
+1 () (17)
Asumimos
2ka < 1. (18)

Entonces la ecuacién

p(t) =0, (19)

tiene dos raices positivas r1, rg con r; < 7o y la su-
cesion {ty, }n>0 generado por (16)-(17) es tal que:

to <ty < - <ty <tpi1 <--- <71,

con lim ¢, = rq.
n—o0

Prueba: Usando (15) y (18) deducimos que la ecua-
cion
ko
p(t) =5 —t+a=0

tiene dos raices positivos

1—+1-2ka 1+ +v1—2ka
M=y = e (20)
p(t)

Pt

ciente sobre [0, 7], siendo p'(t) < 0, p”(t) > 0y
p(t) > 0 sobre [0, 1]

Ahora, veamos que la sucesion {t,, },>0 es crecien-
te. Sea

con r; < r9. Ademas, la funcién ¢t —

€S Cre-

S = {n € N/t, es creciente con t,, < ry, Vn > 0},

por induccién matematica, tenemos:

Para n = 0: De la definicién de p(t) se tiene
t
p(to) > 0y p'(to) < 0, entonces _Pl((to)) > 0,
p{to
luego de (16), (17) y (18)
p(to)
to < to—
o = to (o)
_ k2 —to+a
T R —1
= a = tl
< - p,(rl) = T
P'(r1)



Por la hipétesis inductiva con n = m, tenemos:
tm <11

Luego para n = m + 1, tenemos

L, pw) _pl)
tm-l—l =tn p'(tm) < p’(h)

1,

asi, S =N
Por tanto,

to<ti <---<tp<rycon lim t, =r;. N
n—00

A continuacién definimos los conjuntos
Blo,s) = {z € V/la — ol < s}y
B(zo,s) = {z € U/||z — x| < s}.
Lema2.- Sea + € B <:U0, 1) , entonces las
siguientes estimaciones son Verdgderos:

1

1N\t PR
|| F" ()~ F' (o) || < 1 —cljlx — o]

21

[F'(zo) " F"(x)]| < b+dlla —zof.  (22)

1
Prueba: Si z € B(z, —), entonces
c

Iz~ ol < -
luego de (8)
|F' o) [F'(@) — F'ao)]]| < elle a0l < 1.
Haciendo M = F'(z) — F'(xq), se sigue que
—||F'(wo) " F () || + 1 < || F' (o) ' M]||
<cllz — 0|
| F' (o) ™ F' () || > 1 — cllz — o,

1

reoN—17
HF (x)°F (a:o)H < m.

Como por (9)

| F' (o) " [F" () — F"(x0)]|| < dll& — .

Haciendo N = F"(z) — F"(x), tenemos:
—b+ || F' (o) " F"(2)|| < [|F'(20) ' N||
y usando la desigualdad en (7)
—b 4 [|[F' (o) T F (2)]] < dllz — o

HF’(LE())_IFH(QS)H < b+d|lr—xzof. W

Ahora podemos probar el siguiente resultado se-
milocal relativo a la convergencia del método de
Newton (2).

Teorema.- Sean F' el operador definido en (1) y
p el polinomio definido en (15). Supongamos que

1
B (azg, -] € Q y que la condicién B se cum-
c

ple. Entonces la sucesion de Newton {zy}n,>0
generado por (2) estd bien definido, se encuentra
en B(zg,m1) Vn > 0, y converge hacia una solu-
cién x* € B(xg,r1) de la ecuacién F(z) = 0, que
es dnica en B(zg,7m2) siry < r2.Si7m = 1o la
solucién z* es dnica en B(xg, ;). Ademds las  si-
guientes estimaciones se cumplen para todo n > 0.

Hxn+1 - xn” < tn—l—l —1n (23)

1

2'”
|xn — ™| <rp —ty, = (742> (ro —tn) (24)

donde 71 y 72 son raices de la ecuacién cuadrética
p(t) = 0 dado por (20).

Prueba: Sea F'(z) = 0.
Donde

con

1—+v1-2la

1++v1-2a
) ’ '

l

T = o =

Ademds () es un conjunto convexo con

1
B <x0, ) C Q, considerando (2)
c

Tptl = Tp — F'(mn)*lF(ajn),Vn > 0,29 € B,



sea
S={n € N/||zp,—x¢| < a=t,—to <11,Vn > 1},
Veamos que S = N.

Usando la induccion matematica, se tiene:
Para n = 1, usando la definicion de x1:

/ —1
Ir1 = Xy — F (.CC()) F(xo),
entonces usando la condicién B,

|1 —@ol| = ||—F'(z0) " F(xo)]|
< a=ti—ty < 7r

De ello se deduce que 21 € B(xg, 1)y (23) es vali-

do.
Por la hipétesis inductiva para n = m, se cumple:

me—on < tym—tyg < 11,

entonces

Tm € B(wo,71).

Luego para n = m + 1. Veamos antes el resultado
de (2):

Tip1 — v = —F'(2;) " F(x;),

entonces
F'(x)(zig1 — @) = —F ()
luego
—F(z;) — F'(z) (i1 — ;) = 0,Vi<n,

entonces podemos expresar

haciendo w = z; + t(x;41 — ;) donde si t — 0
entonces w — x; y si t — 1 entonces w — 11,

tenemos:

Titl
T

F'(w0) " F(wi1)=F'(0) ™" | 21 F'(w)

Tit1
wF' (w)[F + / F’(w)dw}

Ty

—F'(20) " [ F(w) £+

Tit1
/ wF”(w)dw]

=F’<:co>1[ Jai - w)F”(w)dw],

T

volviendo a la wvariable inicial de ¢, con
z=1x;41 —x; Yy w =1 — ¢, obtenemos:

F'(xo)lF(x,-H):F’(xo)1{z2 [/ﬁ”(zi + t2)wdt

—%F”(wo) + ;F"(UCO)}}

F'(20) ' F(2i11)=F'(x0) " {22 Uoé(t)wdH

1
2F”(xg)} } . 25)
Por otro lado, tenemos:
m+1
|2mir —zoll < D Nl — a4l
j=1
m+1
< D (G —t)

=1

= lmy1—to <11
y
|l Zm + t(Tmi1 — Tm) — Tol| <t + t(tmg1 — tm) <71

de donde S = IN.
De (7), (9), (15), (22), (23) y (25) conw =1 — ¢



tenemos:

HW@@*F@HQw#{AE@wﬁ+

;F//(xo)] ZQF/(xO)—l

1
S/o |G(&)F (20) ™" || w2 ||*dt
1
+ 5 || @) F o) 1212

1
Sb@Wm—xw+ﬂ2Dwﬁ+
0

1
S0} Ial?

1 d
<30+ dlas = aoll + 011
haciendo W =t;11 — t;

[F'(20) ™ F (i) || < [b + dt; + gW

WZ
v

2
1 2 d
<= |b+ =dt; + =t; 2
=5 |: + 3 + 3 +1] w
1 2
§§ [b + d?"l] w
ko oy 2
Sz (tH_l 2tztz+1 + ti)

k k
§§t?+1 — kritiyr + 57“%

k 1
§§ti+1 —tit1 + %
1
conl) < r < E.Luego

. k
| F' (z0) 1F(96'z‘+1)H < §t?+1—ti+1+a = p(tit1).
(26)
Por (2), (17), (21) y (26) obtenemos

pltiy1) _ tivo —tic
Pltiv) o

|Tigo — xipa|| < —

donde se aprecia (23), Vn > 0.

Por el lema (1) y la estimacion (23) se desprende
que {zy }n>0 es una sucesién de Cauchy en el espa-
cio de Banach U, por lo que converge a algtin limi-
te x* € B(wo,71), pues B(xp,71) s un conjunto
cerrado.

Por (2) y la continuidad de F, tenemos F'(x*) = 0.
Para probar la unicidad sea y € B(xo,r2) tal que
F(y) = 0. Usando (2) obtenemos:

Y—Tpt1 =Y — Tp + F/(xn)ilF(wn)

Supongamos que y € B(xq, r2) tal que x,, — y con

y # =™ entonces
Y= Tn+1 = F/($n)_1F(xn)

= F'(x,)  F(z,).F'(z0) L F'(x0)

— F'(20) " F (o) F'(w0) "V F (),

Haciendo z = 1 — ¢, se concluye:

1
Y— Tpi1= {/O[F”(a:n +t(y — ) — F"(x0)]2dt

1
—i—/F"(xg)zdt}F'(xo)_l(y —20)% (27)
0
Como en (25) y (26) tenemos ||y — zo|| < r1 —to
si ) € B(.ﬁUO,Tl), y
ly — znll < AXre —tn), a <A <1,

si y € B(zp,r2). Es decir, como en (25) y (27)
tenemos ||y — x| < 71—ty siy € B(xo,71)
(n>0),y [ly=znll < X" (r2—tn) siy € B(zo,72)
(n>0).

Ahora definimos el nuevo conjunto:

S={neN/|ly—az, < A (rg — tp), Vn > 0}.

Veamos por induccién matematica.
Cuando n = 0:

ly — xol| < (11— to) < A(ra —to) = A’ (ra — to).
Por la hipétesis inductiva para n = m:

Iy — ]l < A2 (2 — to).
Luegon =m + 1:

m m+1
[y — T l| S A2 (r1 — to) <N (ra — to),



entonces S = N, por lo tanto, como
Hy_an < )\2"(7“2_1:”)’ siy € B(.TC(],’I"Q), (n = 0)7
y F(z*) = 0 se deduce que:

v Jim =y

en ambos casos.
Finalmente las estimaciones

27L
1
|xn — ™| <rp —ty = (m) (ro —ty).

siguen utilizando técnicas estdandar mejoradas (17)
y (23)([2,3,6]). W

OBSERVACIONES

Observacion 1.- La convergencia del método de
Newton’s (2) puede ser establecido independiente-
mente usando las condiciones A y B. En la practica
podemos utilizar ambas para determinar la regién
mds pequefia donde se encuentra la solucién y la
mas grande, donde la solucidén es unica. Hagamos
una comparacion entre tales condiciones Ay B.
Consideremos el polinomio dado por g:

l
q(t) = 5752 —t+a,

con raices denotadas por

1—+1-2la 1++v1—2la
T3:—y7’4:—

l l

donde r3 < r4. A continuacién, de (5), (6) y (15)
tenemos:

1
p(rs) < 57 = 0yp(rs) <O.

Por lo tanto dado que f(¢t) > 0, Vo € [0,71]

tenemos 711 < r3 < 14 < roy rg < —. Tenien-
c

do en cuenta que el teorema usa simplemente un

polinomio cuadratico p y de la condicién (10) en

lugar de un polinomio cubico y de la condicién (27)
en [3], [5] lo cual es mas complicado obtener.

Observacion 2.- Podemos extender el resultado
obtenido en el teorema (2,3) para incluir el caso

Holder. Supongamos, en lugar de (9) en la condi-
cién B, que F satisface

(| F' (o)~ [F" (x) — F"(20)]|| <dol| — 2o]|%,
Vo € Q,q € [0,1],y condy > 0.(28)

Para ¢ = 0, obtenemos

1F" (a0) " F" ()

|~ F" (o) ™ F" (o) | <|| F (0) ™
[F"(2) = F"(x0)] ||
<dp

entonces por (9)

|F" (o) " F" ()| < do + || F' (o)~ F" (o) |
<do+b

esto es
HF/(xo)le//(x)HSdo_’_b’

y en la situacion del teorema de Kantorovich
[6, Teorema XVIIL.1.6]. Si ¢ = 1 en (28)
obtenemos (9). Por otra parte si ¢ € (0,1), en-
tonces F” es g-Holder continuas en 2. Sean a, b, ¢
dados como antes. Asumiendo que existen kg > ¢
tal que b + dor{ > ko, donde 1 es dado por (20),
y la condicién (10) se cumple cuando & es reempla-
zado por k.

Con los cambios anteriores, las conclusiones del
teorema (2,3) son validas para el caso Holder.

CONCLUSIONES

Esta nueva forma de presentar el teorema de
Kantorovich sigue siendo una alternativa de abordar
el estudio del método de Newton en espacios de Ba-
nach, que es muy aplicado en el Andlisis Numérico,
y en otras ramas afines. En particular, es eficiente
para la determinacién de un cero local (inico) de la
ecuacion F'(z) = 0.
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