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RESUMEN

En este trabajo se considera la propuesta, desarrollo y simulacion numérica de un sistema que
modela el comportamiento del tratamiento del VIH-1, utilizando antirretrovirales. El sistema
definido para tres variables dependientes de la variable t, denotadas por X()= (xi1(t), x:(?),
x3(t)) representan a la cantidad de Linfocitos T "Helpers" (CD4), cantidad de Linfocitos T
Citotoxicos (CD8) y Carga Viral del proceso de infeccion del VIH-1 en cualquier instante de
tiempo t, respectivamente. El sistema conformado por un conjunto de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias No lineales, cuyo dominio existencial del sistema representa el tiempo de
evaluacion del proceso de infeccion y eliminacion del virus en un paciente con VIH-1. Este
conjunto de estados del Sistema Dindamico No lineal, asociado a las condiciones de valor inicial
es denominado Problema de Cauchy. Existen pocos estudios relacionados a la solucion de este
sistema, de los encontrados algunos se reducen al estudio en dos variables y otros sin la
obtencion de la solucion explicita. En el presente trabajo se contribuye con el estudio del
sistema para tres variables, y un andlisis cualitativo y cuantitativo que comprende:
linealizacion, diagrama de fase, estabilidad cualitativa, existencia y unicidad de solucion
analitica, donde se prueba una equivalencia de la solucion del sistema no lineal a la del sistema
linealizado. La equivalencia estd basada en el Teorema de Grobman — Hartman y se encuentra
la solucion explicita mediante el método de Runge Kutta de 4to orden. De este modo se
obtienen los resultados del modelo y cuya convergencia, estd garantizada por la consistencia y
estabilidad del esquema numérico.

Palabras clave.-Tratamiento antirretroviral, Modelamiento matematico VIH, Sistema dinamico
no lineal, Método de Runge Kutta de cuarto orden.

ABSTRACT

This paper considers the proposal, development and numerical simulation of a system that
models the behavior of the treatment of HIV-1 using antiretrovirals. The system defined for
three dependent variables of the variable t, denoted by X(t)=(xi (), x2 (¢), x3 (1)) represent the
amount of T Lymphocytes "Helpers" (CD4), number of Cytotoxic T Lymphocytes (CDS) Viral
load and infection process of HIV-1 at any time t, respectively. The assembly consists of a
Nonlinear Ordinary Differential Equations system whose existential domain represents time
system evaluation process of infection and viral clearance in a patient with HIV-1. This set of
states of Nonlinear Dynamic System, associated with the initial value condition is called
Cauchy problem. There are few studies related to the solution of this system, found some of the
study are reduced to two variables and others without obtaining the explicit solution.
Equivalence of the solution of the system linearization, phase diagram, qualitative stability,

existence and uniqueness of analytic solution, where test: In this paper contributes to the study
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of the system for three variables, and qualitative and quantitative analysis comprising nonlinear
the linearized system. The equivalence is based on Theorem Grobman - Hartman and explicit
solution by the Runge Kutta 4th order, thus the model results and whose convergence is
obtained is, is guaranteed by the consistency and stability of the numerical scheme .

Key words.- Antiretroviral therapy, HIV mathematical modeling, Nonlinear dynamic system,

Runge Kutta method of fourth order.
INTRODUCCION

Los  Sistemas Dindmicos son  modelos
Matematicos que se aplican a distintas ramas de la
Ciencia, Ingenieria, Biologia, Medicina etc. En el
presente trabajo analizamos un tipo de Sistemas
Dinamicos no Lineales Rigidos aplicado a un
modelo Matematico del VIH-1 [1], garantizaremos
la existencia y unicidad de solucion, analizaremos
el Sistema no lineal aplicando el Teorema de
Grobman- Hartman que nos garantiza la existencia
de un homeomorfismo entre campos definidos
sobre conjuntos con singularidades hiperbolicas
con la finalidad de preservar las orientaciones de
las orbitas en su respectivo plano de fase, la
existencia de una equivalencia topologica y el
desarrollo de estos tipos de sistemas usando un
método numérico de Runge Kutta de cuarto orden
en tres dimensiones.

El contenido de este trabajo estd conformado por
el siguiente desarrollo: modelaremos el estado del
Sistema no Lineal, plantearemos el problema
segun la geometria del dominio del estudio,
espacio de definicion del problema y su condicion
inicial del Problema de Valor Inicial (P.V.I).

Estudiaremos el analisis cualitativo de un Sistema
Dindmico no Lineal mediante: el Teorema de
Grobman - Hartman, una aplicacion de dicho
Teorema al modelo matematico del VIH-1 para el
caso u = 0 (sin tratamiento [2]), y u#0 (con
tratamiento [3]).

Analizaremos cuantitativamente la solucion del
Sistema no lineal empleando un método numérico
para resolver el problema de Sistemas Dindmicos
Rigidos No Lineales, este método es el método de
Runge Kutta de cuarto orden para tres variables
dependientes del tiempo, al igual que se
implementa su algoritmo de simulacion y se
analiza, su convergencia.

Los resultados numéricos incluyen graficos de las
soluciones en cada componente y en ambos casos
de estudio, analizaremos el comportamiento del
CD4 [3] y CDS8 [4] al afio de iniciar el tratamiento
a los pacientes y se predice el tiempo en el que un
paciente alcanzaria la cantidad de células de una
persona sana, es decir, cuando la carga viral es
nula [5].

MODELO MATEMATICO

Para nuestro objetivo representamos por f el
Campo que define el comportamiento de variacion
sobre un dominio espacial Q de las variables
determinadas por el sistema de coordenadas
cartesianas X(t), donde: X(t) = (xi(t), x2(t), X3 (t));
X1, X2 ¥ X3 son funciones no lineales dependientes
del tiempo, y representan a la evaluacion de la
cantidad de linfocitos al que designamos por las
siglas CD4, la evaluacion de la cantidad de
linfocitos citotoxicos por las siglas CD8 y la
cantidad de Carga Viral respectivamente, segun
[6], se puede modelar, considerando como
dominio de estudio, un conjunto abierto

Q < [0,N]x[0,NT?, < IR x IR® tal que el estado del
flujo X(t), representado por una, Trayectoria en
IR3, [7], denominada Orbita es la solucion del

Sistema Dinamico No lineal que a continuacion se
detalla:

Sean f =(f},/,,/;) unaaplicacién de clase [C,

()] denominado Campo [8], X una funcion de
clase [C' (@), t € [0,T ,T>0,

||_X1'—| ‘Vfl(ta Xy5 XzaX3)ﬂ
X=x""="f({tx,x ,x)
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En particular
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Donde xi(t) es la Concentracion de linfocitos T
"Helpers" (CD4) (células/mm®) en cualquier
instante t, x»(t) es la Concentracion de linfocitos T
Citotoxicos (CD8) (células/mm?®) en cualquier
instante t.

Estas magnitudes caracterizan las variables de
estudio del modelo matematico denominado
Proceso de Infeccion — Tratamiento, del VIH-1.

Notacion:
x'—dX' x':dX2 e dx ,
—_— —_—L

! i ° dt °  dt

a, : decrecimento natural de los linfocitos T CD4

a, : decrecimiento natural de los linfocitos T CDS8

[, : Efectividad de infeccion viral
[3, : Produccion de linfocitos TCDS en el proceso de infeccion

[3; : Produccion de viriones basado en linfocitos TCD4

[3,: Decrecimiento de viriones debido a linfocitos TCD8
u : Parametro de control del tratamiento con
antirretrovirales

Condicion inicial:
(x1°, x2°%, x3° ) = (1000, 550, 0) )

El dominio de estudio es el tiempo representado
por:

t e |:0,T , T >0, las variables de estado x(t),

x2(t) y x3(t) son las variables de estado del Sistema
Dinamico no Lineal.

x3(t): Carga viral en cualquier instante t

Una prueba de carga viral en plasma (que también
se conoce por las siglas PCV) mide la cantidad de
Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) esta

presente en la sangre. A esta cantidad presente en
la sangre se denomina "carga viral" [7].

Cuanto menor sea la carga viral, menor sera la
cantidad del VIH.

Los resultados de las pruebas de PVC  suelen
indicarse como '"copias por mililitro (ml)" de
sangre. Las pruebas de PVC miden cuanto Acido
Ribonucleico (ARN) del VIH hay en una muestra
de sangre.

El ARN es el "molde" que el VIH usa para
fabricar mas cantidad del virus. Cada VIH lleva 2
copias de ARN. Esto significa que si el informe de
la prueba indica que hay 20,000 copias de ARN
del VIH por ml, el paciente tiene 10,000 particulas
de virus por cada ml de sangre. Esta unidad es
denotada por N° de vecesx10’copias/ml 6 N° de
veces x 10° copias/mm’. Por ejemplo las
siguientes condiciones iniciales en una persona
normal son:

x1°=1000 células/mm? la concentracién inicial de
CD4.

x2°=550 células/mm? la concentracion inicial de
CDS.

x3°= 0: Es decir ausencia de infeccion del VIH-1.
Entonces el decrecimiento de linfocitos:

o= 0.25/afio
Bi = 50 ml/107 copias/afio
a,= 0.251/afiof, = 10 ml/10 copias/afio

B,=0.01 mmYcélulas/afio).
Bs= 0,0045 mm>/células/afio).

La entrada de control en la terapia con agentes
antirretrovirales preescrita al paciente, se interpreta
como una tasa de eliminacion viral provista por los
farmacos x10 copias/ml. dia.

ESTUDIO CUALITATIVO DEL PROBLEMA

En esta parte vamos a ver las propiedades
cualitativas de sistema dindmico del VIH-1
planteado en la ecuacion (1) atn sin conocer
explicitamente la solucion del sistema para ello
aplicaremos el Teorema de Grobman-Hartman que



garantiza que el sistema lineal y no lineal son
cualitativamente y topoldgicamente equivalentes
[8 y 9] alrededor de los puntos de equilibrio.

Obtencion de los puntos de equilibrio (PE)

Los puntos de equilibrio se obtienen de la ecuacion
(1), haciendo

f(X(l)) =0 , €S decir, PE= (Xl*, Xz*, X3*)
1)) Con u = 0 (sin tratamiento):

Encontramos 2 puntos de equilibrio a partir de la
condicion inicial de una persona sana, es decir CI
= (1000, 550, 0), entonces:

A) Si no hay infeccién.- se tiene que CD4
(concentracion normal de linfocitos T, CD8
de una persona sana, y la carga viral, coincide
con el punto de equilibrio PE, es decir:

PE=(x", X", x3) = CI=(1000 , 550, 0)

B) Proceso de infeccion.- Significa que se inicia
cuando disminuye la cantidad de linfocitos
TCD4 y aumenta la de CD8, es decir el punto
de equilibrio esta dado por:

BB(X.XO+BB(XXO
2 3 1.1 1

Xl = 422 37292
1 B;(B,a, +B,0)
0 0
. + = 828.7
X, = 4 (PO 2Ug

X= 0o,Bri—px) —ggxio*
BBoa x’ +B1B40sz;’

43 11

Como se puede observar el punto de equilibrio de
una persona con infeccion no coincide con la
condicidn inicial de una persona sana, es decir:

PE = (x1", x2', X3 )=(372.92, 828.7, 8.8x10%).
Nuestro interés es analizar la estabilidad de la
solucion cualitativa en este estado de infeccion,

para ello, hacemos lo siguiente:

Linealizando la ecuacion (1), y al evaluar en los
puntos de equilibrio (puntos singulares del

sistema) para obtener los valores propios de la
matriz A, asociada al sistema y se concluye lo
siguiente:

[_a]_B]x: 0 . _Bljf; —‘

A=0of = 0 o +P x B x
Ox; |'= ¢ ' Bx —2[3x*2 ’ B X EBx '
|_ 33 43 31 4 2_]

y se obtienen los siguientes valores propios reales:

- 0.25, -0.25 y 7.525, con los cuales se puede
observar que dicho comportamiento cualitativo
resulta ser un punto silla, es decir, es inestable.
(Punto inicial y critico 2) de una persona
infectada) Infeccion en (372, 92; 828,7; 8,4x10%)
se obtienen los siguientes autovalores (-0,255, -
0,29-1,334,-0,29+1,33j), el cual es un Nodo Foco
Estable. La solucion del sistema no lineal es
topologicamente  conjugada o  equivalente
topologicamente a la solucion del sistema
linealizado, cuya matriz asociada esta dada por la

matriz jacobiana A = o = o» o
—(x,x,x).

1 2 3
ox

A continuacion se detalla en las Tablas 1y 2 los
procesos de infeccion y No infeccidon

Tabla 1. Punto de equilibrio y aproximaciones
lineales cuando (u=0).

Condicion Punto de Aproximacion
equilibrio (aut](Wﬁi'Jres)

No (1000,550,0)  -0,25,-0,25, 7,525

infeccion

Infeccion (372,92,828,7, -0,255,

8,4x10%) -0,29 + 1,33

Puntos de equilibrio con (u # 0)
Encontramos 2 puntos de equilibrio:

A) No infeccién.- Concentracion normal de
linfocitos T

(x:", x2", x3) = (1000, 550, 0)



B) No infeccion.-

Xl* = 549,
x2"=1007,
X3*: 0

El Jacobiano esta dado por

\V_a]_ B]x.: O _B] ‘x]* —’
A=of| = 0 -o+Bx Bx
ox = [ Bx 2B Bx 2Px —uJ
I 33 43 31 4 2

Al evaluar estos puntos singulares y obtener los
valores propios de A se concluye:

No infeccion en (1000, 550,0) se obtienen los
siguientes autovalores: -0,25, -0,25 y -0,075 es un
punto atractor (Estable).

No infeccion en (1007, 549, 0) se obtienen los
siguientes autovalores: -0,255, -0,25,-5x10* es un
punto atractor, es decir, Estable.

La solucion del sistema no lineal es
topoldgicamente conjugado al sistema lineal cuya

* * *
matriz asociada es A = 6_(x1 > xz, x3).
X

Tabla 2. Punto de equilibrio y aproximaciones
lineales cuando (u#0).

Condicion Punto de Aproximacion
equilibrio lineal
(autovalores)
No infeccién (1000,550,0) -0,25,-0,25, -
0,075

No infeccién (1007,549,0) -0,25, -0,25,
-5x10*

Control del VIH-1

Generalmente el método de Runge Kutta de cuarto
orden se utiliza para ecuaciones diferenciales no
lineales ya que la convergencia estabilidad y

consistencia estd garantizada, veamos una

aplicacion a Sistemas Dinamicos no Lineales
definidas en IR’.

X(t) € IRy X e IR talque X ()= f(X(?)).

o[

X2' |

'

)
(OLI(X? N Xl) N [‘))1X1X3 W
f(X (@) :|| OQ(X%— X2) — PoxX 3 ||

Bxx —Bx x —u
313 4 2 3

Aplicando el Método de Runge Kutta para
problemas de valor inicial asociado a sistemas
Dinamicos no lineales [9, 10 y 11], se considera
parametros vectoriales:

K1’ Kz’K3 y K1 € IR?, puesto que depende de

luego tenemos:

Ki=h[ £(X(,)]
Kzzh[f(X(tn+1/2)+K1/2)]
KSZh[f(X(thrl/Z) +Kz/2)]

K4:h[f(X(tn+1) +K3))]
X(t 1)=X(t)+1/6[K1+2K2+2K3+K4]

Algoritmo de control

El algoritmo del esquema numérico con el método
de Runge Kutta de cuarto orden que resuelven los
Sistemas Dindmicos no Lineales para el modelo
propuesto, cuyos resultados se obtienen para u=0
que corresponden al avance de la enfermedad sin
medicaciéon y con u # 0 cuando el paciente se
encuentra en tratamiento antirretroviral, obedece al
siguiente proceso:

e Inicio: to, tn, Wo
donde wo= (x°,x2%,x3°).

e Paso 1.- Calculando th;Zef

n y

sabiendo que w(to)=wao.
® Paso 2.- Desdej=0,1,..,n hacer
e Paso 3.- t=tot+jh
e Paso 4.- Ki=hF(wj(t;))



e Paso5.-Ko= hF(Wj(tj+h/2)+K1/2)

e Paso 6.- Ks=hF(wj(tj+h/2)+K,/2)

e Paso 7.- K&=hF(wj(tj+h)+K3)

e Paso8.- wji=wj(t)+h/6(Ki+2K+2K3+Ky),
Donde w=(x'1,x2,x3")

® Paso9.-j=+1

Donde: K]Z(Kll,Kzl,K3 j, K:(K1 ,Kz 3(3 2),
Ks=(Ki* K2’ K5%), Ke=(K:*, Ko K5%).

RESULTADOS NUMERICOS

Las graficas de los resultados del Sistema
Dinamico no Lineal del VIH-1, se muestran a
continuacioén: cuando u=0, en la Figura 1, se
observa la variacion de la cantidad de Linfocitos T
"Helpers" (CD4), representada por x; (t), por
ejemplo para t=20, es casi constante.
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Fig.1 Solucion numérica de x; (t) en el intervalo
de tiempo [0, 20].
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Fig. 2 Solucion numérica de x:(t) en el plano t vs
X2.
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Fig. 3 Solucion numérica de x3(t) en el plano t vs
X3.
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Salucin el ecuaziin dierencidl- o1 2y 8
1 T T 1 T ;
AP =
i % i
\ P S R |

3 \"‘n-,../ /

5 & =
T T T
1 L

=
T
1

?ﬁ

CélulasAme® & (copiasim i Annn

=]
1

=
T
1

B ] 1 1 i B 1
Tempo{ ang]
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En las Figuras 2, 3 y 4 se observa que a partir de
un punto de no infeccion (inestable) que es punto
de condicion inicial, que también es el primer
punto de equilibrio y que se dirige a un punto de
infeccion (estable) que es el segundo punto de
equilibrio indicado en el cuadro (1).

En la Figura 5 podemos ver que la interseccion de
X1y X2, esta indica que las concentraciones de CD4
y CD8 son decreciente y creciente respectivamente
hasta llegar a una estabilidad que empieza al 8vo
afio.

Las soluciones del Sistema Dindmico no Lineal del
VIH-1 cuando u#0, lo podemos observar en la Fig.
6.
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Fig. 6 El CD4, CDS8 y Carga Viral (V) que son la
solucion del Sistema Dinamico del VIH
con tratamiento (u#0).

A partir de un punto de no infeccién estable
(primer punto de equilibrio) a un punto de no
infeccion estable (segundo punto de equilibrio y
también que las concentraciones de CD4 y CD8 se
mantienen estables, es decir, estos valores
permanecen iguales a las condiciones iniciales
durante el tratamiento antirretroviral.

A continuacion se puede observar el
comportamiento del CD4 y CD8 para un paciente
(con C.I. de Infeccion) 372.92 células/mm?, 828.7

células/mm® y 0.1 x107 copias/ml en un periodo
de un afo de tratamiento. Ver Fig. 7 y 8.
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Fig. 7 Solucion numeérica de x; al aio de
tratamiento.
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Fig. 8 Solucion numeérica de x; al aiio de
tratamiento.

Vemos que a partir del segundo mes
aproximadamente el CD8 va disminuyendo.

En las Figuras 9, 10, 11 y 12 se muestra el
comportamiento del CD4 y CD8 para un paciente
con 372.92 células/mm?, 828.7 células/mm’ y 0.1
x107 copias/ml en un periodo de 16 afios.
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Fig. 9 Solucion numérica de x;en 16 arios de
tratamiento.
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Fig. 10 Solucion numérica de x;en 16 arios de
tratamiento.

Se observa en las graficas que el CD4 y CDS8 va
incrementando y disminuyendo respectivamente
hasta aproximarse a sus valores normales, y la
carga viral es casi indetectable.

CONCLUSIONES
En el estudio cualitativo se ha considerado la

aplicacion del Teorema de Grobman - Hartman
para garantizar que las soluciones del caso lineal y
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Fig. 11 Solucion numérica de x3en 16 anios de
tratamiento.
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Fig. 12 Solucion numérica de x;(t) y x2(t) en 16
anos de tratamiento.

no lineal son conjugadas y topoldgicamente
equivalentes.

Desde un punto de vista cuantitativo se ha resuelto
el problema No lineal con el Método Numérico de
Runge Kutta de 4to orden para el sistema de tres
variables y se ha analizado su convergencia usando
los criterios de estabilidad y consistencia.

En la Figura 2, se puede notar que la solucion del
Sistema Dinamico no Lineal para el casou=0 Ia



cual parte de un estado de no infeccion (primer
punto de equilibrio t=0) que es inestable, hasta el
segundo punto de equilibrio (para t=8 aprox.) que
seria estable.

A este punto le corresponde la cantidad de CD4
que es 372 células/mm?, cantidad de CD8 que es
828 células/mm’ y la carga viral 8.4x10* copias/ml
que corresponde a un punto critico de la
enfermedad.

La busqueda de este punto permite verificar que la
metodologia desarrollada para esta evaluacion de
la enfermedad es eficaz porque nos permitio
encontrar dicho punto que corresponde a t=8 afios
aprox., donde se sugiere empezar el tratamiento
antirretroviral.

En la solucion del Sistema Dindmico no Lineal
cuando se adiciona u=kxs (uso de
antirretrovirales), se puede observar que al cabo de
un afio con una estricta dosis de antirretrovirales,
el paciente recupera la cantidad de CD4 y de CDS8
de una persona sana entonces la carga viral ya es
indetectable en un mayor intervalo de tiempo. Este
comportamiento lo podemos ver en las Figura 7 y
Figura 8.

Para un paciente con 372.92 células/mm?, 828.7
células/mm’® y 0.1 copias/ml, se observa que a
partir del segundo mes aproximadamente de
tratamiento, el CD4 empieza su crecimiento y el
CD8 empieza su decrecimiento. Estos valores se
acercan a 1000 células/mm?, 550 células/mm®y 0
copias/ml respectivamente en un periodo de
tiempo de 16 afios, este comportamiento se
observa en la Fig. 9, 10, y 11.

En tal sentido desde el punto de vista matematico,
segun los resultados obtenidos se puede ver que se
ajusta a la realidad la simulaciéon numérica
realizada del proceso infeccion — tratamiento,
donde se puede observar que se requiere de un
control estricto del tratamiento en un paciente de
VIH-1, hasta ver la eliminacién del virus en el la
sangre del paciente.
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