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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia una Ecuacién Diferencial Parcial Hiperbdlica con término fuente no homogéneo
de segundo orden, su forma candnica, su resolucién mediante la férmula de D’Alembert y el Teorema de Green.
Para la resolucién de este problema solo se requiere las condiciones iniciales mixtas. Existen diversos problemas
fisicos que conducen a este tipo de modelo matemadtico, por lo cual esta técnica de resolucidn contribuye al
conocimiento de encontrar soluciones explicitas de problemas como por ejemplo tipo onda bidimensional
sometidos a fuerzas exteriores. Dentro de los resultados se genera la solucion explicita de tres casos: respecto a la
homogeneidad y no homogeneidad de las condiciones iniciales y del término fuente, desde el punto de vista de
solucién analitica para funciones de clase C2.

Palabras clave: Ecuacién diferencial parcial hiperbdlica con término fuente y condiciones iniciales no homogéneas, férmula de D’Alembert, Teorema
de Green.

ABSTRACT

In the present work, we study a non-homogeneous second order hyperbolic partial differential equation, its
canonical form, its resolution using D’Alembert’s formula and Green’s theorem. Only non-homogeneous mixed
initial conditions are required to solve this problem. Several physical problems can be represented by this type of
mathematical model, so that the present resolution technique can contribute to the explicit solutions of problems
such as the two-dimensional wave subjected to external forces. Among the results are explicit solutions for three
cases, concerning the homogeneity and non-homogeneity of initial conditions and term source, and an analytical
solution for class C2 functions.

Keywords: Hyperbolic partial differential equation with non-homogeneous source term, D’Alembert’s formula, Green’s theorem.

1. INTRODUCCION 2 2
o‘u 20U
— =da —2+G(x,t)
Los fendmenos oscilatorios de diferente ot ox
naturaleza ya sean vibraciones de cuerdas, s s
membranas, oscilaciones acusticas, desplazamiento d’u - 4 0 u+6 u FG(x.b)
del gas en tuberfas, oscilaciones electromagnéticas ot ox2 6y2 T
son descritas en términos de Ecuaciones
diferenciales parciales del tipo hiperbdlico con 2 2 2 2
(. [ ou 2(0°u 0°u, du
término fuente no homogéneas, para el caso de una — =4 R G(x, t).
dimensién, dos y tres dimensiones espaciales ot ox" 0dy" 0z

respectivamente como se muestra a continuacién.
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Siendo x; y; z las coordenadas espaciales y t la
temporal.

En el caso que se desee agrandar la variable
espacial a una dimensién mayor, uno de los problemas
frecuentes y complejos es su resolucién. Un caso es el
de vibraciones u oscilaciones de membranas que
conducen a este tipo de problema con valores de
frontera y de valor inicial, el cual usualmente se
resuelve en sentido homogéneo.

En el presente trabajo se propone la aplicacion
del método de la férmula D'Alembert, a un modelo
matemadtico de vibraciones ampliado en el término
fuente no homogéneo, previa demostracion de la
férmula, y el principio de superposicién con lo que se
obtiene la solucidn final del problema.

En la literatura estos modelos muy poco
tratados, son muy importantes puesto que resultan
de los diversos fendmenos fisicos mencionados
anteriormente, cuando son impulsados por fuerzas
externas al fendmeno, por tanto su estudio
contribuye al conocimiento.

2. CLASIFICACION DE LAS EDP's DE SEGUNDO
ORDEN

Sean u; G funciones de clase C*(QQ)", x e y son las
variables independientes, en este caso
esquematizaremos EDP de dos variables
independientes donde ademas A; B; C; D; E; F son
constantes en R:

Sea la EDP de segundo orden de dos variables
independientes!':

A

2 2 2
AU y) | goulxy) 0 u(x, y)+D8ug;, ),

axz 8X8y ayz
E%D+F.u(x, y) = G(x,y) 1)

Cuando G(x; y) =0, la EDP es homogénea; caso
contrario, es no homogénea.

Para las siguientes ecuaciones representaremos
a la variable y como la variable temporal t.

En una cierta region Q c R? (plano OXY).
Segunl3!

i) Hiperbdlica en Q, si la discriminante de (1),
A>o0.?

ii) Parabdlica en Q, si la discriminante de (1),
A=o.

iii) Elitica en Q, si la discriminante de (1), A < 0.

1. Unafuncién de clase C"(Q), r > 0 es aquella que es r-veces diferen-

ciable con r-ésima derivada continua en el espacio Q. Entendemos
alas funciones de clase C° (Q2), como las funciones continuas en Q.
2. Ladiscriminante de la ecuacién general (1) es A = B2 — 4AC.
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Nos vamos a centrar al estudio de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales Lineales Hiperbdlicas (EDPLH)
de segundo orden con término fuente no homogénea,
pero antes haremos una breve introduccién de la
aplicaciéon de la férmula de D'Alembert para las
homogéneas.

2.1. Ecuaciones de tipo hiperbdlico

Usualmente a los fenémenos fisicos que conducen
a sefales oscilatorias se describen por las ecuaciones
del tipo hiperbdlico, tales como la ecuacién de la onda
homogénea que se describe a continuacion:

ot ox

2 2
207U
6u_a !

u = u(x,t) 1)

Siendo x la coordenada espacial unidimensional, t la
temporal y a # 0. A semejantes ecuaciones pueden
reducirse un gran nimero de diferentes problemas fisicos.

3. METODO DE D'ALEMBERT PARA LAS EDPLH

Puede resumirse en las siguientes etapas para una
ecuaciéon homogénea en primer lugar:

e Mediante un cambio de variables se obtienen
todas las soluciones de la nueva ecuacién.

e Se determina una solucién que satisfaga las
condiciones iniciales.

e Se comprueba que hay una Unica solucidn.

La idea del cambio de variable a realizar viene
sugerida por una sencilla observacion.

Si suponemos que la funcién u e C3(R?), se tiene la
composicién!’

_|o,9]12_2
Yt = Y _(6t+6xj [ét ax]“ )

3.1. Modelo matemdtico

Laidea es considerar nuevas variables x, t de forma
que se verifique:

o _l9,090
0 ot 0x

xI

2l
|
7~ N\
Pl
|
(@)
(e))
Sd!

o0
Ut =Uxx = ({(auj = ug (3)
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3.2. Solucion del problema de Cauchy (problema inicial)

Problema de valor inicial de una onda mdvil,
descrito de la siguiente forma, serd resuelto usando la
solucién de D'Alembert

az_u =a28 (u), x,teRxR (4)
ot ox>
u(x,0) = f(x) xeR (5)
U (x,0) = g(x) xeR

Donde suponemos los datos con regularidad
suficiente para que podamos efectuar todos los
calculos.

Aqui u(x; t) es el desplazamiento de los puntos de
la cuerda respecto a la posicién de equilibrio en el
momento de tiempo t.

Para cada valor fijo de la t la gréfica de la funcién
u = u(x; t) da la forma de cuerda en el momento de
tiempo t.

Hagamos el cambio de variable siguiente:

& = x—at
n = x+at

Entonces la ecuacidon en las nuevas variables
adopta la forma:

ou _[ou og, ou Y| _ou, ou
OxX 6?; OX 8n 0y 0& 0Om
o’u _ 0lou| _ du a u  du @)
ox’ ox| ox ai 6§6n anz

ou _ |du 6&, ou a_rl :a[au 6u)

ot |8t ot "am 3, on ot

o’u  20°u _ 20U

—_— = —_—— +

zazu 8
2 R (8)
ot o on

2

Al reemplazar con nuestras nuevas variables,
considerando las ecuaciones (2), (8) y (7), concluimos
que:

(o))
<

eor = (9)
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En la ecuacién candnica (9), denotando de una
manera mas simple Uy =0, se puede integrar
respecto alas variables £ y 1,

n
up (&) = w,(n) > u(g,n) = w,(§) + [w,(s)ds,

. n
asignando a w,(&) = 6,(§) y I w,(s)ds =0, (m).
Se obtiene que u(g, m) = B,(&) + O,(n), y
regresando a las variables originales:

u(x, t) = 0,(x—at)+0,(x +at) (10)

Siendo la ecuacién (10) la solucion general de la
ecuacion (9) representada en las variables originales.

El problema de Cauchy formulado en las
ecuaciones (4), (5), (6), donde u(x; t) € C3(R?) y cuya
solucién estd dada por (10), involucran dos funciones,
las cuales se requieren determinar, para ello utilizamos
las condiciones iniciales (5) y (6).

Sean
u(x,0) = 61(X)+92(X) = f(x) (11)
% = —a[0,(x) - 0,(0)] = g(x)

Donde 6',(x)—',(x) =— :;g(x).

Integrando con respecto a x, se tiene:

[ 10,(c) - 0, (e)]dot = = [ g(a)dos +C,C: = cte
0 a‘o

0,00-0,00 = = 1] ge)d(@+O) (1)
Entonces de (11) y (12) se tiene:

0,() = 2f(x)~f(x )——J g(a)da+— (13)

0,00 = 300+ 3] glenda~$ (14)

De la ecuacién (10) y las expresiones obtenidas en
(13) y (14) se obtiene:

—at
u(x, t) = %f(x —at) - ;—ar; g(a)da

1 1 Xx—at d
+5f(x+at)+£‘|-0 g(a)da

foat) +forat) , 15"y o)

u(x,t) =
2 a’x —at
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A la que se denomina Férmula de D'Alembert para
la EDPLH homogénea.

4. CASOS PARTICULARES DE LA CONDICION INICIAL
SEGUN LA FORMULA DE D'ALEMBERT

Estudiemos dos casos particulares que permiten

figurar el comportamiento de la solucién de la ecuacién

u _ 20%u [5]
— =d— en el caso generalt>l.
ot’ ox

m Caso primero: Sea g(x) = 0. Sin pérdida de
generalidad y para simplificar consideremos
que a = 1. Entonces la férmula de D'Alembert
adopta la expresién

u(x, t) = w

Donde f(x) # 0 es un dato del problema dado.

m Caso segundo: Sean:

fx)=o0, gx) =

y sigamos considerando a = 1.
Entonces se presenta lo siguiente:

m La onda tiene solo un impulso inicial y la
expresion para t > 0 toma la forma:

+t
u(x,t) = %I:X_t)g(oc)da

m Para cada x fijo la solucién u(x; t) serd igual a
cero hasta que la interseccién de los

; 11

intervalos Jx —t; x + t[ y ] — > E[ sea no

vacio.

m u(x; t) variarespecto a x mientras ]x — t; x + t[

cubra cada vez mayor parte del intervalo
11

1-5, 5L

2’2

m Después de que el intervalo ]Jx — t; x + t[
. I . 101
tendrd en su interior el intervalo ] — 3 E[’

u(x; t) permanecera invariable respecto a x y

variable respecto a t, es decir:
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5. METODO DE D'ALEMBERT PARA LAS EDPLH
CON TERMINO FUENTE NO HOMOGENEA DE
SEGUNDO ORDEN

Si se considera a los fenédmenos fisica que
conducen a sefiales oscilatorias sometidas a fuerzas
externas, estas conducen a modelos de EDPLH con
término fuente no homogéneo y condiciones iniciales
mixtas. Este tipo de ecuaciones es un caso particular de
la ecuacién (1) cuando G(x; y) # o.

m El término fuente no homogéneo en una
EDPLH de segundo orden, aparece debido a
que en la practica describe los efectos de las
fuentes de onda en el medio que las porta o
en el caso de vibraciones sometidas a fuerzas
externas.

Siguiendo nuestra notacion para una EDPLH de
segundo orden, representaremos a esta en el caso
no homogéneo por el siguiente problema de valor
inicial, asignandole a G(x; t) como fuente a la funcién
s(x; t) # 0, de clase C*(Rp).

azﬂ—az—u = s(x, t) (16)
ox> ot
u(x,0) = f(x), xeR (17)
u(x,0) = g(x), xelR (18)
Para hallar una solucién a (16), el drea que

necesita ser considerada es la que abarque a todos los
puntos que podrian afectar el punto que se estd
considerando.
Designando el
punto (x; t) como Rp.

area que afecta causalmente al
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(x1) Rp

Xi—at; Lo X + at;

Designando el drea que afecta causalmente al
punto (x; t) como Rp. Integrando (16) sobre Rp,.

[ ] stx t)(dx)dt

Rp

(19)

”( 20 “—5—“j(d X)dt =

Recordar el Teorema de Green, aquel que enuncia
Sea C una curva cerrada simple regular a trozos,
positivamente orientada, en el plano R* y sea Rp la
unioén de la region interior a C con la propia curva C. Sea
F=(P; Q) : Rp — R? un campo vectorial de clase .
Entonces se tiene que 4]

Ide +Qdy = II(G—S—@)dxdy (20)

Mediante el uso del teorema de Green al lado
izquierdo de (19), obtenemos para
50U

au
P=—az, ¥y Q=-%

Sea L=Lg+L +L,+Ls3

j(—azux(x, t)dt —u,(x, t)dx) = Hs(x, t)(dx)dt (21)
L Rp

La parte izquierda es ahora la suma de cuatro
integrales de linea a lo largo de la frontera de la regién
de causalidad. Estas resultan ser bastante faciles de
calcular para Ly, Ly

X, +at, X, +at,
J —uy(x, 0)dx = —j g(x)dx
t

X, —at, Xx,—at,

(22)

En (21) el término a ser integrado con respecto al
tiempo desaparece, debido a que la variaciéon de u
respecto la variable temporal es constante en los
intervalos L, y L3, de este modo se tiene que dt = 0.
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Para los otros dos lados de la regidn, cabe sefalar
que x * at es una constante, renombrada x; * at;, donde
el signo se escoge adecuadamente.

De este modo, podemos obtener la relacién
dx  adt = 0, escogiendo de nuevo el signo positivo (+):

[ (=a”u, (x, t)dt — u(x, t)dx)
L

1

j(aux(x, t)dx + au,(x, t)dt)
L

1

af du(x, t) = au(x; t) —af(x; +at;)
L

1

De forma similar para el
frontera

ultimo segmento de

[ (—a’uy(x, t)dt —uy(x, t)dx)
L

2

~ [ (auy(x, t)dx + au(x, t)dt)
L

2

-aj du(x,t) = —a(f(x; +at;) —u(x, t;))

L,

au(x, t;) —af(x; —at;)

Sumando los tres resultados juntos y poniéndolos
de vuelta en la integral original

X; +at;

_J"

Xi—

g(x)dx + au(x; t;) —af(x; + at;)

+au(x;, t) —af(x;—at;) = ”R s(x, t)(dx)dt

Obteniendo
2au(x;, t;) - f g(x)dx —a(f(x; +at;) + f(x;—at;))

= ”R s(x, t)dxdt

Al despejar u(x; t) obtenemos la solucién de
D'Alembert adicionada a la solucién con término fuente
y por el principio de superposicién3 se tiene:

3. El principio de superposicién enuncia que para el conjunto de so-
luciones de una EDPL, la suma de estas soluciones es también una
solucién de la EDPL, debido a la linealidad de la ecuacién.
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f(x; +at.) +f(x. —at.) X; + dt;
u(x; 1)) =~ +ijx_at. g(x)dx

+ ;—aijDs(x, £)(dx)dt

Por lo que afirmamos que u(x; t;) es la solucién de
(16), para regiones del plano convenientes
expresaremos la solucién de la siguiente forma:

X;+at;) +f(x;—at; X;+at;
U(Xi, t,' _ f( i l)zf( i ')+21_ij_(1[5 g(x)dx
t. x.+at;
1 ipti i
+— s(x, t)dxdt
4a J.oj-xi—at,- ()

6. RESULTADOS OBTENIDOS

Para ambos casos, la funcion término fuente estara
dada por s(x; t) = xt, considerando a = 1.

1) Sea g(x) = o y f(x) = x*, obteniendo como
solucidn

t X+t
u(x,t) = (=D Efxr o) ; fx+ ), ﬂoj;_1)(pq)dpdq

2 2
u(x, t) = (x—t) +(x+t) +1x8
2 6
u(x,t) = X+ttt + %xt3

ux )= x* + t? + 1/6 xt®

107
1.28614 ~ "
1.20613 -
129612 - - L
1:20611 -
= 1.2061 - )
X
S 1.29600 ~|
1.20608 B
o
1.29606 -
10
1.28605 S
20 e ST @
10 T—
0 CEe— 10
-0 - N
eet 20 20 ejex

Figura 1. u(x, t) para x € [ 20, 20] y t € [-20, 20).4

4. Los gréficos fueron realizados en Matlab 2016Ra.
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I1) Seag(x)= —sen(x)y f(x) = o, obteniendo como
solucion

X +at t Xx+at
uxt) = [ gmdn+ 2] [ s e

+t t X+t
u(x,t):%r t—sen(n)dn+}ljj erdedr
X - 0" X—

u(x, t) = %[cos(x +t)—cos(x—t)]+ %xtB

u(x,t)= 112 [cos(x+t) - cos(x-t)] + 1/6 xt*

Figura 2. U(x, t) para x € [-20,20]y t € [-20, 20).

1) Sea g(x) = cos(x) y f(x) = sen(x), obteniendo
como solucién

+at
u(x, ) = [ELAEFNGD | 2 gy

1t Xx+at
+Eux_ats(é’ )(d€)dr

u(x, t) = sen(x+t)+sen(x—t)+1J-"”cos(n)dn
2 29x—t
1 t x+t
+Ejojx_t§r(d§)dt
u(x, t) = sen(x +t)+sen(x—t)

2

+ %[sen(x +t)—sen(x—t)] + éxt3

u(x,t) = sen(x+t)+ éxt3
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ufx,tj= sen(x+t) + 1/6 xt*

107

1. 29605345

12050534 L\ '

1.29605335 - ‘
1.2860533 | J

1. 29605325

ufxt)

12080832 o]
F2

ejex "
1 get

Figura 3. u(x, t) para x € [-20, 20]y t € [-20, 20).
7. CONCLUSIONES

a. Usualmente la Férmula de D'Alembert se aplica a
problemas de EDPL del tipo Hiperbdlico
homogéneo, en este trabajo se ha contribuido con
la aplicacion en la resolucion de EDPL del tipo
Hiperbdlico no homogéneo, como una técnica
alternativa en combinacidn con el Teorema de
Green.

b. Dentro de los resultados se presentan tres casos
como se puede observar en la Figura 1, 2 y 3 con
condiciones mixtas, donde se consideran las
condiciones iniciales de manera alternada; es decir,
cuando se conoce el valor de la funcionuent=o0y
lavariacién de estarespectoatent=o.

c. Laventaja de usar esta técnica en la resolucién de
problemas tipo onda asociados a fuerzas externas
es que llegamos a determinar la solucién del
problema en forma explicita.

d. Asimismo con esta técnica solo se requiere que el
problema esté de definido en base a las
condiciones iniciales, sin embargo también se
puede aplicar a problemas del tipo onda que
tienen ambas condiciones iniciales y de contorno.

e. En el caso del problema no homogéneo respecto a
las condiciones y/o al término fuente usar esta
técnica es mas eficiente respecto a otras como el
caso de métodos de separacidn de variables que
solamente sirve para el caso homogéneo y si se
desea aplicar éste ultimo al caso no homogéneo
habria que plantear un nuevo problema cuya
solucién sea la suma del problema homogéneo y
una supuesta conocida como solucién particular,
que satisfaga dicho problema, lo cual hace mas
compleja el proceso de resolucion.
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GLOSARIO

C

Clase

Que una funcidn f sea de clase k sobre E, es decir  f e Ck(E),
significa que la funcién es k-veces diferen-ciable sobre E cuya k-ésima
derivada es continua en E.

Condicidn inicial
Son aquellos valores, definidas mediante una funcién, que toma
la posicién y la velocidad de la onda en el instante t = 0.

Curva

Es una linea continua de una dimensién topoldgica, que varia de
direccién paulatinamente. La nocién curva, conjuntamente con la de
superficie, es uno de los objetos primordiales de la geometria
diferencial.

R

Regién

La region de causalidad de la onda es un subconjunto, en este
caso, de R* debido a que las ondas unidimensionales estudiadas en el
presente articulo, dependen de dos dimensiones, una espacial y otra
temporal.

T

Término fuente

Al considerar una fuente que genera a las ondas,
matematicamente la EDPL que las describe resultan ser no
homogéneas, como en la ecuacién (1).
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