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EDITORIAL

Es muy grato para nuestra Facultad hacer llegar a la comunidad cientifica
y en general a toda nuestra sociedad el Volumen Nro. 23 de nuestra revista
REVCIUNI, en la cual nuestros investigadores tienen una oportunidad para
hacer piblicos los avances de sus investigaciones y asi contribuir con la difusién
del conocimiento, el cual debe estar decididamente orientado al servicio de la
sociedad, y de este modo se pueda lograr el progreso de la nacién. La tarea
fundamental del quehacer universitario es la investigacion, y en la Facultad
de Ciencias tiene prioridad al igual que la ensenanza de calidad. Los trabajos
que se presentan son en su mayoria producto del trabajo de tesis de nuestros
alumnos asi como de Proyectos de Investigacion que se desarrollan en nues-
tra Facultad. Esperamos seguir contando con la entusiasta participacién de
los miembros de nuestra comunidad académica, lo cual permitira seguir incre-
mentando el nimero de articulos que se publican en nuestra revista.

Dr. Pedro Canales Garcia
Decano
Facultad de Ciencias
Universidad Nacional de Ingenieria
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Sucesién Espectral de Grothendieck en Homologia de
Grupos
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En este articulo se demuestra la existencia de la sucesién espectral homolégica de Grothendieck. Dados K un
grupo y N un subgrupo normal de K se establece una relacién entre los grupos de homologia de K, N y K/N,

utilizando estos resultados.

Palabras Claves: Grupos de homologia, K- médulos, sucesién espectral homolégica de Grothendieck, lema de
herradura, resolucién proyectiva de un objeto en una categoria abeliana.

In this article, the existence of the homological version of Grothendieck spectral sequence is demostrated. Given
K a group and N a normal subgroup of K, a relationship between the groups of homology of K, N and K/N is

established, using these results.

Keywords: Homology groups, K-modules, Grothendiek homological spectral sequence, horseshoe lemma, pro-

jective resolution of an object in an abelian category.

1 Introduccién

Las sucesiones espectrales fueron introducidas por Jean
Leray en 1946. Las sucesiones espectrales son herramien-
tas fundamentales en topologia algebraica, geometria
algebraica [1], algebra homolégica, teoria de nimeros,
variedades complejas [2] y K —teoria.

Grothendieck introdujo una sucesién espectral que rela-
ciona los funtores derivados de un funtor compuesto de
dos funtores, y los funtores derivados de los factores. En
el contexto de cohomologia este resultado es probado en
(3], [4], [5] v [6]-

En este articulo, modificando la prueba dada en [3] y
considerando [7], se consigue la prueba del resultado en
el contexto homoldgico.

Por otro lado en [3], se prob6 el resultado siguiente:
Teorema 9.5 (Lyndon-Hochschild-Serre) Dada la
sucesién exacta corta de grupos

N—"> K —%» Q ydado un K-médulo A, existe una
sucesién espectral E = {E, (A)} tal que

EP = HP (Q,H?"P (N, A)) = H(K,A) . (1)

Es decir, la sucesién espectral E converge finitamente
al grupo graduado asociado al grupo de cohomologia
{H (K, A)}, filtrado adecuadamente.

Para la prueba se utilizé como herramienta la sucesion es-
pectral cohomolégica de Grothendieck , la definicién de
grupo de cohomologia de grupos y propiedades de anillos
de grupo con coeficientes enteros.

Teniendo en cuenta la sugerencia dada en [3], en obser-
vacién it), después de la prueba de theorem 9.5, se ob-
tendr4 la prueba de la versién homolégica de la sucesién
espectral de Lyndon-Hochschild-Serre.

Este articulo estd organizado como sigue:

En la seccién 2 se da una revisién de complejos dobles
de cadenas. En la seccién 3 se prueba la existencia de
la sucesién espectral homolégica de Grothendieck. En la
seccién 4 se establece la relacién de los tres grupos de
homologias de un grupo, de un subgrupo normal y grupo
cociente correspondiente.

2 Complejos Dobles de Cadenas
y Filtraciones de sus
Complejos Totales

La existencia de la sucesién espectral homoldgica de
Grothendieck y el problema de convergencia finita co-
rrespondiente estdn relacionados con el estudio de com-
plejos dobles de cadenas y filtraciones de los complejos to-
tales respectivos. El propésito de esta parte sera mostrar
resultados que permiten hallar los dos primeros términos
de la sucesién espectral que se construye a partir de un
complejo doble de cadenas con una filtracién de su com-
plejo total, y conseguir la convergencia finita en el caso
en que el complejo doble de cadenas sea positivo.

Sea (B,d,0") un complejo doble de cadenas sobre
alguna categoria abeliana 2 como el dado en (3, p 167].
Se tiene el diagrama siguiente anticonmutativo en 2

4

Br—l.s Brs
all 8" (2)
al
Br—l,s—l Br,s—l
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0"9' + &3 = 0 para cada r, s € Z; es conveniente reem-
plazar (2) por un diagrama conmutativo (4) y viceversa;
esto se logra haciendo

d=9&,d =(-1)"9" sobre B,, (3)

Se sabe que el complejo total de B se define como
TotB = {(TotB),},n€Z

donde (Tot B),, = @ Brs. Es conveniente subrayar
r+s=n

que T'ot B es un complejo de cadenas si el diferencial en

TotBesdadopord=8'+8" : TotB — TotB .

Si se considera el diagrama

B -3
r—1,s Brs

p - ()

’

Br—l,s—l - e B Br,s—l

entonces d’', d” se llaman el diferencial horizontal y ver-
tical de B, respectivamente.

El complejo Tot B puede ahora filtrarse en los si-

guientes dos modos de manera natural:

&P B (5

r+s=n
r<p

D B (6

T+s=n
s<p

1Fp(Tot B),, =

2FP(TOt B)n =

Se referira a la filtracién (5) como la PRIMERA FILTRACION
de Tot B, y la filtracién (6) como la SEGUNDA FILTRACION
de Tot B. Con estas filtraciones se obtienen dos suce-
siones espectrales denotadas por 1 F y oF.

Las pruebas de Proposiciones 2.1 y 2.3 se pueden en-
contrar en [3].

Proposicién 2.1. Para la primera sucesién espectral
asociada a la filtracién (5) se tiene

1E§? = Hy_p(Bp,u; 8"), 1EP? = H,(Hq—p(B,8"),0")
(7)
Para la seqgunda sucesion espectral asociada a la filtracion
(6) se tiene

2B = Hy_p(Bup; &), 2EP? = Hp(Hy—p(B,8'),0"”)

(8)

Definicién 2.2. Se dice que el complejo doble B (Figura 1 ) es positivo si eziste ng € Z tal que (el desplazamiento

hacia la derecha se considera positivo)

B,s =0 si r<nyg o s<mnyg 9)
L o ° [ ]
L ] [ ] L ] L ]
L] L ] [ ] L ]
[ ] L ] L ] L]
“~—o o o s=nyp
L ] L ] [ ] L] L [ ] L ] L ]
¢ & & = 9 e o o
L ] [ ] L ] L] - [ ] L ] o
e o o o o e o o
A
r=mng

Figura 1. Cada punto marcado de la regién no sombreada es B,, = 0.

Proposicion 2.3. Si B es un complejo de cadenas doble
positivo, entonces ambas la primera y la sequnda sucesion
espectral 1E y oF, de las cuales dos primeros términos
se dan en (7) y (8), respectivamente; convergen finita-
mente al correspondiente objeto graduado asociado a la
homologia {H,(Tot B)}, la cual es adecuada y finita-
mente filtrada.

3 Sucesién Espectral Homolégica
de Grothendieck

En esta seccién se enuncia y se demuestra el teorema de
sucesién espectral homolégica de Grothendieck que rela-
ciona a los funtores derivados izquierdos.

Facultad de Ciencias — UNI
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Existencia y Convergencia de la Sucesién
Espectral de Grothendieck

La construccién de la sucesién espectral homoldgica de
Grothendieck se hard usando un complejo doble de ca-
denas J de objetos proyectivos y este complejo para su
construccién requiere de una herramienta llamada LEMA
DE HERRADURA. En lo que sigue se abordaréd el lema
mencionado y otros resultados previos que son necesa-
rios para demostrar la existencia de la sucesién espectral
homolégica de Grothendieck.

Lema 3.1. Sean P, y P, objetos proyectivos en una
categoria abeliana A, entonces P) ® P, es proyectivo.

Prueba.- Sea o : P, ® P, —— B un morfismo y
€: A — B un epimorfismo, entonces existe un mor-
fismo B: PP ®P,——> A talquea=€o0f.
En efecto, sean a; : P, —— B, as: Pp —— B mor-
fismos. Como P; y P, son objetos proyectivos, existen
morfismos f;: Pp—— A , [B2: P,——> A tales que
a1 =€of, ap =€0 .

Definiendo a(a,b) = €0 Bi(a)+eo B2(b)
= 5°(ﬂ1,ﬁ2) (aab)v

existe un morfismo 8 = (B1,82) talquea=co S M

Lema 3.2 (Lema de Herradura). Sea 2 una categoria
abeliana y0 - A’ - A — A” — 0 una sucesion

ezacta corta en A. Si P’ : 0 « Py « P « --- y
P" 10 «+ B « P + --- son resoluciones proyec-
tivas de A’ y A", respectivamente; entonces eziste una
resolucion proyectiva P de A tal que la sucesion de com-
plejos de cadenas 0 — P’ - P — P"” — 0 es exacta y
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

]

0 P P, e 0
la; lal la;' (a0)
0 ) —> Py —"> Py 0
i , lB% l ;
€ € €
Vs
0—> A — 2 A" P gn 0

Prueba.- Sea Py = Pj® P}. Como P}y P} son proyec-
tivos, por Lema 3.1 P, es proyectivo.

Se define € : Py — A por £ (a,b) = ae’a + pb. También
se definen los morfismos 19 : P§ — P, por 1 (a) = (a,0)
y mo : Py — Py por mo(a,b) =b.

Se prueba que los dos cuadrildteros inferiores del dia-
grama (10) son conmutativos, verificando que 29 = o’
y €”mo = Be, como sigue:

Sea a € Pj, entonces £19(a) = ¢ (a,0) = ac’a.

Por otro lado, para (a,b) € Py = P{ & Pj, €"mo(a,b) =
€”(b) = Biob pues Pj es proyectivo y

Be(a,b) = pB(ac’a+ ob)
= Bag’a + Biob,como Ba=0:
= Pob .

Asi, €'"mg = Be.

Puesto que Im (39) = Py x {0} = Ker (m), resulta que
0 — P} =% Py =% P} — 0 es sucesién exacta de proyec-
tivos. De la conmutatividad de los diagramas con filas
exactas cortas, por ser €’ y €’ epimorfismos, se sigue que
€ es un epimorfismo.

HIPOTESIS INDUCTIVA: Suponemos que existe sucesion
exacta corta de proyectivos
0 P, —»Pp,—=
0 < m < n, donde P,, = P, & P}, tal que el diagrama

(10) hasta dicha sucesién exacta es conmutativo.
Ponemos P, = P}, ® P,/. Al igual que arriba construimos
la sucesién exacta corta de proyectivos

0—->P,—P,—>P/—>0

P} 0 para

tal que el diagrama

Tn

0 P,—" > P, P! 0
a;l a..l . a:l (11)
Ve
0 P Pny -1 0

donde 9, (a,b) = 1,—10},a + P¥,b, es conmutativo.
Ademds Im(8,) = Ker(0n-1), lo cual se verifica
mostrando que H,,_; (P) =0 paran—1 > 0.

Para ello, se considera el diagrama

0 ——> Ker(8])

Ker(8,) ——> Ker (8))

P> P, P
l a, 1 an l ayl
0 P._, P,y ———> P},

l l !

Coker (8;,) —> Coker (8n) ——> Coker (8)]) —— 0.

Por (3, Lema II1.5.1], las sucesiones de las filas supe-
rior e inferior son exactas. Segin [3, Lema IV.2.2]:

Hn_](P,) — Hn_i (P) —. Hn_I(P“)

Coker (8;,) —— Coker (8,) ——> Coker (8!/) —> (

. __ __
la"_l ;" l%'

0 — Ker (9,,_;) —> Ker (8p_2) —> Ker (8_,)

l l l

Hp—2 (P') —— Hn_2(P) ——> Hn_2 (P")

Por (3, Lema IIL5.1] H,—1 (P’) = H,_;(P) —
Hy_1 (P") es exacta. Pero H,—1 (P') = H,_; (P") =0,

REVCIUNI 23 (1) (2020) 1-10
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luego H,,_; (P) = 0.

Por el principio de induccién, existe un complejo de
cadenas P : 0 < Py < P; « ---, donde cada P,
es proyectivo, P es aciclico (H,(P) = 0, Vn > 1) y
Hy (P) = A. Asi, P es una resolucién proyectiva de A

tal que 0 = P — P — P” — 0 es sucesién exacta de
complejos de cadenas pues 0 - P}, - P, = P, = 0 es
exacta para cada n = 0,1,.... Adem4s el diagrama (10)
es conmutativo Wl

Lema 3.3. Sea € una categoria abeliana con suficientes proyectivos.

Or
Sean 0 F i F s F, < ... un complejo de cadenas en €, Z,41 = Ker (8,41) ¥
B, = Im(8r41) parar =0,1,...; entonces ezxiste una resolucion proyectiva de
Fo <——£0<<—F1 ‘m71 £1 F2 —< (12)
expresada como el diagrama conmutativo
Joo<~—Loyy<—Jnn<—Kn<—<Ln<—Jyy <——=--
Lo | o
Joo <—Lgo <— Jio =—Kio<~—Ljo<— Jpp <—="-
Fy By Fy 71 B < F, =
donde cada columna es una resolucion proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y
L,y <— Jry1,s <—Kr41,5 €S exacta.
Prueba .- La sucesién Fy/By <— Fy <—B) tal que el diagrama siguiente conmuta
es exacta corta. Como € tiene suficientes proyectivos,
se puede asumir existen resoluciones proyectivas Qo de : : :
Fy/Bo, y Lo de By. Por el lema de herradura, se obtiene
una resolucién proyectiva Jy de Fy tal que el diagrama
siguiente conmuta
Qu<=—Kn<—<n
(15)

L

Q10 <— Ko <~—1o

R

Zy/By <—— 21 =—B

Con las resoluciones proyectivas Lo de By, K1 de Z1, apli-
cando Lema de herradura se obtiene la resolucién proyec-
tiva J; de Fj tal que el diagrama siguiente conmuta :

e

Loy <— J11 <=—K713

| ]

Log =<<— J1o <~—K10

R

By <~——F, ~—;

]

Qo1 <~— Jo1 <~—n

L

Qoo <—— Joo <=—Loo

Voo

Fo/Bo -~ Fo <—<Bo

(14)

(16)

Escogiendo las resoluciones proyectivas L; de By y Q1
de Z; /B, se obtiene una resolucién proyectiva K; de Z;

Acoplando los diagramas (14), (15) y (16) se obtiene ung
parte importante del diagrama (13).

Facultad de Ciencias — UNI
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Repitiendo el procedimiento anterior se obtiene la re-
solucién proyectiva J; de F» de tal modo que el dia-
grama (13) conmuta, donde cada columna es resolucién
proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y
que Lpg3<——Jry1,s <—HK, 11,5 es exacta @l

Proposicién 3.4. Del diagrama (13) se obtiene el dia-
grama conmutativo

Jo1 Ju Ja1
l l (17)
Joo Jio J20
Voo
Fy F s

donde cada fila es un complejo de cadenas y la
r—ésima columna es una resolucion proyectiva completa
de F.; r=0,1,....

Prueba .- La conmutatividad del diagrama (17) se
obtiene de la conmutatividad del diagrama (13).
La fila base del diagrama (17) por hipétesis es un com-
plejo de cadenas. Del hecho que
Lys <— Jry1,s <—K,4+1,s €s exacta, se sigue que

Jrs <—— Jry1,s < Jr42,5 €s el morfismo nulo. Asi,

cada fila del diagrama (17) es un complejo de cadenas.
Por Lema 3.3, J, = J,. . es una resolucién proyectiva de
F.parar=0,1,... R

El siguiente complejo doble de cadenas se denotard
por D:

Co1 Cn Co

(18)
Coo Cio Cao
Ap A Az

Proposicién 3.5. Si las homologias de las columnas de
D se anulan, entonces el complejo total de D tiene ho-
mologia nula.

Prueba .- Sea D, =; F,(Tot D) subcomplejo
de (Tot D) y C, columna j—ésima de D, entonces

C; = D,/D,_;. Asi, la sucesién de complejos de ca-
denas D,_;

Por (3, Teorema IV.2.1], la sucesi6én larga de homologias
siguiente es exacta

—  Hy(D,-1) — Ho(D;) — Hy(C)) —
Hy1(D;—1) = Hy_1(D;) = Hyg—1 (C)) = --- .
Puesto que H,(C;) = 0 para todo g, j, y Hg(D-1) =0,
se prueba por induccién que Hy(D;) = 0 para todo
q,j. Pero (D,)g = (TotD), para ¢ < j, luego
Hy(TotD) = Hy(Dg4+2) = 0, como se queria probar
|

D, — C, es exacta.

Se va a considerar tres categorias abelianas A, B, €
y dos funtores covariantes aditivos
F:2— 9B, G:B — € Ademss, se considera que 2 y
B tienen suficientes proyectivos; esto significa que todos
los objetos en 2 y B tienen resoluciones proyectivas. Asi
es posible construir los funtores derivados izquierdos de
F, Gy GoF. El teorema siguiente establece una relacién
entre estos funtores derivados mediante una sucesién es-
pectral.

Definicién 3.6. Se dice que un objeto B de B es
G-aciclico (izquierdo) si

rew ={ “F 139 (19)
Teorema 3.7 (Sucesién Espectral Homolégica de
Grothendieck). Sean F : A - B y G : B — € fun-
tores covariantes aditivos de categorias abelianas, donde
A y B tienen suficientes proyectivos. Si para cada ob-
Jjeto proyectivo P de A se tiene que F(P) es G-aciclico,
entonces para cada objeto A de A existe una sucesion
espectral E = {E™ (A)} tal que

Epy = (LpG) (Lg—pF) (A) = Le(GF)(A) . (20)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente al
objeto graduado asociado a {L,(GF)(A)}, filtrado ade-
cuadamente.

Prueba.- Puesto que A € || y A tiene suficientes
proyectivos, existe una resolucién proyectiva P de A es-
crita como

P:0 Py P e P, .
(21)
donde P, es proyectivo paran =0,1,....
Luego
FP :0 <2 FPy <2 FP, 0 FPq-pa";_”l .
(22)
Asi, Lg_pF (A) = Hq—p (FP) = Ker (0g—p) _ Zq—p (23)

Im (9q-p+1)  Bg—p

REVCIUNI 23 (1) (2020) 1-10
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Del Lema 3.3 se obtiene

1]

|

Jon<—Lpgp<~<—Jnn<~—Kn<~——djj<—Joy ~—--

N

| o

Joo =——Lgo <—— Jio =—Ki1o<~—<10 J20

S

Vo

FPhh<~—8By<~<~—FP <~—<1<——B  <~—FPy~—<-.

donde cada columna es una resolucién proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y la sucesi6n

Ly <—Jry1,s <—K,11,5 esexacta. Como =22
Bq—p
Kq—p

resolucién proyectiva,
a—p

Por lo tanto,

@6 (22) =, (o (fe2))
Ker(G(f,f—jf;_f)—>G( Eires ))

Im ( G Kq—p.p+1) G (&u ) (25)

Lq—p.p+1 Lq—P-P
De la Proposicién 3.4 obtenemos el diagrama conmuta-

)]

Jo1 <—Ju Jo1 <

A R 0
Joo Jio J2o S
FPy<——FP, FP,

donde cada fila es un complejo de cadenas y la r—ésima

columna es una resolucién proyectiva completa de
FP,; r=0,1,....

Consideramos Jr.s+2

la:.s+2

Jr,s+l <J— Jr+1,s+1

dr+l,a+l
lai.aﬂ laiﬂ.,-u

Irs <~ Yrt+ls < Jry2s
r+1,s r+2,s8
Como G es funtor covariante aditivo, se tiene :

a) G ( r+1 s) G (di+2,s) =0;

b) G(alsﬂ) ( rs+2) =0;

€ |B| y B tiene suficientes proyectivos, este objeto tiene como

c) G(8] Y s+1) G (dr+1 s+1) =G (di+1 s)G (6;7-+1 s+1)-

Aplicando G a la parte J del diagrama (26) y
definiendo &' = Gd y 8" = (—1)"Gd morfismos que
toman valores en G J,.s; con los items a), b) y ¢) se obtiene
el complejo doble de cadenas B = GJ

GJo2 4 GJi2 ol GJa A

8" & o (27)
GJo1 i Gyu z GJa I

9" % o 9"
Gioo Gl Glgg <2—- -

El complejo doble de cadenas GJ es positivo, pues
existe ng = 0 € Z tal que GJ,s = 0sir < 0 v
s < 0. Por Proposicién 2.3 existe una sucesién espectra]
2E =, E(A) asociado al complejo de cadenas filtrado
Tot GJ, cuya filtracién es dada por

&P co.,

r+s=n
s<p

2F, (Tot GJ), =

dicha sucesién converge finitamente al objeto graduado
asociado a la homologia {Hy(Tot GJ)} la cual es ade-
cuadamente filtrada. Esto se simboliza por

2El = H, (Tot GJ) . (28)

Para finalizar la prueba, falta calcular los dos objetog
E q Y Hq (Tot GJ).
Proposicién 2.1 da las férmulas siguientes:

2By = Hy—p (GJu ;&) , 2Epg = Hp (He—p(GJ,8'), 5

para B = GJ, que permiten calcular 2E,1,q, en los pasog
d) y e), como sigue :

Facultad de Ciencias — UNI
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Sucesién Espectral de Grothendieck en Homologia de Grupos 7

d)

€)

1
2Ep,

2qu = Hgp (GJup; 0')
_ Ker (B i) (29)
Im( g—p+1, p)
Observando el diagrama (24) se tiene
K, L =< Jri1,s Kirt1,s -
Como Jrt1,s = Lrs ® Krq1,s Y Krs = Qrs © Lis

(ver diagramas (15), (16) ), aplicando el funtor co-
variante aditivo G se obtiene
GK,s GJr+l,s ‘—‘GKT—}-l,s

Tomando (r,s) = (¢ —p — 1, p) se tiene

G L,

GKq—pp—>GJg—pp

M ia

GJg—p-1p <57—CGKq—p-1p <57—GL

m q—p—1,p

luego se deduce que Kerd;_, , = GKq_pp, pues

Kerd,_,,
= {z€GJy—pp /nomoa(z)=0}
= {z€GJy—pp / a(x) =0}, nom es monic

= GKypps GJlg—pp=GLg—p-1pDGKq—pp -
Utilizando el diagrama
GJq—p+1,p
6:1 p+1,p ib

GJg—pp<7T—CGKqpp <J—‘GLq—p,p

se obtiene que Im (9! = Im(ijb) =
q—p+1,p
GLq—pp-
Por lo tanto, por (29), 2E, = GKopp (30)
GLg—pp

Puesto que GKy_pp =
Qq—pp =
G(Kq—pp) - Kqpp
G(Lg—p,p) Lq—pp

K,_
Luego, 2Ey, = G (#) :
a-p,p

GQq—pp ® GL4q_p, donde
a—p,p/ Lq—p,p, Tesulta que

(31)

Efectuando calculos

= Hp(Hq—p(GJ,8'),0")

r( i ,,(GJ*,,,a')—>Hq p (GJxp— 1,6))

Hq—p (GJx, p+1,8)——>Hq p (GJx pval))

2E ——> 2E —1,q—1

, por (31) :

0
P —>2E Pa )

a
o
(s
o
(ot

q P, p 3" Kq—p,p-1
Lq—p, p G ( q9—p,p—1 )
= , por (25) :
all K, _
A Lq- pv+l G(Lq—p,p) )
= L,G ( q_P)
i Bq—P
= (LpG) (Lg—pF) (A) por (23), (32)

Se completa los cdlculos, hallando Hy(Tot GJ), del

siguiente modo:
Como G : 8 — € es un funtor covariante aditivo, en-
tonces L,G : B — € es el g-ésimo funtor derivado
izquierdo de G y L,G (FP,;) = H, (GJ;) para

= 0,1,..., donde FP,. € |B| y J, es una resolucién
proyectiva de F'P, segin (26).
Para cada objeto proyectivo P, de 2, por hipétesis F P,
es G-aciclico, luego se obtiene que

G(FP,), q¢=0

0, ¢g=>1 (33)

L,G(FP,) = {

Asi, las homologias de las columnas del complejo doble
de cadenas, D, obtenido de (26) aplicando G y haciendo
anticonmutativo el diagrama conmutativo, se anulan.

GJo GJi1 GJag <—---
l (34)
GJoo GJio GJypg <—---
; |
GFP, GFP, GFPy<~— .-

Por la Proposicién 3.5, la homologia del complejo total
de D se anula; es decir,

H, (Tot D) =0, Vn. (35)
Sea D; el complejo TotGJ visto como subcomplejo
de Tot D. Entonces se tiene la sucesién exacta corta
GF(P)>——> Tot D —— D; de complejos de cade-
nas, donde (T'ot D) /GF(P) =
El [3, Teorema IV.2.1] asegura que la sucesién larga de
homologias siguiente es exacta
H()(Dl) — H()(Tot D) + Hj (GFP) <« Hl(Dl) «—
Hl(TOt D) «~— H,; (GFP) «— H2(D1) — Hz(TOt D) «—

Por (35) se tiene H,(Tot D) = 0 para todo n =0,1,.
Asi, de la sucesién anterior se obtiene 0 < Hy (GF ’P) -
Hy(Dy) + 0+ H, (GF’P) +— Hy(D) 0« -

Como H,(D;) & H,_1 (Tot GJ) para n = 1,2,.
obtiene sucesivamente:

En general, Hy (Tot GJ) = L, (GF) (A) . (36)
En consecuencia, reemplazando en (28) los valores ha-
llados en (32) y (36), se concluye que para cada objeto
A de 2, existe una sucesién espectral E = 3F (A), sa-
tisfaciendo las condiciones requeridas; es decir, tal que

Epy = (LpG) (Lg—pF) (A) = Ly (GF) (A) W

REVCIUNI 23 (1) (2020) 1-10
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8 Felipe Climaco Ccolque Taipe

4 Grupo de Homologia con
Sucesiones Espectrales.

En esta seccién, utilizando la sucesién espectral ho-
moldgica de Grothendieck se obtiene la versién ho-
molégica de Theorem 9.5 de Lyndon-Hochschild-Serre[3],
que permite calcular el grupo de homologia. .

Sea G un grupo escrito multiplicativamente con iden-
tidad e. Se denotarad
ZG ={r / r= Y m.(z)z, para alguna funcién

z€G

m, : G — Z con m,(z) = 0 excepto para un nimero

finito de elementos = de G}.

Sea 1: G>——> ZG la aplicacién definida por

Z(g) = Z mg(x)w,
z€G
_J 1 g==z
donde para cada g € G, my(z) = { 0, gtz
La aplicacién 2 : G>———> ZG se llama LA INMERSION y
claramente :G C ZG, luego ZG # 0.

Ahora, considerando r = Y m.(z)zy s = 3 ms(x)z
z€G z€G
se define la suma r + s y el producto 7s en ZG, respecti-

vamente, por

r+s = Y [me(z)+m(z)]z (37)
z€G

rs = Y [me(x)ms(y)] 2y (38)
z,ye€G

Proposicién 4.1. Dado un grupo G, ZG con las opera-
ciones dadas en (37) y (38) es un anillo unitario.

El anillo de la proposicién anterior se llama ANILLO
DE GRUPO CON COEFICIENTES ENTEROS y se caracteriza
por la propiedad universal siguiente.

Proposiciéon 4.2. Sea G un grupo, » : G — ZG la in-
mersion y R un anillo. Para cualquier funcién

f:G—= R con f(zy) = f(z)f(y) y f(e) = 1r (elemento
unitario del anillo R) existe un dnico morfismo de anillos

f':ZG — R tal que f'v= f.
J

T ——R
l/

f,

G
Prueba.- Se define f’ ( > m(z)z) =
z€G

> m(z)f(z). Entonces f’ es el tinico morfismo de
z€G

anillos tal que f2=f W

Definicién 4.3. Un G-mddulo derecho es un grupo
abeliano A provisto de un morfismo o : G — Aut (A)
de grupos, definido por o(z)(a) = az, Vx € G, Va € A.

Cada grupo aditivo abeliano A es un G-mé6dulo dere-
cho (trivial) bajo el morfismo trivial de grupos
0 : G — Aut (A) dado por o(g) = id4 para todo g € G.

Proposicién 4.4. Sea G un grupo. Entonces A es un
G-médulo derecho si y sdlo si A es ZG-mddulo derecho.

Proposicion 4.5. Sea G un grupo y
Z ®z¢ (=) : My — Ab dado por A — Z Rz (A). En-
tonces Z Qzc (—) es un funtor covariante aditivo.

Prueba.- Como el grupo aditivo abeliano Z es un G-
médulo derecho, por Proposicién 4.4 Z es un ZG-médulo
derecho. Para A = ZG, por la [3, Proposicién I11.7.1]
se sabe que Z ®zg (—) es un funtor covariante; luego de
[3, Proposicién I1.9.5] y [3, Proposicién II1.7.3] se deduce
que el funtor covariante Z ®z¢ (—) es aditivo B

Proposicion 4.6. Sea ¢ : H — G un morfismo de gru-
pos, entonces Zy : ZH — ZG es un morfismo de anillos
definido por Zy ( > m(m)a:) = Y m(z)p(z).

T€EH z€H

Prueba.- Se verifica que Zp preserva la suma y el
producto B

Corolario 4.7. Sea N un subgrupo de un grupo K. Si
A es un K-mddulo, entonces A es un N-mddulo.

En virtud de Proposicién 4.5, dado un grupo G,
Z ®zc (=) : My — Ab es un funtor covariante adi-
tivo, luego para n > 0 los funtores derivados izquierdos
de Z ®zg (—) son

Tor’%(Z,—) = L n (Z ®zc (-)) : My — Ab.

Por consiguiente estd definido T'orZ¢(Z, A) para todo
Ae Im’ZG|.

Lema 4.8. Sea N> K —25 Q una sucesién
ezacta corta de grupos y A un K-mddulo, entonces
Z ®zq (Z ®zn A) y Z Qzk A son Z-médulos izquierdos
1somorfos.

Prueba.- Primero probemos que Z ®zq (Z ®zn A) y
Z @zk A son Z-médulos izquierdos.
Recordemos que Z se considera como ZG-médulo trivial
izquierdo (derecho) para todo grupo G. En particular, 7
se considera como ZK-médulo trivial derecho.
Puesto que A es un ZK-médulo izquierdo, para el mor-
fismo de anillos unitarios ex : ZK — Z dado por

6K(Z m(x)x) = £ m@) (en (3 (VIL2)), por

zeK z€
[3, (IV.12.4)] sabemos que Z ®zx A es un Z-médulo

izquierdo. Similarmente, se prueba que Z ®zn A es un
Z-médulo izquierdo. Asi, Z ®zy A es un grupo abeliano.
Puesto que A es un K-mddulo, existe un morfismo de
anillos p : ZK — End(A). Luego

Z®@znp:ZLZ®zNZK — End(Z®zn A) es un morfismo de
anillos. Pero Z®zn ZK = ZQ (ver [8, pagina 29]), luego
Z ®znN A es un ZQ-médulo izquierdo. Si consideramos e]
grupo cociente Q = K/N y el morfismo de anillos unj-
tarios eq : ZQ — Z, resulta que Z ®z¢ (Z ®zn A) es un
Z-mdbdulo izquierdo.

Ahora, definamos ¢ : Z ®zq (Z ®zn A) - Z ®zN A por

") (Z zi®y® a.)) = Z(zty,)éba,, donde I es finito,

i€l 1€l
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Y:ZQzNn A= ZRz¢ (Z Qzn A) por

P Ez, ®a, | = Zz_, ® (1®a,), donde J es finito.
JjEJ JEJ

Sean b,b1,b2 € Z ®z¢ (Z ®zn A) y )\ € Z, entonces
i) @(Ab) = Ap(b),
i1) (by + b2) = p(b1) + p(b2).

<P(’\b) = @ (Z(’\Z'L) ® (yz ® 04)) =

1€l
Z((/\Zz)y;) ®a, = /\(p(b) )

el

En efecto,

p(br+b2) = Zzz®(yz®az)+zzj ® (v, ®a;)
€l J€J

=¢(sz®(yk®ak)) , K =TUJ finito.

keK
= Z(zkyk) Qar = Z(zzyz) ®a,
keEK €1
+ Y (z%;) ® a; = p(b1) + p(b2).
JEJ

Por lo tanto, ¢ es un morfismo de Z-mdédulos.
Similarmente, se prueba que 1 es un morfismo de
Z-médulos. Por el hecho que ¥ = id y o = id, ¢ es
un isomorfismo de Z-médulos, como se queria probar W

Definicién 4.9. Sea G un grupo, A un G-mddulo. El
n-ésimo grupo de homologia de G con coeficientes en A
denotado por H, (G, A) se define como

H, (G, A) = Tor’%(z, A),

donde Z es visto como un G-mddulo derecho trivial.
El Z-médulo graduado H, (G, A) = {H, (G, A)} se llama
la homologia de G con coeficientes en A.

“Un resultado andlogo a (3, Proposicién IV.5.3] es la
siguiente:”

Proposicién 4.10. Sea G : B — € un funtor covariante
aditivo entre categorias abelianas, donde B tiene sufi-
cientes proyectivos y sea Q € |B| proyectivo, entonces
L,GQ =0paran=1,2,... y LiGQ = GQ.

Teorema 4.11 (Lyndon-Hochschild-Serre). Dada la
sucesion ezacta corta de grupos

Nt k-t Q y dado un K-mddulo A, eziste una
sucesion espectral E = {E™ (A)} tal que

Ey, =H,(Q,Hy_p(N,A)) = H, (K, A) . (39)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente a
la homologia {H, (K, A)}, filtrada adecuadamente.

Prueba.- Se realiza aplicando el teorema de la
sucesion espectral homolégica de Grothendieck, por lo
que se verifica las hipétesis correspondientes y esto se
hace en los dos items siguientes:

i)

Se va a considerar funtores F': A - B y

G : B — € covariantes aditivos entre categorias
abelianas, donde 2 y B tengan suficientes proyec-
tivos.

Sean 2 la categoria de K-médulos, ‘B la categoria
de Q-médulos y € la categoria de grupos abelianos,
entonces A = My, B = m?ZQ y € = m}. Por
[5, p 425] se sigue que las categorias A, B y €
son abelianas; por otro lado, [3, Proposicién 1.4.3]
indica que las categorias 2 y B tienen suficientes
proyectivos.

Segin Proposicién 4.5 para G = N se tiene que
Z ®zn (=) : My — Ab es un funtor covariante
aditivo. Pero Corolario 4.7 proporciona la inclusién
my, C My, luego definiendo F = Z ®zy (—)|a
2A — 2Ab, se nota que para cada A € ||,

F (A) = Z ®zn (A) es un grupo aditivo abeliano,
luego F'(A) es un Q-médulo trivial y asi

F (A) € |'B|. Por lo tanto F' : 24 — B es un funtor
covariante aditivo entre categorias abelianas.
Nuevamente, si se define G =Z ®z¢o (—) : B — €,
aplicando Proposicién 4.5 para G = Q, se deduce
que G : B — € es un funtor covariante aditivo entre
categorias abelianas.

SiPe ’m‘z K’ es proyectivo, entonces

F (P) =Z ®zn (P) es G-aciclico.

Por la Proposicién 4.10 debemos demostrar que
F(P)e Imle| es proyectivo siempre que

Pe |m‘z K| es proyectivo.
Sea ¢ : ZN — Z morfismo de anillos tal que

r= Y m.(z)z— Y m(z).
z€N zeN

SiU = U, : M), - M,y es funtor de cambio
de anillos, se sabe que F : My, — M) dado
por F(A) = Z ®zn (A) es su adjunto izquierdo.
Como U preserva epimorfismos (pag. 319(3]), por
Theorem 12.1[3] F' preserva proyectivos. Puesto
que P € ’m‘z K| es proyectivo, se sigue que
F(P) = Z ®zn (P) es proyectivo.
la Proposicion 4.10 se obtiene

Luego, por

0, g>1 0

L,G(FP) = {

Por lo tanto, F' (P) es G-aciclico.
De i), ii) se ve que se satisfacen las hipétesis del
teorema 3.7, entonces para el objeto dado A de

2 existe una sucesién espectral (homoldgica de
Grothendieck) E = {E™(A)} tal que

Epy = (LyG)(Lq—pF)(A) = Lo(GF)(A) . (41)

Es decir, la sucesién espectral E converge finita-
mente al objeto graduado asociado a {L,(GF)(A)},
filtrado adecuadamente. Se completa la prueba,
calculando valores de E}, y L,(GF)(A) en los items
iit) y iv):

REVCIUNI 23 (1) (2020) 1-10

Facultad de Ciencias — UNI



10 Felipe Climaco Ccolque Taipe

141) Puesto que F' (A) = Z ®zn A se tiene
(Lq-pF)(A) = TorZX (z,A) = Hy_, (N, A), luego
Exl;q = (LpG) (Lq—pF) (A)
= (LpG) (Hq—p (N, A))
= Tor?2 (Z, Hy—p (N, A)) = Hy (Q, Hy—p (N, A)).
Por lo tanto E}, = H, (Q, Hy—p (N, A)) .  (42)

iv) Del Lema 4.8 obtenemos que
Z ®2qQ (Z @zn A) = Z Qzk A,de modo que

Ly(GF)(A) = L4(Z®zq (Z®zn A))
= Lg¢(Z®zk A)
= Tor’¥ (z,A) = H,(K,A).
Luego L,(GF)(A) = Hy (K, A) . (43)

Reemplazando (42) y (43) en (41), se garantiza la exis-
tencia de una sucesién espectral E = {E™ (A)} tal que
E;q =H, (Q,Hyq—p (N, A)) = Hy (K, A) B
Tener una sucesién exacta corta de grupos
N> K 25 Q significa tener un subgrupo nor-
mal N de K y un grupo cociente Q@ = K/N.

En consecuencia, el grupo de homologia H, (K, A) =
{H4 (K, A)} de un grupo K con coeficientes en K-médulo
A, puede ser aproximado por una sucesién espectral
cuyos términos envuelven grupos de homologia del grupo
cociente @ y del subgrupo normal N.

5 Conclusiones

1) Por definicién, el n-ésimo grupo de homologia
H,(G,A) = Tor’(zZ,A) = L,(Z®zc)(A) de
G con coeficientes en A es el valor del satélite
izquierdo T'or%C (Z, —) del funtor aditivo Z®zg (—)
en un G-médulo A.

2) Por (3, Exercise IV.5.8] un funtor exacto derecho es
un funtor aditivo. En consecuencia, la prueba de
Teorema 3.7 da una nueva prueba de [5, Corollary
5.8.4].

3) Se puede plantear como materia de nueva investi-

gacién que, siguiendo el método aplicado en este
articulo, es posible dar una forma de la sucesién
espectral de Grothendieck (Teorema 3.7) para fun-
tores &—derivados izquierdos.
Dados A, B categorias abelianas, & una clase
proyectiva de epimorfismos en A. Sea T : A — B
un funtor aditivo. Entonces [3, Theorem IX.1.3]
garantiza que est4 bien definido LET : A — B so-
bre objetos y morfismos, n = 0,1,..., donde LET"
es llamado n—ésimo funtor &—derivado izquierdo.
Usando (3, Lemma IX.2.2] y Lema 3.2, se puede
establecer lema de herradura para una sucesién
& —exacta corta en una categoria (2, &).

4) Se encuentra en [9] la extensién de Teorema 3.7
para funtores no aditivos o categorias no abelianas.
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En este trabajo estudiamos la formulacién variacional de las ecuaciones diferenciales parciales del calor y de
onda, y posteriormente determinamos, usando los teoremas minimax, la existencia de solucién débil de dichas
ecuaciones, a través del andlisis variacional, considerando estas soluciones como puntos criticos de ciertas funciones
definida en un espacio de blisqueda que en nuestro caso seré el espacio de Sobolev H! 6 HJ.

Palabras Claves: Férmula de Green, Soucién débil, Punto critico.

This work deals with the variational formulation of the heat and wave partial differential equations, and then,
using the minimax theorems, we study the existence of weak solutions of these equations, through the variational
analysis, considering these solutions as critical points of some functions defined on appropriated Sobolev spaces

such as H! or H}.

Keywords: Green’s formula, Weak solution, Critical point.

1 Introduccién

Estudiaremos la formulacién variacional de las ecuaciones
diferenciales parciales del calor y de onda, dando lugar
a estudiar la existencia de puntos criticos de ciertas fun-
cionales correspondientes a las ecuaciones diferenciales
parciales mencionadas,

Los puntos criticos considerados en el trabajo son los
ceros de la derivada de Gateaux [1].

La formulacién variacional de una ecuacién diferen-
cial parcial (edp) se obtiene a partir de una reformu-
lacién integral de tal edp con la intervencién de ciertos
tipos de funciones llamadas funciones de prueba o test
que para nosotros seran las funciones que forman el con-
junto C*(Q) 6 C§°(R),

Cy° () := {f € C*°(R) : Q@ D supp (f) es compacto},

donde supp (f) := {z € Q: f(z) # 0}, siendo £ abierto
de R™.

Para m € {0}UIN, definimos el Espacio de Sobolev
W™P(§2) como [2]:

W™P(Q) = {u € LP() : 3 D°u € LP(R), 0 < |a| < m},

donde D*u =: g, es la derivada parcial débil de u,
esto es, la funcién g, que satisface

[ w20 = 01 [ gap, Vo C@).

Q Q

Un caso especial de espacio de Sobolev es el espacio

H™ () y més atin, el espacio H!(), definido por:
H™(Q) := W™2(Q).

Una de las herramientas importantes del andlisis
variacional es la Férmula de Green (3],

/ngdx=—/Vngdx+/ f-a—gds,
Q Q s On

donde % = Vg.n.
on

Esta identidad nos permite pasar de una edp
(bisqueda de solucién fuerte) a una ecuacién integral
(busqueda de solucién débil), y que bajo ciertas condi-
ciones de regualidad, ambas soluciones coinciden.

Nuestro punto de partida en el tranajo es la formu-
lacién variacional de la ecuacién de Laplace:

Ay = 0, sobre Q,

asociada a las condiciones de frontera, segiin el caso, de
Dirichlet o Neumann, [4].

2 Ecuaciones de Laplace y
Poisson

2.1 Ecuacién de Laplace-Dirichlet [5]

La ecuacién de Laplace con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

Au=0
u=20

Una funcién v € C?*(Q) N C(Q) que satisface (LD) es
llamada solucién fuerte de la ecuacién.

sobre €,

sobre Of). (LD)

Facultad de Ciencias — Universidad Nacional de Ingenieria



12 H. Guimaray & E. Ocana

2.1.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(LD)

De la primera ecuacién del sistema (LD), tenemos
@Au =0, para todo ¢ € C5°(Q), (1)

lo que implica que

/LpAu
Q

= - / VoVu + / <pa—uds (férmula de Green)
Q aq On

= ~/VuV<p.
Q

Asi, de la expresién (1) tenemos

0 =

/ VuVep =0, paratodo ¢ € C5°(f). (2)
Q

Una funcién u € H}(Q) que satisface (2) es llamada
solucién débil de la ecuacién (LD).

En general, se requieren ciertas condiciones de regu-
laridad sobre 92 y sobre u para que una solucién débil
sea también una solucién fuerte.

2.1.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (LD)

Asociada a la ecuacién variacional (2), la funcional de
energia correspondiente a la ecuacién (LD) es la funcién
¥ : H}(2) = R definida por

P(u) = %/ﬂ |Vu|?, para todo u € Hy(R2). (3)

Proposicién 2.1. La funcion v es de clase C™ en
H}(Q). Ademds,

Dyip(u) = / VuV, para todo ¢ € CZ°(Q).
Q

Demostracién. Siendo (u,v) = [, VuVv un pro-
ducto interno de H}(€2) cuya norma asociada es ||u| =

(Jq |Vu|2)1/2, tenemos 3 ||ull? = § [, [Vu|?, de donde

1
B(w) = 5 lull®.

Se deduce que 1 es de clase C*° en Hj(2). Por otra

parte,

Dot = lim PR =)

e—0 €

2 1ali2
1t el — ful
2 e=0 €
= ('U,, ‘P)

= / VuV,
Q

lo que muestra la identidad deseada. O

Se deduce que toda solucién u de (2) es un punto
critico de la funcién .

2.2 Ecuaciones de Poisson—Dirichlet Yy
Poisson—Neumann [6], [7]

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de
Dirichlet (PD) viene dada por la siguiente expresién:

{—Au = f(z,u)

u=g

sobre €2,

PD
sobre 912, ( )

para ciertas funciones f y g. Similar al caso anterior, una
funcién u € C%(Q) N C(N) que satisface (PD) es llamada
solucién fuerte.

2.2.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PD)

De la primera ecuacién del sistema (PD), tenemos
—Aup = f(z,u)p, paratodo @€ C§°(R2), (4)

lo que implica que

/9 f(z,u)p /Q (—Au)p

= —/cpAu
Q

= / VepVu — / (p@ds (férmula de Gre:
Q an On

/ VuV.
o)

Por lo tanto,

/Q i = /,, fz,u)p, Vo eCPQ).  (5)

Una funcién v € HJ(2) que satisface (5) es llamada
solucién débil de la ecuacién (PD).

2.2.2 La funcional de energia correspondiente gz
la ecuacién (PD)

Asociada a la ecuacién (5), consideremos la funcién & -
H}(2) = IR definida por

P=9-9¢, (6)

donde 7 es la funcién definida en (3) y ¢ es la funcién
definida en Hj () por

o(u) = /ﬂF(m,u)dx, donde F(z,u)= /u f(x, s)ds.
0
(7)

Tenemos,
1 2
B(u) =§/ [Vl —/F(:z:,u)d:c
Q Q
— [ [Yywa2
= [ [1vu® - P

Proposicién 2.2. Se cumple,

D¢q>(u)=/nVuV<p—/nfzp, para todo <p€C§°(Q).

Facultad de Ciencias — UNI
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Demostracién. Es suficiente demostrar que D,¢(u) =
Jq fe. Tenemos,

P(u + €p) — ¢(u)

€
. 1
= 611_1:’1(1) < /Q[F(x, u + ep) — F(z,u)]dz

—Baf = [/u+w f(z,s)ds} dz

e—0 Q€

. 1 u+€ep
= /921_1% - [/ flz, s)d.s] dz

= / lin(l) f(z,u+ ep)pdr (regla de L’Hopital)
Q €—>

=/Qf<p-

Por lo tanto, D,®(u) = [, VuVe — [, fe. O

D,¢(u) = lim

Se deduce que toda solucién u de (5) es un punto
critico de ®.

2.3 La ecuaciéon de Poisson—Neumann

La ecuaciéon de Poisson con condicién de frontera de Neu-
mann (PN) viene dada por la siguiente expresién:

—Au = f(z,u), sobre ,

PN
@ =g, sobre 0f2, (PN)
on

para ciertas funciones f y g.

2.3.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PN)

De la primera ecuacién del sistema (PN), tenemos

—Auyp = f(z,u)p, para todo ¢ € C™(Q),

de donde
/f(z,u)cp - —/tpAu
Q Q
ou

= VpVu — —ds (Green).
/Q ® ¥ an ( )

Una funcién u € H!(2) que satisface la ecuacién

/QV<PVu—/msogds=/Qf(x,U)tp, Vo e C™(Q), (8)

es llamada solucién débil de la ecuacién (PN).

2.3.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (PN)

Asociada a la ecuacién (8), consideremos la funcién @ :
H'(Q) - R definida por

d(u) = —%/Q|Vu|2+/nuf(x,u)-/QF(z,u)

= l/-|Vu|2—/ ug—/F(a:,u),
2 Ja a0 Q

donde F(z,u) = [’ f(z, s)ds.

Proposicion 2.3. Se cumple,
D,®(u) = / V<qu—/ g(pds—/ fo, Vo € C=(Q).
Q a0 Q

Demostracion. Similar a la demostracién de la
proposicién 2.2. O

Se deduce que toda solucién u de (8) es un punto
critico de ®.

3 Ecuacién del Calor (8]

Consideremos en este caso el cilindro Q = Q x (0, 00),
donde 2 sigue siendo un conjunto abierto con frontera
0Q. La frontera de Q, llamada frontera lateral de Q,
es el conjunto 9Q = 992 x (0, 00).

La ecuacién del calor con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

us — Au = f(z,t,u) sobre Q,
u = g(z.t,u) sobre 9Q), (CD)
u(z,0) = up(x) sobre (2,

para ciertas funciones f, g y uo.

3.0.1 Formulaciéon variacional de la ecuacién
(CD)

De la primera ecuacién de (C'D) tenemos
up — Aup = fo, para todo p € C(Q),

de donde

/thp

/utcp—/ pAu

Q Q

= /ut<p+/ Vchp—/ Qzﬁ(p (Green)
Q Q aQ 9n

= /ut<p+/VuV<p— @ i
Q Q aQ On

Por lo tanto,

/Qut<p+/QVuV<p=/Qf<p+/6Q g—i% Vo € Co(@Q).
(9)

Una funcién u en H'(Q) que satisface (9) es llamada,
solucién débil de la ecuacién (CD).

REVCIUNI 23 (1) (2020) 11-15
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14 H. Guimaray & E. Ocaiia

3.0.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (CD)

Asociada a la ecuacién (9) consideremos la funcién ® :
HY(Q) = R definida por
b=19-¢+¥-06, (10)

donde 7 y ¢ son las funciones definidas en (3) y (7), re-
spectivamente, y ¥ y © son las funciones definidas en
HY(Q) por:

\Il(u)=/.7-'(:c,t,u)da:, donde

R (11)

f(.z,t,u)=/ ut(z,t, s)ds,
0

y
u ag
O(u) = G(z,t,u)dz, con G(z,t,u) =/ —=(z,t, s)ds.
aQ o On
(12)
Tenemos,

®(u) = /Q [%uwu? — F(z,t,u) + F(z,t, u)]
- G(z,t,u).

Proposicién 3.1. Se cumple,

1)
D¢‘1>(U)=/ Vchp—/ fso+/ utw—/ a—gtp,
Q Q Q aQ 9n

para todo ¢ € H(Q).

Demostracién. enemos

Jim U(u+ ep) — ¥(u)

€e—0 €

= lim : / [F(z,t,u + ep) — F(z,t,u)]ldz
Q

e—0 €
u+€ep
[/ u(z, t, s)ds] dz
Q u

1 utep
/ li_IE(l) - [/ u(z, t, s)ds] dz
Q€ u

= 11_1{(1) ut(z,t,u + ep)pdz, (L'Hoépital)
Q

/ Up.
Q

D,¥(u) =

= lim -
e—0 €

Asimismo,
D,©(u) = lim Blor+ep)—Bly)
€e—0 €
vl
= lim —

[g(ﬂ?, tu+ G(P) i g(:l?, t, u)]d:z:
e—0 € 8Q

u+€p
= lim L [/ @(a:,t,s)ds] dz
0@ LJu  On

e—0 €

Uu+€p
fiin = [ / 99 (z,t, s)ds] dx
u

= lim -a—g(:zr, t,u + ep)pdz, (L’Hopital)
dg
= .
aQ On

Por lo tanto, Dy®(u) = [, VuVy — [, fo + [quep —
8
faQ 5%(,0. O

Se deduce que toda solucién u de (9) es un punto
critico de ®.

4 Ecuacién de Onda [9]

Similar a la ecuacién del calor, consideremos @
Q x (0,00), siendo 2 abierto con frontera Q2 y 8Q
00 x (0,00).

I

La ecuacién de onda con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresion:

ugy — Au = f(z,t,u) sobre Q,
u=g(z,t,u) sobre 0Q,

OD
u(z,0) = uo(z) sobre (2, (OD)
9u(z,0) = vo(z) sobre €,

para ciertas funciones f, g,uo y vp.

4.0.1 Formulacién variacional de la ecuacién

(OD)
De la primera ecuacién de (OD) tenemos
uwp — Aup = fi, para todo p € H'(Q),
de donde

/Qfso

Il Il
0\0\‘
£ =
% -~
| |
s~ £
) RS
>
I

|
S~
£
A}
+
Ia)
<
e
<
A
|
o
2|
A
QL
[V

Por lo tanto,

/utt<p+/VuV<p=/st+/ @% Vo e H'(Q)
Q Q Q aQ On

(13)
Una funcién u en H!(Q) que satisface (13) es llamada
soluci6n débil de la ecuacién (OD).

4.0.2 La funcional de energia correspondiente g
la ecuacién (OD)

Asociada a la ecuacién (13), consideremos la funcién
®: H(Q) — R definida por
P=9p-¢p+EZ-6, (14)

donde ¥, ¢ y © son aquellas definidas en (3), (7) y (12).
respectivamete, y = es la funcién definida en H'(Q) por

E(u) = /Q]-'(t,a:, u), donde F(t,z,u) = /: ug(t, x, s)ds.
(15)

Facultad de Ciencias — UNI
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Tenemos,

B(u) = %/Q”Vuﬂz—/(?F(t,:t,u)+/q.7-'(t,x,u)—

/aQ G(z,t,u)
= /Q [%”\m”2 —F(t,x,u)+J-‘(t,:l:,U)] o=

/aQ G(z,t,u).

Proposicién 4.1. Se cumple,

0,
D¢‘I>(u)=/VuV<p—/f(p+/utt(p— a_g .
Q Q Q aQ 9n

Demostracion. Tenemos
E(u + ep) — E(u)

€
1
= lim —

L /Q[f (t 2, u + €p) — F(t,z,u)]

1 u+tep
= lim - [/ uy(t, z, s)ds]
e—0 € Q m

1 u+tep
— lim - ugt(t, z, s)ds
Q €e—0 € T

= €11_1)1(1J us (t, T, u + €p)p, (regla de L’Hopital)
Q

= / Ut p-
Q

D,E(u) = lim

Por lo tanto, D, ®(u) = [, VuVe — [, fo + [ uwep —
fBQ g%ga. O

Se deduce que toda solucién u de (13) es un punto critico
de ®.

5 Conclusiones

A través del anilisis variacional hemos estudiado las for-
mulaciones variacionales de las edps del calor y de onda.
Las soluciones de estas formulaciones variacionales coin-
ciden con los ceros de la derivada de Gateaux de ciertas
funciones, llamadas funciones de energia.

1. Troyanski, S. L., Gateauz differentiable norms wn Lp,
Math. Ann. 287, 221-227, 1990.

2. Krantz, Steven G., Partial Differential Equations and
Complex Analysis, CRC Press, Inc., USA, 1992.

3. Evans, Laurence C., Partial Differential Equations, Uni-
versity of California, USA, 1998.

4. Epstein, Marcelo, Partial Differential Equations. Mathe-
matical Techniques for Engineers, Springer International
Publishing, Switzerland, 2017.

5. Kartashov, E. M., 57, 13, 1149-1155, 2010.

6. Chang, Jen-Shih, Handbook of Electrostatic Processes,
Marcel Dekker, Inc., New York, 1995

7. Molchanov, I. N., Zh. Vychisl. Mat. Mat. Fiz., 13, 6, 1607-
1612, 1973.

8. Brezis, Haim, Functional Analysis, Sovolev Spaces and
Partial Differential Equations, Springer, New York, 2011.

9. Keller, J. B., On solutions of nonlinear wave equations,
Communications on Pure and Applied Mathematics, Vol.
X, 523-530, 1957.

REVCIUNI 23 (1) (2020) 11-15

Facultad de Ciencias — UNI



Revista de la Facultad de Ciencias de la UNI, REVCIUNI 23 (1) (2020) 16-20

Validez de la formulacién variacional y existencia de
solucion débil

Héctor Guimaray Huerta, Eladio Ocafia Anaya
IMCA, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional de Ingenieria;
hguimaray@uni.edu.pe, eocana@imca.uni. edu. pe

Recibido el 27 de Marzo de 2020; aceptado el 17 de Junio de 2020
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1 Introduccién

Sean X e Y dos espacios vectoriales normados, denota-
mos por £(X,Y) al espacio lineal

L(X,Y)={®:%: X - Y es lineal}.
Se dice que f : A C X — Y es Fréchet diferen-
ciable [1] en a € A si existe L € £(X,Y) continua tal

que
fla+z)— f(a) - L(z) _
z—0,z€F ”.’1:" -

donde F = {z € X : a+z € A}. L es llamada la
derivada de Fréchet de f en a y serd denotada por D f(a).

0,

La funcién f es Gateaux diferenciable [2] en a € A
si existe L € L(X,Y’) continua tal que

lim fla+tv) — f(a) — tL(v)

t—0 t

L es llamada la derivada de Gateaux de f en a y serd
denotada por f'(a).

La derivada direccional de f en el punto a y en la
direccién v, es el limite (si existe)

fa+t) — f(a)
t

D, f(a) = }1_%
En general se cumple D, f(a) = f'(a)v.

La formulacién variacional de una ecuacién diferencial
parcial se obtiene a partir de una reformulacién integral
de tal ecuacién con el uso de ciertos tipos de funciones lla-
madas funciones test que serdn las funciones que forman
el conjunto C*°(2) 6 C§°(Q) [3],

C5° () :={f € C(22) : Q D supp (f) es compacto},

=0, Vv € X con a+tv € A.

donde supp (f) := {z € Q: f(z) # 0}, siendo Q abierto
de R™.

Para m € {0} UIN, definimos el Espacio de Sobolev
Wm™P(Q) [4] como:

W™P(Q) = {u € LP(Q) : 3 D*u € LP(Q), 0< |a| < m},

donde D*u =: g, es la derivada parcial débil de 7.
esto es, la funcién g, que satisface

/ uD%p = (—1)le / 9o, Vi € C5o(Q).

Q Q

Un caso especial de espacio de Sobolev es el espacio

H™(Q) y més ain, el espacio H'(f2), definido por:
H™(Q) := W™2(Q).

Teorema 1.1 (Férmula de Green [5]). Sean f,g <
C?(Q), entonces

/ngdz:—/Vngdz+/ f@ds,
Q 0 an” On

donde g% = Vg

Definicién 1.1 (Condicién Palais-Smale [6],[1]). Sean
X un espacio de Banach y ® : X - R de clase C'. Se
dice que ® satisface la condicién Palais—-Smale (PS) s;
toda sucesion {xr} en X satisfaciendo las condiciones -

{®(zx)} acotada, y
{<I>’(z:k) b d 0, (1)

admite una subsucesidn convergente.

Facultad de Ciencias — Universidad Nacional de Ingenieria
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1.1 La ecuacién de Laplace—Dirichlet [7]

La ecuacién de Laplace con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

Au=0

u=0
Una funcién v € C?(2) N C(Q) que satisface (LD) es
llamada solucién fuerte de la ecuacién.

sobre (2,

(LD)
sobre 9.

1.1.1 Formulacién variacional de la ecuacién

(LD)
De la primera ecuacién del sistema (LD), tenemos
pAu =0, para todo ¢ € C§°(Q2), (1)

lo que implica que

/cpAu
Q

VoVu + / g ds (férmula de Green)

0 =

Asi, de la expresién (1) tenemos
/ VuVyp =0, paratodo ¢ € C3°(Q). (2)
Q

Una funcién v € Hj(€2) que satisface (2) es llamada
solucién débil de la ecuacién (LD).

1.1.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (LD)

Asociada a la ecuacién variacional (2), la funcional de
energia correspondiente a la ecuacién (LD) es la funcién
¥ : H} () = R definida por

(1) = % /Q IVul?, para todo w € HX(Q).  (3)

1.2 La ecuacién de Poisson—Dirichlet [8]

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de
Dirichlet (PD) viene dada por la siguiente expresién:

-Au=f
u=g

para ciertas funciones f y g. Similar al caso anterior, una
funcién u € C?(Q) N C(Q) que satisface (PD) es llamada
solucién fuerte.

(z,u) sobre Q,

PD
sobre 92, (PD)

1.2.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PD)

De la primera ecuacién del sistema (PD), tenemos

—Aup = f(z,u)p, paratodo p € CF(Q), (4)

lo que implica que
/ (—Au)p
Q

/Qf(w,u)w =
—/QcpAu

= /V(qu—/ wg—ds (Green)

= / VuV.
Q

/ VuVp = / f@u)e, Yo eCR®).  (5)
Q Q

Por lo tanto,

Una funcién v € HE(€) que satisface (5) es llamada
solucién débil de la ecuacién (PD).

1.2.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (PD)

Asociada a la ecuacién (5), consideremos la funcién @ :
H}(2) — R definida por

donde 9 es la funcién definida en (3) y ¢ es la funcién
definida en H}(Q2) por

o(u) = /QF(:L',u)dw, donde F(z,u) = /Ou f(z,s)ds.

()
—;—LHVqu—/QF(x,u)dm

/ [énwnz—F(x,u)].

Teorema 1.2 ([9]). Sean X un espacio de Banach,
® : X > R de clase C' e inferiormente acotada. Si
® satisface la condicion PS, entonces esta alcanza su
minimo global.

Tenemos,

D(u)

2 Validez de formulaciones
variacionales y funcionales
correspondientes
Proposicién 2.1. Sea @ C R" (n > 3) abierto y aco-
tado (con condicion de regularidad sobre el borde H).

Sea f : R — IR continua satisfaciendo la siguiente
condicion: Ezisten a,b > 0 tales que

[f®)] <a+blt|>* ! paratodotc R, (8)

donde 2* := — (conocido como el exponente critico
de Sobolev). Sean F : R — IR definida por F(t) =

/ f(s)ds y J: HY(Q) = R definida por

J(u)=/nF(u(:z:))dm.

REVCIUNI 23 (1) (2020) 16-20
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18 H. Guimaray y E. Ocana

Entonces J es Fréchet diferenciable en H'(Q) y
J'(u)v = / f(u(z))v(z)dz para todo u,v € H' ().
Q

Lo mismo sucede si la funcional J estd definida en
H} () (sin ninguna condicién de regularidad sobre %)

Demostracién. Notemos en primer lugar que la
condicién (8) implica que J estd bien definida.

Para demostrar que J es Fréchet diferenciable,
primero demostraremos que J' es Gateaux diferencia-
ble y luego, su derivada de Gateaux J’, es continua.

Recordemos la siguiente identidad elemental:
todo p > 0, existe ¢, > 0 tal que

para

la + b|P < cp(|al? + |b|P) para todo a,b € IR.
i) Demostraremos que para todo u,v € H(),

lim F(u+tv) — F(u

t—0 Q t

)da: = }i_r}r(l)/ﬂf(u)ud:t.

Claramente, para todo z € 12,

oo F(u@) + (@) ~ Flu(z)) _
t—0 t

f(u(@))v(z).

Por el teorema de valor medio, existe § € IR con |0] < [¢],
tal que

la@®) = [f(u(z) + bv(z))v(z)|
< (a+blu(@) +00(@) ) Jo(a)]
< alo(@)] + calu(@)* (@) + eslv(@)*
donde
o)=L (u(z) + to(z)) — Flu(=))

t

para ciertas constantes positivas c;, ¢ y ¢3. El lado dere-
cho de la tltima desigualdad est4 en L (f2) y por lo tanto,
por el teorema de la convergencia dominada, tenemos

lim/ sk tv) = Fiw) dz = lim/ f(u)vdz.
t—0 Jq t t—0 Jq

Como el lado derecho, como funcién de v, es lineal y
continua en H(Q), J es Gateaux diferenciable.

ii) Demostremos que J’ : H}(2) — [H*(Q)]’ es con-
tinua. Sea {ux} en H!(Q) tal que ux — u en H(R).
Siendo H'(f2) inmerso en L?" (R), existe una subsucesién
(que lo denotaremos del mismo modo) {ux} tal que

o u; — uen L? (Q);
e ui(z) = u(z) en ctp de ;

e existe w € L?" () tal que ux(z) < w(z) en ctp de
Q y para todo k.

Por la desigualdad de Holder, tenemos

(" () = 7 ()] < /Q |f(w) — f(w)]olde

)7 (o)

f(u(z))| =0en ctp

< ([ 17w - s

De otro lado, como khm | f (uk(z)) —
—00

de Q,y
2* ?2‘——1
) = F@IT < e (T4l 4 o)
< O (1w + -1)’ -
< C (1 +wl? + |u|2‘) e LY().

Por el teorema de la convergencia dominada,

lim /Q |flue) — F@)| T =0

y por lo tanto,

(' (u) = J'(w))v| = sup[|(J'(ur) = J'(u))v] : v € Syl
< o [ 1) - swisF) T
donde S; = {v € HYQ),|v| = 1}. Se de-

duce que J'(ux) = J'(u) en [HY(R)]', lo que implica
que J es Fréchet diferenciable en H!(Q) y J'(u)v =

/Q f(u)vdz. |

Definicién 2.1 (Funcién Carathéodory [10]). Sea 2
IR™ abierto y acotado. Se dice que una funcion f
Q xR — R es Carathéodory si satisface las siguientes
propiedades:

i) Vs € R, f(-,3) es medible en S,

it) Vz € Q, f(z,-) es continua en IR.

Similar a la proposicién 2.1, consideremos la siguiente
condicién de crecimiento: existen ¢,d >0y 1< a < 2*
(si n>3)61<a<oo(si n=1,2) tales que

|f(z,s)| < c+d|s|*, paratodo t€ R. (9)
Proposicién 2.2 ([10]). Sea f : xR — R una funcion,

Carathéodory satisfaciendo la condicion de crecimiento
(9) y F:Q xR — R definida por

8
F(z,s) =/ f(z,7)dr.
0
Entonces la funcional ® : H} () = R definida por
®(u) = / F(z,u)dz,
Q
es de clase C' en H}, con

D®(u)v = / f(z,u)v para todo u,v € H}(Q).
Q
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3 Existencia de solucién débil

En esta seccién estudiaremos la existencia de solucién de
algunas ecuaciones particulares que se relacionan a las
ecuaciones formuladas en la Introduccién.

Comencemos considerando la ecuacién de Poisson—
Dirichlet (PD) donde la funcién f depende solamente de
T € Q.

Proposicién 3.1. Sea Q@ C R™ abierto acotado y f €
L%(Q). La funcién ® definida en (6) correspondiente a la
ecuacion (PD) estd bien definida y satisface la condicion
Palais—Smale.

Demostracion. Por

/“ f(z)ds = f(z)u, de donde
0

definicién, F(z,u) =

®(u) = %/()“Vu[ﬁ—/ﬂF(m,u)dz
1
= 5 L 1vel - [ sz,
Tenemos
(@'(u),p) = P'(u)p
= D,®(u)

_ / VuVe — / f@)p Yoe HY(Q).
Q Q

Siendo (®'(u), p) =

/ V(®'(u))Vy (producto interno en
Q
H}(R)), tenemos

[v@ve= [ vuve- [ 1@eve e @), q0)
Q Q Q

Por la férmula de Green,
7
[vewve = [ v@wve- [ o,
Q Q an  On

. /Q PA (P (1))

de donde

| v@wve=- [ ea@ ).

Anélogamente,
/VuV<p= —/ pAu.
Q Q

Asi, de (10), tenemos
—/wAu—/f(x)w
Q Q

- /n PA@'(u) =
/n (~Au~— f(@))p Vo e H(Q),

de donde
—A(?'(uv)) = —Au - f(z),
lo que equivale a

u=d'(u) + (-A)7 f(x).

Si {ux} es una sucesién en HJ () satisfaciendo ®(uz)
acotada y ®'(ux) — 0, tenemos,

up = ®'(ux) + (—A) " f (),

lo que implica (atin sin asumir la condicién ®(ux) aco-
tada) que
k= (~8)"1 f(z).

Se deduce que una subsucesién de {ux} (de hecho toda
la sucesién) es convergente. Por lo tanto, ® satisface la
condicién Palais-Smale. a

Proposicién 3.2. Si ademds de las condiciones de la
proposicion anterior, la funcidn g es cero, entonces la
Juncidén correspondiente ® alcanza su minimo global en
H§(Q). En particular, la funcién v definida en (8) cor-
respondiente a la ecuacion de Laplace-Dirichlet (LD) al-
canza su minimo global en H}(2).

Demostracién. Teniendo en cuenta la proposicién
3.1 sobre la propiedad PS de la funcién ® y el teorema
1.2 sobre la existencia de minimo global, mostraremos
que la funcién ® es acotada inferiormente. Siendo & de
la forma (10):

ow) = [ 1vul? - [ feyuds,

tenemos

B(u) > —/Qf(:z:)ud:r. (11)

Por la desigualdad de Poincaré, tenemos ||ull2 < c||Vul|
(siendo ¢ una constante positiva), lo que implica
lull} <

< |Vul}
= cA(Vu,Vu)

= ¢ / VuVu
Q

= (- f ulAu + / 'u.?ﬁ), (férmula de Green)
Q o On
= 02/(—Au)u
Q

_ 2
= c /f;fu
A1 £l -

Se deduce que |lu|| < 2| f|| y por lo tanto, por la de-
sigualdad (11), tenemos

IA

o(u) > = fII%,

de donde @ es acotada inferiormente. Por el Teorema 1.2,
la funcién @ alcanza su minimo global en H} (). O

Ahora asumiremos que la funcién f de la ecuacién de
Poisson-Dirichlet (PD), depende solamente de u:

{—Au = f(u),

T€eN

x € 00N (12)

u=0,

Proposicién 3.3 ([11]). Sean @ C IR" abierto y aco-
tado y f : R — R continua satisfaciendo las siguientes
propiedades:
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e |f(u)]| < a+blul|*F, cona,beRyn>3;
o f()t<0;y
e [f(t) — f(s)](t —s) <0 para todo t,s € R.

Entonces la funcional ® definida en (6) correspondiente
a la ecuacidn (12) admite un tinico minimo en H§ ().

Demostracién. La funcional ® tiene la siguiente
expresion

B(u) = % /Q IVul? - /Q F(u)dz,

donde F(u) = / f(s)ds. Se observa que ® es continua
0

y ademés para u,v € H}(f), tenemos

[@'(w) — @' @)](u-v) = [u-ov]*
- [1r@ - fw - vyde

> Jlu—v*.

lo que implica que ® es estrictamente convexa. Por otra
parte,

B(u) = % /Q 1Vl - /Q F(u)dz
1
= Sl - [ Fluyde
Q
> Lul? (pues, F(u) <0, Yu)

lo que implica que ® es coerciva. Se deduce que ® admite
un tnico minimo global en H}(12). O
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El problema VRP (Vehicle Routing Problem) es uno de los problemas de optimizacién mas importantes y
desafiantes en el campo de la Investigacién de Operaciones, consiste en la construccién de un conjunto 6ptimo de
rutas para una flota de vehiculos que deberén satisfacer la demanda de un conjunto de clientes, el problema estd
clasificado como un problema combinatorio computacionalmente dificil (NP-Hard). En las aplicaciones précticas,
diferentes versiones del VRP han ido apareciendo tal como el problema MDVRP (Multi Depot Vehicle Routing
Problem) (1], cuando un problema NP-Hard no puede ser resuelto de manera exacta se buscan soluciones apro-
ximadas obtenidas mediante heuristicas. En el presente trabajo estudiamos, formulamos y resolvemos (por medio
de heuristicas) el problema MDVRP, la solucién aproximada se trata desde el punto de vista practico a través de
la formulacién e implementacién (en el lenguaje de programacién JULIA 1.0.5) de las heuristicas de construccién
y mejora (siendo ésta la contribucién del trabajo de investigacién). En cuanto a la heuristica de construccién, se
presentan dos propuestas de agrupamiento o clusterizacién basadas en la ubicacién geogréfica de los clientes y los
almacenes, asi como de su proximidad entre sf, en cuanto a las heuristicas de mejora, las estrategias del vecino més
cercano y de separacién fueron usados. Finalmente, se presentan los resultados y comparaciones con respecto a la
solucién BKS (Best Know Solution) disponible en la literatura.

Palabras clave: Heuristica, NP-Hard, Clusterizacién, MIP.

The vehicle routing problem VRP is one of the most important and challenging optimization problems in the
field of Operations Research, consists of building an optimal set of routes for a fleet of vehicles that should satisfy
the demand of a set of customers, the problem is classified as a computationally hard combinatorial problem. In
practical application, different needs have emerged that made it necessary to formulate extensions or variants of the
VRP problem, such as the MDVRP problem (Multi Depot Vehicle Routing Problem) [1], when a computationally
hard combinatorial problem like the one mentioned cannot be solved exactly, the approximate solutions obtained
by heuristic methods are used. In the present work we study, formulate and solve (by means of heuristics) the
MDVRP problem, the approximate solution is dealt with from the practical point of view through the formulation
and implementation (in the JULIA 1.0.5 programming language) of the construction and improvement heuristics
(this being the contribution of the research work). Regarding the construction heuristics, two proposals for grouping
or clustering are presented based on the geographic location of customers and warehouses as well as their proximity
to each other, in terms of improvement heuristics, the strategies of the closest neighbor and separation were used.

Finally, the results and comparisons with respect to the best-known BKS solution (Best Know Solution) available

in the literature are presented.

Keywords: Heuristic, NP-Hard, clustering, MIP.

1. Introduccién

El problema MDVRP consiste en la distribucién de
algiin producto o bien que se encuentra almacenado en
depésitos y debe ser distribuido a los clientes cada uno
de los cuales tiene una demanda conocida, la distribucién
se realiza mediante vehiculos de capacidad limitada. Es-
pecificamente se tiene n depésitos en cada una de las cua-
les existe una flota de vehiculos que trasladarén los pro-
ductos a los m clientes, cada vehiculo sale de un depésito
visita una sola vez a cada cliente, satisface su demanda
Y regresa al mismo depdsito de donde partié. Siendo el
costo de transporte proporcional a la distancia, el objeti-
VO serd encontrar aquella ruta que minimiza la distancia
total recorrida por todos los vehiculos, formuldndose asi
un problema de programacién entera mixta, el problema

asi formulado es de naturaleza NP — Hard [2], ésta es la
razén por la cual encontrar una solucién exacta para ta-
maios considerables de clientes y/o depésitos es dificil de
obtener, por ello se requiere la formulacién de heuristicas
que se disefiardn en el desarrollo del presente trabajo.

Por ejemplo si suponemos que una empresa cervece-
ra tiene tres depdsitos principales A, B y C (tal como
se muestra en la figura 1) desde los cuales debe distri-
buir su mercaderia a 18 clientes (circulos numerados en
su interior y en cuya parte superior aparece su deman-
da) y para ello dispone de una flota de 9 vehiculos cada
una con una capacidad maxima, finalmente cada depésito
también posee una capacidad méxima en cuanto a pro-
ductos y vehiculos, se plantea asi un problema de ruteo
de vehiculos cuya solucién optimizara la operatividad de
esta empresa.
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@

Flota constituida por 9 vehiculos

En cada depésito hay 3 vehiculos
Cada vehiculo carga maximo 50 cajas
Cada deposito almacena 150 cajas

Figura 1. Una instancia del problema del ruteo de
vehiculos multidepdsito MDRVP con 3 depdsitos y 18
clientes.

Como pardametros a priori se tiene informacién res-
pecto a las ubicaciones de clientes y depdsitos, flota de
vehiculos, carga méxima de cada vehiculo, demanda de
cada cliente, capacidad maxima de cada depdsito. Con-
sideramos la distancia entre clientes y depdsitos dado en
kilémetros y consideramos un costo por kilémetro igual
a 80 soles (por ejemplo puede considerarse consumo de
combustible, mantenimiento del vehiculo y otros).

La solucioén exacta es posible determinarla utilizando
solvers como son CPLEX versién 12.6.1 y GUROBI ver-
sién 9.1.0 o también programando el modelo en el lengua-
je de programacién JULIA version 1.0.5, cabe mencionar
que solo es posible obtener soluciones exactas para ta-
manos de problema pequefios (menos de 30 clientes) en
tiempos razonablemente cortos, para tamanos mayores
el tiempo podria ser de orden exponencial, el andlisis de
complejidad de algoritmos puede encontarse en [3].

Por ejemplo en la figura 2 se tiene una solucién facti-
ble para el problema planteado en la figura 1, se observa
que en este caso el costo de la solucidn es igual a 4760
soles (de acuerdo a los datos considerados para la cuanti-
ficacién del costo). Se dice que el problema estd resuelto
si encontramos aquella solucién que minimiza el costo,
al ser el problema mencionado de tipo NP — hard la
cantidad de soluciones factibles es de tipo combinatorio
o exponencial por lo tanto una soluciéon por exploracién
de todos los casos es inviable, en el presente trabajo se
construirdn heuristicas que permitan encontar soluciones
razonablemente cercanas a la exacta.

15

18
Depésito
B
10
2

12

8

0

« Flota constituida por 9 vehiculos

« En cada depésito hay 3 vehiculos

« Cada vehiculo carga maximo 50 cajas
« Cada depésito almacena 150 cajas

Figura 2. Una solucion factible para el problema pro-
puesto en la figura 1. Esta solucion usa 7 vehiculos y
tiene una longitud total de recorrido de 59.5 kildmetros y
en consecueneia un costo total igual a 4760 soles.

2. Modelo Matematico

Presentamos a continuacién un modelo matematico
para la solucién del problema planteado, consideremos
para ello los siguientes conjuntos:

I : Depésitos (i € I ) J : Clientes (j € J )
K : Vehiculos (k € K ), también denota la ruta k

Debe observarse que los conjuntos I, J y K son subcon-
juntos finitos de N.

Asimismo consideremos los siguientes pardmetros:
(los cuales se conocen a priori)
N : cantidad de vehiculos
C; : distancia entre los puntos i y j
D; : capacidad médxima del depdsito i
d; : demanda del cliente j
Qx : capacidad maxima del vehiculo (o ruta) &

A continuacién se definen las variables de decisién:

i,jeIuJ

1 ; siel cliente ¢ precede inmediatamente
al cliente j en la ruta k
0 ; en otro caso

s L
xq'j: 0 :

Asimismo consideramos adicionalmente las variables
auxiliares Uji : (j € J y k € K) usados para las restric-
ciones de eliminacién de subrutas en la ruta k.

La funcién objetivo del modelo matemaético consistird
en minimizar la distancia total de recorrido de todos los
vehiculos, es decir

Tijk =

si el cliente j es asignado al depésito ¢
en otro caso
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min Z Z Z Cz] Tk

1€IUJ y€IUJ k€K

sujeto a las restricciones:

YooY mu=1 VjeJ (1)

keEK €IuJ

Esta restriccién nos dice que a cada cliente se le asignard
una sola ruta.

Y>> dmk<Qr VkeK (2)

J€J 1€IUJ

Esta restriccién asegura que la suma de demandas de los
clientes de una determinada ruta es menor o igual a la
capacidad del vehiculo asignado a dicha ruta.

Ulk—UJk+N.'L',]kSN-—1 VijedJ ; VkGK(3)

Restricciones de eliminaciéon de subrutas.

> Tgk— Y, Te=0 VkeK VielUJ (4)
JEeIVJ J€IVJ

Restriccién referida a la conservacién de flujo, para cada
cliente o depdsito la cantidad de arcos que ingresa al no-
do es igual a la cantidad de arcos que sale de dicho nodo.

Y>> zuw<1l VkeK (5)

1€ g€J

Establece que cada ruta o vehiculo es usado a lo mds una
vez.

> diz, <D, Viel (6)
1€J

Esta restriccién asegura que en cada depdsito la suma de
las demandas de los clientes abastecidos por el mencio-
nado depésito debe ser menor que la capacidad méxima
del depésito.

23+ Y @uk+Tuk) <1 Viel, Vi€, VkeK
ueluJ
(M

Esta restriccién nos indica que un cliente es asignado a
un depésito solo si hay ruta desde el depésito.

Tk 5 25 €{0;1} ; U >0 (8)

Restriccién de la naturaleza de las variables.

En los siguientes articulos ([5], [1] y [6]) se puede encon-
trar propuestas de heuristicas y metaheuristicas para el
modelo planteado.

Dentro de la literatura existen dos tipos de heuristi-
cas:

Heuristicas de Construccién: Estas heuristicas utili-
zan estrategias especificas para obtener una solu-
cién factible inicial, generalmente estas soluciones
no son tan buenas, en el sentido de encontrarse le-
jos del 6ptimo, sin embargo gracias a las heuristicas
de mejora podemos acercarnos a dicho éptimo.

Heuristicas de Mejora: Tomando la solucién factible
inicial obtenida por la heuristica de construccién,
estas heuristicas realizan pequefias variaciones a la
solucién obtenida con la intencién de mejorar la
funcién objetivo.

3. Heuristicas de Clusterizacion

Las heuristicas propuestas en el presente trabajo
construyen cldsteres (grupos de clientes), cada cluster
serd, asignados a un tnico depésito (un depésito puede
contener mas de un cluster en general) y la demanda
de cada cluster serd satisfecha por la flota de vehiculos
existente en el depdsito. Asimismo luego de obtener una
solucién factible inicial se proponen heuristicas de mejora

para aproximarse mucho mas a la mejor solucién conoci-
da (BKS)

3.1. La Heuristica de clusterizacién por
Distancias (HD)

En esta heuristica se construirdn tantos clisteres co-
mo depdsitos existentes, para finalmente asignar a cada
clister el depésito més cercano. Cabe mencionar que en
ésta propuesta de heuristica no se tiene ain en cuenta las
demandas de los clientes, ni la capacidad méaxima de los
depésitos, asi como tampoco la capacidad de cada vehicu-
lo; estos detalles seran considerados al final del proceso
de clusterizacién y asignacién de clisteres a los depdsitos.

En cada paso del algoritmo se tiene una determinada
cantidad de clisteres (inicialmente cada cliente constitu-
ye un cluster, por lo tanto la cantidad de clisteres al inicio
es igual a la cantidad de clientes), entonces el algoritmo
identifica los dos clisteres més cercanos (considerando la
distancia entre dos clisteres como la distancia entre sus
centroides) y une a ambos clisteres, constituyendo asi un
nuevo cluster de mayor tamaifio (en cuanto a cantidad de
nodos y demanda ). El proceso se detiene cuando se ha
logrado construir tantos clisteres como depésitos. Luego
de considerar las siguientes notaciones: m = |I| (cantidad
de depdsitos), n = |J| (cantidad de clientes), C:(conjunto
finito de clisteres, cada elemento de C es un conjunto de
clientes) y d(C;, C;): distancia entre los clisteres C, y C),
se muestra el algoritmo
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Algoritmo 1 (HD) Algoritmo de clusterizacién por dis-
tancias

Entrada: Clientes:(ubicacién, demandas y cantidad).
Depésitos:(ubicacién, capacidad, cantidad). Vehicu-
los:(capacidad y cantidad)

Salida: Conjunto de clisteres

1: C = {{a1},{c2}, - ,{cn}} (cada cliente es un clus-
ter)

: mientras |C| > m hacer:

Hallar dos indices imin ¥ Jmin tales que

d(Cipins Cyyi) = min{d(C,, C;) / C, , C, € C}

Cmi" = Vimin U CJms

4 n

5 C=(C\{Cinin)Cinin}) UCrin
6

7

w N

: fin de mientras
: retorna C

Se aplicard esta heuristica a los datos mostrados (ins-
tancia) en la figura 3, donde tenemos 15 clientes enu-
merados desde 1 hasta 15, con sus respectivas demandas
(los cuales estédn sefialados en la parte superior de los
respectivos nodos) y 5 depdsitos (A, B, C , D y E),
cuyas capacidades maximas también estan sefialados en
la parte superior de cada depésito. También se observa
que en la instancia de prueba se dispone de una flota de
6 vehiculos V1,V3,---, Vg con sus respectivas capacida-
des méximas de carga (flota heterogénea en este caso).

G = o o
o o
uo

50@
200

N=6 vehiculos

V1 200 V2 100 V3 120 V4 150 V5 180 V6 200

Figura 3. [Instancia de prueba a la cual se le aplicard
la heuristica HD.

Como resultado de la aplicacién del algoritmo a la
instancia mencionada se obtuvieron 5 clisteres (C1,C,,
C3,CyyCs ) uno por cada depésito, tal como se muestra
en la figura 4.

Esta heuristica presenta un inconveniente, si bien
la clusterizacién de los clientes y depésitos es correc-
ta, al no tener control sobre la capacidad total de ca-
da clister obtenido y las capacidades del vehiculo o
vehiculos a asignar podria tornarse complicado o inclu-

so imposible de asignar rutas. Por ejemplo segin las
demandas totales de los clisteres C;, y Cy y tenien-
do en cuenta las capacidades méximas de los vehiculos
disponibles seria necesario asignar dos vehiculos a ca-
da uno de dichos clisteres, usando asf 4 vehiculos de
los 6 en total quedando 3 clisteres por asignar y solo
dos vehiculos disponibles los cuales de ninguna mane-
ra logrardn satisfacer la demanda de los otros clisteres.

N=6 vehiculos

V1 200 V2 100 V3 120 V4 150 V5 180 V6 200

Figura 4. Se obtuvieron 5 chisteres (igual al nimero de
depdsitos) C1, Ca, C3, Cy y Cs se muestran las demandas
totales de cada clister formado.

Debe notarse que en cada paso del algoritmo la cardi-
nalidad de C (que representa a la cantidad de clisteres)
disminuye en una unidad garantizando de este modo la
finalizacién del algoritmo. Sin embargo el algoritmo tiene
algunas deficiencias, los cuales pasamos a detallar:

= El hecho de construir tantos clisteres como depési-
tos constituye una pérdida de generalidad, en casos
donde hay pocos depésitos y muchos clientes podria
definir algin cluster con muchos clientes y en con-
secuencia una demanda grande en comparacién con
la capacidad del vehiculo.

= El haber construido cliisteres sin considerar sus de-
mandas podria derivar en la no existencia de un
vehiculo que satisfaga la demanda de algtin cluster,
tal como ocurre en la clusterizacién obtenida para
la instancia mostrada en la figura 3

El dltimo ejemplo mostrado en las figuras 3 y 4 de-
muestran que en general el algoritmo propuesto no fun-
cionard, sin embargo tomando como base la idea de la
clusterizacién, en la siguiente subseccién, construimos los
clisteres ya pensando también en las futuras rutas, es de-
cir ya asignando (de manera eficiente) los vehiculos dis-
ponibles, de tal manera que al final del proceso ya se
tienen las rutas con sus respectivos vehiculos asignados.
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3.2. La heuristica de clusterizacién por
distancias y demandas (HDD)

Para evitar lo ocurrido con la heuristica HD, cons-
truiremos los clisteres considerando no solo las distancias
(cercanias) sino también las demandas y la asignacién de
vehiculos a cada cldster, esta heurfstica a la que llamare-
mos HDD est4 compuesto de tres partes: Clusterizacién,
Asignacién 6ptima y TSP, cada una de ellas se describen
en las siguientes subsecciones.

3.2.1. Clusterizacion

Para esta parte de la heuristica definimos algunos
términos y notaciones que serdn utilizados en la heurfsti-
ca.

1. Se definen los conjuntos Ctemp: que contiene a los
clisteres temporales atin en proceso de depuracién
y construccién y Cgef,: que contiene a los clisteres
definitivos.

2. Se dice que la construccién de clisteres temporales
colapsa cuando se elige dos clisteres més cerca-
nos (cada uno con vehiculo asignado) y NO existe
vehiculo que pueda atender la demanda de la unién
de dichos clisteres.

3. Si V1, Va,---,V; son vehiculos disponibles para ser
asignados al clister C (cuya demanda total es
dc) y Qvi,Qv,, -+ ,Qy, son las cargas méximas
de los respectivos vehiculos. El vehiculo Vi (k =
1,2,---,t) se llama mejor vehiculo si y solo si

Qv, —dc = 1§f§t{Q‘4 —dc / Qv, > dc}

Por ejemplo si un clister C tiene demanda total
dc =190 y se tienen ¢t = 4 vehiculos disponibles de
capacidades 200, 160, 250 y 300, el mejor vehicu-
lo es el de capacidad 200.

4. Dados dos clisteres con vehiculos asignados
(C1,V1) y (Ca,V2) y demandas totales conocidas,
diremos que (C1, V1) es mds saturado que (C, V3)
si QVl —dc, < sz —dg,.

5. El control de los vehiculos asignados se lleva a cabo
a través de la funcién v : C — {0, 1}, donde C es el
conjunto actual de clisteres y para cada C € C

(C) = 1 ; C tiene vehiculo asignado
0 ; en caso contrario
Con respecto a la heuristica anterior han sido mejora-
dos varios aspectos, los cuales mencionamos a continua-
cién:
= Los clisteres serdn construidos teniendo en cuen-
ta las distancias pero también la posibilidad de
asignérseles el mejor vehiculo.

* La idea principal en la presente heuristica es selec-
cionar los dos clisteres mas cercanos, intentar unir-
los en un solo clister y asignarle el mejor vehicu-
lo. Este proceso repetitivo inevitablemente colap-
sa en la imposibilidad de unir dos clisteres més

cercanos con vehiculos ya asignados. Al ocurrir este
caso se envia el clister mas saturado al conjunto
Caef, dejando al otro clister en Ctemp, este proce-
so continda hasta que solo queda un cldster en el
conjunto Ctemp.

= Dependiendo del caso, un vehiculo que previamente
fue asignado a un cldster podria ser liberado pos-
teriormente. Por ejemplo si el algoritmo selecciona
dos clisteres C, y C,(més cercanos) cuyas deman-
das totales hasta el momento son 30 y 80 respecti-
vamente y tienen asignados dos vehiculos cuyas ca-
pacidades son 100 y 150 respectivamente, entonces
los clisteres mencionados se uniran para constituir
un solo clister de capacidad 30 4+ 80 = 110 al cual
se le asigna el vehiculo de capacidad 150 quedan-
do libre el vehiculo de capacidad 100 para que sea
utilizado en otro cluster.

El algoritmo selecciona en cada paso los dos clisteres m4s
cercanos C, y C,, y dependiendo de los vehiculos asigna-
dos a dichos clusteres se analizan los siguientes tres casos:

1. Ambos no tienen asignado un vehiculo: (esto
ocurre en los primeros pasos), se escoge el mejor
vehiculo para cada uno o si es posible se une a
ambos en un solo cluster y se le asigna el mejor
vehiculo disponible siempre que exista.

2. Ambos tienen asignado un vehiculo: en este
caso se intenta unir ambos clisteres en uno solo
con el mejor vehiculo escogido entre los dos vehicu-
los que estan siendo usados o algiin otro disponible.
Cuando no es posible realizar la unién ocurre el co-
lapso.

3. Solo uno de los clisteres tiene un vehicu-
lo asignado: en este caso se intenta aglutinar en
el clister con vehiculo todo el contenido del otro
clister, en caso no fuera posible se busca el mejor
vehiculo disponible para el clister sin vehiculo.

El algoritmo termina cuando hay un solo clister en el
conjunto Cemyp €l cual pasa a formar parte del conjunto
Cdef. quedando el conjunto de clisteres temporales vacio
(Ctemp = @), €l cumplimiento de ésta condicién esta ga-
rantizado dado que en cada paso se eligen los dos cliste-
res mas cercanos y se unen para formar otro cluster de
mayor demanda y debido a la capacidad limitada de los
vehiculos asignados inevitablemente se llegar4 al colap-
so lo cual obliga a eliminar un clister de Ciemp y en-
viarlo al conjunto C4es, permitiendo asi que la cantidad
de clisteres en Ciemp disminuya sisteméticamente. Final-
mente los clisteres obtenidos luego del proceso anterior
deberan ser asignados de manera 6ptima a los depésitos
para construir las rutas. Este procedimiento se detalla en
la siguiente subseccién.

Con todas las consideraciones anteriores mostramos
el algoritmo:
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Algoritmo 2 (HDD) Algoritmo de clusterizacién por
distancias y demandas
Entrada: Clientes:(ubicacién, demandas y cantidad).
Depésitos:(ubicacién, capacidad, cantidad). Vehicu-
los:(capacidad y cantidad)
Salida: Conjunto de clisteres C
L Ciemp = {{c1}, {2}, -+, {ea}}
2: Caer = {0}
3: ¥(C) =0 VC € Ctemyp
4: mientras |Ciemp| > 1 hacer:

5. Hallar los indices %min ¥ Jmn tales que
d(Cipins Cimen) = min{d(C,,C,) / C, ,C; €
Ctemp

6: si(v(C,,,,)+v(C,,..) =0) entonces

T: Juntarlos en un solo clister y asignarle el

mejor vehiculo en caso se pueda o asignarle a
cada clister un mejor vehiculo

8: sino

9: si (v(C,,,.,) +v(C,,...) = 2) entonces

10: si ocurre colapso entonces
11: C = més saturado entre C, ., 0 C,,
12: Ctemp = Ctemp \ {C}

13: Caefr = Caesi U{C}
14: sino

15: c=a,,..UCj...

16: Asignar el mejor vehiculo disponible a C' y

liberar el otro vehiculo

17: Ctemp = (Ctemp \ {Cimns Cimin }) U{C}
18: fin de si

19: sino
20: si (v(C,,..) +v(C,,...) =1) entonces
21: C1 = clister con vehiculo asignado
22: Co = cluster sin vehiculo asignado
23: si Cp puede aglutinarse en C; entonces
24: C;=C1UCy
25: ctemp = Ctemp \ {CO}
26: sino
27: Asignar el mejor vehiculo disponible a Cj
28: fin de si
29: fin de si
30: fin de si

31: fin de si
32: fin de mientras
33: C = Ctemp U Cdefz
34: retorna C

3.2.2. Asignacién éptima de clisteres a depési-

tos

Luego de obtener los cliisteres con vehiculos ya asigna-
dos y teniendo toda la informacién respecto a los depdsi-
tos, a continuacién debemos asignar los clisteres obte-
nidos a los depdsitos. Eventualmente algunos depésitos
podrian quedar sin ningiin cldster asignado o un depési-
to podria albergar a mds de un clister siempre que su
capacidad méxima no haya sido alcanzada. Para resolver
éste subproblema, planteamos un problema de optimiza-
cién binaria (dado que la variable de decisién solo puede
tomar el valor de 0 o 1), para ello consideremos los si-
guientes parametros:

p : cantidad de clisteres obtenidos

m : cantidad de depdsitos

t=1;2;--- ;m (indice de depdsitos)

J=1;2;---;p (indice de clisteres)

M, : representa la distancia del depésito i al cluster j
dc, : es la demanda total del cldster j

D, : es la capacidad méxima del depésito i

NVD: esla cantidad de vehiculos en cada depésito
Consideramos la variable de decisién:

1 ;
:p”:{o .

La funcién objetivo para este subproblema consistir4 en
minimizar la distancia entre clisteres asignados y los
depésitos, es decir,

si el cluster j es asignado al depésito 4
en otro caso

p m

min E EMl]a:,]

=1 =1

sujeta a las restricciones:

P
ZdCJ-'L'zJSDz Vi=1;2;...;m (9)

J=1
Esta restriccién asegura que la suma de demandas de los

clisteres asignados al depésito i no superan su capaci-
dad.

m
Y omy=1 Vi=12;p (10)

t=1

Esta restriccién garantiza que cada clister es asignado a
un solo depésito.

P
> 2, <NVD Vi=1;2---;m (11)
=1

Esta restriccién garantiza que la cantidad de cldsteres
asignados a cada depdsito es menor o igual a la cantidad
de vehiculos en dicho depésito.

z;; € {0;1} (12)

Restriccién que expresa el tipo de variable.

Esta parte de la heuristica se implementa en el lenguaje
de programacién JULIA 1.0.5, dado que en general el
tamano del problema (expresado en términos de canti-
dad de clisteres y depésitos) es relativamente pequeiia,
respecto al tamaiio inicial del problema.

Para la misma instancia de prueba mostrada en la
figura 3, se puede observar en este caso la obtencién de
6 clusteres (color rojo) con el mejor vehiculo ya asig-
nado vea la figura (5). A continuacién la solucién del
problema de asignacién éptima de clisteres a depésitos
permite asignar a cada clister un tnico depésito, obte-
niendo clisteres de mayor tamaifio (a los que llamaremos
superclisteres) que incluyen a los clisteres asignados a
un determinado depésito y también al depésito. Estos
superclusteres (que agrupan a varios clisteres en torno
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a un mismo depdsito asignado) estdn representados en
la figura (5) de color azul, existen tantos superclisteres
como depdsitos.

N=6 vehiculos

V1:200 V2:100 V3:120 Va4: 150 V5: 180 V6: 200

Figura 5. Los clisteres de color rojo son los 6 origina-
les de acuerdo a las distancias y demandas ademds cada

clister ya tiene asignado un vehiculo, mientras que los -

superclisteres de color azul en general aglutinan a varios
clisteres y sus depdsitos asignados, eventualmente algin
depdsito podria quedar sin chisteres asignados.

3.2.3. TSP para definir las rutas

Luego de culminar el proceso de clusterizacién y la
asignacién de cada uno de los clisteres a los depésitos, se
construyen las rutas resolviendo para cada cluster y su
depésito asignado un problema del agente viajero TSP,
definiendo la ruta de menor distancia, obteniendo asf un
conjunto de rutas que constituye una solucién inicial fac-
tible. La heuristica est4 disefiada para ser aplicada a un
problema MDVRP con flota mixta y con restricciones
de capacidad méxima para los depésitos. Sin embargo
con el objetivo de realizar las pruebas para las instan-
cias definidas en el marco del presente trabajo https:
//github.com/fboliveira/MDVRP-Instances/ se con-
sidera la misma cantidad de vehiculos en cada depésito y
todos los vehiculos con la misma capacidad es decir flota
homogénea. Resumimos la heuristica HDD simbélica-
mente en la expresién:

HDD = Clusterizacién + Asignacién Optima + TSP

Esta heuristica ha sido implementada en el lenguaje de
programacién JULIA 1.0.5 y se usar una instancia crea-
da manualmente de tamaiio pequefio (15 clientes y 5

depésitos) con el fin de obtener también la solucién exac-
ta para efectos de comparacién, se muestran adema4s las
ubicaciones iniciales de los clientes y depésitos, el resul-
tado de la clusterizacién por distancias y demandas y la
solucién exacta para la instancia creada llamada Data-
Prueba

Figura 6. Nube de puntos correspondiente a la instan-
cia manual DataPrueba con 5 depdsitos (de color rojo
y enumerados de 16 a 20), 15 clientes (de color turque-
sa y enumerados de 1 a 15) y dos vehiculos cuya carga
mdzxima es 60 en cada depdsito.

Al aplicar la heuristica por distancias y demandas
(HDD) desarrollada en esta seccién a la instancia Da-
taPrueba se obtiene como resultado la solucién que se
muestra en la siguiente figura.

En cada depésito hay 2 vehiculos de carga maxima igual a 60

Figura 7. Resultados obtenidos por la aplicacién de
la heuristica HDD a la instancia DataPrueba, los con-
Juntos de nodos con el mismo color representan nodos del
mismo clister cuyas demandas serdn satisfechas por un
vehiculo de la flota, los depdsitos estan representados con
el color rojo, el niimero mostrado en la parte superior de
cada nodo cliente representa su demanda. La funcion ob-
Jjetwo que resulta de la aplicacion de la heuristica propor-
ciona el valor 165.15 utilizando 7 vehiculos (de la flota
de 10 vehiculos).

Se muestra a continuacién para la misma instancia
la solucién exacta (por implementacién del modelo ma-
tematico en JULIA 1.0.5) se observa similitud en alguno
de los clisteres obtenidos entre la solucién por heuristica
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y la solucién exacta.

Figura 8. Solucidn exacta para la misma instancia, los
depdsitos estan representados de color rojo y sus respec-
tivos clusteres de color turquesa alrededor del depdsito, el
valor objetivo dptimo es 116.70 en este caso se usan 9
vehiculos (del total de 10 vehiculos).

Finalmente elaboramos una tabla comparativa con el
desempertio de la heuristica HDD para la instancia crea-
da DataPrueba la cual tiene m = 5 depésitos, n = 15
clientes, asi mismo otras caracteristicas de la instancia
son la existencia de 2 vehiculos por depdsito, es decir
TV = 10 (tamailo de flota) y para ésta instancia en par-
ticular (tamafio pequefio) es posible hallar la solucién
exacta, la cual es 116,70 hallada en 6.33 segundos. Todos
estos datos y resultados obtenidos por la ejecucion de las
heuristicas y el modelo exacto son resumidas en la tabla
1

Método costo | Nro de Vehiculos | tiempo(seg)
solucién exacta | 116.70 9 6.33
Heuristica HDD | 165.15 7 1.09

Cuadro 1. Resultados obtenidos para la solucién exac-
ta.

3.3. Heuristicas de Mejora (HM)

Luego de obtener una solucién inicial factible median-
te la heuristica de construccion descrita anteriormente, se
aplicara a la solucién obtenida otra heuristica llamada de
mejora, dentro de éstas se han considerado las siguientes
estrategias:

= Intercambio de nodos Consiste en trabajar en
clisteres cercanos e intercambiar nodos con el ob-
jetivo de mejorar la funcién objetivo

= Particion de un clister Luego de detectar un
clister con mucha variabilidad o irregularidad (por
ejemplo es geométricamente muy grande o cruza a
otros clusteres) se divide el cluster en dos o mas
partes dentro de las condiciones de factibilidad.

La aplicacién sucesiva de estas dos heuristicas permiten
mejorar la funcién objetivo hasta determinado limite, se

ha registrado en las tablas la cantidad de mejoras realiza-
das y el tiempo adicional utilizado. Para una descripcién
algoritmica del proceso de mejora consideramos las si-
guientes observaciones:

= S es el conjunto de soluciones factibles para el pro-
blema de optimizacién planteado, es decir,

S = {s / s es factible para el problema planteado}

» La funcién f : § — Rt definida mediante f(s) =
valor objetivo asociada a la solucién s

= Consideramos ya implementado el procedimiento
Mejora que recibe una solucién factible s € S'y
retorna una solucién mejorada s,, (también facti-
ble), en el sentido siguiente: luego de aplicar

sm = Mejora(s)
se cumple

f(sm) < f(s)

Donde se verifica f(s;,) = f(s) cuando ya no se puede
mejorar la solucién s. En caso que f(sm) < f(s) se ha
logrado mejorar la funcién objetivo, describimos a conti-
nuacién el algoritmo de mejoras sucesivas

Algoritmo 3 (HM) Algoritmo de Mejoras sucesivas

Entrada: sg: Solucién inicial dada por la heuristica de
construccion HDD
Salida: s;: Mejor solucién
1: 81 = Mejora(sg)
mientras f(s1) # f(so) hacer:
So = S1
s1 = Mejora(sg)
: fin de mientras
retorna s;

Al A

En la siguiente figura se muestra la secuen-
cia de mejoras sucesivas aplicadas a la instancia
p01, cuya solucién factible inicial se muestra en
la siguiente figura, en la que se senala el clus-
ter de color amarillo que serd modificado localmente.

Figura 9. Instancia p01 con 50 clientes, 4 depdsitos,
4 vehiculos por depdsito c/u con capacidad 80. Tiem-
po=0.86 seq y Valor objetivo=643.699.

A continuacién se muestra una aplicacién de la
heuristica de mejora en el cluster senalado, se observa que
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los clientes 16 y 50 que originalmente pertenecian al clus-
ter de color amarillo fueron reasignados a otros clisteres
cercanos, mejorando de esta manera la funcién objetivo.

Figura 10.

Al aplicar sucesivamente las heuristicas de mejora,
hasta que la funcién objetivo ya no se pueda mejorar, se
muestra la secuencia de mejoras.

Valor objetivo mejorado: 633.237 .

Mejora | Valor objetivo
0 643.69
633.23
627.78
624.55
614.18
610.92
603.78
588.49
588.49

Q| O U x| W N~

Cuadro 2. Secuencia de mejoras aplicada a la instancia
p01, desde la solucidn inicial sg obtenida por la heuristi-
ca de construccién HDD (cuyo valor fue 643.69) hasta
la solucién mejorada s; (por aplicacién sucesiva de las
heuristicas de mejora) cuyo mejor valor es 588.49

Obteniendo finalmente la siguiente configuracién, lla-
mado también mejor solucién para la instancia p0l

Figura 11.
588.495.

Valor objetivo mejorado al mdzimo:

Para la instancia p0l en particular se ha halla-
do la solucién exacta (al 27.2% de gap y limitada
a casi 5 horas), obteniendo la siguiente configuracién.

Figura 12. Instancia p01. Tiempo=17881 seqg=4.96 ho-
ras, Mejor Valor objetivo=584.43 ( 27.2 % de gap), Mejor
conocida=576.87. i

En la siguiente seccién se analiza cada una de las ins-
tancias existentes en la literatura (desde p0l hasta p17)

4. Resultados y conclusiones

4.1. Resultados para la heuristica HDD

Se muestra a continuacién los resultados obtenidos al
aplicar la heuristica a diferentes instancias existentes en
la literatura.

Instancias | MEJOR | Soluc. Inicial | Solucién Mejorada
SOLUC. por HDD HDD+HM
Nro | N BKS dist. tini dist. —
p01 | 50 576.87 643.69 | 0.85 | 588.49 10.54
p02 | 50 473.53 630.10 | 0.86 | 585.87 14.90
p03 | 75 641.19 720.27 | 0.93 | 689.38 10.74
p04 | 100 | 1001.59 | 1232.25 | 0.70 | 1145.16 45.16
p05 | 100 750.03 996.45 | 0.74 | 831.44 139.86
p06 | 100 | 876.50 | 1119.44 | 0.73 | 1017.71 27.29
p07 | 100 | 881.97 | 1137.23 | 0.71 | 997.12 54.32
p08 | 249 | 4372.78 | 5727.57 | 0.90 | 5181.44 | 564.37
p09 | 249 | 3858.66 | 4647.73 | 0.90 | 4346.48 391.33
pl0 | 249 | 3631.11 | 4602.74 | 0.92 | 4202.72 | 241.26
pll | 249 | 3546.06 | 4393.01 | 0.91 | 4154.11 | 790.99
pl2 | 80 | 131895 | 2707.42 | 0.79 | 1770.32 | 131.23
pl3 | 80 | 131895 | 2707.42 | 0.77 | 1770.32 78.14
pl4 | 80 | 1360.12 | 2707.42 | 0.78 | 1770.32 92.28
pl5 | 160 | 2505.42 | 5008.94 | 0.91 | 4430.36 | 108.80
pl6 | 160 | 2572.23 | 5008.94 | 0.89 | 4430.36 89.24
pl7 | 160 | 2709.09 | 5008.94 | 0.88 | 4430.36 44.93

Cuadro 3. Solucién factible inicial obtenida por la
heuristica de construccién HDD basada en clusteriza-

cién y la aplicacién sucesiva de las heuristicas de mejora
HM.

En la tabla anterior se muestran las caracteristicas de
cada una de las 17 instancias(existen 23 en la literatura),
como son cantidad de clientes(N), cantidad de depési-
tos(M), cantidad de vehiculos en cada depésito(K) y la
carga méxima de cada vehiculo(Q). Asimismo para cada
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instancia se consigna la mejor solucién conocida hasta el
momento o BKS (Best Know Solution). Para cada ins-
tancia y respecto a la solucién inicial tenemos registrada
la solucién obtenida por aplicaciéon de la heuristica en
cuanto a distancia total del ruteo y tiempo de cémpu-
to. Respecto a la solucién mejorada tenemos registrado
la mejor distancia obtenida, el tiempo de cémputo acu-
mulado que incluye al tiempo empleado en hallar la so-
lucién inicial. En la tabla anterior se muestra la mejor
solucion conocida (BKS) hasta el momento, la distancia
total obtenida por la solucién, el tiempo que le toma a
la heuristica de construccion y el tiempo total que inclu-
ye el tiempo utilizado para hallar la solucién inicial. El
desempeno promedio se muestra en la siguiente grafica
donde se observa la evolucién de la heuristica desde la
solucidn inicial hasta la mejora sucesiva.
@ HDDinicial @@ HDDfinal 1 BKS
5000

4000

3000

distancia

2000

1000

INSTANCIA PROMEDIO

Figura 13. Desemperio promedio de la heuristica de
clusterizacion por distancias y demandas HDD.

La grafica muestra la solucién inicial promedio (azul)
la mejora promedio (rojo) y la mejor solucién conocida
(amarillo)

4.2.. Conclusiones y recomendaciones

La heuristica HD no funciona en general sin embar-
go constituye la base para la elaboracién de la heuristi-
ca HDD, en promedio la heuristica HDD (incluida su
mejora) aun se puede perfeccionar dado que la brecha
respecto al BKS es posible disminuirla, escencialmente
el trabajo de mejora se debe enfocar en el proceso de
clusterizacién dado que las otras dos componentes de la
heuristica (asignacién éptima y TSP ya son 6ptimos). La
solucién exacta solo se puede hallar para tamafnos muy
pequenos (n < 30 clientes).

Las heuristicas de mejora utilizadas en el presente tra-
bajo vecino mas cercano y spliting permiten mejorar
la funcién objetivo a partir de una solucién inicial pero
consumen un tiempo adicional.

El lenguaje de programacién JULIA (de libre distri-
bucién) es una herramienta fundamental en la implemen-
tacion de las heuristicas del problema de investigacién
planteado en el presente trabajo. Atln es posible mejo-
rar el proceso de clusterizacién con otras estrategias mas
especificas como k—means, quedando ain pendiente la
propuesta de Metaheuristicas como son los algoritmos
genéticos o la busqueda tabni.

Finalmente también estda pendiente la propuesta de
otras estrategias de clusterizaciéon que mejoran los resul-
tados obtenidos, estas serdn presentadas en un posterior
trabajo.
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En este trabajo refrendamos que los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann estin en la banda critica,
y al analizar las sumas parciales de la serie que genera la funcién zeta, vemos que son funciones casi-periédicas en
el sentido de Bohr, asi la parte real de la nube de ceros de estas sumas parciales estan acotadas y son densas en
cada intervalo [an,bn] donde ay — —oo (Montgomery 1983) y by — 1 (Veldsquez Castaiién 2009). Calculamos
aqui buenas aproximaciones para an y by, y en cada rectdngulo con altura significativa, mostramos la distribucién
de los ceros, y se calcula el nimero de ellos en esta regién con una buena aproximacién con respecto a resultados
analiticos demostrados por Gonek y Ledoan.

Palabras Claves: Funcién zeta de Riemann. Ceros de funciones enteras. Aplicacién del principio del argumento.

In this work, we endorse that the non-trivial zeros of the Riemann zeta function are in the critical band, and
when we analyze the partial sums of the serie generated by the zeta function, we see that they are quasi-periodic
functions in the Bohr sense, so the real part of the zero cloud of these partial sums is bounded and dense in each
interval [an, bn] where ay — —oco (Montgomery 1983) and by — 1 (Veldsquez Castaiién 2009). Here we calculate
good approximations for an and by, and in each rectangle with significant height we show the distribution of the
zeros, and the number of them in this region is calculated with a good approximation with respect to the analytical

results demonstrated by Gonek and Ledoan.

Keywords: Riemann zeta function. Zeros of integer functions. Application of the principle of the argument.

1. Introduccién

El objeto de estudio de esta investigacién es la funcion
zeta de Riemann, funcién de variable compleja definida

como la prolongacién analitica a todo el plano complejo
de

¢(s) = in_s; seC,R(s)>1 (1)
n=1

como una funcién meromorfa con un tnico polo simple
en 1 y residuo también 1. Una relacién trascendente de
esta funcién es

¢(s) = 2(2m)*'T(1 — s)¢(1 — s)sen (?) (2)

conocida como la ecuacidn funcional de la funcién zeta
de Riemann, y el resultado de Euler (s € R) generalizado
por Riemann.

=J[a-»)"

14

R(s) > 1 (3)

donde p recorre el conjunto de los primos positivos. A
partir de la ecuacién (3) se sabe que esta funcién no tie-
ne ceros en R(s) > 1. Para R(s) < 0, el teorema de
reflexién de Shwarz garantiza que la funcién I" no tiene
ceros en todo el plano complejo, y como ¢(1 — s) # 0 se
tiene que s es un cero de ¢ en este semiplano si y solo
si sen (?) = 0, obteniendo asi, los ceros triviales de la

funcién zeta de Riemann —2, —4, —6, —8, —10, - - - . Tam-
bién de (2), vemos que los posibles ceros de la funcién ¢
en la banda critica 0 < R(s) < 1 guardan una simetria
respecto a la recta critica R(s) = 1/2, se sabe ademés
que para todo ¢ real {(1 + it) # 0, en este contexto, se
genera la famosa conjetura de Riemann.

Im, , Banda critica

5
’\\
$
b
i Ceros no triviales
¢

Ceros triviales i
H Re
—6 4 -2 ' 1

E\
‘ Polo
¢
+
.

e — Recta critica
]

Figura 1. La banda critica de la funcién zeta

“Los ceros no triviales de la funcién zeta estdn en la
recta critica R(s) =1/2”

Con la tecnologia de nuestros dias en abril del 2020 Da-
vid J. Platt de la universidad de Bristol (Inglaterra) y
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32 Manuel Toribio Cangana y Oswaldo Veldsquez Castafién

Timothy S. Trudgian (Australia) [1] han demostrado que
la hipétesis de Riemann es verdadera hasta una altura de
3 x 1012, esto es, si

C(o+it) =0y 0<t<3x10'2, entonces o =1/2

Sobre la cantidad de ceros hasta una altura prefijada, en
julio del 2021 E. Hasanalizade, Q. Shen y P. Jie Wong
[2] han estimado que la cantidad de ceros no triviales de
la funcién zeta de Riemann N(T') en la banda critica de
altura T, satisface la siguiente estimativa

N(T) - % log (l) <alogT +bloglogT + ¢

2me

para a = 0,1038, b= 0,2573 y ¢ = 9,3675

2. Consideraciones tedricas

2.1.

En este trabajo se hace un estudio de esta funcién ¢,
a partir de la informacién que nos brinda las sumas par-
. N  _s
ciales {n(s) = >_,,_, n~°. Veremos que los ceros de esta
familia de funciones estan ubicados en bandas verticales
de ancho finito.

Sobre los ceros de (y(s)

Sobre la bisqueda de los ceros de (N en el semiplano
R(s) > 1, se sabe que en 1948 Paul Turidn demostré
que (N no tiene ceros en RN(s) > 1 para N = 1,2,3,4
y 5 [3], en 1966 Robert Spira demostré que {y no tie-
ne ceros en R(s) > 1 para N = 6,7,8 y 9 [4], dos
anos mas tarde el mismo R. Spira demuestra que (n
si tiene ceros en el semiplano R(s) > 1 para N =
19; 22, 23, 24, 25, 26, 27; 29,30,31,--- ,49 y 50, en 1980
W.R. Monach demuestra que {y(s) = O si tiene solu-
cién en R(s) > 1 para N > 51 [5]. Cerrando este enfoque
en el afio 2016 D.J. Platt y T.S. Trudgian [6] demuestran
que para

1< N < 18; N = 20,21,28 (4)

no hay ceros de {x en el semiplano Re(s) > 1, mientras
que para los demés enteros positivos N, si existen infini-
tos ceros en esta region, los ceros especiales.

Sea

by = sup {R(s) : {n(s) = 0} (5)
Sis=0+itcono > 1y (n(s) =0 entonces
1 1 1
1+§+E}:+”'+ﬁ=0
1 1 1 1 1 1
=i |=ses e € S S g = -
ptat tie|Setset +N”<<(a) 1

de donde 2 < ({(o). Siendo ¢ decreciente en el intervalo
(1; +00) y ¢(1,72865) = 2, concluimos que b, < 1,73

En 1983 H.L. Montgomery [7] demuestra que si
0<c<(%2-1),3N,(c)/N > N,(c), {n tiene ceros en

U

o>1+ clﬁ%lgﬂ%,ﬁl, luego en el 2001 H.L. Montgomery y

R. C. Vaughan [8] demuestran que existe No/N > Np,

¢~ no tiene cerosen o > 1+ (4 —1) l—"%‘g‘TNl. Asi

4 1) log(log N)

T log N

log N

de donde
i b =1
Sea ahora
an = inf {R(s) : (n(s) =0} (6)
En el 2009 M. Balazard y Oswaldo Veldsquez [9] demues-
tran que 1\}1_13100 GWN = —log(2), de donde
i o = oo

de esta forma todos los ceros de (n estan en la franja
vertical [an;bn] X R.
En el trabajo de G. Mora 2013 [10] se ve que el conjunto
{R(s) : {n(s) =0} es eventualmente denso en [an;bn],
es decir 3 Ny/N > Ny

{R(s) : (n(s) =0} = [an; bn] (7)

Si nn(T) denota la cantidad de ceros de {n(s) en el
rectangulo [an;bn] X [0; T]. Una estimativa que apare-
ce en los trabajos de S.M. Gonek y A.H. Ledoan [11] es

T N
nn(T) — ﬁlog(N)} =

2k+1
%, KT:zE) n2(T) = k ya que

los ceros zi de altura < T" de (3 son

Por ejemplo para T € [

o) 3mi (2k — 1)me
20 = s, 21 = o Zk—1 = o

log(2) log(2)’ """’ log(2)

Mis atin, en mayo del 2014 G. Mora y J.M.Sepulcre [12]
demostraron que, para cada entero N > 2 existe T' > O

tal que
_ [[Tlog(n)
2.2. Proyeccién sobre un convexo

En el siguiente resultado H sera un espacio vectorial con
un producto escalar (,) que es completo con respecto a
la norma inducida |[.|(, es decir, H denotars un espacio
de Hilbert.

Teorema 1 (Theorem 5.2. [13] ). Sea K C H un con-
junto no vacio cerrado y convexo. Entonces para todo
w € H, existe un unico u € K tal que

|w — u| = min |w — v| = dist(w, K). (8)
vEK
Ademés, u esté caracterizado por la propiedad
ueKy (w—u,v—u)<0 VYwe K (9)

El elemento u dado en este teorema es llamado la pro-
yeccién de w sobre K y es denotado por

u := Proygw

la desigualdad (9) dice que el producto escalar del vector
uw con el vector #b (v € K) es < 0, es decir, el 4ngulo 6
determinado por esos dos vectores es > /2.
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Ceros de una familia de funciones enteras generadas por la funcién zeta de Riemann 33

2.3. Error en la interpolacién polinomial

Denotaremos por P, al conjunto de todas las funciones
polinomiales P con coeficientes reales o complejos de gra-
do<n

P(z) =ao+ a1z + -+ apz”

Teorema 2 ( Theorem 2.1.1.1, [14])
arbitrarios

. Dados n+1 puntos

(117,, fi)s

1=0,1,...,n, =, #x, parai# j,

existe un nico polinomio P € P, tal que
P(x;) =1 1=0,1,.

En la pagina 39 de [14] se demuestra que tal polinomio
viene dado por

P(z) =

Zszx —— (10)

k;éz

llamado polinomio de interpolacidn de Lagrange. Para
obtener el polinomio de interpolacién completo se pue-
de resolver el problema para subconjuntos del conjunto
de puntos dado, y llegar al caso general recursivamen-
te. En efecto, dado un conjunto de puntos (z., f;), i =
0,1,...,n denotaremos por P, 2,..1, al polinomio en P
tal que:

P,(:l:) = fis

Roil""k (zz,) = fz,y Jj=0,1,...,

k

1=0,1,2,...,n

(11)
k (k>1)

Proposicién 1. Estos polinomios estan relacionados por
la siguiente férmula recursiva

(.’L‘ - xzo)lezz...zk(z) - (-T — Ty, )Ro

1y, (T)

Py, afx) = =
0

(12)

Demostracion. Denotando el lado derecho de (12) por
R(z), demostraremos que R tiene las propiedades ca-
racteristicas de P,o,l_,,,k. El grado de R es claramente
menor o igual que k. Por las definiciones de Ph"z---ik y
P.

Tty eeedp_ 1)

R(z;,) = Py, . % P (T10) = fos
R(zik) == Pillg-.-ik (xik) = fik,
y
(®s, — Z3o) fi, — (xi, — Zi, ) fi
R(.’t' )= 2 0 3 3 k T s fi
% Ti, — Ty ]
paraj=1,2,...,k—1. Asi R = P .. i, » €n vista de la

unicidad de la 1nterpola,01on polmormal dado en el teore-
ma 2. O

=0 1 2 3

zo | fo = Po(x)

P01 ((L‘)
z1 | f1 = Pi(x) Poy2(x)

Py3(x) Po123(x)
z2 | fa = Pa(x) Pia3(x)

Py3(x)
z3 | f3 = P3(x)

Tabla 1. El proceso recursivo

Las dos primeras columnas del cuadro contienen las
coordenadas de los puntos dados (z,, f;) (en este caso
0 <% < 3). Las columnas subsiguientes se llenan median-
te el calculo de cada entrada de forma recursiva desde sus
dos “vecinos” en la columna anterior, segin la ecuacién
(12). Fijando ideas

((L‘ - :L‘Q)Plz:g(:l,‘) = (.’L‘ - $3)P012(.’L‘)
T3 — X

Po123(x) =

Ejemplo 1. Para dos puntos (zo, fo) y (z1, f1)

Po(z)=fo ,Pi(z)=fi
Yy
P(.’L’) = POI(-'E) — (.’L' — zO)fl - (.’L‘ — xl)fO
r1 — X
fi—fo _
=fo+ (ml (z — 2o)
Ahora, dada una funcién f y algunos de sus valores
fi=f(z,), i=0,1,...,n

surge la siguiente interrogante ;Qué tan buena serd la
interpolacién polinomial P(z) = Po;.. n(z) € P, para
reproducir los valores de f(z) cuando z # z,?. En el si-
guiente resultado veremos que bajo ciertas condiciones,
sera posible acotar este error f(z) — P(z)

Teorema 3 (Theorem 2.1.4.1, [14]). Si la funcién f es
derivable (n+1) veces, entonces para todo T existe £ en el
menor intervalo I[zo, ..., Zn,Z] que contiene a Z y todas
las abscisas z,, satisfaciendo

Ft(e)

F(@) = Por..n® = T

(T—zn)
(13)

(T —Z0)(T~21) -+

En particular, cuando n =1

1@ -Pu@® =L@ —a)@-a) (1)

3. Cuestiones metodolégicas

Determinaremos ahora los ceros de una funcién ho-
lomérfa f : 2 — C en una regién acotada, utilizando un
método de biseccién en el plano para aislar cada cero, y
luego determinarlo usando el método de Newton. Por el

REVCIUNI 23 (1) (2020) 31-37
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34 Manuel Toribio Cangana y Oswaldo Veldsquez Castafién

principio del argumento, si R C {2 es una curva cerrada,
simple, poligonal, parametrizada en sentido antihorario,
el nimero de ceros de f dentro de R, N(R) est4 dado
por

N(R) = 5-Aonarg f(s).

y la funcién argumento arg : C\ ] — 00,0] — C por
arg(z) = 2arctan (l—zliz(—;i)(z)) , 2z€ C\ ] —00,0]

Si s1,s2 son dos nimeros complejos verificando que
|Als, s, arg f(s)| < 7, podemos calcular la variacién del
argumento como

Doy o £(5) = axg (1220).

n

Suponiendo que R = U[z,-,z,_,_l] donde z,41 = 21,

=1
y para ¢ = 1,...,n, la variacién del argumento es
|A[z”z‘+1] arg f(s)| < m, se tiene que

1 n
N(R) = ﬂ ZA[ZHZ;+1] arg f(s) =
=1

Dada una curva cerrada, simple arbitraria C C 2, nues-
tro primer paso sera discretizarla “adecuadamente” como
una poligonal R, es decir, encontrar una particién para
la cual se cumpla que la variacién del argumento sobre
cada segmento de extremos z,, z;+1 sea menor que 7. Lue-
go evaluaremos la variacién del argumento a lo largo del
segmento [z, z,4+1] y cuando éste resulte ser mayor a ,
elegiremos un punto interior en [2;, z,41], por ejemplo el
punto medio y calcularemos nuevamente la variacién del
argumento para cada segmento. En caso falle, repetire-
mos este proceso hasta que la variacién del argumento
sobre cada segmento sea menor que w. El criterio dado
en el teorema 2.1 [15] nos permitird determinar adecua-
damente los puntos 2, sobre la frontera R, para. calcular
la variacion del argumento de f sobre OR.

Aqui, (z,y) = R(z7) es el producto escalar usual o eucli-
diano sobre C.

Teorema 4 (Ying and Katz). Sea P(s) una funcién afin
compleja cuya imagen no contiene al cero, f(s) una fun-
cién holomorfa sobre el intervalo [s1, s2] y R(s) dada por

R(s) = f(s) — P(s). Si
ser{r::r:g}lP(s)l * ,Gm?’g ]IR(S)l (15)
entonces
|Aa arg f(s)| <m y A argf(s)=arg(f(sz))
[s1,82] [s1,82) ) .

Ms4s precisamente, si so € [s1,S2] es tal que P(sg) =
min |P(s)| > 0, para todo s € [s1, s2]

S€[s1,82)

(£(s), P(s0)) > 0.

e (),

Demostracion. Como P([s1, s2]) es un conjunto convexo
que no contiene al cero, sea P(sg) la proyeccién del 0
sobre este conjunto, por una caracterizacién geométrica
clasica de este punto, dada en el teorema 1, para todo
s € [81, 82]

(P(s) -

o bien (P(s), P(so)) > |P(so)|2.
Entonces

(£(s), P(s0)) =

P(s0),0 — P(s0)) <0,

(P(s) + R(s), P(so))

(P(s), P(s0)) + (R(s), P(s0))
|P(s0)|” = |R(s)| - | P(s0)|
(

eI[I;:nsg]|P(s) - erfrla.x |R(s)|)|P(s0)] > O

2
2

O

También corroboramos, de modo distinto el resultado de
Lema 2.1 de [15], como consecuencia de la férmula del
resto de Taylor en una variable.

Lema 1. Sea f(s) una funcién holomorfa sobre el inter-
valo (s1, s2], P(s) y R(s) dados por

f(s2) —f(sl)(

P(s) = f(on) + L2 )
y R(s) = f(s) — P(s). Si M(sy,s2) es tal que para todo
s € [s1, s2),
|f”(8)| < M(sla 32),
entonces
|s1 — s2|?
<M _
36[31,32]|R I (31’32) 8

Demostracion. En una variable esto podria ser una senci-
lla aplicacién de la férmula de interpolacién de Lagrange,
pero en variable compleja esto requiere de un retoque. En
efecto, sea u € C con |u| = 1 fijo arbitrario, y definimos
fu:[0,1] = R por

Ful®) = (£ (21 + (22 — 21)), ).

También definimos la interpolacién (lineal) polinomial
P, :[0,1] — R tal que

P,(0) = fu(0) = (f(21),u), Pu(1) = fu(1) = (f(22),u),

asi que
Pu(t) = Pu(0) + t(Pu(1) — Pu(0))
= (f() + t(f(z2) - f(20)) )
= (P21 + t(z — 21)), u).

La férmula del error en la interpolacién polinomial (Theo-
rem 2.1.4.1, p. 49, [14]), para n = 1, nos d4, la existencia,
para cada t €]0, 1], de £ €]0, 1] tal que

f”(E)

fu(t) — Py(t) = 2204t — 1),
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Ceros de una familia de funciones enteras generadas por la funcién zeta de Riemann 35

que se transforma en

£z + (72 = ) (72 = )P,
g, = L HEC ») g

Usando la cota M (21, z2) para f”(s) en [s1, $2], y tenien-
do en cuenta que 0 < t(1 — t) < 1/4 para todo t € [0,1]
obtenemos

1
|(R(t),u)| < gM(21,22)|22 —_ Zl|2.

Finalmente, para t € [0,1] es suficiente elegir u tal que
(R(t),u) = |R(t)| y reescribir la desigualdad anterior O

Este lema nos ayudard reemplazar el cdlculo del méximo
de |R(s)| por un calculo méas simple, a partir de alguna
cota de |f”(s)| en el intervalo [s1, s2]. De otro lado, por
ser P una funcién afin lineal P([21, 22)) = [P(21), P(22)),
y para cualquier ¢t € [0, 1]

P(z1 +t(22 — z1)) = P(z1) + t(P(22) — P(21))

En el siguiente lema, usando los mismos argumentos del
Lema 2.2 de [15], demostraremos que

S(P()P(z2) b
{lP(zl) — PG P IP(z2)|} (16)

min |P(z)| €

E[Z1 22]

Lema 2. Seaa,be Ccona#bym = tn[1(1;nl] la+t(b—a)|
E )

1. Si R(ab) > a|? y |b| > |a|, entonces m = |a].
2. Si R(ab) > |b|? y |a| > |b|, entonces m = |b|.

3. En cualquier otro caso,
_ |S(ab)|
16— al

Demostracion. Sea t* € R tal que

Itn€1]1‘1|a+t(b—a) =a+t*(b—a),
entonces
=(b—a,a+t"(b—a)) = (b,a) - |af* + t*|b - a|

= R(ab) — |a|? + t*|b — a|?
de donde _
o _ la* = R(ab)
~ |b—al?

Caso 1. R(ab) > min{|a|?, |b|?}
= R(ab) > |a|? y |b] > |a|, entonces t* < 0, de donde
t*=0y tlel%glh |a+t(b—a)| = |al.

= Si R(ab) > |b|* y |a| > [b], entonces
v _ loP “R(aB) _ Jal? (a,)
lb—al2 —  |b—af?

(a,b) > [b]* < |al? + (a, b) > |a|* + [b]?

—2(a,b) = |b—al?
dedondet* =1y mm |a+t(b a)| = |b).

> 1, puesto que

& laf? —

Caso 2. R(ab) < min{|a|?, |b|?}, por tanto t* € (0,1) y
la+t*(5 — a)|[F—a| = |ab — |af* + £*[b — af?|

= |ab — R(abd)| = |iS(ad)|

Ig(ab)l

—q|

tE[O ] ]a +t(b— )| —

O

Con estas herramientas a la mano, nuestro criterio de
discretizacién para una curva cerrada simple C serd divi-
dir este contorno, en un contorno poligonal de segmentos
[s1, s5] tales que

min
s€[s],s7]

! o2
P(a)| > M(s}, s5) 250

Esto, junto con el Lema 1, da la condicién del Teorema
4 para f(s) sobre el intervalo (s}, sb)].

Necesitamos ahora calcular una cota superior para la se-
gunda derivada de cada uno de las funciones que aqui
investigamos, esto es, funciones de la forma

zZ € [z1,22], A <O

f(z) =) axe?**;
k=1

Como f"(z) = Eak)\z Mz entonces

n
|f”(Z)| < E |ak|Aiea(Akz) para z € [zlx 22]7
k=1

estoes z = (1 —t)z; +t232 con 0 <t < 1, de donde

R(Ak2) < rfla.x R(Ae2)

2€[21,22]
= méx {(1 — t)\R(21) + tAR(22) }

< A min{R(z1), R(z2)}

entonces

n
<Y la AN RO RED), 2 € (1, 2
k=1

I£"(2)]

es decir, |f"(2)| < M(z, 22) para

n
— 2 |ak|AieAk ml’n{ﬂ(zl),R(zg)} (17)
k=1

M(zl, 22)

En particular, para

Cn(z) Z k=
k=1

n

Z e~ log(k)z

k=1

n
3 llog(k)|2e os®) min{R(=) R} (1g)
k=2

M(Zl, 22) =
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4. Resultados

Para cada altura T, de acuerdo a las técnicas uti-
lizadas en el procesamiento de los datos, denotando
con ny(T) al nimero de ceros de {y en el rectangulo
l[an(T),bn(T)] % [0,T], es decir

nn(T)=|{s € C/{n(s) =0, 0<S(s) < T}
y los términos an(T'),bn(T) por

an(T) =1inf {R(s) / (n(s) =0, 0<S(s) < T} (19)

by (T) = sup { R(s) / {n(s) =0, 0 < (s) < T} (20)

El resultado presentado en la siguiente figura ha sido
generado usando un cédigo escrito en Python 3, mientras
que la gréfica de la nube de ceros ha sido generado usando
gnuplot en formato eps. Para poder mantener una buena
precision en los valores procesados, se decidié usar la li-
brerfa Mpmath [16], la cual permite realizar célculos con
numeros reales y complejos manteniendo una alta preci-
sién (10 digitos o 1000 digitos), por ejemplo aqui se usé
una precision de 100 digitos significativos en el entorno
de Mpmath.

100000

80000 -

40000 -

20000 -

Figura 2. Nube de ceros de (o(s)

En el siguiente cuadro se muestra los resultados obteni-
dos en esta investigacién para los distintos valores de N
y con cierta altura prefijada.

N T nn(T) s-log(N) an(T) bn (T)

3 10° 174850 174849.576 -0.999999 0.787884
4 105 220636 220635.600 -1.214285 0.626288
5 10% 256150 256149.999 -2.425976 0.890899
6 106 285168 285167.376 -2.886476 0.841088
7 10° 30970 30970.122  -3.802603 0.975899
8 10° 33095 33095.340 -4.378860 0.919274
9 10° 34970  34969.915  -5.009246 0.893349

Tabla 2. Recopilacion de los datos procesados

Por ejemplo, para la funcién (g(s) vemos que la re-
gién de estudio es [—5,009;0,893] x [0;100000], y en
ella hay 34 970 ceros, que estan bien aproximados por
10 16g(9) = 34969,915.

5. Conclusiones

= El clasico problema de Rieman es atin una gran
fuente de inspiracién para seguir generando mejo-
ras, y quiza nuevos resultados.

= Sobre los ceros de las funciones enteras (y,
tenemos-el legado que nos dejan: Turan, Spira, Mo-
nach, Montgomery, Vaughan, Balazard, Oswaldo
Velasquez, Mora, Gonek, Ledoan, Sepulcre, Platt,
Trudgian, etc.

= Este trabajo estd basada en los resultados de X.
Ying y I.N. Katz, cuyas demostraciones fueros aqui
mejoradas usando las herramientas del analisis con-
vexo y analisis numérico.

= Para la implementacién numérica se ha usado
Python 3, logrando generar una data efectiva de
ceros de (y, cuyo anilisis corrobora resultados
analiticos de nuestros predecesores, y seguiran sien-
do explorados con la confianza de descifrar la ma-
temdtica que alli existe.
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El presente trabajo muestra las condiciones de Karush-Khun-Tucker en problemas de optimizacién multiobjetivo
con funciones objetivo de valor intervalo considerando relaciones de orden parcial sobre la familia de todos los in-
tervalos cerrados en R. Se emplean elementos de la aritmética de intervalos y la diferencia generalizada de Hukuhara.

Palabras clave: KKT, funcién multivalor intervalo.

This work shows the conditions of Karush-Khun-Tucker in multiobjective optimization problems with objective
functions of interval value considering partial order relationships on the family of all closed intervals in R. In the
study carried out the interval arithmetic is used and generalized difference of Hukuhara.

Keywords: KKT, funciones multivalor intervalo.

1. Introduccién

La imprecisién es algo inevitable en situaciones ines-
peradas, en consecuencia, considerar la incertidumbre
dentro de los problemas de optimizacién definen una linea
de investigacién. Los problemas de programacién lineal
que presentan inexactitud estan muy relacionadas a los
problemas de optimizacién que emplean valores interva-
lo.

Ishibuchi y Tanaka [5] estudiaron los problemas de pro-
gramacién multiobjetivo con funciones de valor intervalo
y propusieron una relacién de orden entre dos interva-
los cerrados. Los problemas de optimizacién matemética
con funciones objetivo de valor intervalo son estudiadas
por Wu [9], empleando la diferencia de Hukuhara y la
Aritmética de intervalos se define la Derivada de Hukuha-
ra, conocida como H-derivada, y presenta dos relaciones
parciales sobre las cuales plantea las condiciones de opti-
malidad de Karush Khun Tucker (KKT) en un problema
de optimizacién empleando funciones de valor intervalo.
En base a este trabajo se extiende este estudio a las fun-
ciones multiobjetivo de valor intervalo y los presenta en
el articulo de Wu [10]. Asimismo, en el trabajo de Hos-
seinzade [4] retoma los estudios de Wu, incidiendo sobre
las relaciones de orden parcial planteadas por este inves-
tigador.

La diferencia de Hukuhara es extendida a la que se cono-
ce como la diferencia generalizada de Hukuhara y de este
modo la H-Derivada da paso a la que se conoce como la
Derivada Generalizada de Hukuhara o simplemente gH-
derivada presentado por Stefanini [7]. Chalco [3] presen-
ta nuevas relaciones de orden parcial para replantear las
condiciones en los problemas de optimizacién de funcio-
nes de valor intervalo aplicando la gH-derivada, tomando
como referencia las relaciones de orden parcial trabaja-
das por Wu [9]. Se desarrolla una extensién a conjuntos

difusos por Stefanini [8] empleando la diferencia genera-
lizada de Hukuhara. En este trabajo Se trata de estudiar
la existencia de una solucién éptima de un problema de
optimizacién para el caso de funciones multivalor de va-
lor intervalo empleando una reformulacién de las condi-
ciones de Karush Khun Tucker considerando la derivada
generalizada de Hukuhara.

2. Preliminares

Sea £ la clase de todos los intervalos cerrados y aco-
tados en R. Sobre .# se operan sus elementos en base a
la aritmética de intervalos (Moore [6]).

2.1. Diferencia de Hukuhara

Sean A = [a!,a®] y B = [b!,b5] dos elementos de
#. Si existe un intervalo cerrado C = [c!, ¢S] de modo
que A = B + C, entonces C es llamada la diferencia de
Hukuhara. Desde que A = B + C, no es dificil ver que
al = +cfyaS =b5+c5 estoes, e =al —bl y
¢! = a! —b!. Por lo tanto, este intervalo cerrado C existe
sial —b' < a®—b%, esto el ancho de B no supere al ancho
de A. En este caso, C = [a! — b%,a% — b%] y escribimos
C = A © B. En consecuencia, cuando decimos que la di-
ferencia de Hukuhara C = A © B existe, implicitamente
significa que a! — b! < a5 — bS.

El ancho de un intervalo cerrado A = [a’,a’] en R, deno-
tado por w(A), es la cantidad w(A) = a® — a’. Se puede
notar que no siempre existe esta diferencia.

Ejemplo 1. sean A =[1,2] y B = [2,5]. Como el ancho
de A, w(A) =1, es menor que el ancho de B, w(B) = 3
entonces no eriste C = A6 B

De esto se puede notar que no siempre esta definida
la diferencia de Hukuhara.
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2.2. Diferencia Generalizada de Hukuha-

ra

Como la diferencia de Hukuhara es muy restrictiva,
esto conlleva a tener que replantearla y proponer la de-
nominada Diferencia Generalizada de Hukuhara.

Definicién 2.1. (Stefanini y Bede [7]) La Diferencia
Generalizada de Hukuhara, denominada gH-diferencia,
entre dos intervalos cerrados C = [¢!,c%) y D = [dF,d5],
elementos de #, se define

C=D+E,
D=C+(-1)E,

st w(C) > w(D)
si w(C) < w(D)
(1)

donde w(C) y w(D) son los anchos de los intervalos ce-
rrados C' y D respectivamente.

Esta nueva diferencia tiene propiedades interesantes,
se puede observar que para cualquier C € £ se cumple
C e, C = {0} = [0,0], donde los conjuntos unitarios {0}
en R se consideraran como intervalos cerrados degene-
rados, denotados por [a,a]. Asimismo, la gH-diferencia
siempre existe entre dos intervalos cerrados cualesquiera
en R, esto es, para cualquier par de elementos de .# se
obtiene la gH-diferencia.

Proposicién 2.1. (Stefanini y Bede [7]) Sean los in-
tervalos cerrados C = [c!,c%] y D = [d?,d®], elementos
cualesquiera de %, se tiene que

C 6y D =[Min{c" —d',c’ - d’},

2
Max{cI—dI,cs—dS}] @)

Ejemplo 2. sean A =[-1,4] y B =[1,3],

C =A94B = [Min{-1-1,4—3},Maz{-1-1,4—-3}]

= [Min{-2,1}, Maz {-2,1}] = [-2,1],

donde w(B) =2 < w(A) =5

Ejemplo 3. sean A =[1,3] y B=[2,5],
C=A6yB=[Min{l—-2,3—-5},Maz{l—2,3—5}]
= [Min{-1,-2},Maz{-1,-2}] = [-2,-1], donde
w(A) =2<w(B)=3

Proposicién 2.2. sean A, B, C € £ cualesquiera. Se
cumple

(i) K(A©yg B) =kA©S4kB, k€ R
(i) Aoy B=1[0,0] si y solo si A=B
(i) (A+B)Sy(A+C)=Bgy,C

Demostracién. (i) y (ii) se obtienen de la definicién 2.1.
(iii) sea D € £ de modo que (A+B)©64(A+C) = D. Por
la definicién de la gH-diferencia se cumple que A + B =
A+C+Do A+ C = A+ B+ (—1)D. De esto, se tiene
que B=C+ D o C = B+ (—1)D y por definicién de la
gH-diferencia se tiene que B4 C

2.3. Diferenciabilidad de funciones de va-

lor intervalo

Considerando los elementos del célculo clésico se tie-
ne que para un abierto X C R, zo € X y una funcién de
valor intervalo F : X — £, con F(z) = [F!(z), F5(z)],
donde F! y FS son funciones reales sobre X, se dice que
F es diferenciable en x( siempre que las funciones reales
FI y FS sean diferenciables en zo (en el sentido usual).
En base a la diferencia de Hukuhara se plantea el siguien-
te tipo de diferenciabilidad (Wu [9)]):

Definicién 2.2. Sea X un abierto en R. Una funcion
de valor intervalo F : X — % es denominada H-
diferenciable (o fuertemente diferenciable) en zo € R si
existe un intervalo cerrado A(zo) € £ (el cual depende
de zg) de modo que los limites

lim F(zo + h) © F(x0)

lim F(:L‘()) S F(.’L‘o - h)
h—0t+ h

h—0t+ h

ambos ezxisten y son iguales a A(zo). En este caso, A(xo)
es llamada la H-derivada de F' en xg.

Ejemplo 4. Sea F : R — [(x—1)2+1,22+2] una funcién
de valor intervalo definida sobre R. Se puede ver que F'
es H-diferenciable en cualquier zo € R, con H-derivada
[22}0 - 2, 2.’1:0].

Se debe notar que cuando F' es H-diferenciable en zg,

de manera implicita se tiene que F(zo + h) © F(xo) ¥
F(zo) © F(zo — h) existen para todo h > 0.
Pero, la Derivada de Hukuhara es muy restrictiva debido
a que la Diferencia de Hukuhara no siempre existe, ya que
esta limitada por su propia definicién. Por tal motivo, se
defne la Derivada Generalizada de Hukuhara.

Definicién 2.3. Sea X un abierto en R, to € X. La
Derivada generalizada de Hukuhara, denominada gH-
derivada, de una funcion de valor intervalo F : X — &
en to, estd definida como

F(to + h) ©4 F(to)
0 = 0 . (3)

v sz
F'(to) = lim

Si existe F'(t9) € # satisfaciendo (3), entonces se
dice que F' es gH —diferenciable en ;. Se dice que la fun-
cién de valor intervalo F' : X — £ es gH —diferenciable
en X si F es gH—diferenciable en cada ty € X. El si-
guiente resultado, presentado por Chalco [3], expresa la
gH —derivada en términos de los extremos de la imagen
(intervalo cerrado) de la funcién valor intervalo.

Teorema 2.3. Sea X un abierto en R, tp € X y
F : X — £ una funcion de valor intervalo de modo
que F(t) = [FI(t), FS(t)]. Si F! y FS son funciones di-
ferenciables en ty € X, entonces F es gH—diferenciable
enty y

F'(to) = [min {(F")'(to), (F) (o)} ,
méx {(F") (to), (F®)'(to)}] -
Se debe notar que el reciproco del Teorema 2.3 no es

cierto, es decir, la gH —diferenciabilidad de F' no implica
la diferenciabilidad de F' y FS (en el sentido usual). Por

(4)
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ejemplo, si se considera la funcién F' de valor intervalo,
dada por F(t) = [—|kt|,|kt|],k # O, se tiene que F es
gH —diferenciable en tg = 0 y F’'(0) = [—k,k]. Sin em-
bargo F! y FS no son funciones diferenciables en ¢y = 0.
En general, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4. (Chalco [3]) Sea X wun abierto en R,
to € X y F: X — £ una funcién de valor intervalo
de modo que F(t) = [FI(t), F5(t)]. Se tiene que, F es
gH—diferenciable en tg € X cuando y sdlo cuando uno
de los siguientes casos es vdlido

(a) FI y FS son diferenciables en to;

(b) las derivadas laterales (FT)_(to), (F') (to),
(FS)_(to) y (F5), (to) ezisten y satisfacen
(FH_(to) = (FS)+(to) y (F1)4(to) = (F)_(to)-

A partir de este teorema se deduce la siguiente pro-
posicién:
Proposicién 2.5. Sea X un abierto en R, tg € X y
F: X — # una funcion de valor intervalo de modo que
F(t) = [F!(t),F5(t)). Si F es gH—diferenciable en to,
entonces (F! + FS) es una funcién diferenciable en to.

Se extenderd el estudio de las funciones valor inter-
valo sobre R", esto es, F(x) = F(z1,...,Z,) €s un in-
tervalo cerrado en R, para cada x = (z1,--- ,Z,) € R™.
En consecuencia, también se tienen las correspondien-
tes funciones reales F!(x) = F!(z;,...,z,) y F°(x) =
FS(z,,...,z,) definidas sobre R", de modo que F(x) =
[FI(x), FS(x)] € .#.

Proposiciéon 2.6. Sea X un abierto en R™, 2o € X y
F: X — £ una funcién de valor intervalo de modo que
F(t) = [FI(t),F5(t)]. Se cumple que F es continua en
xo si y solo si F! y FS son continuas en xg.

Recordando del Célculo la siguiente afirmacién:

Proposicién 2.7. Sea f una funcién real definida so-
bre R™. Si asumimos que una de las derivadas parciales

0 0

azf . 7f existe en Xg y que las n — 1 derivadas par-
1

ciales restan'ies ezristen en alguna vecindad de xo y son

continuas en Xg, entonces f es diferenciable en xq.
Se plantea la siguiente definicién:

Definiciéon 2.4. Sea F wuna funcién de valor interva-
lo definida en X C R™ y zo = (zﬁ"’, ,1:5.0)) un
elemento de X fijo. Se dice que F es continuamente
gH —diferenciable en zo si todas las gH —derivadas par-

ciales (a—l-)g(wg), ... )o(z0) existen en alguna ve-

’(—31:,,
cindad de zo y son continuas en zo (en el sentido de
funcién valor intervalo).

Definicién 2.5. Sea X un abierto en R*, F : X — &
una funcion de valor intervalo de modo que F(t) =
[FI(t),F5(t)], zo = (z§°),...,x$?)) un elemento de
X fijo y la funcidn de wvalor intervalo h; definida por
hi(zi) = F(x(O) ’zsg)l,znzgg.)p ’xn)) Si h; es
gH —diferenciable en z§°), entonces se dice que F tie-
ne la i-ésima gH— derwada parcial en o (denotado por

(z0), donde( )g(zo> (hs)' ().

Proposicién 2.8. Sea F' una funcion de valor intervalo
definida en X C R™, donde F(z) = [F!(z), F5(z)], pa-
rax € X. Si F es continuamente gH — diferenciable en
xg, entonces (F! 4+ FS) es continuamente diferenciable
en xo.

Demostracion. Como F(z) = [F!(z), F5(x)], x € R™.

En el caso de que si (a—)g(xo) existe, entonces, de la

Proposicién 2.5, la derivada parcial ——(F I + FS)(z0)
emste Por otro lado, de la PI‘OpOSlClOIl 2.5y 2.6, co-
+ FS5) es
contmua en zg. En consecuencia, si F es contmuamente

gH —diferenciable en z, entonces la funcién de valor real
(FT + F5) es continuamente diferenciable en z. O

mo ( )g(:z:o) es continua, entonce

A continuacién se presenta una definicién que ha sido
tomada de Chalco (3], la cual es una reformulacién de la
presentada por Wu [9].

Definicién 2.6. Se dice que la funcion de valor intervalo
F : X — # es (débilmente) continuamente diferencia-
ble en zo € X si las funciones de valor real F! y FS
son continuamente diferenciables en xo , esto es, todas
las derivadas parciales de FT y FS existen en algunas
vecindades de zo y son continuas en xo (en el sentido
usual).

Definicion 2.7. Sea X wun abierto en R", {7 =
(t(lo),..., 510)) un elemento de X fijo y F : X — &
una funcién de valor intervalo de modo que F(t) =
[FI(t), F5(t)]. El gradiente gH de F en to, denotado por
VoF (&), estd definido por

VsF(to) = ((gf ) @ (5. (to))

donde (ZTF

enty (j =11, 2,...,n), como fue definido en la Definicion
2.5. Se puede observar que si las funciones extremas F'
y FS son funciones diferenciables, entonces F es gH -
diferenciable y en este caso

(5;) @ =18

es un intervalo cerrado, con j =1,2,...,n

donde:

)g(to) es la j-ésima gH-derivada parcial de f

A =min{ 9E (), S (an) |

B = maz { 55 (), 5 (a0}
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Ejemplo 5. Considere la funcidn F de valor intervalo

definida por
F(z) = F(z1,22) = [-’171 +z22, 22 + 3% + 3] .

Entonces tenemos

(g_f;)g (z1,z2) = [min{1,2z,}, maz{1,2z,}]

(%)g (z1,2) = [min{2z2, 222}, maz {2z, 2:1:2}].
= [2z2, 2z4]
Asi, el gradiente gH de F estd dada por
VoF(z1,z2) = ([min{l, 2z}, maz{1, 22,1 }], 222, 222]).

Ahora, se considerardn las funciones multivalor inter-
valo F, las cuales estédn definidas sobre el abierto X C R”,
con F(t) = (Fi(t), F2(t),...,F4(t)), t € X, donde cada
una de las F, : X — £ son funciones de valor intervalo,
parai=1,2,...,q, estoes, F,(t) = [FI(t), F5(t)], t € X,
parai=1,2,...,q.

Ejemplo 6. sea F' una funcion multivalor intervalo de-
finida sobre R? dada por F(z1,z2) = ([z3 + 2z122, 21 +
z3 + 3], [z2 + 3,3z122))

donde: Fy(z1,72) = [x? + 22172, 71 + 25 + 3]

Fy(x1,29) = [z + 3, 3z122]

F, y F, son funciones valor intervalo en R?

Definicién 2.8. Sea F wuna funcidn multivalor de-
finida sobre el abierto X C R", con F(t) =
(F1(t), Fa(t),...,Fq(t)), t € X. Se dice que F es

a) (debilmente) continuamente diferenciable en xo €
X si F, es (debilmente) continuamente diferencia-
ble en xg, para cadai=1,2,...,q

b) continuamente gH-diferenciable en zo € X si F,
es continuamente gH-diferenciable en xo, para ca-
dai=1,2,...,q

Proposicién 2.9. Sea F una funcidon multivalor in-
tervalo definida sobre el abierto X <C R", con
F(t) = (Fi(t), Fa(t),...,Fy(t)), t € X, donde Fi(t) =
[FI(t),F5(t), te X, parai=1,2,...,q. Se cumple que

a) si F!, FS son diferenciables en zo, para cada i =
1,2,...,q, entonces F es (debilmente) continua-
mente diferenciable en xo € X.

b) si F es continuamente gH-diferenciable en g € X,
entonces (F! + F) es continuamente diferenciable
en g, para cada it =1,2,...,q.

Demostracion. (i) se obtiene de las definiciones 2.6 y 2.8
(ii) es consecuencia de la definicién 2.8 y de la proposicién
2.8. O

3. Formulacién del problema de
investigacion

Las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tuc-

ker se tienen que replantear para las funciones de valor
intervalo. Para lograr esto se deben de proponer nuevas
relaciones de orden parcial entre los miembros de la fami-
lia de intervalos cerrados .#, las cuales serdn extendidas a
los vectores intervalo, cuyos componentes seran elemen-
tos de £.
La presente investigacién se enmarca en un estudio que
involucra la diferenciabilidad aplicada a funciones de va-
lor intervalo teniendo que emplear un nuevo tipo de deri-
vada: la derivada H (de Hukuhara). Este tipo de derivada
se basa sobre la diferencia de Hukuhara, la cual es muy
restrictiva, motivo por el cual se debe extender a la dife-
rencia generalizada de Hukuhara lo que permitird definir
la denominada. derivada generalizada de Hukuhara cono-
cida como la gH-Derivada, Stefanini [7]. En los problemas
de optimizacién lo que se busca es minimizar o maximizar
una funcién objetivo y en el presente estudio el problema
de investigacién lo formulamos por medio de la siguien-
te pregunta: En los problemas de optimizacién lo que se
busca es minimizar o maximizar una funcién objetivo y
en el presente estudio el problema de investigacién lo for-
mulamos por medio de la siguiente pregunta:

;Existe solucién para el siguiente programa ma-
tematico

(P) min  F(x) = (Fi(x),...,Fy(x))

sujeto a g;(x) <0, i=1,...,m

de modo que satisfaga las condiciones de optimalidad
de Karush Khun Tucker donde F' es una funcién multi-
valor intervalo (sus componentes son funciones de valor
intervalo)?

4. Optimizacion de funciones de
valor intervalo

Se tiene los siguientes programas matematicos:

(IP1) min  f(z) = [f(z), ()]
sujeto a z=(z1,...,Z,) € X CR".
(IP2) min  f(z) = [f'(z), f°(z)]
sujeto a 9.(2) <0, i=1,...,m

Se puede observar que en ambos problemas, las fun-
ciones objetivo son funciones de valor intervalo. Ademss,
el programa matemético (IP2) se puede expresar como el
problema (IP1) considerando el conjunto admisible
X ={zeR"/gi(z) <0,i=1,...,m} CR",
donde g;, ¢ = 1,...,m son funciones de valor real de-
finidas en R™. Para poder resolver estos programas ma-
temadticos previamente se tiene que proponer una relacién
de orden en .#. A continuacion se proponen tres tipos de
relaciones de orden en ¥
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Definicién 4.1. (Wu [9]) Sean C = [c!,c5], D =
[d?,dS), elementos de .#. Se tiene que

C =1s D siempre y cuando, ¢! <d' y 5 < ds (5)

Ejemplo 7. sean C = [3,5] y D = [4,5], se observa que
C=isD

Se puede observar que “=<jg”es relacién de orden par-
cial sobre .#, porque es reflexiva, transitiva y antisimétri-
ca.

Ademés, se escribe C' <1s D, siempre y cuando, C <15 D
y C # D. Equivalentemente, C <is D, cuando y solo
cuando,

I I I I
{c’<d . {cfgd . {c <d L ©

S <ds S < ds S <ds

Definicién 4.2. (Wu [9]) Sea x* una solucion factible,
esto es, x* € X. Se dice que x* es una solucién de tipo
I del problema (IP1) si no ezxiste X € X de modo que

f(X) <1s f(x*).

A continuacién se presentars la segunda relacién de
orden parcial (presentada por Ishibuchi y Tanaka [5]).

Sea A = [a!,a°] € #. Se puede calcular su centro
1
aC = E(af + a%) y su semilongitud o = %A) =

1
5(0.5 — a’) de A. En esta situacién se puede emplear

la notacién (a€,a®) para denotar el intervalo cerrado A
como A = (a®,aR), esto es, A = [a’,a5] = (a€, af).

Definicién 4.3. Sean A = [a!,a5] = (a©, %),
B = [b!,b5] = (b°,bR) € F. Se dice que

A =<cg B siempre y cuando, a® < b€ y o <R (7)

También, se escribe A <cr B cuando y solo cuando
A <cr By A # B. Ademais, se escribe equivalentemente,
A <cr B siempre y cuando,

a® < b° a® < ¥° a€ < b°
af < bR ® aR <R ° laR <b®
(8)

Definicién 4.4. Sea x* una solucion factible, es de-
cir, x* € X. Decimos que x* es una solucién de tipo
IT del problema (IP1) si no existe X € X de modo que
f(®) <1s f(x*) 0 f(X) <cr f(x).

Observacion 4.1. Sea x* una solucién factible, es decir,
x* € X. Se puede observar, por la propia definicién 4.4,
de que si x* es una solucién de tipo I del problema (IP1),

entonces x* es también una solucién de tipo II del pro-
blema (IP1).

Finalmente se tiene la tercera relacién de orden pre-
sentada por Chalco [3]. Sea A = [a!,a5] € . su longitud
o ancho es w(A) y se denotars por a". Asf se tiene que

oV =w(A) =ad5 —d!

Definicién 4.5. Sean A = [a!,a%], B = [/,b%] € £.
Se tiene que

A =1w B siempre y cuando, o’ <b' ya” <btW (9)

Se puede observar que “Xrw”es una relacion de or-
den parcial sobre £, porque es reflexiva, transitiva y an-
tisimétrica.

Ademas, se escribe A <rw B siempre y cuando, A <iw B
y A # B. Equivalentemente, A <iw B si, y solo si,

al <! 5 af <b! o af < b
aW < W aV < W a¥ < bW
(10)

Definicién 4.6. (Chalco [3]) Sea x* una solucién fac-
tible, esto es, x* € X. Decimos que x* es una solucién
de tipo III del problema (IP1) si no existe X € X tal que

F(X) <w f(x*).

Proposicién 4.1. Sean A, B € £ cualesquiera. Si
A <Xiw B, entonces A <1s B.

Demostracién. Ya que A y B son intervalos cerrados, de
modo que A <iw B, se tiene

o <ty af —af =w(A) <w(B)=0b5-b.

Asi,
aS —af +b7 <b°
entonces
a® < a+ (b —af) <bS.
En consecuencia, A <js B. O

Se debe notar que el reciproco de la Proposicién (4.1)
no es valida. Por ejemplo, si consideramos A = [—2,0] y
B = [-1,0], entonces A ;s B pero A A;w B.

Teorema 4.2. Sea x* una solucidn factible de (IP1). Si
x* es una solucion tipo I del problema (IP1), entonces
x* es una solucién del tipo III del problema (IP1).

Demostracién. como x* € X. Suponer que x* no es
una solucién tipo III del problema (IP1), entonces existe
x € X tal que F(x) <iw F(x*) y F(x) # F(x*). de la
Proposicién (4.1) F(x) <15 F(x*) y F(x) # F(x*), lo
cual es una contradiccién, generado por lo supuesto. [

A continuacién, se redefinird el concepto de funcio-
nes convexas desde la perspectiva de funciones de valor
intervalo.

Definicién 4.7. (Chalco [3]) Sea el conjunto convero
X CR" y la funcion F : X — & de valor intervalo, con
F(x) = [FI(x), F5(x)]. Se dice que F es

(i) IS-convexa en x* si
FOx* + (1= N)x) =15 AF(x*)+ (1-A)f(x), (11)
para cada A €)0,1[ y cada x € X
(ii) CR-convexa en x* si
F(OOx*+(1-X)x) <cr AF(x*)+(1-X)f(x), (12)

para cada \ €]0,1[ y cada x € X
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(iii) IW-convexa en x* si
FOX*+(1-XA)x) =tw AF(x*)+(1-XA)f(x), (13)
para cada )\ €)0,1[ y cadax € X

Proposicién 4.3. Sean X un subconjunto convexo de
R" y F: X = £ una funcién de valor intervalo, con
F(x) = [F(x), F$(x)]. Se cumple que:

(i) F es IS-conveza en x* siempre y cuando F' y FS
son convezras en X*.

(ii) F es CR-conveza enx* siempre y cuando FC y FR
son convezas en X*.

(iii) F es IW-conveza en x* siempre y cuando F1 y FW
son convezas en X*.

(iv) Si F es IW-conveza en x*, entonces F' es también
IS-conveza en x*.

Demostracién. Los incisos (i), (ii) y (iii) son consecuen-
cia de la definicién, y (iv) se obtiene como consecuencia
de la proposicién 4.1. O

Ahora, se extendera estas relaciones de orden a los
vectores cuyos componentes son valor intervalo.

Definicién 4.8. Sea C = (Cy, Cs,...,Cy) es denomi-
nado vector de valor intervalo si C, € #, para cualquier
j = 17 2’ =R ’q

Definicién 4.9. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) ¥
D = (Dy, Da,...,Dy,) vectores de valor intervalo, se dice
que

(i) C =1s D siempre y cuando C; =is D,
conj=12,...,q.

(i) C <1s D siempre y cuando, C; =is D,,
paraj=1,2,...,9; y
C) <1s Dy para al menos un indice k.

Definicién 4.10. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) y
D = (D, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) C <cr D siempre y cuando C; <cr D;,
conj=12...,q.

(ii) C <cr D siempre y cuando C; <cr D,
paraj=1,2,...,q9; y
Ci <cr Di para al menos un indice k.

Definicién 4.11. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) ¥

D = (Dy, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) C Ziw D siempre y cuando C; =<ww D;,
conj=12,...,q.

(i) C <ww D siempre y cuando C; =<tw Dj,
paraj=1,2,...,q;y
Ci <iw Dx para al menos un indice k.

Proposicién 4.4. Sean C = (C1, C2,...,Cq) ¥
D = (Dy, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) si C =w D , entonces C =15 D.
(ii) si C <ww D , entonces C <1s D.

Demostracién. (i) Como C y D son vectores valor in-
tervalo y C =<iw D, entonces C; =<w D,, para
i=12,...,q.

Luego, por la proposicién (4.1) se tiene que
C, =1s D,;,j= 1,2,...,q.
En consecuencia, se cample que C =15 D

(ii) andlogo a lo anterior.
a

Definicién 4.12. Sea el conjunto convezo X CR" y la
funcién F multivalor intervalo definida sobre X, esto es,
F(t) = (Fi(t), Fa(t), .-, Fy(t)), t € X, donde cada una
de las F, : X — # son funciones de valor intervalo, para
i=1,2,...,q. Se dice que F es

(1) IS-convexa en x* si cada F, es IS-convexa en x*,
4 =1,2,0 .54

(1) CR-convexa en x* si cada F; es CR-convexa en
x*,j=12...,q.

(i11) IW-convexa en x* si cada F, es IW-convexa en x*,
ji=12,...,q.

Proposicién 4.5. Sea el conjunto convezo X CR" y la
funcién F multivalor intervalo definida sobre X, esto es,
F(t) = (Fi(t), Fa(t),. .., Fy4(t)), t € X, donde cada una
de las F, : X — Z son funciones de valor intervalo, para
j=1,2,...,q. Se cumple que:

(1) F es IS-conveza en X* siempre y cuando FJI y FJS
son convezas en X*, j =1,2,...,q..

(i1) F es CR-conveza en X* siempre y cuando FJC Y FJ-R
son convezas en X*, j =1,2,...,q..

(1) F es IW-conveza en x* siempre y cuando F) y F}V
son converas en X*, j=1,2,...,q.

(iv) Si F es IW-conveza en X*, entonces F' es también
IS-conveza en x*.

5. Optimizacion de programas
matematicos con funcién
multiobjetivo de valor
intervalo

Las funciones multivalor intervalo F', las cuales estdn
definidas sobre un abierto X C R™, son aquellas de la for-
ma F(t) = (F1(t), F2(t),...,F4(t)), t € X, donde cada
una de las F, : X — £ son funciones de valor intervalo,
parai=1,2,...,q,estoes, F,(t) = [FI(t),F5(t)], t € X,
parai=1,2,...,q. A continuacién se presentan los pro-
gramas matematicos, cuyas funciones multiobjetivo son
funciones multivalor intervalo

(MP1) min

sujeto a

F(z) = (Fi(z),..., Fy(x))
T= Dy v Bn) EX CR®,
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donde los F,(zx) = [F!(z),F5(z),z € X, para i =
1,2,...,q, son funciones de valor intervalo y el conjunto
X C R™ ser4 considerado convexo en R™.

(MP2) min F(z) = (Fi(2),...,Fy(z))
sujeto a g.(z) <0, i=1,...,m

donde las funciones restriccién de valor real g, : R® =+ R
son convexas en R™ para i = 1,...,m; y las componentes
F son funciones de valor intervalo. Ademas, el programa
matematico (MP2) se puede expresar como el problema
(MP1) considerando el conjunto admisible

X ={zeR"/g(z)<0,i=1,...,m} CR™

5.1. Condiciones de optimalidad de Pa-
reto

Se presentan los diferentes conceptos de solucién 6pti-
ma de Pareto.

Definicién 5.1. Sea =* una solucidén factible del proble-
ma (MP1), se dice que =*

(i) es una solucién dptima de Pareto tipo-I del pro-
blema (MP1) si no existe T € X de modo que
F(z) <1s F(x).

(ii) es una solucidn dptima de Pareto fuertemente tipo-
I del problema (MP1) si no existe T € X de modo
que F(ZT) 215 F(z*).

(ii) es una solucién dptima de Pareto débilmente tipo-I
del problema (MP1) si no exste T € X de modo
que Fy(Z) <15 Fx(x*) para todo k =1,...,q.

Observacién 5.1. Sea X,(,Q, X,(,I) Y Xg,), denotan el
conjunto de todas las soluciones débilmente dptimas de
Pareto tipo-I, soluciones dptimas de Pareto tipo-I y solu-
ciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-I, respectiva-

mente. Se puede observar que que Xg) C X,(,I) C X,(‘,I,Z.

Definicién 5.2. Sea * una solucién factible del proble-
ma (MP1), se dice que =

(1) es una solucion dptima de Pareto tipo-II del pro-
blema (MP1) si no existe T € X de modo que
F(Z) <cr F(z").

(ii) es una solucidén dptima de Pareto fuertemente tipo-
II del problema (MP1) si no existe T € X de modo
que F(Z) <cr F(z*).

(iii) es una solucién dptima de Pareto débilmente tipo-
II del problema (MP1) si no eziste T € X de modo
que Fi(Z) <cr Fx(z*) para todo k =1,...,q.

Observacion 5.2. Sea X.(,,I,,I), X,(,”) Y X,E,I,I), denotan
el conjunto de todas las soluciones débilmente dptimas
de Pareto tipo-II, soluciones dptimas de Pareto tipo-1I y

soluciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-1I, respec-

tivamente. Se puede observar que que Xg,’,l) c X,(,”) Cc

I
x4n.
Definicién 5.3. Sea * una solucidn factible del proble-
ma (MP1), se dice que x*

(i) es una solucién dptima de Pareto tipo-III del pro-
blema (MP1) si no eziste T € X de modo que
F(T) <1w F(z*).

(ii) es una solucidn dptima de Pareto fuertemente tipo-
III del problema (MP1) si no existe® € X de modo
que F(Z) 21w F(z*).

(iii) es una solucidn dptima de Pareto débilmente tipo-
III del problema (MP1) s1 no existe® € X de modo
que Fy(Z) <1w Fi(x*) para todo k=1,...,q.

Observacién 5.3. Sea X,(,,Ip”), X,(,”I) Yy Xg,”), deno-
tan el conjunto de todas las soluciones débilmente opti-
mas de Pareto tipo-III, soluciones dptimas de Pareto
tipo-III y soluciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-
III, respectivamente. Se puede observar que que Xg”) C

X,(;I”) - X1(DI’!I)-

Teorema 5.1. Sea X un conjunto admisible de (MP1).
Se cumple

5 I III
Gl XXy
i) X c x§™m
(i) Xip © Xiyp

(i) considerando que x* € X g;),
Por contradiccién, suponer que x* ¢ X g}fl).

Luego, por definicién 5.3 existe X € X de modo que
F(X) <rw F(x*). Por la proposicién (4.4), se tiene
que F(X) <15 F(x*), lo cual es una contradiccién.

En consecuencia, X g’,l C Xégl)

Demostracion.

(i) similar a (i)

(iii) considerando que x* € X‘%)P. Por contradiccidn,
* (II1)
suponer que X* € Xy p’-
Luego, por definicién 5.3, existe X € X de modo
que Fi(X) <rw Fi(x*), parak =1,2,...,¢
de la proposicién (4.4), Fi(X) <rs Fk(x*), para

k = 1,2,...,q; lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, X ‘(,{,)P cX ‘(ﬁ,’).

O

5.2. Condiciones de optimalidad de Ka-

rush Khun Tucker

Sea el siguiente programa matemético
F(x) = f(21,. . 3En)
9.(x) <0,

(P) min

sujeto a i=1,...,m

donde f y g, son funciones reales definidas en R", i =
1,...,n. Suponga que las funciones restriccién g, son con-
vexas en R™ para cada i = 1,...,m, en consecuencia el
conjunto factible X = {x € R": g,(x) <0,i=1,...,m}
es un subconjunto convexo de R™. La conocida condicién
Karush-Kuhn-Tucker (ver Bazaraa [2]), para el problema
(P), es declarada de la siguiente manera:
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Teorema 5.2. [2] Dado el problema (P). Asumiendo que
las restricciones g, : R™ — R son funciones convezas en
R parai=1,...,m, X = {z € R" : g,(z) < 0,i =
1,...,m} es un conjunto admisible, z* € X, la funcion
objetivo f : R® — R es convexa, f y g, son continua-
mente diferenciable en x*, i = 1,...,m. Si existen los
multiplicadores de Lagrange 0 < u, € R, i=1,...,m, de
modo que

(1) Vf(:lf*) + Z ﬂzvgz(w*) =0;

=1
(11) p.g.(z*) =0 para todoi =1,...,m.
entonces * es una solucion éptima de (P)

Definicién 5.4. [9] Se dice que las funciones de restric-
cion del problema (MP2) satisfacen las condiciones KKT
en x* si estas son convezas en R™ y continuamente dife-
renciables en x*.

Ahora, las condiciones Karush Khun Tucker (KKT)
presentadas en el teorema 5.2 se ampliardn para el caso
de las funciones de valor intervalo (Wu[9], Chalco [3]) asi
como para las funciones multivalor intervalo.

Teorema 5.3. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable en x*; FJI , FJS son funciones convezas, para
J =1,...,q. Si existen los multiplicadores de Lagrange
O0<XMER,j=1,...,qy0< u, €R, j=1,...,m, de
modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q m
) Z )‘JV(F;I + FJS)(z*) + ZIJ«]VQJ (z*) =0;
1=1

=1
(11) p,9,(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

entonces ** € Xft,I) yx e X}(,”I) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracion. Como F es continuamente gH-
diferenciable en x*, debido a la proposicién 2.9 se tiene
que (F]' + FJS ) es continuamente diferenciable en x* para
I=1...5q

Definiendo la funcién f por f(z) =
Fp)(z)

Como F] y FS, para j = 1,...,q, son funciones reales
convexas, se tiene que f es convexa y continuamente di-
ferenciable en x*.

g
Asi Vf(x*) = Z N V(F] + F]S)(x*) y con las condicio-

I MV(FT +

=1
nes (i) y (ii), se tendria que:

(1) VF(x*)+ > 1V, (x*) =0

=1
(1)’ p,9,(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real f.

Suponiendo que x* ¢ X}(f), esto significa que hay un

z€ Xyl< k< qde modo que Fi(X) <rs Fr(x*),
esto implica que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que
f presente un valor 6ptimo en x*. En consecuencia, se
tiene que x* € X g) y por la proposicién 5.1, se tiene que
x* e x4 |

Corolario 5.4. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable en z* e IS-convera en x*. Si existen los
multiplicadores de Lagrange 0 < X\; € R, j=1,...,9 ¥y
0< p €R, j=1,...,m, de modo que las siguientes
condiciones KKT se cumplan:

©) ST NVE! + FS) (') + Y 1, Ve, (27) = 0;

=1 =1
(1) p,g,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

entonces T* € Xg) yx* e Xg”) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracién. Como F es IS-convexa en x*, aplicando
la proposicién 4.3, se tiene que F]I - F]S son funciones
convexas, para j = 1,...,q. Asimismo como F' es gH-
diferenciable en x*, aplicando la proposicién 2.9 entonces,
se tiene que (FJ’ + F]S ) son continuamente diferenciables
en x*, paraj=1,...,q.

Definiendo la funcién f por f(z) =
F5)(z)

se tiene que f es convexa y continuamente diferenciable
en xX* y por el teorema anterior se obtendria el resultado
esperado. O

I NV(F] +

Ejemplo 8. sea la funcion F multivalor intervalo dada
por F(z) = (Fi(z), F2(x) donde Fy(x) = [—|(z—1)|, |z —
1]

Fy(z) = =152, |1 952]

Se tiene el siguiente programa matemdtico

min F(z) = (Fi(z), F2(x))

0
0

x—2

sujeto a
-

INIA

F es continuamente gH-diferenciable y las condiciones
del teorema 5.3 son satisfechas en x =1

Teorema 5.5. Dado el programa matemdtico (MP2).
Considerando que F' es CR-conveza y (debil) continua-
mente diferenciable en x*. Si existen los multiplicadores
de Lagrange

0<A,AReR,j=1,...,qy0< p, €R, j=1,...,m,
de modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q q m
1) Y NSVFL(z)+) AIVER @)+ 1, Vgi(a) =
j=1 =1 =1
0;
(i1) p,g;(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

entonces ** € X,(,”) para el programa matemdtico
(MP2).
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Demostracion. Como F = (Fy,F3,...,F)) es una fun-
cién multivalor intervalo, esto es F,(z) = (F/, FY), (de-
bil) continuamente diferenciable y convexa, entonces los
FJC y FJR son continuamente diferenciables (por defini-
cién 2.8 y proposicién 2.9) y convexas (proposicién 4.3)
en x* para j =1,2,...,q.

Definiendo la funcién f por

q q
R
f@) =3 ATFC () + 3 ATFf(x")
=1 7=1
Como FJC y FJR, para j = 1,...,q, son funciones reales
continuamente diferenciables y convexas, se tiene que f
es convexa y continuamente diferenciable en x*.

g q
Asi VF(x*) = Y _ATV(FO) (") + D ARV(FR)(x*) v
1=1 1=1
con las condiciones (i) y (ii), se tendria que:

() VF(x*)+ D 1,Vg;(x*) =0

J=1
(1) p,g9,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x* ¢ XI(,"), esto significa que hay un
X€ Xyl< k < qde modo que Fy(X) <cr Fr(x*),
esto implica que f(X) < f(x*), lo cual contradice de que
f presente un valor éptimo en x*. En consecuencia, se
tiene que x* € X,(,”) O

Teorema 5.6. Dado el programa matemdtico (MP2).
Considerando que F es IW-conveza y (debil) continua-
mente diferenciable en x*. Si existen los multiplicadores
de Lagrange

0</\§,/\;'V ER,j=1,...,q yo<pu, €eR,j=1,...,m,
de modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q q m
(1) ZAJIVF;I(:B*)"'Z ’\;VVFJW(G’*)""Z 1 Vg, (x*) =

(11) p,9,(x*) = 0 para todo j = 1,...,m.

entonces * € Xg”)
(MP2).

Demostracién. Como F = (F1, F,. .. ,Fg) es una fun-

cién multivalor intervalo, esto es F,(z) = (F],F}), (de-

bil) continuamente diferenciable e IW- convexas en x*

para j = 1,2,...,q., entonces los F]’ y FJW son continua-

mente diferenciables (por definicién 2.8 ¥ proposicién 2.9)

y convexas (proposicién 4.3) en x* para i=12,...,q.
q

Definiendo la funcién f por f(z) = Zz\JIFjI (x) +
i=1

para el programa matemdtico

q

Z’\;VFJW(Q’)

Jj=1

Como F;]? F}W (pa.ra J = 1""’Q), Yy g9i (pa.ra Jj =

1,...,m) , son funciones reales continuamente diferen-

ciables y convexas, se tiene que f es convexa y continua-
mente diferenciable en x*.

q q
Ast Vf(x*) = D MV(EFEN) ) + D AVVEY) ") y
=1 =1
con las condiciones (i) y (ii), se tendria que:

() VF(x*)+ D 1V, (x*) =0

=1

(1r’) p,g,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x* ¢ Xg”), esto significa que hay un
X € X y1< k< gqdemodo que Fi(X) <;w Fi(x*), es-
to implica que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que f
presente un valor éptimo en x*. En consecuencia, se tiene
que xX* € X,(,I”) del programa matematico MP2) O

Aplicacién numérica
Sea la funcién F' multivalor intervalo dada por

F(z1,z2) = (Fi(z1,z2), Fo(z1,22))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo
dadas por

P ((Dl . .’Bz) = [(L'%+2$1 +.’13% —2xz2+43, $%+2$1 +$§ —2z3 ‘;4]
Fa(z1,z2) = [222 + 43 + 222 — 4x5 + 7, 227 + 471 + 275 —
4z + 7]

Se tiene el siguiente programa matemaético (tipo MP2)

min (F(z1,z2) = Fi(z1,%2), F2(21,72))
sujeto a —z1—22+4+1<0
-3z —22+4<0,
—x1—1<0,
—x2+1<0.

Entonces tenemos las funciones de valor intervalo, com-
ponentes de F'

Fl(x) =22 +2z, + 22 — 222+ 3

FY¥ (x) =1
Fj(x) = 22% + 4z, + 2x2 —4zy + 7
F(x)=1

y las funciones restriccién:

91(X) =-z1—22+1, go(x)=—-3z1—22+%

g3(x) = —21 — 1, ga(x) = —22.

Se puede ver que las funciones de valor intervalf) asl
como las funciones restriccién satisfacen las condiciones
del Teorema, .

Para ver que cumplan las condiciones KKT del teorem?
se tiene la siguiente expresién:

I2x1+2 I4$1+4 WO WO
4 [2x2—2 A2 ggy —a| T o] T22 o) T

N et P RN N
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esto es, se tiene que resolver las siguientes ecuaciones
simultdneas:

{ M2z +2) + M4z +4) — p1 —3p2 —ps =0,
/\{2.’1:2 - 2() + /\5(41'2 - 4) — 1 — P2 — g = 0.

Resolviendo, se obtiene

(:I:;,:l:;) = (4/578/5)

A =1/2; XM =1/4

pi=p3=ps =0y pz=6/5

Como p1,g,(x*) = ,9,(9/5,3/5) =0 parai = 1,...,4. Se
concluye que (z},z3) = (4/5,8/5) es una solucién optima
Pareto tipo-II.

Teorema 5.7. Dado el programa matemdtico (MP2),
2* € X. Considerando que la funcién multiobjetivo F
tiene alguna componente F, (funcién valor intervalo) IS-
Conzieza Yy continuamente gH diferenciable en z*, para
algin j € {1,2,...,q}. Si ezisten los multiplicadores de
Lagrange0 < A e R y 0 <p; €R,j=1,...,m, de modo
que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

(1) AV(F] + FS)(z*) + iuﬂg, (") =0;
1=1

(1) w,g,(z*) =0 para todo j =1,...,m.

entonces z* ¢ X‘(;é)p para el programa matemdtico

(MP3).

l?meStm_Cién. Como F = (F, F,,...,F,)) es una fun-
cién mul.tlvalor intervalo, esto es F,(z) = | F]’ (z), FJS ()]
son funciones de valor intervalo, para j = 1,2....,q.

gomiderando que alguna de la funciones componentes
"> Para algin
iee {_1’ 2....,q}, es IS-convexa y continuamente gH dife-
D:f??‘blzen z*, condiciones del teorema.
niendo la funcié — I S
Como F ¢ Isunmon J po:- f(@) = AF, +FJ )(z)
tien 7 SI -convexa x*, por la proposicién (4.1) se
tiene Que F}' y FS, son funciones reales convexas, se
te ilq‘fe f e§ convexa. Asimismo F, es continuamen-
( FIg 'dlgerencla,ble x*, por la proposicién 2.9, entonces
A J ; F P ) es continuamente diferenciable en x* .
S i —-4 * . . .
| Vi) = V(F] + F5)(x*) y con las condiciones (i)
y (ii) y J
» 8¢ tendria que:

(1 Vf(x*) + imvg](x*‘) =

J=1
() H9;(x*) = 0 para todo j = 1,...,m.

?ezi;?n:: tt?l teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
cién re’al p lsqe que x* es una solucién éptima de la fun-
Supen, ajo las restricciones del programa (MP2).
%X ;n;io< Que x* ¢ X), esto significa que hay un
el s k < q de modo que Fy(X) <rs Fi(x*), esto
que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que f

Presep PP
te un valor Optimo en x* En consecuencia, se tiene
e x* e x5, O

Teorema 5.8. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable e IS-conveza en z*. Si existen los multi-
plicadores de Lagrange 0 < A\, € R, j = 1,...,q, ¥
0<pu €R,j=1,...,m, de modo que las siguientes
condiciones KKT se cumplan:

1) SNV(Fy(x) + D 1y Ve,(2*) =0;

=1
(1) p,9,(z*) =0, para todo j =1,...,m.

entonces * € XJ(DI) yx*r e Xg”) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracién. Como F es una funcién multivalor inter-
valo, esto es

F = (F,F,,...,F,;) donde sus componentes F; son fun-
ciones valor intervalo (j = 1,2,...,q). Seglin considera-
ciones del teorema, F' es continuamente gH-diferenciable
en x*, debido a la definicién (2.8), se tiene que (F} son
continuamente gH-diferenciables en x* para j = 1,...,q.
y por teorema (2.4), los F]’ y F]S son continuamente
diferenciables en x*. De esto, La condicién (i) seria equi-
valente a

q m
ZA]V(E]I)(X*) + Zp,JVg,(x') =0
g=1

=1
q m
=S N V(ED)(x") + > 1, Vg, (x*)
=1 =1

de lo cual, sumando se obtiene

Xq: A V(EN )+ V) (x)+ ) u5Ve5(x") =0
1=1 Jj=1

=1

donde se considera p) = 2p,, j =1,2,...,m

A partir de esto se hace una argumentacién analoga
a la realizada en la demostracién del teorema (5.3) y se
obtiene el resultado esperado. O

Aplcacién Numérica
Sea la funcién F multivalor intervalo dada por

F(z1,%2) = (Fi(z1,22), F2(21, 72))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo

dadas por
Fl(xl,.’l:z) = [a:f + 2z, + 1,.’1:% + 2z, + :E% —2z9 + 2]
Fy(z1,12) = [25 — 222 + 1,22 + 221 + 75 — 2z2 + 2]
Se tiene el siguiente programa matematico (tipo MP2)
min  (F(z1,22) = Fi(21,%2), F2(21,72))
sujeto a z1+x2—1<0

—$1—1<0,

Asi se tiene
Fll(x) =z§+2z1 +1

Fls(x)=:cf+2x1+z§—2a:2+2
F{(x)=w§—2x2+1

REVCIUNI 23(1) (2020) 38-48
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Fy(x) =22 +2z) + 23 — 225 + 2
y las funciones restriccién son
go(x) = -z — 1
Se puede ver que las funciones FJI R FJ' son convexas,
J = 1,2. La funcién multivalor intervalo F' es gH-
diferenciable. Asimismo, las funciones restriccién satis-
facen las condiciones del Teorema.
Como el punto x* = (—1, 1) satisface las condiciones (i)
y (ii) del teorema, en consecuencia x* = (—1,1) € X}(,I)
yx*=(-1,1)¢ X,(,”I)

gl(x) =z1+x2—1,

6. Conclusiones

1. Se desarrollaron metodologias para identificar solu-
ciones 6ptimas de Pareto del programa matemético

(P). Se identificaron tres tipos de soluciones Pareto
segun la relacién de orden parcial establecida so-
bre .# (conjunto de todos los intervalos cerrados y
acotados en R

2. Se establecieron tres tipos de relaciones de orden

parcial sobre £, las cuales fueron las denominadas
IS, CR, IW. Estas relaciones permitieron realizar
las comparaciones entre los vectores con componen-
tes de valor intervalo (elementos de %)

3. En base a la formulacién de la gH-derivada se re-

formularon las condiciones de Karush Khun Tucker
para los programas matematicos cuyas funciones
objetivo son funciones multivalor intervalo (funcio-
nes cuyos componentes son funciones de valor in-
tervalo)
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Se analiza la solucién aproximada que se obtiene al pasar de una transformacién lineal a una cuadratica en el
espacio de Banach lo que resulta laborioso porque se trabaja con un sistema de ecuaciones de recurrencia. Luego
se procede a debilitar la funcién con la finalidad de generalizar el teorema de convergencia del método iterativo de
Chebyshev. Se procese a analizar la nueva condicién de detener los algoritmos en su ejecucién, asimismo planteamos
un modo de acelerar el error del teorema que se plantea en el Teorema de Convergencia. Finalmente se dan dos
ejemplos de aplicacién en el cual se analizara todo lo expuesto anteriormente.

Palabras Claves: Sistema no lineal, optimizacién, Transformacién cuadratica, espacio de Banach.

We analyze the approximate solution that is obtained when passing from a linear transformation to a quadratic
one in the Banach space which is laborious because we work with a system of recurrence equations. Then we
Pl't')ceed to weaken the function in order to generalize the theorem of convergence of Chebyshev’s iterative method.
It is processed to analyze the new condition to stop the algorithms in their execution, We also propose a way to
a-ccelefa.te the error of the theorem that arises in the Convergence Theorem. Finally, two application examples are
given in which everything exposed will be analyzed. previously.

Keywords: Nonlinear system, optimization, Quadratic transformation, Banach space.

1. Introduccién

i‘lacg:goézalncia; del. presente trabajo es mostrar como en
una mejor aas u.ncmr.u’es reales cuan.(%o se desea 9btener
. casopm::lm:cl.t?lon de su soluc.xon del caso lm.ea.l' se
o lacu. ratico, en el espamq de Banach si bien
) exolrbirtnlsma pero las operaciones crec'e'de una
0955 vt ant((; el cu'fll. pone en riesgo su utilidad y a
i fuers posibllnos e de’t?lhtar la fun01o.n para extenderlo
condicitn de de,t y termlnarer.nos analizando una nueva
absoluto trad; e enfr el algont.rno con }‘especto al error
alternativn arcmna. que se aplica, asimismo se dara una
se dardn do: e'a. ax:eilerar el error fi'el teorema, para lo cual
la Quimica éeﬂllp o8 fie aplicacién en la especialidad de
o esté I Ydela Fisica.

s :ec;el::sdo ctl)stumbre fe.solver sistemz')s de ecuacio-
aplicacioney, 4 end a matematica compute?monal y en las
fenbmeno q,ueon e los modelos ha estudiar rep}'esentan
decir, log sistemno pueden expresarse en forma lineal. Es
ma Az = p go aj Cozrespondlentes. no todos son de la for-
Este Iluevo,t,i (I)l ; es u.na matriz y .tc, b son vectores.
Sentarse e, foI;m e fliacu.a,cmnes algebraicas puede repre-
fiR™ _y pn a ncm'n,a.l compacta f(z) = 0, donde

es una funcién vectorial, z = (1,...,Zn)T

Y0=(...
mosg ©, ,0)T en R™. En forma desarrollada escribi-

2. Metodologia

Dados Jag consi.

der aciones d i (o
e las ec

u=T), vekK 1)

Donde, K es un subespacio de V,y T : K = V; V es
un espacio de Banach. Las soluciones de las ecuaciones
de la forma (1) son llamados punto fijo del operador 7.
El método més importante del anélisis para la solucién
teérica de cada ecuacién es el teorema de punto fijo de
Banach.

De acuerdo a Dennis-Schnabel [1] las siguientes carac-
teristicas deben tenerse en cuenta para desarrollar un al-
goritmo que resuelva un problema no lineal.

e El tamaiio es un concepto que depende del procesador.
Un problema se considera pequefio si tiene hasta 100 va-
riables, mientras que si tiene entre 100 y 1000 variables se
puede considerar mediano. Finalmente problemas gran-
des seran aquellos de més de 1000 variables. Claramente
esta nocién cambia a medida que cambia la tecnologia.
Para problemas de gran tamaiio existen algoritmos espe-
ciales que explotan la estructura del problema.

e La disponibilidad de las derivadas, cuando se sabe
que las funciones que intervienen en el problema son
continuamente diferenciables. Sin embargo las derivadas
analiticas no estén disponibles o son costosas de calcular.
Para eso es necesario desarrollar algoritmos que trabajan
en forma eficiente ante la ausencia de derivadas.

e La eficiencia es resolver el problema costoso donde
las funciones que intervienen necesitan mucho tiempo de
maquina para ser evaluadas y tal vez lugar de memoria
para almacenar célculos intermedios.

También puede suceder que para la resolucién del pro-
blema se necesite resolver subproblemas sencillos relacio-
nados con él. Por lo tanto se necesitan desarrollar algo-
ritmos que requieran pocas evaluaciones de funciones y
sus derivadas, y que muestren ripida velocidad de con-

vergencia.
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e La precisién de los digitos depende de la naturaleza del
problema. En general se requieren més digitos de los que
se necesita para asegurar la convergencia del algoritmo,
pero el punto es que la precisién requerida rara vez esta
cerca de la precisién de la maquina.

e La observacién de un pobre escalamiento significa que
los tamaifios de las variables difieren considerablemente
entre si. Si se ignora este fenémeno el comportamien-
to de un algoritmo para problemas no lineales se puede
ver realmente afectado. Entonces, tamaiio del problema,
eficiencia, precision en la solucién y escalamiento del pro-
blema son caracteristicas que deben ser tenidas en cuenta
en el desarrollo de un algoritmo que resuelve un problema
no lineal, en particular los tres problemas mencionados
al principio.

2.1. Meétodos Cuasi-Newton para Siste-
mas No Lineales

Una de las desventajas del método para sistemas no li-
neales es el célculo de la matriz Jacobiana, lo que requiere
una cantidad considerable de evaluaciones de funciones.

En lo que sigue veremos dos estrategias, para evitar el
calculo de las derivadas.

2.2. Meétodo de Newton con Diferencias
Finitas
En el caso de una variable f’(z) es aproximada por a,

donde
a=f(x+h]3'_f(x), (2)

y h es una cantidad tal que |f'(z) — a| =~ O(h).
Para el caso n-dimensional es razonable aproximar la
componente gz% por

Qs = fz(x'l”hej) — fz(-":)
LY h )

donde e, es el j-ésimo vector canénico. Esto es equivalen-
te a aproximar la j-ésima columna de J(z) por el vector

_ F(z+ hej) — F(x)
= - .

Se puede probar facilmente

i»j=1,21""n, (3)

A

J=L2,---,n. (4)

14, — J(&), 1 < il -
1A = J@)l < CiJh. )

Esto nos permite construir el algoritmo del método de
Newton con diferencia finita.

2.3. Método Secante para Sistemas No

Lineales

Recordemos que el método de Newton aplicado a
F(z) = 0, en cada iteracién resuelve un sistema lineal

F’(f”c)sc =—-F(z.), (6)
si la solucién de este sistema es Z., €l nuevo iterado es

Ty =Tc+ S¢. (7)

La iteracién de Newton proviene de aproximar F(z) por
el modelo lineal alrededor del iterado actual z, esto es

M.(z) = F(zc) + F'(zc)(z4 — zc). 8)

Una desventaja del método de Newton es el célculo de
F'(z.). Por otra parte, si la matriz Jacobiana es aproxi-
mada utilizando diferencias finitas, nos encontramos con
el inconveniente de tener que efectuar n? evaluaciones de
funciones.

Entonces, jes posible aproximar F'(z.) o su inversa,
cuando éstas no estin disponibles, sin efectuar evalua-
ciones de funciones?

Recordemos que en el método de la secante para el caso
unidimensional, considerabamos los dos 1ltimos iterados
Z., T4 y el modelo a fin que aproxima f en un entorno
de =4,

my(z) = f(z4) +ar(z —T4), 9)
donde
_ flzy) — fl=e) (10)
L Ty — T ’
Observamos:
my(z4) = f(z4), (11)
my (ze) = f(2e), (12)

m4(z4+4) =0. (13)

El precio que se paga por esta aproximacién es que 5€
pierde la rdpida convergencia cuadrética, obteniendose
sélo convergencia de orden p = ‘—'%5 ~1,618033989.
Para el caso n > 1, se procede en forma similar. Consi-
deremos z., £, R™. El modelo lineal

Mi(z) = F(z4) + At(z —z4), (14)
satisface My (z4) = F(z4) y exigimos que A4 sea tal
My(zc) = F(xc), (15)
entonces de (14) y (15):

My (zc) =F(z4) + A (zc — T+)
F(z)) =F(z+) + Ap(ze —z+)  (16)
Ay(z4 — zc) =F(z4) — F(zc)-

Dado que z; — z, = s, es el paso; definiendo Yc =
F(zy4) — F(x.) se tiene la ecuacién de la secante

Apse = Yo (17)
Este es un sistema de n ecuaciones y n? incégnitas,_ 122
entradas de la matriz A, R™*™. Por lo tanto, no se ti€
una solucién vnica.

Forma de hallar una matriz A,

Dado que en la iteracién actual no se tiene ninguna infor-
macién acerca de la matriz Jacobiana o del modelo, h.a y
que conservar la informacién que se tiene de las iteraﬂlg'
nes previas. Por lo tanto el objetivo elegir A trata® do
de minimizar el cambio en el modelo lineal satisfaciend®
la ecuacién de la secante.
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2.4. Método de Broyden

Si de -
— Acsc)s
Ay = A 4 Yo Aes)sc
£ sTsc

se elige v como el paso s’cr, se tiene la actualizacién de
Broyden
(Ye — AcSC)UT

vTs, '
La cual permite definir el método de Broyden que es
quizd después del método de Newton el método més

popular para resolver sistemas no lineales de ecuaciones
algebraicas.

A+ = Ac+ (18)

Actualizar la matriz indica que no se estd aproximando
F'(z4) ignorando F' (z¢), sino que la aproximacién A,
de F'(z.) est4 siendo corregida de modo que A sea una
aproximacién de F’(z).

Como (s¢,n) = 0, si S es el subespacio generado por s,
esto es S = gen{s.}, y siendo (A, — A, n) = 0, entonces
(44 ~ Ac) € S. Pero S es unidimensional, por lo tanto
Af - A; debe ser una matriz de rango 1. Luego debe
€Xistir un par de vectores u, vR™ tal que A, — A, = uvT;
en efecto si u = (u1;u2;u3)T, v = (v1;v2;v3)T, entonces

T U1v1 uUv2 U1v3
UvT = | wuguy ugv2 uv3 |,
U3V U3V U3V3

¥ vemos que rango(uvT) = 1.
Asi:
Ay =Ac+w'. (19)

Establecemos e] método de Broyden.

2. < 5 .
3. El Método Iterativo de Kantorovich
E .
a;r este eSFEldlo nos preocupamos por el problema de la
OX}I’na,cmn de una solucién tinica a nivel local z* de la
€Cuacién
F(z) =0 (20)

do

fl(ll)e F' es un operador dos veces diferenciable Fréchet
y V CU-> V, donde D es un subconjunto convexo; U
Bl SPD €spacio de Banach.

metodo de Newton

F
Tntl = Ty — %, n>0, x9€ D (21)
n
Se ha utilizade

por muchos autores (ver (2], [3], [4] y [5])
13 sucesién {zn},>o convergente a z*. En
Siguientes condiciones se han utilizado.

Para generar 4
pa-l‘ticular, las

Condijcj

Frécln:t%: Sea F : D C U — V es diferenciable

F'(zg)-1 sobre D,
€ L(V,U) para algiin 2o € D, donde L(V,U)

€8 el copj
Junto de operadores lineales acotados de V en
» ¥ asumiendg

@) P @) - Pl < tamyl, Ve e D @2)

IF (o) ™' F(o)|| < a (23)

y
2la <1 (24)

Sobre la condicién A, se puede obtener el error estimado,
la existencia y la unicidad de solucién de las regiones, y
saber si zg es una condicién inicial contenido en dicha
region, es decir, el método de Newton (21) a partir de zq
converge a z*. Pero a veces cuando queremos determinar
si la iteracién de Newton (21) a partir de =g converge, la
condicién A seria.

Condicién B: Sea FF : D C U — V es dos veces
diferenciable Fréchet sobre D, con F'(z) € L(U,V),
F"(z) € L(U,L(U,V)) (z € D), F'(zo)~! existe para
algin zg € D, y asumimos

0<[|F'(zo) *F(zo)ll <a y [IF'(zo) ' F"(zo)| < b

(25)
| F' (z0) " [F'(x) — F'(zo)][| < cllz —zoll, ¢>0 (26)
|1 F' (zo) "} [F" (x) — F"(z0)]l| < dllz — zoll, Vze€D
(27)
¥
2La <1 (28)
donde sea
L = méx{c, b+ 2ad} (29)

0, si la funcién
f(t) =3 — 2bt% — (2d — b%)t + 2d(b + ad) (30)
tiene dos raices positivos 7, y 72 tal que:
[b,b + 2ad] C [r1,72] (31)
entonces L > cy

L € [b,b+ 2ad] (32)

2.6. Método Iterativo de Chebyshev

Sean X y Y espacios de Banachy FF :  C X — Y
un operador no lineal, el cual es diferenciable Fréchet
sobre un dominio convexo abierto 2. Supongamos que
F'(zo)~! € L(Y,X) existe para algin zo € 2, donde
L(Y,X) es el conjunto de operadores lineales acotados
de Y sobre X.

El proceso iterativo més famoso que aproxima a la solu-
cién z* € Q de la ecuacion:

F(z) = 0, (33)
es el método de Newton:
Tny1 = Tn — F'(za) ' F(zn), n2>0. (34)

El resultado bésico concerniente a la convergencia del
método de Newtén de la existencia y unicidad de solu-
ciones, y la estimacién del error son dados por el Teorema

de Kantorovich (ver [5], [6], [7] ¥ [8])-

Por otra parte, Candela y Marquina [9], [10] construyen
un conjunto de sucesiones que satisfacen algunas relacio-
nes recurrentes, con la cual prueba que la sucesién (34)
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est4 bien definida y converge para una solucién z* de (33)
si

a = kfne [0§> (35)
donde
| F' (z0) || <8,
|F'(z0) ' F(zo)ll <m, y (36)

I1F'(z) — F'(y)|l <kllz - yll-

Bajo la misma condicién (35) como el método de Newton
y con el mismo costo operacional, construimos un nuevo
método iterativo para resolver (33). Esta iteracién esta
definida por:

Tp = F'(z,)7), T(zn) = %FnAF,,F(z,,),
ZTntl =Zn — [[ + T(z,)|CnF(zn), n >0

(37)

Ademas, observamos que si la segunda derivada Fréchet
es reemplazada en el método Chebyshev [1], [11] por el
operador bilineal A, la ecuacién (37) es también obteni-
do, y consecuentemente el proceso iterativo es llamado
método iterativo de Chebyshev. Es decir, se debe a la
aceleracién convexa de los métodos aplicada a las ecua-
ciones cuadraticas, en la cual la segunda derivada Fréchet
es reemplazado por el operador bilinel A.

3. Aportes

3.1. Deduccién del Método de Segundo
Orden

Por el desarrollo de Taylor hasta el segundo orden, se
tiene:

2
F(@nir) = F(za) + F'za)h+ F(a)
Se cumple que F(zn41) =0y F"(z,) = A, logrando:

h? ,
—F(z,) — A—2- = F'(zp)h

Sabemos que h = —F'(x,)"'F(z,) = —T»F(z,) al re-
emplazar:

—F'(2n) "' F(z) - %F’(:c,.)‘IA(—F’(zn)‘lF(a:n))z =k

1
~CnF(2n) = ST ATwF ()T F(zn) = h

~ +T(2n)ICnF (2n) = Tnt1 — 2n

Finalmente

Tnt1 =Tp — [I 4+ T(z,)|TnF(z,), n >0

Facultad de Ciencias — UNI

3.2. Debilitamiento de la funciéon F

Se busca debilitar la funcién F' como una experimenta-
cién y poder ver si es posible obter un nuevo enfoque de
los conceptos dados en el capitulo anterior.

En el teorema de convergencia cuando debilitamos a F
que es una funcién convexa con una cuasi-convexa tene-
mos:

F(Oz + (1 = \)y) < max{F(z), F(y)}, VA € [0,1].

Puede ocurrir los siguientes casos:

e Como toda funcién convexa es cuasi-convexa. En este
caso diremos que el teorema de convergencia se cumple.
o Existen funciones no convexas y que son cuasi-convexas.
En este caso diremos que el teorema de convergencia no
se cumple, porque F no tiene derivada Fréchet en los
puntos picos. )
e Ademis hay funciones discontinuas que son cuasi-
convexas. En este caso diremos que el teorema de con-
vergencia no se cumple, porque F' no es continua y no
tiene derivada Fréchet en dicho punto.

Por consiguiente la convexidad de la funcién F' esta im-
plicito en el Teorema de Convergencia por ser de suma
importancia.

3.3. Nueva Forma de Parada del Algorit-
mo

La construccién de las sucesiones {an}, {bn} {ca} y {dn}
que son acotadas, el cual permite la convergencia de!
método iterativo de Chebyshev donde analizaremos y €
comendaremos su utilizacién a partir de a.dela.I}te- Las
variantes que usamos se mencionan a continuacion.

e Usando b, como Parada vs Error Absoluto Si ble.n se
puede usar la sucesién {b,} como parada en el algoritmo
ya que garantiza

IT(zn)l < bn-

2 : or
Notamos que el error absoluto es més efectivo que el err

del método.
e Usando b,, como Parada vs Error Si bien se puede usar
la sucesién {b,} como parada en el algoritmo ya que 8%
rantiza
1T (zn)l < bn- )

e Usando d,n como Parada vs el Error Absoluto Si b‘e:
se puede usar d,n como parada en el algoritmo ya q
garantiza

Zn+1 — Znll < dnn-
eUsando d,, 7 como Parada vs Error Si bien se P‘{ede ussk
dnn como parada en el algoritmo ya que garantiza

Znt1 = Znll < dnn-

En todos los casos analizados se tendré los mismosso‘:l"'
res de las sucesiones {a,}, {bn}, {cn} ¥ {dn} que

A pesar que para este ejemplo los errores del método
fueron tan eficientes se recomienda usarlos porque
propios del calculos de las sucesiones obtenidas y 887
tizan la convergencia del método.
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3.4. Mejoramiento del Error del Teore-
ma de Convergencia

En este proceso agregaremos en el programa lo siguientes
pasos:
B =anB; n=can;

Con el cual se mejora el error del método, su utilidad
se garantiza porque mientras que [, crece debido que
@, > 1, los valores de 7,, decrece, es lo que permite mejo-
rar el error de método y lo cual se muestra en los ejemplos
de aplicacién que damos a continuacién.

4. Aplicaciones

Se pf&entan aplicaciones tomando en cuenta la nueva
condicién para detener el algoritmo del teorema de con-
vergencia del método iterativo de Chebyshev que se plan-
teo e.n.el capitulo anterior el cual difiere del error absoluto
trl}dlcmnal que se aplica y por ende merece analizar su
utilidad.
A.demés se busca mostrar posibles trabajos de investiga-
¢ién multidisciplinarios con investigaciones del srea de
Quimica.
(1;18 resolucién de problemas es de suma importancia para
avance.de las matemc’aticas asi como su comprensién
;;‘(’;;’ndlzaje- En. el antegrado se resuelven usando los
los de Jacobi, Gauss Seidel y SOR. para sistemas de
ecuaciones no lineales.
Imismo cabe indicar que cuando llegue al equilibrio la

conf:‘_mtf%ién a la salida del reactor, las constantes de
equilibrio son fijos.

4. i
1. Reacciones en fase gaseosa

E

g;el:;;e“tor se efectua las siguientes reacciones en fase
A+B 2 C+D
A+C 2 2E

Ala
: ﬁot‘:‘;lperatura de la reaccién, las constantes de equi-
n kpi = 2,6 y kp, = 3,1. Las composiciones

lmC]ales son 2 mol mol
_—y 1 . i s
A Y {de B Determine la con

centracig 1de
C&nzam:;) - a.l? S?»hda del reactor, asumiendo que se al-
Deales usequ:illblilo usando sistemas de ecuaciones no li-
» Usando los métodos :
ebyshey. de Newton Kantorovich y
ley d .

Cién :'ev: 8f3tt):lmn de m?sa que establece que para una reac-
, tina r:‘ _‘f en equilibrio y a una temperatura constan-
tivog Y pr 931011 determinada de concentraciones de reac-
oductos cuando estos llegan al equilibrio tiene

un vajo
brio, I constante que es llamado constante de equili-

Asi
» Para una temperatura constante se cumple que:

K, = D
4 [A]*[B]®
onde K
°°ntraci6:s dl N lc onsta,n!;e de equilibrio y [X] indica la con-
Para yp € la especie X en el equilibrio.

€quilibrio homogéneo gaseoso, se tomard en

\

cuenta las presiones parciales de las especies reactivas.
Asi, para nuestra ecuacién tenemos:

_ [pcylpD}
= PAFPEF

donde [PX] indica la presién parcial de la especie X.
La relacién entre ambas constantes de equilibrio esté da-
da por:

Kp = Kc * (RT)(c+d—a-b);

donde R es la constante universal de los gases ideales y
T es la temperatura.

Las variables a usar son:

z : Cambio de concentracién en la primera reaccién.

y : Cambio de concentracién en la segunda reaccion.
Las cantidades de las concentraciones en las dos reaccio-
nes en el equilibrio son:

Concentraciéon | Masas
nA 2—-z—-y
ng 1—-=zx
ne T—Yy
np T
ng 2y

El cambio en el nimero de moles del gas en las dos ecua-
ciones quimicas balanceadas es igual a 0, entonces se da

que K, = K.
Por la ley de accién de masas se tiene:
[C][D] (z-y)z
2,6 = K = Kc = =
PR T AB T 2-z-y)(-2)
[E* _ (2y)°

31=K, ;=K = =

=02 T U0 2-z-y)(E-y)
Planteando el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
de F : R? —» R? con:

fi(z,y) = 1,622 + 3,6zy — 7,8z — 2,6y + 5,2 =0,

fo(z,y) = 3,1z% + 0,9y* — 6,2z + 6,2y = 0.
Entonces
F(z,y) = (1,6:::2 + 3,6xy — 7,8z — 2,6y + 5,2,
3111:2 + 0$9y2 - 6,213 + 6a2y)

4.1.1. Convergencia usando el Método de

Newton-Kantorovich.
De la condicién B, tenemos.
Sea el D = (—0,34;1,94) x (—0,74;1,54) con
To = (0,8;0,4) € N C D.
El Jacobiano es:

r— | 3.2 + 36y—78 3,6z—26
F'(Z)=| g2z —62 1,8y + 6,2

La inversa de la matriz Jacobiana es:

= 09y+31 13-18z
= 5 | ) ’
F'@)~ =P [ 31(1-2) 1,60+ 18y -39
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con
P = [2(0,9y + 3,1)(1,6z + 1,8y — 3,9)

—6,2(z — 1)(1,8z — 1,3)] L.

El valor de ||F'(ZTo) ~!||co = 0,277469478357381 = 8
Los valores son:

I1F'(Zo) ™ F(Zo) lloo

—0,029399432729066
—0,056135158465902

= a = 0,056135158465902.

3,2 3,6

36 0

62 0
0 18

” = 0,056135158465902
oo

)2 (TO) -

Luego:
|F'(Zo) "  F"(Zo) |loo = 1,774571463805648 = b.

Donde:
|1F'(Zo) = [F'(Z) — F'(Zo)]lloo =

“ F' (7o)~ [ 3,2(x - 0,8) +3,6(y —0,4) 3,6(z—0,8) ] “

6,2(z — 0,8) 1,8(y — 0,4)
3,2 3,6
R 36 0 S
< ||F'(Zo) ™1 62 0 IZ — Zo|co
0 1,8

< 1,77457146380568||T — Zo| o

= ¢ = 1,77457146380568.

Dado que F”(Z) es constante, entonces d = 0. Adem4s:

L = méx{c,b + 2ad} = méx{c, b} = 1,774571463805648,

con
2La = 0,199231700659596 < 1.

De

f() t2 — 2bt% — (2d — b%)t + 2d(b + ad)
t3 — 2bt2 + b2t
t(t —b)?

=t =b=1,774571463805648 = r, — 2.

Se cumple:
(6,6 + 2ad] = [b,b] C [r1,72] = [b,b] C [r1,71].
Entonces L>cy L € [b,b+2ad] = L€ [, B].
Luego, tenemos:
p(t) = 0,887285731902824¢2 — ¢ + 0,056135158465902.
Luego, la sucesién nos da una raiz, con tg = 0:
thy1 =ty

_ 0,887285731902824¢2 — ¢,, + 0,056135158465902
1,774571463805648t¢,, — 1

n tn E p(tn)

0 0 0,056135158
1 | 0,056135158 | 0,056135158 0,002795975
2 | 0,059240472 | 0,003105314 0,000008556
3 | 0,059250033 | 9,561212107 | 8,1113 x 10~!
4 | 0,059250034 | 9,0643 x 10~ | 0,000000000

donde 2La = 0,199231700659596 < 1.

Entonces

1(0,05925003464793) = 0 = 7, = 0,059250034064793.

Anélogamente
n tn E p(tn)
0 1 —0,056579109
1 1,073045693 0,073045693 0,004734267
2 | 1,06780980 0,005235885 0,000024324
3 | 1,067782628 0,000027181 6,55537 x 1071°
4 | 1,067782627 | 7,32560 x 1010 0,000000000

= ro = 1,06778262750574

Entonces, el método de Newton-Kantorovich esté,.bien
definido, la solucién Z* C € y es tnica en el conjunto
{Z/|1Z — Zol| < r1} N Q, donde r; = 0,059250034064793.

La tabla del método de Newton-Kantorovich es:

k

Tk

Yk

Error

- wWwN-=O

0,8
0,829399432729
0,831437055478
0,831437753043
0,831437753042

0,4
0,4561351584659
0,4556565669837
0,4556548080497
0,4556548080488

0,056135158465
0,002037622749
0,000001758934
0,000000000001

Convergencia del Método Iterativo
de Chebyshev.

De las condiciones del teorema.

Sea el @ = D = (—0,34;1,94) x (—0,74;1,54) con
To = (0,8;0,4) € Q.

El Jacobiano es:

4.2.

—26
3,2z + 3,6y — 7,8 3,62 2, ]
F’(:I,‘, y) = JF(:I:, y) = [ 6,2z — 6,2 1,8y + 6,2
La inversa de la matriz Jacobiana es:

09y +31 13—18z ]

—\—1 __
JE @ = P[ 3,1(1—z) 1,6z+18y—39

con
P =(2(0,9y + 3,1)(1,6z + 1,8y — 3,9)—
6,2(z — 1)(1,8z — 1,3)) .

El valor de ||J(Zo)~"[|oo = 0,277469478357381 = 8
Los valores son:

IVF (o) ™" F(Zo)lo

—0,029399432729066 -0 056135158465902
—0,056135158465902 || __ ’
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= 1 = 0,056135158465902.

Luego:

F(z,y) — F'(u,v) = [

|

H [ 3,2(z —u) +3,6(y —v) 3,6(z—u) ]

32z +3,6y— 7,8 3,6z — 2,6
6,2x — 6,2 1,8y + 6,2

3,2u + 3,6v— 7,8 3,6u—2,6
6,2u — 6,2 1,8v + 6,2

6,2(z — u) 1,8(y —v)
3,2 3,6
36 0 r—u
6,2 0 Yy—v
0 1,8
Tomando norma m.a.m. tenemos:
3,2 3,6
IF'@)~Fw o)l < [-22—3 1| (2, 5)~(,0)lle-
0 1,8
(o o]
= k=68

Sia=kByp= 0,105915393331891 < 0,5y a@ = 34 €
(0, 72,66851449131069).

Entonces {z,} est4 bien definido, z,, € B(zo,rn), Vn > 0
Y converge para z* € B(xo, rn).

De la relacién recurrente, se requiere
b= afn = 0,05295769666594540

donde q, =1 b= % =0,02647884833297270, co = 1 y
do =1+ % = 1,02647884833297270.

La tabla es:

g 1,0 Sk by Ck dy.
¥ ki 1g"OOOOOO 0,0264788483 | 1,000000000 | 1,026478848
2 | 1121981756 | 0,0027425555 | 0,092314631 | 0,092567809
3| 1 1agas1179 | 0,0000231540 | 0,000770794 | 0,000770812
4 | 115466261 | 0,0000000016 | 0,000000054 | 0,000000053
L2 1 1,134566268 | 1 x 10-17 | 2,6 x 10~17 et

P

e

resultado de]

método iterativo de Chebyshev es:

%]
e Tk Yk Error Error Teor.
o 0800000000 |0,400000000
5 0’33(1)238409 0,456039843 | 0,056039843 | 0,005196309
2 0,831437731 0,455655015 | 0,000799322 | 0,000043270
1| %= 37753 | 0,455654808 | 0,000000206 | 0,000000003
. 2831437753 | 0,455654808 | 3,16 x 10-16 | 1 x 10—17
€ O o
. bsel;’a que cuando en el algoritmo agregamos 3 =

el
resultado de] método iterativo de Che

y .
el error de]cgn y realizam.

las tab]

os los calculos lo que mejora es

.‘’eorema, como mostramos a continuacién en
as siguientes:

by Ck di
0,0264788 1,000000 1,02647
0,0027425 0,092314 0,09256
0,0000231 0,000771 0,00077
1,6 X 10~° | 5,35476604 x 10~° | 5,35476605 x 102

byshev es:

Yk Error Error Teorema
0,400000000
0,456039842 | 0,0560398 0,000479695
0,455655014 | 0,0007993 0,000000003
0,455654808 | 0,0000002 | 0,000000000

4.3. Reflexién difusa en un medio para-

lelo

La teoria de la transferencia de radiacién discutida has-
ta ahora utiliza la formulacién local, ya que se emplean
cantidades definidas solo localmente. En 1943 Ambarzu-
mian formuldé un principio de invariancia para la ley de
reflexién difusa:

o La ley de la reflexién difusa de un medio paralelo plano
homogéneo infinitamente profundo es invariante con res-
pecto a la adicién (o sustraccién) de capas de espesor
éptico finito arbitrario hacia (o desde) el medio.

Para la ley del oscurecimiento (es debido a la absorcién
y difusién de la luz de la estrella [5], el profesor Chan-
drasekhar modificé el principio de la siguiente manera:

e La distribucién emergente de un medio paralelo plano
semi-infinito es invariante a la suma (o resta) de capas
de espesor éptico arbitrario hacia (o desde) el medio.

Consideremos el espacio X = CJ[0,1] de las funciones
continuas en [0,1] y dotado de la norma del mdximo

llz]| = m[é.x] |z(¢)|, z € X. Se desea encontrar una fun-
tefo,1
cién z € X que obedece a la ecuacién integral no lineal.

z(s) = 1 + Az(s) /0 1 ﬁzx(t)dt, sef0,1.  (38)

La resolucién de (38) es equivalente a resolver (20), sien-
do F: X — X y tal que:

1
F(z)(s) = 2(s) — 1 — Axz(s) / _S_a(t)dt, s € [0,1].
o S +t
(39)
Estudiamos el caso particular A = %, por conveniencia.
Veamos la existencia y unicidad de la solucién de esta

ecuacion.

Para aplicar el teorema de Kantorovich, necesitamos par-
tir de una funcién inicial adecuada. Dado (38) se deduce
que z(0) = 1, una eleccién razonable parece ser zo(s) = 1,

Vs € [0,1]. Ademas:
1
F@ys) =(s) - 320 | o

; i, (40)
- Zy(s)/o s_+—tz(t)dt, y € [0,1].

Faye(s) = - 126 | S

1 1o (41)
Zy(s)/0 s+tz(t)dt’ z € [0,1].

Podemos considerar el subconjunto

Q C D = (-0,5,2,5) x (-0,5,2,5) - - - (0,5, 2,5)‘,

8 términos
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porque vemos que es conveniente, que aparece en el enun-
ciado del teorema de Kantorovich como el propio espacio
X, que es un conjunto convexo. Procedemos a calcular
las constantes a, b, c y d.

En primer lugar,

s
s+t

1
s 1

— 42
4/0. s+tdt (42)

——fln s+1
T4 s

tomando la norma del méximo m.a.m. tenemos.

In(2)
4

1
F(20)(s) =20(s) — 1~ go(s) /0 zo(t)dt

| F(zo)| = = 0,173286795139. (43)

Por el lema de Banach sobre inversién de operadores nos
permite encontrar una cota para I'g = F’(x9)~!. Como
lo mostraremos: Dada una funcién cualquiera y € X, se
tiene que:

[ — F'(zo)lyll = éx [y(s) — F'(zo)y(s)|

=1 oy /1 S_y(t)dt
T 4sef0,1) 0 s+ty
L s

In(2)
< &
< — iyl

(44)

luego

In(2
I — F'(zo)]| < % =0,346573590279 < 1, (45)

con lo que se garantiza que existe Iy = F’ (zo)~ 1 y
ademas
1 1
ITo|l <

<
1=l - F'(zo)l = 1—0,346573590279 (46)
= 1,530394219032.

En consecuencia,

In(2)

[T = 0,265197109516 = a, (47)
2

ITo F(z0)|| <

IToF" (zo)yzll < ITollllF” (o) |ll|y|| 2|
< ln2!2! " (48)
S T may Ivlll=l
2

= [|IToF"(zo)|| < 2a = 0,530394219033 = b, (49)
luego

ITo[F"(2) — F'(zo)lyll <IITollllF*(z) — F*(zo)|lllyl|

ne 50
< —2 .
2

ITo[F"(z) — F'(z0)]|| < b= 0,530394219033 = c. (51)

No olvidemos que la F’/(z) es constante, entonces en for-
ma parecida deducimos que

1
F'(@) - F'ollvz = -4 [

Z 1 S
== t)dt 52
4/0 pyrart A0 (52)
S

v [t 2 2 1
= t)dt + = t)dt = Oyz.
+4/0 s+tz()d+4/o pprart 0 Y

Completando
ITo[F”(z) — F"(z0)lyz|l < [Tollll[F" (=) — F"(-’Bo)]llll(%;l)l

z(t)dt

= ||To[F"(z) — F"(z0)]|| < 0=d. (54)
Luego
L = méx{c, b+ 2ad} = méx{c, b} = 0,53039421903?5,5)

Como a, L > 0. Tenemos:
p(t) = 0,265197109517251t2 — ¢t + 0,265197109517251.

Luego, la sucesién nos da una raiz, con to = 0:

lnt1 =tn—
0,265197109517251¢2 — ¢, + 0,265197109517251
0,530394219034502t,, — 1

n tn E P(tn)
0 0 0,2651971095
1| 0,2651971095 | 0,26519710952 | 0,018651182
2 | 0,2869011621 | 0,02170405257 | 0,000124925
3 | 0,2870485093 | 0,00014734725 | 0,000000006
4 | 0,2870485161 | 0,00000000679 0,0

donde 2La = 0,281318027584 < 1.
Entonces

P(0,287048516133531) =0 = r; = 0,287048516133531,
la otra raiz se puede obtener por:

rg= 1t V1—2la \’1L‘2L“ — 3483731647428.  (56)

Entonces, la ecuacién de Chandrasekhar (38) esté buz
definido, en el sentido donde la solucién z* C §2Y de
tinica en el conjunto {z/||z — zo| < T} N dom
1 = 0,287048516133.

Ahora vamos encontrar la ecuacién de sisten,l .
neales de (38), para lo cual utilizaremos la formlﬂat')iﬁ_
Gauss-Legendre que permitir obtener el operador
neal A, trabajamos sobre:

1 Lx(s) s (57)
/0 f(t)dt = /0 e

as no I

haciendo b = 1 y a = 0, tenemos:

1-0 140
——p—— —_— € —1,11
t 2 u+ 2 , U [ ]

(58)
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con luego
o) =1 (5+3) (59)
2 2)° In(2)
Reemplazando, se cumple: [IToF(Zo)|l < 1+422 = 0,26519710951725117 = 7,
T2
1 1 m
1 1 (65)
/0 f(t)dt = ) /—1 g(u)du = 3 z w,9(u;),  (60)  sabemos que:
=1
donde t; y w, son los nodos y pesos conocidos. Conside- /(5 ! (T In(2)
. F - F <—|z-7u
raremos m = 8 para obtener el cuadro siguiente: IF (@) @l = 2 Iz~ (66)
J u, t, w, In(2)
1| -0,960289857 | 0,0198550715 | 0,101228536 = k = —— = 0,34657359027997264. (67)
g —0,796666478 | 0,1016667610 | 0,222381034
—0,525532410 | 0,23723379 .
il o ol e Si a = kBp = 0,14065001379260984 < 0,5 y
A 34642 | 0,4082826790 | 0,362683783 — 0.09096495075 0.2.410077214714) obteni
5| 0183434642 | 0,5917173210 | 0,362683783 oy < (0.2 4) obtenido de
6| 0,525532410 | 0,7627662050 | 0,313706646 ey
7| 0,796666478 | 0,8983332390 | 0,222381034 - s :
8 | 0,960289857 | 0,9801449285 | 0,101228536 Entonces {Z,} est4 bien definido, Z, € B(Zo, rn), Vn >0
y converge para T* € B(Zo, 7).
Denotamos z, a las aproximaciones z(t,), 1 = 1,---,8,

logrando obtener el sistema de ecuaciones no lineal si-

guiente:

1 8 t
=14 =z —r p=1,---
? 3 ,]Ezl w, Lty z;, t=1,---,8. (61)

Haci — _wyt
endo a,, = 8(t.ri;) tenemos.

8
=142, a,z,,i=1,,--,8

i=1

El s .
I sistema de ecuaciones no lineales es:

8

F(-’&):l-}-w,ZaiJmJ —-z,i=1,---,8,

j=1

(62)

(63)

d
ngnde Aes un operador bilineal de orden 64 x 8, el cual
€s tan facil de ser representado.

La tabla del método de Newton-Kantorovich es:

De la relacién recurrente, se requiere:
b= afin = 0,03691868226846743

donde

b

ap =1, bp = 5 = 0,01845934113423372, cp =1

y do = 1+ & = 1,01845934113423375.

La tabla es:

di
1,01845934
0,10693902
0,00120523
0,00000015

0,0

k ay b Ck
1,00000000 | 0,0184593411 | 1,00000000
1,16720911 | 0,0022988141 | 0,10669375
1,18806812 | 0,0000264311 | 0,00120519
1,18830746 | 0,0000000034 | 0,00000015
1,18830749 5 x 10~18 0,0

W =O

el resultado del método iterativo de Chebyshev es:

k 0 1

o 2 3 4

Ty, [1,0 1,02163 k 0 1 2 3 4

B |00 Fopmes Lomie Ay ar zi, |10 10224 10217  1,0217  1,0217

T, |10 1123421 1125724 1125725 1125725 Ty, |10 1,0743 1,0732 1,0732 1,0732

Za |10 1,165547 1,169750 1169753  1.169753 z3, |10 11261 11257  1,1257  1,1257

s |10 1,197036 1,203067 1203079  1,203072 zs, |10 1,1700 1,1698 1,1698 1,1698

;‘*k 10 1,218969 1,226484 1,226491  1,226491 zs, | 1,0 1,1993 1,2031 1,2031  1,2031

z:" },0 1,232961 1,241516 1,241525  1,241525 zs, |10 1,2224 11,2265 1,2265 1,2265

B 0 1,240309 1,249439 1,249449  1,249449 z7, |10 1,2362 1,2415 1,2415 1,2415

L—Tor | 0,265197 0,021704 0,000147 0,000000007 zs, |10 12432 11,2494 1,2494  1,2494
E-T 0,02836 0,00032 4,06 x 10~ 0,0

Veamog la : . : s

Chebyshev, Sifvetgencia del miode deriive e Se observa que cuando en el algoritmo agregamos 3 =

" ..
las condiciones del teorema.

eael

JacObia.no

ITo||

<1

— In(2)
2

= 1,53039421903450235 = /3,

D = (~0,5;2,5)x(—0,5;2,5) - - - (~0,5; 2,5), to-
nientemente Zp = (1;1;1;1;1;1;1;1)T € Q.
evaluado en Z, es:

(64)

a,B y N = can y realizamos los calculos lo que mejora es
el error del teorema, como mostramos a continuacion en

las tablas siguientes:

di
1,018459
0,106939
0,001205
0,000000

Ck
1,0000000
0,1066938
0,0012052
0,0000002

ak b
1,000000 0,018459341
1,167209 | 0,002298814
1,188068 | 0,000026431
1,188307 | 0,000000003

WN = O3
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el resultado del método iterativo de Chebyshev es:

k 0 1 2 3
1, 1,0 11,0224 1,0217 1,0217
T2, 1,0 11,0742 1,0731 1,0731
T3, 1,0 1,1261 1,1257 1,1257
T4, 1,0 11,1699 1,1697 1,1697
Ts, 1,0 11,1992 1,2030 1,2030
Te, 1,0 11,2224 1,2264 1,2264
T7, 1,0 1,2362 1,2415 1,2415
Tg, 1,0 11,2432 1,2494 1,2494

E-T 0,003026 4,1 x 10~18 0,0

En este caso notamos que el cambio realizado en el al-
goritmo si mejora el error del Teorema y el cual es una
gran utilidad.

5. Conclusiones

e Se dice que el método de Newton en su versién general
se denomina el método de Newton Kantorovich, permi-
te su aplicacién a ecuaciones definidas entre espacios de
funciones, como son el caso de ecuaciones diferenciales o
ecuaciones integrales.

e La transformacién cuadritica aplicada nos da un buen
augurio su utilidad cuando se desea mejorar la solucién
aproximada que se desea obtener para un problema dado,
ya que el método iterativo de Chebyshev nos garantiza
que la solucién existe y es tinico en la regién abierta y
convexa que se trabaja.

e Se mensiona al Teorema de Kantorovich donde existe
una contribucién de las herramientas del Anélisis Funcio-
nal a los problemas que se resuelven usando el Anilisis
Numérico que se aplica en los diversos problemas don-
de interactuan los sistemas de ecuaciones no lineales y
cuya justificacién recae en las herramientas del Anilisis
Funcional, asi como las aplicaciones lineales, derivadas de
Fréchet, etc.

e El sistema de relaciones recurrentes tiene la ventaja de
reducir el problema original a una forma ma4s simple con
funciones y sucesiones escalares, y proporciona condicio-
nes suficientes para asegurar la convergencia semilocal
del método en espacios de Banach.

e Se intenté debilitar la funcién F al pasar de convexa,
a cuasi-convexa, y se concluyo que no es posible, lo cual
nos indica que el Teorema de Convergencia del método
iterativo de Chebyshev es fuerte.

e En la aplicacién se noto que el sistema de relaciones
recurrentes tiene la ventaja de que reduce el problema,
original a una forma maés simple con funciones y sucesio-
nes escalares, y proporciona condiciones suficientes para
asegurar la convergencia semilocal del método en espa-
cios de Banach.

e Al considerar métodos de orden superior, as{ como el
método iterativo de Chebyshev que es de segundo orden
se necesitan dos pardmetros para controlar la convergen-
cia semilocal y a partir de las relaciones recurrentes ge-
neran cuatro sucesiones reales como el orden de conver-
gencia del método iterativo menos uno. Esto simplifica

€n gran manera su aplicacién practica para resolver una
ecuacién no lineal en espacios de Banach.

e Los métodos de orden superior no son considerados
su utilidad por muchos autores, debido a su alto cost.o
computacional, ademés que se tiene que evaluar la deri-
vada segunda de Fréchet, pero nuestros resultados mues-
tran que el costo computacional es compenzado por la
velocidad de convergencia. .

e En el problema que incluye a una ecuacién m'tegral.
para el caso en particular se logra obtener el sistema
de ecuaciones no lineal utilizando la férmula de Gauss-
Legendre, el cual es de suma importancia para lograr
obtener la solucién por ambos métodos. . )

e Es importante concluir con respecto a lo anterior, si no
se conoce el sistema de ecuaciones no lineal solo se r.mdl'&
analizar la convergencia o no del problema en estudio, ya
que para el Teorema de Kantorovich es suficiente conocer
los valores de r; y 72 y en el Teorema de Chebyshev es
observar que la sucesién de {b,} converga a 0.

e La nueva condicién de parada del algoritmo dado en lo_s
métodos resulta ser una alternativa en tenerlo en consi-
deracién ya que en algunos problemas es més efectivo que
en otros casos, en conclusién, es importante que los algo-
ritmos que presentamos en el espacio de Banach m.u%tﬂm
otra alternativa de detener la ejecucién del algoritmo en
ser considerado y su utilidad depender4 del problema en
estudio.

e Al analizar la convergencia del Teorema de Ka.ntor::'s
vich en el segundo problema de aplicacién .observa.mﬂu
que el error absoluto y el error del teorema difieren enm0
resultando, siendo més eficiente el error absoluto co
se muestra en la tabla siguiente:

n Error Error Teorema

0

1 | 0,24030885011662972 0,26519710951723;;;
2 |1 0,00913016968850622 0,0217040.5257280875
3 | 0,00000949638598025 0,00014734725169379
4 | 0,00000000000818812 0,0000000067917

e Al analizar la convergencia del Teorema de Chebys:ee‘
en el segundo problema de aplicacién ob:S:el'V&mos (:esu g
error absoluto y el error del teorema difieren su o
tando, siendo més eficiente el error del teorema €O
muestra en la tabla siguiente:

g Error Error Teorema _,0:5710_0%5—4’7:
1 | 0,2432198237 | 0,02835991888267824 0,298‘;?%‘2’
2 | 0,0062275507 | 0,00031962337547674 | 0,2987T0C
3 | 0,0000021944 | 0,00000004064346764 | 0,298770C
4 | 0,0000000009 0,00000000000000066 _@8,//

odela bola-

cabe mencionar que el valor de r -7 es el radi ucién.
en el cual se encuentran los valores del vector SO lixuevos
® Se concluye la utilizacién de variar el 7 con lost ambién
no es solo porque mejora el error del método sino® Jestra
porque reduce el niimero de operaciones como € m Jo de
en la tabla siguiente con respecto al segundo ejemp
aplicacién:

-1
g Error Error Teorema 0’2700924734 ;gg;;g
10,24321982 | 0,00302583 0,2731183332376
2| 0,00622755 |  0,00000004 0,2731183406376
3 1 0,00000219 |  0,00000000 | 0,273118
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¢ Es importante tener presente que una desventaja del
método iterativo de Chebychev es que se tiene que cono-
cer las dos derivadas de Fréchet para poder dar solucién
al problema planteado y es debido que se puede no cono-
cer la ecuacién por la forma como se presenta el problema
en estudio, siendo el caso de los problemas que contiene
una ecuacién integral.

6. Sugerencia

Siendo concientes que en la vida diaria hay problemas de
sistema de ecuaciones no lineales por resolver cada vez
con mejor presicién lo cual motiva a seguir analizando
y investigando la importancia de los diferentes métodos
que existen y que continuaran creandose con sus propias
dificultades pero que son muy importantes su utilidad
hoy en dia.
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En este trabajo, se aproxima la solucién de un problema de transmisién de flujos entre dos sustancias a través
de una interfaz interior y una condicién de frontera de tipo Neumann en la frontera exterior. Utilizamos para su
aproximacién el ya conocido método Hibrido de Alto Orden (con sus siglas en inglés HHO), que puede clasificarse
como un método de Elementos Finitos (EF) de tipo Galerkin Discontinuo (GD). Describimos el modelo matematico,
su formulacién variacional a nivel continuo y el esquema HHO respectivo. Discutimos existencia y unicidad y
presentamos resultados del orden de convergencia éptima de la solucién potencial con respecto a una norma de
energia y a la norma L?. Finalmente, se proporcionan algunos ensayos numéricos, cuyos resultados estan de acuerdo
con la teoria descrita.

Palabras Claves: Problema eliptico de transmisién interior, Método hibrido de alto orden.

In this work, we approximate the solution of a transmission problem of the flux between two substances through
an inner interface and a Neumann boundary condition at the exterior boundary. For that approximation, we use the
well- known Hybrid High Order (HHO) method, which can be classified as a Discontinuous Galerkin (DG) Finite
Element (FE) method. We describe the mathematical model, its variational formulation at the continuous level,
and the respective HHO scheme. We discuss the existence and uniqueness of solution and present results of the
optimal convergence order of the potential with respect to an energy norm and the L2-norm. Finally, we provided

some numerical tests, which are in agreement with the theory described.

Keywords: Interior transmission elliptic problem, generalized meshes, hybrid high order method.

1. Introduccién

Los problemas de transmisién (también llamados
problemas de interfaz), aparecen por ejemplo en la
interacciéon de sélidos y fluidos [1, 2]. En el caso de
dispositivos electromagnéticos compuestos por diferentes
materiales [3], el flujo incompresible de dos fases presenta
saltos en la presién y el gradiente de presién a través de
su interfaz [4].

En este articulo consideramos dos dominios disjuntos.
Sea (2; un dominio acotado y simplemente conexo de R?,
d € 2,3, con frontera Lipschitz continua I'; := 89Q; y Qo
la regién anular delimitada por I'; y una segunda curva
Lipschitz continua I';, que est4 estrictamente contenida,
en RY — Q; (ver Figura 1). Nosotros utilizaremos el
método HHO que ya describimos para el problema de
difusién variable [5, 6]. Para una mayor comprensién
y otras aplicaciones del método HHO, sugerimos al
lector revisar [7]. Nuestro problema es un problema de
transmisién interior con mallas ajustadas a la interfaz. Es
decir, la interfaz no corta ningin elemento de la malla.
Esto nos permite manejar con comodidad interfaces
poligonales e imponer con precisién las condiciones de
salto sobre la interfaz. Ademds de extender las técnicas
estdndar del método HHO para problemas de difusién,
pudiendo acoplar sin mucha dificultad las soluciones de
cada subdominio. Aprovechar las bondades del método

HHO, como por ejemplo, para manejar mallas bastante
generales con elementos poligonales y nodos colgantes;
polinomios de alto orden y superconvergencia.

Figura 1. Geometria del problema.

En esta revisién, se realiza una ligera modificacion del
esquema HHO propuesto en [8]. También se ha abordado
interfaces curvas que no se ajustan a los mallados de
los subdominios usando el método HHO con un enfoque
distinto [9], el cual deriva en un andlisis a priori més
complicado.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En
la Seccién 2, se introduce el problema modelo, su
formulacién variacional y el estudio de su existencia y
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unicidad. Los grados de libertad, los espacios discretos y
los operadores discretos reconstructivos, son introducidos
en la Seccién 3, mientras que en la Seccién 4 se obtiene
la formulacién discreta mixta segin la filosofia HHO y se
prueba que estd bien puesto. El andlisis de error a priori
es descrito en la Seccién 5, y finalmente en la Seccién 6
se muestran algunos resultados numéricos.

2. Problema modelo

Consideramos el siguiente problema de transmisién:
Encontrar u; : 1 > Ry us : Q2 — R tal que

—Au; = f1 in O, (1a)

—Auy = fp in Qy, (1b)

u; —ug =g on I'y, (1c)

Vuj -n; +Vuy -ny = g; on I'y, (1d)
Vuz - ng = g, on I'y, (Le)

/ Ul +/ ug =0, (lf)
1971 Q)

donde f; € L% () y fo € L?*(Q) representan los
términos fuentes, g € H'/2(T';) el salto de traza del
potencial sobre Ty, g1 € H~Y2(I;) el salto de la
componente normal del flujo sobre 'y y go € H~1/2(T'3)
la componente normal del flujo sobre I's. n; denota el
vector normal unitario exterior a I'; y n» el vector normal
unitario exterior a la frontera de Qj, dada por 09, :=
I'; UT;. Por abuso de notacién, denotamos la traza con
su misma funcién. Imponemos la siguiente condicién de
compatibilidad, para garantizar que el problema esté bien

puesto:
/f1+/ f2+/ 91+/ g92=0. (2)
Q) (92 | Y s

El punto de partida del método HHO es encontrar
la formulacién variacional mixta de (1). Asi que, para
cualquier subconjunto conexo X C R¢ con medida
de Lebesgue distinta de cero, denotaremos al producto
interno y a la norma del espacio de Lebesgue L?(X) por
(+)x ¥ |l - llo,x, respectivamente. También, denotamos
por Q := H~Y/2(T";) al espacio dual de H'/2(I';) con su
norma dual

”f'”—l/z,r, = sup M Vf* e H‘1/2(1"1),
FEHY?(Iy) ||f||1/2,rl

f#0
(3)

donde (,-)r, representa el emparejamiento dual de
H~'2(I'y) y H'/2(T';) con respecto al producto interno
L?(T'y), y andlogamente para (-,-)r,.

Ahora introducimos el espacio de Hilbert
U:= {('Ul,’Uz) < Hl(Ql) X Hl(Qz) H
(vl, 1)91 + (’02, 1)02 a 0}’ (4)

dotado de la norma ||(u1,u2)||?; = 1|12 g, + |Juzl|? -
Al aplicar integracién por partes a las ecuaciones de

(1) y considerando la variable auxiliar £ := Vug - ng €
H~'/2(T';), se obtiene la formulacién variacional, que se
lee: Encontrar ((u1,u2),£&) € U x Q tal que

a((u1,u2), (v1,v2)) + b((v1,v2),§) = F((v1,v2)), (5a)
b((u1,u2),A) = G(A) V(v1,v2) €U, VA€Q, (5b)

dondea : UxU - Ryb: UxQ — R son formas
bilineales definidas como

a((ul, u2)1 (vl’ UZ)) = (Vula Vvl)ﬂl 4 (V'LL2, VUZ)QQ’

b((vl’ v2),£) = (€1 v — 'U2)I"1-
F:U — RyG : @ — Rson funcionales lineales definidas
como

F((v1,v2)) := (f1,v1)0,+(f2,v2)0,+(91, v1)r, +(92, v2)r,,

G(\) =\ 9)r,-
Podemos definir el operador lineal acotado B : U — @
inducido por la forma bilineal b, al notar que

b((v1,v2),€) = (§,v1 — v2)r, = (R(£),v1 — v2)1/2,1,
= (R*(v1 — ”2),5)—1/2,1‘1,

donde R : H~'Y/2(I'y) — H'Y%(I'}) es una aplicacién
de Riesz, R* : HY?(';) — H~Y?(;) el operador
adjunto de Riesz, y (-,-).r, el producto interno sobre
H"(T'1), r € {—1/2,1/2}. Entonces, definimos para todo
(vlv 112) € U,

B((v1,v2)) := R*(v1 — v2). (6)

Gracias a la biyectividad de R*, podemos definir el nicleo
de B, como

V:=KerB = {(v1,v2) € U:v; =v2 onT'1 }. )

Ahora establecemos que la formulacién variacional (5)
tiene solucién tnica.

Proposicién 2.1 (Bien puesto). El problema continuo
(5) estd bien puesto.

Demostracion. Se deduce luego de aplicar la teoria de
Babuska-Brezzi. Se demuestra que las formas bilineales
a y b son acotados, que a es V-eliptica y finalmente la
condicién inf-sup de b. El anélisis es similar a la prueba
del Teorema 2.1 en [8]. O

3. Marco discreto

Consideramos las notaciones utilizadas en [5, 6] para
discretizar un dominio de R¢, asi como también las
definiciones del operador potencial reconstructivo y de
reduccién local. Utilizaremos el subindice i = 1,2
para referirnos a cada subdominio. Por simplicidad,
consideraremos g; € L%(T;), go € L?(), @ := O, U
I'1 U g, 7Tn una malla de , satisfaciendo para cada
T € Thyque T C @ oT C §, y que no existen
nodos colgantes sobre la frontera de transmisién I';. A
continuacién, introducimos las mallas inducidas por 73,
sobre cada subdominio Q;, i € {1,2}, esto es

Tin :={T €T : T},
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62 Rommel Bustinza y Jonathan Munguia La Cotera

Ademas, denotamos por I'1, y I'zp, las particiones de
I'y y Iz, respectivamente, inducidas por 73 5.

Dado k > 0 el grado polinomial, definimos los grados de
libertad global sobre cada subdominio:

ur, = [] P5@) | x

TET:,n

II P ). ®

FeF,n

donde F, j, colecta las caras correspondientes a 7; . Sea
Vin = ((v,7)TeT; n> (v, F)Fer, ) € Q!;—‘,h un elemento
del subespacio discreto, Ademés, la restriccién de v, ;, a
cada elemento T' € T; » es ¥, 1 := (Vy,7, (Vs,F)Fer,) €
k :

Ui r = PE(T) x (HFGFT P%_,(F)), donde i = 1,2. En
caso no haya ambigiiedad, se omitira el subindice 3.
Ahora, establecemos nuestros espacios de aproximacién
discretos:

kO . . % i
g77. S {!h = (!1,;;)!2,},) EHTN‘ XHTM‘ :

2
> Y (wrr = 0}, )
1=1T€T,n
Qh =Pi_1(T1n) == ] P5_ (). (10)
FEFL}‘

De aqui en adelante, adoptamos la siguiente notacién:
Dado A\, € Qf, denotamos Ar := M|r para todo
F € T;p. Entonces, introducimos la caracterizacién
An = (AF)Fer,,- El espacio QF es provisto con la
norma L? ponderada:

Ml = 32 hellAeldr . VaweQh. (11)
Fer'yn
Introducimos también la seminorma | - ||, : Q% . X

H'«}M — R, la cual es dada, para cada (V1,n:¥2 ) €

k k
H'r,',, X g’r,‘h, por

@1 p 2 )7 = ||!1,h||¥,'r,,,‘ + ||!2,h||¥,'r2,,.
+ Y hploir —wrlis  (12)
Fel'y

Proposicién 3.1. La aplicacién | - I~ define una norma
sobre H%o.

Demostracién. Ver Proposicién 4.1 de [8]. O

Para cada T € 7}, se define el operador de reduccién
local Iy. : HY(T) — U~ tal que, para todo v € H? (1),

v = (nfv, (n§v) resy), (13)

donde 7% y n% denotan las proyecciones ortogonales de
L? sobre PE(T) y P%_, (F), respectivamente.
El correspondiente operador de reduccién global _I_% .
HY(Q) - Q’»‘r‘_h es definido por

I v = ((thv)rers ., (tFv)rez,,) Yve HY(Q).

(14)
Para cada T € 7y, se define el operador gradiente
reconstructivo local G%. : U — VPX*1(T) tal que,

para cada vy := (vr, (vr)rer;) € U y cada w €
Pg+(T),
(Ghvr, Vw)r = (Vur, Vu)r
+ Z (’UF —vr,Vw - nTF)F. (15)
FeFr

Definimos también el operador potencial reconstll;uctivo
p';:H : Uk = ]P’s“(T) tal que, para todo v € Ur,

VP"}HQT = G’JC'_’QT, /Tplqc‘HQT ’=/T-‘”T- (16)

Observacién 3.1. Utilizaremos propiedades de
aproximacion del operador p?“l’;w aplicado a funciones
con regularidad en H9t1*%(T), para q € {0,1,--- ,k} ¥y
8 € (1/2,1], lo cual nos permitird realizar el andlisis a
priori. Ver Apéndice A para mds detalle.

4. Formulacién discreta del
problema

Para formular el esquema HHO, definimos la siguiente
forma bilineal ay, : I_J_',;—;lo X H'};o — R dada por

an((uy py s p), (V1 0, Vo i) i=
Ah((Hl,mgz,h), (!1,h,!2,h)) + jh((gl,h,gz.h)’ (‘—’l,h’{—f,}’s))'
k,0
donde el término de consistencia Ap : H%O x Uy’ - R
. . k,0
y el término de estabilidad jp : Q’fr;f) xUg = R son

definidos como

k
An((y,5,934), (¥1,8,V2,)) = Z (GI%ET’GTY'T)T'

TeTh (18)
. . 9
In((Qy py Yy 4), (V1,0 Vo i) = Z jr(ur,vr), (19)
TeTh
siendo
jT(HT,!T) =

k+1
> hpt(ak(up — Retlug), nh(vr — RF¥r))F
FeFr
con
1
REHvrp = vp + (pht vy — nhpr 1)
. L 17k0%<QF —
También, introducimos la forma bilineal by, : U7, XQh
R, la cual est4 definida como

bh((‘_’l,h)‘_’Z,h)a’\h) = Z ()\F,vl,F"W,F)F
Fery,n
Y (VinVan) € UEO, WA, € QF. (20
)

; ; 5
Entonces el esquema discreto mixto HI,;I? 880:13‘310 aufz
se lee: Encontrar ((u; 5,u, 5),&r) € Uz, X Qj tald

ah((gl,h’ B2,h)1 (!1,]" y_zyh)) + bh((_\ﬂl’h, !2’},)1 E:;) . )
k!

= Fa((V1 0, Yo i) V(Y15 Vo) € U7, (2ie

(21b)

k
bh((ﬂl,h’gmh)a Ah) = Gh(’\h) VAn € Qh 2
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donde las funcionales lineales discretas F}, y G}, se definen
como:

Fo(Vym¥an) == Y (fuon)r+ Y (f2,v28)s

Te€Ti,n S€T2,n
+ Y (gn,vp)F+ > (92,v2,7)F,
FeT1,n Fera,n
(22)
Ghn) = (A, @)rup = D, (Arg)r.  (23)
Fer,n

Qbservacién 4.1. El operador lineal By, : H’;—’:’ - QF,
inducido por by, es caracterizado por

B"(Xl,halz,h) = (v,r—v2,F)Fer,, Y (VY1 Van) euf}f.

(24)

Observacién 4.2. La forma bilineal ap induce otra
seminorma sobre UY, . x U%. | que es dada por

"(!l-h’zlh)utzz,h = ah((!l,h,lz,h), (Xl,halz,h))

V(¥1,n,Va) € H’%’h X chrg,,, . (25)

Introduciendo V; :=

L Ker(B}), establecemos el
Siguiente resultado.

Lema 4.1 (Elipticidad). ay, is Vj-eliptica.
Demostracién. Ver Lema 4.4 de [8]. =

Proposicién 4.1 (Bien puesto). El problema discreto
(21) estd bien puesto.

sDuemOSt-n?Cién’ Se sigue de la elipticidad de as y la
o rt}'ect}VJdad de By, lo cual verifica las hipétesis de

€oria de Babuska-Brezzi. El anlisis es similar a la
Prueba de ]g Proposicién 4.2 en (8] =

El siguiente resultado serd util para establecer el
andlisis 5 priori.

C : .
dol’olano 4.1. Eziste n > 1, independiente del tamario
€ mallg h, tq) que

(v

26
ltv,y 5, e

(27)

5. Anidlisis de Error
ng?(tgta secci6n, asumimos que la solucién exacta u, €
ig {1’2}1),Epara algl’ln. b € (1/2,1] y Au; € L?(Q) para
2 ) g' ES'E-; Suposiciones nos permite considerar £ €
a i te’l‘p(l)l = (T'1) y g2 € L3(T"y). Ademés, denotamos
aclon de la solucién exacta por ;, :=

T k ) ;
2% € Uy, parai e {1,2}. También consideramos

la ing B =

tal q::Dfélamon de la variable auxiliar £ como &, € QF
= ok

difici] de;llgir'— m5 (), para cada F € I'1,n. No es

q.. o k,0 .
que (4, ,,4,,) € U7’. Consideramos

Lhs¥ap)lln < ||(!1,hv!2,h)||a,h V(¥1,1,V25) € Va,

k,0
Yo )llan < nm(!Lh,!z,h)mh V(!l,h,l’_z,h) eUz .

el ensamblaje de las componentes volumétricas de la
solucién discreta, es decir, v, € P§ (7:,n) tal que
Uphlr = vur VT € T, h. A continuacién, presentamos
estimaciones de error del potencial usando la norma de
energfa y la norma L2, bajo suposiciones de regularidad
adicionales.

Lema 5.1 (Consistencia). Sea (u1,u2) € U la solucién
potencial de (5) y (u;4,u;,) € Hi’o la solucion
potencial discreta de (21). Entonces, existe una constante
C > 0, independiente de h, tal que

”(ﬁl,h, .ﬁz,h) - (91,ha .‘_12,h)”a,h

<C sup En((¥1,ns¥2,1))s
(!1.h v!g_;.) € gﬁ'
11,1 2¥2, 1) lla,n=1

(28)

donde E,(-) representa el error de consistencia, y viene
dado por

5h((!1,ha!2,h)) = ah(@l,h’ﬁz,h)a (!1,'.’!2,11))

+(Br(Yyns Yor) En)ry — Fu((Vin,¥ap))  (29)

Demostracién. Se  sigue  directamente de las
formulaciones variacionales continua (5) y discreta (21)
y de (24). O

Teorema 5.1 (Estimacién del error en la norma
de energia). Bajo las suposiciones del Lema 5.1,
y asumiendo la regularidad adicional (u1,uz) €
HFH14H01(Q)) x HF+14%2(Q,), 3C > 0, independiente de

h, tal que

(@1, 8a,0) — (1,5 82,8)llap + 1€8 = Enllrs.

/
< Ch* (hf‘sl a1 4+148,,0, + h§52”“2"i+l+éa.ﬂz) )
(30)

donde h := méx{hy,h2} y h. = Tnel‘a;'i(,.hT’i =

1,2. Ademds, aplicando propiedades de aprozimacion al
operador p’}“lﬁ- para cada T € Ty, se cumple también

2

> Y IV - Vorullgr

1=1T€T, n

/
5.
< OBt (W5 sl 1, 00 + 3 11500
(31)

Demostracién. Se sigue del Lema 5.1, al acotar el error
de consistencia de manera similar a las técnicas usadas en
[6]. Por ejemplo, aplicando integracién por parte a f, =
—Auw;, las condiciones de transmisién y de frontera y las
propiedades de aproximacién del operador peHk. O

o : 2
Para la estimacién del error potencial en norma L,
consideramos el siguiente problema auxiliar: Encontrar

z € HY(Q) N LE($2) tal que
—Az =win N = QUL UD,,

Ez_ =0 on Ty :=09,

31'12
con w € L3(Q) tal que w, := wlq, ¥ 2 = z|q, para
i = 1,2. Luego, asumimos regularidad adicional sob;e %
la solucién débil de (32), de modo que z € H 2(Q)NLE(Q)

(32)
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y existe C > 0, independiente del tamafio de malla, tal
que

23 < Cllwliga,

o equivalentemente

lz1li3.0, + 22130, < € (lwrllfq, + llwzldg,) - (33)

Observamos que esta suposicién se cumple cuando, por
ejemplo, el dominio 2 es convexo. Este problema, auxiliar
nos permite establecer la estimacién del error de la
solucién interpolada y la solucién discreta volumétrica,
con respecto a la norma L2.

Teorema 5.2 (Estimacién del error en la norma L?).
Bajo las suposiciones del Teorema 5.1 y la condicion de
regularidad (33) del problema auziliar. Existe C > 0,
independiente de h, tal que para k > 1, se cumple

||7r’7°-1,hu1 —uynllon, + ||7r§—2,hu2 — ug,hllo,0, (34)
5 1/2
5,
< CpFt (Z h? IIu.IIﬁ+1+5,,n‘> ' (35)
=1

Para k = 0, asumimos que f; € HYTh,) ¥ ¢ €
PY_,(T.») para i = 1,2. Entonces

7% u1 — wi,nllog, + 7%, . u2 — vz nllo.0, <

2 1/2 2 1/2
Ch (Z K2 ||u1||2{+5.,n,)) +h? (Z IIlelf,T,,,.)
=1

=1

(36)

Demostracion. Se procede de manera similar al Teorema
5.2 de (8]. a

Observacion 5.1. Es posible encontrar el mismo orden
de convergencia del Teorema (5.2) para la solucién
discreta reconstruida a través del operador potencial
reconstructivo y su solucion ezacta, con respecto a la
norma L2.

6. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos tres ejemplos numéricos
para evaluar las propiedades de nuestro método.
Utilizamos diferentes mallas para las pruebas numéricas.

Nuestro cédigo es una extension del desarrollado para,
[5, 6]. Ademaés, calculamos el orden experimental de
convergencia (r) como

r = log(er; /er;)/ log(hr, /hT;)

donde er; y er; son los errores asociados a las variables
correspondientes considerando dos tamafno de malla
consecutivos h7; y h7;, respectivamente.

6.1. Ejemplo 1: Solucién exacta regular

Resolvemos el problema de transmisién (1) con
subdominios Q; := (1,2)? y Q, := (0,3)? \ 4, usando
la malla inicial de la Figura 2, tal que la solucién exacta
viene dada por

u1(z,y) = sin(nz)sin(my) — 4/72,
uz(x,y) = cos(mz) cos(my),

25

2

1.5

1

05

0

0 05 1 15 2 25 3

Figura 2. Malla inicial para el Ejemplo 1.

Notamos que en este caso, g; y g2 no son homogéneas
en I';. La Figura 3 muestra los 6rdenes de convergencia
del error al aproximar la solucién potencial con
polinomios a trozos de grado méximo k € {0,1,2,3,4}.
Se observa que la tasa de convergencia para este error
es de k + 2, mejor que la indicada en el Teorema 5.2.
En la Figura 4 se aprecian los érdenes de convergencia
del error de la aproximacién del flujo cuya tasa es de
k +1, en concordancia con el Teorema 5.1. Con respecto
a la variable auxiliar de transmisién £, en la Figura 5
se observan los correspondientes érdenes de convergencia
de la proyeccién de £ — &5, con respecto a una norma L2
ponderada. Estos estén cercanos a k + 3/2 (que es 1/2
més répida que la predicha por el Teorema 5.1).

10° ]
107} 900 1
10 r 3.03 1
10- 4.00
1
s 5.00
10~ r 1
6.01
10—10 <
10725 1072 10715 107!

Figura 3. Error del potencial con respecto a la norma
L? vs. h.
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e : : :
1.007//‘

10—2[ 1
2.37

1074} 1

| 335

10700 4 02 ]

1078} 4.98 1

10—10

1025 102 10715 107}

Figura 4. Error del flujo con respecto a la norma L2 vs.
h.

0
10 r 1
10—2 1 E
2.48
2.50
10'4 r }
3.51
—6
107° ¢ 4.50 —+—k=0]|1
—a—k=1
s ——k=2
107°F 464 —s—k =31
—w—k=4
10725 102 10-15 10!

Figura 5. ||§, — &rllo,r, vs. h.

6.2. Ejemplo 2: Solucién exacta no suave

Abhora, resolvemos un problema de transmisién,
considerando ©; = (—1,1)2\[0,1] x [-1,0] y Q3 :=
(=2,2)2\ ©; (vea Figura 6), mientras que los datos son
tales que la solucién exacta es (u,uz), donde

uy(r,0) = r2/35in(20/3) — ¢;  (en coordenadas polares) ,
u2(x,y) = sin(wz) sin(ry) — ¢z,

con c¢; y cz constantes reales tal que u; € L3(Q;),
J € {1,2}. Sefialamos que u; € H*3-2(Q,), para un
pequeno numero arbitrario s > 0, y uz es una funcién
suave.

2
1.5
1
0.5
0

-0.5
-1

-1.5

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 6. Malla inicial para el Ejemplo 1.

En las Figuras 7 y 8 se exhibe el comportamiento del
error del potencial y del flujo con respecto al tamaiio de
malla h. Estos resultados no contradicen los Teoremas
5.1 y 5.2, ya que en este caso la funcién u; no es regular.
Similar comportamiento se observa en la Figura 9 para el
error de &, — &, con respecto a la norma L? ponderada,
con tasa de convergencia de 2/3.

100}

1071}

102}

1073}

10725 102 10713 107!

Figura 7. Error del potencial con respecto a la norma

L2 vs. h.

10705 F — " " T

10!

10715}

1072}

107251

1073}

10-25 1072 1015 10!

Figura 8. Error del flujo con respecto a la norma L2 vs.
h.
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100
10795
1071
107151
——k=0
10—2 —a—k =1
—o—k=2
——k=3
10_2 5 ——k = 4]
10725 1072 10715 107!

Figura 9. ||&, — &nllo,r, vs. h.

7. Conclusiones

En este articulo hemos propuesto una nueva
formulacién mixta HHO para aproximar la solucién
de un problema eliptico de transmisién interior, con
condiciones de frontera de transmisién no homogéneas.
En primer lugar, derivamos la formulacién variacional,
a nivel continuo, introduciendo la traza normal en la
frontera de transmisién, de la solucién que vive en
el subdominio anular, como incégnita auxiliar. En la
prictica, esta incégnita actda como un multiplicador de
Lagrange. Luego, proponemos un esquema variacional
discreto, aplicando el enfoque HHO. Aunque hemos
considerado, por simplicidad, una familia de mallas
simpliciales uniformes para el anilisis actual, es posible
extenderla para tratar mallas politopales m4s generales.

Hemos probado que nuestro esquema mixto discreto
HHO estd bien puesto y presentado resultados de
convergencia en la norma de energia (cf. (25)), asi como
en la norma usual L2. Nuestras estimaciones de error a
priori establecen que cuando aproximamos la solucién con
polinomios a trozos de grado méximo k > 0, al flujo con
respecto a la norma L? y a la interpolacién del potencial
con respecto a la norma de energia, observamos que el
error tiende a cero con un orden de convergencia k + &
(cf. Teorema 5.1). Mientras que el orden de error de la
aproximacién de la proyeccién ortogonal L2 del potencial
se comportan como O(k + 1 + §), para algtn § € (1/2,1]
(cf. Teorema 5.2). El error de la aproximacién de la
proyeccién ortogonal L? del multiplicador de Lagrange se
mide con respecto a una norma L2 ponderada adecuada

(cf. (11)), y converge, al menos, con el orden k + & (cf.
Teorema 5.1).

En el primer ejemplo, presentamos una solucién
exacta con suficiente regularidad, la cual muestra que
se alcanzan las tasas 6ptimas de convergencia (véase

Figuras 3, 4 y 5). Por otra parte, dado que la
solucién exacta del segundo ejemplo no es regular, no
se espera obtener tasas éptimas de convergencia. Esto_lo
observamos en las Figuras 7, 8 y 9. Como consecuencia,
esto nos motiva a desarrollar un anélisis de error a
posteriori, para mejorar la calidad de la aproxirnaf:ién
y recuperar la tasa éptima de convergencia, si es posible.
Esto seria tema de un trabajo futuro.

Finalmente, sefialamos que el anilisis descrito en este
trabajo, puede ser aplicado y/o extendido para tratar
problemas de transmisién lineal con difusién variable, y/o
con otro tipo de condiciones de contorno en la frontera
externa I';. Adem4s, teniendo en cuenta [10], estamos
motivados para extender este enfoque para tratar con
cierta clase de problemas de transmisién no lineal.

APENDICE A

En el siguiente lema, se muestra las propiedades de
aproximaciéon del operador pf'}f"llgw para funciones con
regularidad en Ht+4(T), para ¢ € {0,1,---,k} ¥
6 €(1/2,1].

Lema 7.1 (Propiedades de aproximacién para p'}*’l_l_’})-
Sean k > 0 el grado polinomial, g € {0, -- ,k} un entero
y 8 € (1/2,1] dados. Eziste un nimero real C > 0, Qze
depende de la reqularidad de la malla, depending on t(se
mesh regularity parameter, posiblemente de d, k, ¢ ¥ 9
pero independiente de hr, tal que, para todo h € H, pare
todo T € T, y para todo v € HIt115(T), se cumple:

k 1/2 ||, _ k+1 "v”
[~ 2ol .+ 5 o = 25" Kol o

k+17k
+hr ||V - P Te0)|| + A2 (R lTv)||0,8T

< C'h%““ lvll 414567 -
37)

O
Demostracion. Ver Lema 3.3 de [8].
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La busqueda de una nueva Fisica, como se le llama a las diversas extensiones del Modelo Estandar (ME) de la
fisica de particulas, nos motiva ha extender el grupo de simetria Electrodébil de S U2)reU (l)Y'al grupo de gauge
con simetria left-right SU(2). ® SU(2)r ® U(1)s-L ® P, donde P representa una simetria discreta de paridad
tal que las constantes de acoplamiento izquierdo-derecho satisfazen gL = gr. Este modelo represeflta una.d.e las
extensiones llamadas minimas del ME, y que de acuerdo a la jerarquia en el rompimiento de la simetria (condiciones
que deben cumplir los valores de expectacién del vacio introducidos en el modelo) nos permita obtener el ME. El
objetivo del presente trabajo es identificar al bosén de Higgs del ME, considerando un potencial escalar mas general
que debe respetar todas las simetrias (gauge, discretas e invariante de Lorentz) establecidas en el mOfielo. .Pa.ra
ello se tomara en cuenta parte de lo estudiado en articulos previos, acerca de las condiciones de jerarquia y ciertas
aproximaciones que deben cumplir los valores de expectacién del vacio para obtener simplicidad en el desarrollo de
los célculos.

Palabras Claves: Modelos Izquierdo-Derecho, Extensiones del Modelo Estandar, simetrias, Particulas Exéticas.

The search for a new Physics, as the various extensions of the Standard Model (SM) of particle physics e
called, motivates us to extend the electroweak symmetry group from SU(2)r ® U(1)y to the gauge group v.mth
left-right symmetry SU(2)., ® SU(2)r @ U(1)s—_. ® P , where P is a parity discrete symmetry such that left-right
coupling constants satisfied g, = gr. This model represents one of the minimal extensions of the SM, an(% which
according to the hierarchy in the symmetry breaking (conditions that must be met by the vacuum expectation val-
ues introduced in the model) allowing to obtain the SM. The aim of this work is to identify the Higgs boson of t.he
SM, considering a more general scalar potential that must respect all the symmetries (gauge, discre.:te sy mmetznes
and must be Lorentz invariant) established in the model. We will take into account what was studied in previous
articles, about the hierarchy conditions and certain approximations that must satisfy the vacuum expectation values

for obtaining greater simplicity in the development of calculations.

Keywords: Left-Right models, Standard Model Extenstions, symmetries, Exotic particles.

1 Introduccidon

El Modelo Estandar (ME) de las particulas fundamen-
tales se divide en dos partes, seguin sea la interaccién
a estudiar, la Electrodébil y la Fuerte. Este modelo
elaborado por Weinberg-Salam-Glashow(1] asocia a cada
particula conocida con un campo cuéntico dando cuenta
de sus interacciones. Todas las particulas predichas por
el ME han sido observadas experimentalmente, siendo la
observacién final la del bosén de Higgs en 2012 por AT-
LAS y CMS[2][3]. A pesar del éxito del ME, la teorfa
no explica ciertos hechos [4]. En el ME, los neutrinos
son no masivos, sin embargo, los experimentos han de-
mostrado que los neutrinos podrian tener masas al igual
como sucede con los kaones[5] presentar el fenémeno de
oscilacién([6]. Desde el punto de vista de los campos es-
calares nada nos garantiza que el bosén de Higgs predicho
por el ME sea el tnico. Muchas de las extensiones del

ME contemplan la existencia de mas de una particula es-
calar masiva de carga cero[7], siendo la de menor masa la
del bosén de Higgs|[2][3] (Mrriggs = 125.10 + 0.14 GeV
o jeti i tro de
Este trabajo tiene por objetivo estudiar el espectro
masas del sector escalar de uno de los modelo§ que es
una extension del ME , el llamado modelo simétrico
Left-Right con simetria de gauge SU(2)r ® SU(2) é ®
U(1)p—r ®P [9][10], sin considerar el sector fuerte (Cro-
modindmica). . .
Estos modelos simétricos Left-Right son est.udlac_l?s prin-
cipalmente con la finalidad de dar una just1ﬁcm1on de {a
pequefies de la masa del neutrino (esto debl.do ala evi-
dencia experimental de la oscilacién de neutrmos[ﬁ] ), asi
como también buscar una explicacién sobre la violacién
de la paridad a bajas energias[11], la busqueda de can-
didatos a ser particula de la materia o§cura[4], etc entre
otras interrogantes que como es conocido no pueden ser
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explicadas por el ME.

En el presente modelo, todos los fermiones son particulas
de tipo Dirac, esto incluye a los neutrinos, cuyos
acoplamientos con los bosones vectoriales neutros son da-
dos en un trabajo previo[12]. El sector escalar esta for-
mado por, minimo dos bi-dobletes, ®;, ®, que dan masa,
a través del rompimiento espontdneo de la simetria y el
mecanismo de Higgs, a los leptones, bosones y quarks re-
spectivamente.

Adicionalmente, el modelo presenta desde el inicio una
simetria de paridad, P, por lo tanto a través de este op-
erador de simetria discreta conjuntamente con las sime-
trias de gauge es que toda la densidad lagrageana manifi-
esta la simetria left-right, en consecuencia las constantes
de acoplamiento, g1, y gr son iguales (g9, = ggr)[12],
para energias mayores que la escala del ME. Al efec-
tuar el rompimiento espontdneo de la simetria, debe
obtenerse primeramente el sector electrodébil del ME
(SU(2)L ® U(1)y, ya que el sector fuerte es el mismo
que el del ME, para llegar finalmente a la simetria natu-
ral, U(1)q, que es la simetria correspondiente al campo
electromagnético y por lo tanto esta relacionado a la con-
servacion de la carga eléctrica.

En este articulo no tomaremos en cuenta los otros sec-
tores del modelo (Sector bosénico, Sector de Yukawa[12])
debido a que solo estamos interesados en describir con
bastante detalle a las particulas escalares. Cabe men-
cionar que los valores de expectacién del vacio (VEV),
ki, k1, k2, k5, vr, y vg, son considerados reales, donde
se debe cumplir la relacién de jerarquia vg > X, siendo
X cualquiera de los VEVs diferentes de vg.

En la seccién 2, se presenta un resumen del modelo left-
right, considerando la forma en que se presentan los
multipletes tanto en los sectores lepténicos, escalar y
bosénico, este wltimo solo se menciona, ya que a sido dis-
cutido de manera mas detallada en articulos previos[12].
En la seccién 3, se definen las llamadas ecuaciones de
vinculo, las cuales toman un rol importante en el clculo
del espectro de masas de los escalares.

En la seccién 4, se procede a calcular las masas de
las particulas escalares propuestas en el modelo. Estos
célculos son basados en la construccién de las matrices de
masas de los campos neutros asi como de los simplemente
cargados, obteniendose como consecuencia los bosones de
Goldstone y las nuevas particulas de Higgs, tal que uno
de ellos debe corresponder a la del ME.

En la seccién 5, se discute a través de un andlisis
fenomenolégico la identificacién del boson de Higgs del
ME, déndonos restricciones adicionales de los parametros
del modelo (generalmente dichos pardmetros correspon-
den al potencial escalar propuesto).

En la seccién 6, se colocan las conclusiones establecidas
como consecuencia de los obtenido en los célculos previos.

2 El modelo simétrico left-right

2.1 Sector lepténico

Los leptones izquierdos y derechos son dobletes en la
representacion fundamental de los grupos de gauge lo-

cales SU(2)L y SU(2)r respectivamente:

'l/}ul Ve
L= z(1—) = ;
P e /.
vy vy
N et (2L7 lR’ '—1)
) ™ /L
'¢w Ve Vy
R = 3(1+s) = : 2
wl e R no R
Vr
sl (lLa 2R7 _1)
T /R

Los numeros entre paréntesis representan la ter-
cera componente de isospin izquierdo y derecho,
T31(T5r), y el ntimero cudntico de hipercarga B — L
respectivamente[13]. Estos se relacionan a través de la
férmula de Gellmann-Nishijima [14]:
Q=T3L+T3R+¥ (1)
En el ME el nimero cudntico de hipercarga era un
pardmetro arbitrario que no tenia significado fisico pero
que estd relacionado con la carga eléctrica que deberdn
tener las particulas propuestas en el modelo después de la
quiebra, ahora dicho nimero cudntico ya no es cualquier
valor sino que esta relacionado con la diferencia entre
el nimero bariénico y el nimero lepténico, que desde el
punto de vista experimental resulta ser invariante [9][10].

2.2 Sector Escalar

El sector escalar consiste en dos bi-dobletes que se trans-
forman como (2, 2,0):

_( m*) =(¢3 n?)
(I)l = ( ¢1— ,’7(1) ) 2} ¢2— ,’7(2) ’ (2)

la carga eléctrica que se muestra en los campos escalares
son justificadas en [15]. El bi-doblete ®; le da masa a
los leptones conocidos (incluido los neutrinos) y el otro
bi-doblete, ®; le da masa a los quarks. Los dobletes
xr ~ (2,1,41) y xr ~ (1,2,+1) se introducen no sélo
para completar la jerarquia en el rompimiento de simetria
hacia el grupo natural U(1)q sino también para que se
proteja la simetria left-right del modelo. Esta simetria
de paridad queda rota explicitamente cuando el campo
neutro del doblete xg gana un valor de expectacién del
vacio diferente de cero (rompimiento espontineo de la
simetria), es decir, vg # 0.

+ +
— XL = XR 3
XL ( X(L), ) »y XR ( X(I)% ) ) ( )

El sector de Higgs es diferente para cada modelo que
se estudia, uno establece la forma de los multipletes es-
calares (dependiendo lo que se desea investigar) y adi-
cionalmente se propone un potencial escalar, lo més gen-
eral, es decir, aquel que respeta las simetrias de gauge del
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modelo y alguna simetria discreta adicional. Por ejemplo,
para el caso de nuestro modelo, se propone el siguiente
potencial[12]:

V = V@ 4 yiae) 4 yb) 4 ylde) 4 y(4d) 4 y/(de) (4)

donde:

2
ve = 232 Tr(®}®,) + H.c)|
1=1,2
+ uhr (xdxe +xbxr)
2
ya)  _ % > [)\,lTr(@;fQ,)ZJrH.c.],
1=1,2
1 o 2
ven = =3, (Trete,), (5)
i=1,2
V@) = pTr (‘1’1@1‘1’;4’2),
1 2
van = 213 (AaTrele.( xexhxr)
1=1,2
+ Ru(x}®.®!xs + x52,8xR)+
+ KO ®®!xe + X}z@‘ﬁ){k))] ;
V@ = Apgp [(X},XL)2+(X£XR)2]'

Se observan varios parametros introducidos en el poten-
cial que estédn relacionados a través de las llamadas ecua-
ciones de vinculo.

Como nuestro estudio se basa en éste sector escalar, es
necesario suponer la existencia de los VEVs a través de
los campos escalares neutros.

ki O k2 0

— 1 — 1 2

<®1>—\/§(0 ki), <q>2>—7'§(0 ké)’
(6)

P2
1

=) w=-3(2) @

Estos VEVs son reales, ya que estamos interesados en el
espectro de masa de los escalares. Cabe destacar que si
estuvieramos interesados en otros estudios tal como Vio-
lacién CP[11], estos VEVs los considerarfamos complejos.

2.3 Sector Bosdnico

Como toda extensién del ME, el modelo propone la exis-
tencia de siete bosones vectoriales: Un bosén neutro no
masivo, el fotén A,, dos bosones neutros masivos (Zyg,
ZR) y cuatro cargados masivos (Wi, WZ). El estudio
de este sector no forma parte del objetivo de este articulo,
ver [12].

3 Ecuaciones de Vinculo

La ecuaciones de vinculo se obtienen cuando el poten-
cial lo expandimos alrededor de los valores esperados del

vacio mediante el llamado rompimiento espontédneo de la
simetria, es decir con la condicién:

v
6_¢,|¢_’(¢) =0. (8)

donde (¢) es cualquier valor de expectacién: ki, k2, kj,
kb, vp y vg.

Tomando en cuenta la condicién para el minimo del po-
tencial (8), se obtienen seis ecuaciones de vinculo:

(a) kip?y + (Aar + M)k + Xkl
k o 1
+ 5l +vR)(An +Ky) + Fkikez =0,
(b) 123+ On + M)k + A

k! _ 1
+ ?1(1)% +v%) (A1 +An) + 5’9;7‘752;012 =0,

(c) kapdy + (Ao2 + Aoo)k3 + Apokaki?

k = 1
+ ?2(11% + v&)(Agz + App) + Ekzkfpm =0,

(d) kauds + (Aaz + Nop)k5 + Nyokk2 9)
'

k == 1
+ 72(’0% + vR) (A2 + Azg) + Ekékizplz =0,

v o
(e)  wirve+ALrv} + 7L (K2 (Axy + Apy) + k& x

(A2 +Kz2) + K} (Aur + Kyy) + K3 (Aaz + Kig) )
=0,

(f)  pirvrR+ALrvd + %R (k(A11 + Ayy) + K5
(A2 +Kz2) + k3 (Any + Ky) + k3 (Azz + Ki) ) = 0.

Estas ecuaciones representan condiciones que deben
cumplir tanto los VEVs como los parametros que fueron
definidos previamente a través del potencial y se uti-
lizardn con el fin de simplificar los elementos de matrices
tanto para los campos escalares simplemente cargados y
los campos neutros.

Se puede observar de estas ecuaciones que existe la opcién
de que cualquiera de los valores de expectacién tomen, en
algliin momento, el valor de cero. Eso dependers exclu-
sivamente de lo que se esté interesado por estudiar, por
ejemplo, para nuestro caso, por razones de simplicidad
en la obtencién de los valores de masa de estos escalares
podemos aproximarlos al valor de cero comparados con
el valor de expectacién del vacio vg, ver [12).

4 Matrices de Masas de los
Bosones Escalares Exéticos

Expandiendo los campos escalares neutros alrededor de
los valores esperados minimos (VEVs reales) del poten-
cial, y considerandolos (a dichos campos) complejos, los
dos bi-dobletes y dobletes escalares toman la forma:
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Para los bi-dobletes:

(10)

b - %(kl'i’Hla‘i'iIla) nt
i b1 %(ki+H2a +i15,)
® _ %(kz-}-Hlb-f‘iIlb) 7];_
2 = b5 '\}—E(ké+H2b+iI2b) ’
Para los dobletes:
_ XL
XL %(’UL-FHHJ-{-’L'I]L) 2
(11)
_ Xk
XR %(UR+H1R+’L'11R) ’

Observar que sélo los campos neutros son expandidos
alrededor de un valor esperado minimo (VEV) mas no
los campos cargados.

En nuestro modelo no existen campos escalares doble-
mente cargados, ello debido a que no hemos introducido
en el sector Higgs los tripletes escalares, esto implicaria
un estudio de neutrinos masivos a través del mecanismo
de Seesaw[16][17].

4.1 Campos Escalares Simplemente Car-
gados

La matriz de masa de cualquier campo escalar se obtiene
a partir de los términos cuadraticos de los campos dentro
del potencial escalar del modelo. Es decir, para un po-
tencial arbitrario, la expresién general de los elementos
de masa de los campos escalares se obtienen de[18] :

3 poblomie) (T, 8) = 0 (12)
0Pk

recordar que 7'® son los generadores del grupo de
simetria. La matriz de masa de los campos escalares
(masas al cuadrado )esta dada por:

o’V |
010, ¢=(¢)

La base que consideramos en la expresién de la matriz
para los campos escalares simplemente cargados es: n;",

b1, 13, b3, XE ¥ X%

Mz = (13)

all a12 .« als
a1 Q2 - Q26
Mie=] . . . : (4
aﬁl 062 oo a66
donde:
kl2 —4 k2 1 X
e &2(;2_2) — 5 +oR)(An +Kyy)
+ k2
ao = a1 = 0,
pi2k1kz
a13 = ag1 = T 9
a4 = a4 = a5 = as1 =0,

ae = ae1 =0,
k2 - kl2 1 —
axp = @(—22—2) - 5(11% +v3) (A1 + Aur)
+ KA, (15)
a3 = a3z =0,
_ _ p1zkik;
a4 = Q42 = Y
azs = ax = as2 = ag2 =0,
kl2 _ k2 1 —
ass = pra(ki — k1) 12 1) _ E(v% +vg)(Azz2 + Ay,)
+ k2o
a3y = a43 = azs = as3 = 0,
azg = ag3 = 0,
k2 _ k12 1 o
a44 = _—PIZ( 12 1) - ‘2‘("’% +vR)(A2z + A22)
+ Kk3ha2
ag5 = a46 = G54 = ap4 =0,
1 2 X 1 2 A K
ass = —§k1 (A1 +An) - ‘2‘k2 (A22 + A2z)

1 . 1 -
- §kf(Au +Ay) - §k§(A22 +Rpp),
ase = ags = 0,

1 Ty 1 A
age = —§k12(A11 +4A11) — 5"32(/\22 + Az2)

1 - 1 .
~ kA +Ky) - 5K Az +3y),

Para construir esta matriz se han utilizado las ecuaciones
de vinculo dadas en la expresién (9) con la finalidad de
simplificar estos elementos de matriz. Ademads, se ob-
serva que es una matriz simetrica verificandose ass = agg.

El siguiente paso es diagonalizar la matriz, pero para
ello se usard una aproximacién para simplificar aun mds
los célculos, ya que son muy extensos. Se usara la sigu-
iente aproximacién para los VEVs que se justifican en la
referencia [12]:

k1~ ki =0, ke~kl, v, =0. (16)

Esta relaciones de los VEVs han sido consideradas en un
articulo previo[12], donde la jerarquia que deben cumplir
los VEVs es la siguiente: vg > ki, k2, k1, k5, vr. Estas
aproximaciones (16), son justificadas por las ecuaciones
de vinculo, donde también el hecho de hacer v;, = 0
no afecta a ningin sector dentro del lagrangiano[12].
Es decir, el doblete x; no interactiia con las particulas
(fermiones) conocidas del ME, siendo, segiin los modelos
actuales, candidato a ser particula de la materia oscura.
Por lo tanto, con las aproximaciones dadas en (16) se
tiene la nueva matriz:

en 0 0 0 0 O

0 e2 0 0 O 0

2 0 0 €33 0 0 0
Mer=1 0 0 0 e 0 o |° (D

0 0 0 0 €55 0

0 0 0 0 0 €66
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donde los elementos de la matriz diagonal son:

2

e = —%&(Au +K3),
vy —
e = ——2‘(1\11 +An),
v? —
ez = k% Agg — 7R(A22 + A22), (18)
vy, 2
ess = k3dp— -2&(/\22 + A2),
ess = €gg = —k% (2A22 + Kzz + K,ZZ)

Por ser una matriz diagonal los valores propios resultan
ser los mismos elementos de la diagonal, por lo tanto,
los valores de masa de estos campos (masas al cuadrado)
estan dados por:

2

v -
mi,;, = —-23-(/\11 +An),
2 vk A
My- = —7(/\11 + A1),
2 2 vk 7
myr = k3o — (A2 + Ay), (19)
Hy 2
2 2 vk x
my. = k3 Ago — -2—(1\22 + A2z),
mf{; = mi!g = —k3 (2A22 + Ao + Xlzz)

Se observa de estos resultados que los campos escalares
simplemente cargados resultan ser particulas masivas. Es
conocido de la literatura que el rompimiento esponténeo
de la simetria de un grupo continuo de mayor a uno de
menor dimensién se efectua a partir de los campos es-
calares neutros donde como consecuencia aparecen los
llamados Bosones de Goldstone, y no a través de los cam-
pos escalares cargados, con la finalidad de que siempre se
cumpla la conservacién de la carga eléctrica [19)].

De las ecuaciones dadas en (19) y del hecho que segiin
la jerarquia de los VEVs se debe cumplir: vy > X, donde
X es cualquier otro valor de expectacién, se obtienen:

An + X,u < 0
Az +Ry < 0,
Mg +K2+Rp < 0

) Ay 4Ry < 0,
Ag2 + A2 <0, (20)

siendo estas desigualdades restricciones adicionales que
deben cumplir los pardmetros. También se puede men-
cionar que hay dos particulas simplemente cargadas que
presentan degeneracion, es decir, tienen la misma masa
(estrictamente hablando, su cuadrado), m?, ., m?{g.
Finalmente, obtenemos sus masas, a parti: de (19), de

estos escalares cargados son:

1 =
—5 (A +8y),

mH1+ = VR
1 —
mHz_ = VR ——E(Au + All)7
2
mH;, = \/k% /\22 - —R(A22 + A22) (21)
2 vk A
de_ = \/k2 A22 - 7(A22 + A22)a
= —
Mmys = My = kz\/— (2A22 + A2z + Agy)

Aproximando las masas de los escalares m H} Y My para
valores de vg grandes comparado a los otros VEVs:

Mgy N VR —(A222+ An) = s Ao ==
vR\/ —2(A22 + Agy)
+ O(1/v}).
Mgy~ / —(Azz +Az) k3 A2z
vR\/ —2(Ag2 + Azs)
+ O(1/v).

Se puede deducir a partir de estos resultados que:

meL’ mH;, mH;, mH4+ > mH5+, (22)

4.2 Campos Escalares Neutros (Parte
Real)

Para hallar las masas de estos campos se consideré los
términos cuadraticos en el potencial escalar referentes a:
Hio, Hip, Hog, Hop, Hpy y HRi, que a la vez representan
la base con la cual se construy6 la matriz de estos campos
escalares neutros (operadores de campos hermitianos).

by bz -+ b
bay baa -+ bog

M, = I 0§ w d (23)
be1 be2 --- bes

donde los elementos de matriz son de la forma:

bu = k(A +Ay),
1
bia = by = §P12k1k2,
bis = b3 = N k1],
by = by =0,
p— —
bis = bs = __kle(Alzl + A1)
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_ kivr(An +Ay)

bie = ber 5
ba = K3 (A2 +Ap),
bas = b3 =0,
boy = by = /\'22k'1k§,
b = by — kovr, (Kzz + XI22)
25 52 2 )
= —
P W SES
26 6 ) .
bz = k7 (A +Ay),
1
bzg = by3 = Eplzki k3, (24)
b35 — b — kivL(Xll +X,11)
53 2 )
bss = bes = ki’UR(Kll +KI11)
63 2 )
bia = kF (A2 +ANy),
bas = bss= kyvr (Agz + Klzz)
54 2 )
= —
big = bag= kyvr(A2z2 + Ayy)
2 b
bss = ALrv?,
bse = bes =0,
bee = ALRVE,

Similar al caso anterior de campos escalares simplemente
cargados, se ha utilizado las ecuaciones de vinculo para
expresar de forma mas sencilla los elementos de ma-
triz. Cabe mencionar la gran importancia de las ecua-
ciones de vinculo, no solo para obtener restricciones de
los pardmetros del modelo, sino también de simplificar
haciendo los cdlculos menos laboriosos.

Se ha considerado continuar con las aproximaciones
dadas en la ecuacién (16), con el fin de simplificar los
célculos. Por tanto, la nueva matriz tiene la expresion:

0O 0 0 0 0 o
0 co2 0 coa 0 co6
> | 0o 0 0o 0 o0 o0
MH - 0 cs2 0 cq44 O C46 (25)
0O 0 0 0 0 O
0 c62 0 cea 0 cgp
donde:
C2 = by = k% (/\22 + /\/22) .
Cq = Cyo = kg/\122,
kavr(Ra2 + A,
€26 = Co2 = by =be2 = L 222 L A22),
cu = kZ(Aa2+ M), (26)
—_ —
6 = beg=ALRr ‘U?{,

la matriz (25) es simétrica y real. Se puede encontrar
una matriz ortogonal que diagonalice a dicha matriz, sin

embargo, es posible obtener los valores propios exactos
sin la necesidad de proponer una matriz ortogonal. Por
lo tanto, al diagonalizarla se obtuvo los siguientes valores
de masa teniendo en cuenta las aproximaciones dadas en
(16)(valores cuadraticos):
1. Campos no masivos:
2 2 2
mHl =mH2 =mH3 =0, (27)

se observa la existencia de tres campos de Higgs
neutros sin masas.

2. Campos masivos:

1
m%ﬁ = 5 [k%(/\zz + 2/\’22) + /\LR'U?z - \/Z:I ,
m%,s = kg A22, (28)
1
m?,ﬁ = 5 [k%()\zz =+ 2)\5_,2) -+ ALR’U}zg + \/K] 5
donde:
2
A = [ALR’U?{ — k%(/\22 + 2)\’22)]

P . 2
+ 2]6% ’U% (A22 + A122) s (29)

Se observa la existencia de tres Higgs neutros masivos
donde se puede decir que uno de dichos campos cor-
responderia al bosén de Higgs del ME. Ademés, de
las expresiones de masas, (28) se puede afirmar que el
pardmetro A2z debe ser positivo, como fue observado en
la seccién anterior y que se cumple lo siguiente:

2 2 2
My, > My, ME,,

para valores de vg > X, donde X representa cualquier
otro VEV diferente a vg.

4.3 Campos Escalares Neutros (Parte
Imaginaria)

Tomando en cuenta las componentes imaginarios de los
campos de Higgs, la representacién matricial de las con-
tribucions de los términos cuadraiticos es expresada de la
forma siguiente:

n11 0 cee 0

9 0 gy -+ 0
MSI = . . .. . ’ (30)

0 0 --+ Nge

donde, sin tomar en cuenta las ecuaciones de vinculo,
resulta ser matriz diagonal, ademads, sus elementos de
matriz ( en este caso resultados exactos) de la diagonal
toman la forma:

2\/
kA1

2
k2 2
+ ?1(/\11 + /\11) + _”’211

1 —
ni 7 Wk + D)@y +An) +
k%plz
4

1 . kl2A,
10k +02)(Ras + M) + 252
Hay

2

N2 =

kfplz

k3
4 + 7(A22 + A22) +
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k2)\
2
ﬂu

N3y = -(’UR+’UL)(A11 +A11)+

k2 prz
4

1 ()‘/11 Mg ) ==
k350
2

Pzz
2

1 —_
Ny = Z(”%+”%)(A22+1\22)+

kl2 kl2
22 4 2+ daa) + E2

kl2
ngs = (Au +An) + —(Azz + A22)

k 2 -
+ ZI(AH +Aun) + Zz(Azz + Ag2)

2
Bir | ALR o
+ D) + 2 vy, (31)

/2

ngg = (An +An)+ —(Azz + Ag2)

k — .
+ ZI(AII +A11)+ zz‘(A22+A22)

2
Iz ALR
+ =4+ =C

Esta matriz es expresada en la base: {I14, I1p, I24, I2s,

Ip1, Ig1}; por ser ésta diagonal, automaticamente obten-

emos los valores de masa (los cuadrados) de estos campos:
2

my I3 = ngzg,

i 2
my, = N, My, = N22,

2 2 2
My, = MNas, My, = MNss, My, = nee(32)

Sin embargo, al tomar en cuenta las ecuaciones de vinculo
se obtiene que dichos campos no adquieren masa, es de-
cir:

_ 2 _ 2
my,, = My

2 —
LT 6 3

(33)

Aqui no es necesario usar las aproximaciones de la
ecuacién (16). Se puede decir que se tiene 6 bosones
de Goldstone.

5 Identificando al Bosén de
Higgs del ME:

Tomando en cuenta los cuadrados de las masas obtenidas
para los campos de Higgs reales (neutros), ecuacién (28),
al hallar las masas considerando valores grandes de vg
comparados a otros valores de expectacién introducidos
en el modelo se obtiene:

—
muy, = k2 \//\22 + Aoy + AB — W
+ O(1/v3)
mH, = kg \/Xz_g, (34)
mys ~ vVRVALr+ O(1/vr),

el tinico valor exacto es el bosén escalar mpy,, no nece-
sariamente éste es el bosén de Higgs del ME. Debido a
la gran cantidad de pardmetros necesarios para describir
el modelo, en especial en el sector de escalar y el sector
de Yukawa[12], existe la posibilidad de que my, sea el
bosén de Higgs del ME (= 125 GeV)|[3].

Al considerar el caso en que vg — 0o, pero finito, las
masas de my, y mpy, se aproximan a:

—
A 2
Fa Doz + Mg + A — B2+ A22)
2A\Lr

YRV ALR, (35)

se observa que el pardmetro AL g tiene un signo definido
(positivo), donde se cumple:

MHg ~

MHg > MmHy,, MH;,

como fue observado anteriormente.
Se puede considerar el siguiente analisis:

e Simpy, > my, > mpy,, entonces my, seria el bosén
de Higgs del ME.
De acuerdo al particle data group (PDG)[8]:
Mppg9s = 125.10 £ 0.14 GeV. Por tanto, com-
parando:

MH,ggs = 125.10 = My, = ka \/ A22, (36)

Se mencioné anteriormente que a escalas del ME,
es decir, energias alrededor de la masa del bosén
neutro Z°, el pardmetro k; puede tomar un valor
méximo de 246 GeV [8]). De aqui se obtiene la
siguiente condicién para Azs:

A2z > 0.259 (37)

e Si MHe > MH, > My,
En este caso mpy, seria el bosén de Higgs del
ME, por lo que al comparar se tendria la siguiente
condicién:

k2 \/)\22 + Alzz + AI222

Como ya se mencioné a escalas de energia del ME,
el méximo valor que puede tomar ky es 246 GeV,
obteniéndose:

_ (K;2 + A2;)?

= 125.
i 5.10 (38)

(B + Ag)?

Xag+ Aoy - X2
22 22 22 2/\LR

>0.067. (39)

Los resultados obtenidos en las expresiones (37) y (39) se
complementa con lo obtenido a través de las ecuaciones
de vinculo y son iitiles en los célculos fenomenolégicos.
Recordar que de acuerdo a las bibliografias, ver (20],
primero se rompe la simetria a través del VEV vg, cuyo
valor es del orden de 1 TeV ( en general vg > 1 TeV).
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6 Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido identificar el bosén
de Higgs del ME asi como calcular las masas de los
demds escalares y esto lo hemos obtenido considerando
ciertas condiciones adicionales que deben cumplir los
parametros correspondientes. De acuerdo a los resulta-
dos obtenidos el modelo presenta ( sélo en el sector es-
calar): 3 bosones de Higgs neutros masivos y tres neutros
no masivos, 6 particulas masivas simplemente cargadas y
6 particulas no fisicas sin masas (componentes imaginar-
ias de los campos neutros), todo ello como consecuencia
del rompimiento espontianeo de la simetria. Se puede
decir que de lo obtenido anteriormente las particulas no
fisicas representan seis bosones de Goldstone que van a
ser absorbidas para dar masa a los bosones vectoriales
que propone el modelo: WLi, W}j{, Z1, Zr, (Se cumple
el Teorema de Goldstone) El caso del bosén vectorial que
lleva la fuerza electromagnética, el fotén, sigue siendo no
masivo como debe ser para que el modelo sea consistente.
Es necesario mencionar que la mayoria de los modelos
se diferencian por su sector escalar, ya que es relevante

definir dicho sector con el fin de aplicar el mecanismo de
Higgs junto con el rompimiento espontaneo de la simetria
para hacer de la teoria coherente (renormalizable), ade-
mas, aunque no hemos enfatizado en el sector lepténico
todas los fermiones predichos en el modelo son particulas
de Dirac, incluyendo a los neutrinos (particulas masivas
en el modelo).

El bosén de Higgs més masivo es el mp,, como conse-
cuencia de su dependencia directamente proporcional a
VR, que es el VEV mas grande (en TeV), comparado a
los otros, que a su vez son soluciones de las ecuaciones
de vinculo. Por ejemplo, si A\pg = 16 y vg = 1 TeV
entonces: mpy, = 4 TeV.
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Estudio de circuitos protectores de baterias de iones de litio

en el proceso de carga y descarga
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Las baterias de iones de litio se utilizan ampliamente como fuente de alimentacién que suministra el acciona-
miento eléctrico de multiples dispositivos. Son sensibles a la operacién fuera de su drea de operacién recomendada,
lo que podria conducir a un menor tiempo de vida, dafios y riesgo de explosién. Se aplica un sistema de gestién
de bateria (BMS) para controlar y proteger la baterfa de las condiciones anormales. Este trabajo de investigacién
consiste en medir el voltaje de corte maximo en la carga y el voltaje de corte minimo en la descarga de baterias de
iones de litio usando circuitos de proteccién de baterias. Se mide para el caso de una celda y para un conjunto de
tres celdas en serie. En el primer caso se utilizé6 como protector el TP4056 y se desarrollé un circuito basado en una
placa de Arduino Nano para registrar datos de voltaje de la carga y descarga cada cierto tiempo. En el segundo
caso se desarrollé un circuito 3S 4P que consiste en tres celdas en serie y conectando en paralelo 3 series mas de 3
celdas en serie conectados al gestor de bateria BMS 3S 20Amperios.

Palabras Claves: Arduino Nano, Modulo TP-4056, BMS, carga de bateria li-on, descarga de bateria li-on, bateria
de iones de litio, li-ion, 18650.

Lithium-ion batteries are widely used as a power source that supplies the electrical drive for multiple devices.
power supply for multiple devices. They are sensitive to operation outside their recommended operating range, which
could lead to shorter lifetime, damage and risk of explosion. A battery management system is applied. management
system (BMS) is applied to control and protect the battery from abnormal conditions. This research work is to
measure the maximum cut-off voltage at charging and the minimum cut-off voltage at discharging of lithium-ion
batteries using ion batteries using battery protection circuits. It is measured for the case of one cell and for a set of
three cells in series. three cells in series. In the first case, the TP4056 was used as the protector and a circuit based
on an Arduino Nano board was developed to register the battery. based circuit was developed to record charging
and discharging voltage data every few seconds. In the second In the second case, a 3S 4P circuit was developed
consisting of three cells in series and connecting in parallel 3 series of 3 more 3 cells in series connected to the BMS
3S 20Amp battery manager.

Keywords: Arduino Nano, TP4056 module, BMS, li-ion battery charge, li-ion battery discharge, lithium ion

batteries, li-ion, 18650.
1. Introduccién

En la actualidad, nos hemos acostumbrado a la movilidad
como el uso del teléfono celular, el uso de un ordenador
portatil y el uso de un medio de transporte cada vez
mds comin, como son los patinetes eléctricos, bicicletas
eléctricas, sillas de ruedas y autos eléctricos, etc.

Todos ellos dependen de un elemento que proporciona la
energia necesaria para el funcionamiento de todos estos
dispositivos indicados lineas arriba.

Esto es la bateria de iones de litio conformada por celdas
de iones de litio (li-ion para lo que sigue) (Figura. 1)

Figura 1. Celdas 18650 de tones de litio de 3.7v.

Para hacer frente a la exigencia comin de lograr la
sostenibilidad energética, disminuir los riesgos ambien-
tales como la emisién de gases de efecto invernadero, el
calentamiento global, etc., y el agotamiento de los com-
bustibles fdsiles.

Es de gran importancia reemplazar el vehiculo conven-
cional por un vehiculo eléctrico que use una bateria
ecolégica de cero emisiones eléctrica.

Con caracteristicas tales como la tasa de auto descarga
baja, la densidad alta de almacenamiento de energia, y el
ciclo de vida til prolongada, hacen que las baterias li-ion
se hayan convertido en la principal fuente de energia de
los Vehiculos Eléctricos (EVs) [1]-[2].

Las celdas 18650 son uno de los tipos de baterias mds
comerciales y de mayor uso en el mercado. Las pilas
ordinarias traen consecuencias negativas para el medio
ambiente (las sustancias quimicas que hay en el interior
de estas son, por ejemplo, manganeso, zinc o hidréxido
potasico, todos estos elementos son téxicos, dificiles y
caros de reciclar), por lo que es cada vez mas habitual
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disponer de baterias recargables en base a celdas li-ion.

El objetivo de este trabajo de investigacién es verifi-
car experimentalmente los voltajes de corte hacia arriba
como hacia abajo de una celda li-ion usando la placa
TP4056 (Fig.2) y de un conjunto de celdas li-ion usando
la placa BMS 3S 20A (Fig.3).

En el segundo caso para la medicién experimental sea
construido una bateria de 12v conectando un conjunto
de celdas 18650 li-ion.

Figura 2. Placa Arduino Nano a la izquierda y la placa
de proteccion TP4056 a la derecha.

-
C.
p
+

|-
-
-
4

4 -

sleineeee

i

Figura 3. Placa BMS 3S 20Amp.

En las secciones 2 y 3, se tiene una breve explicacién de
la celda li-ion asi como la descripcién del sistema usado
para la medicién. En las secciones 4, 5, 6 y 7 se mues-
tran resultados obtenidos, el BMS, resultados del circuito
BMS y observaciones finales.

2. Bateria li-ion

La celda li-ion es una bateria donde la energia eléctrica
puede ser almacenada como energia quimica y entonces
esta energia quimica se convierte en energia eléctrica pa-
ra cuando se requiera [3].

En la tabla 1 describimos el interior de una bateria de
1ones de litio.

Tabla 1. Estructura de la bateria li-ion.

ELEMENTO
Catodo

DESCRIPCION
Terminal positivo, esta compuesto
por LiCoO2.

Sustituido por el de fosfato de
hierro-litio(LiFePO4).
Terminal negativo, esta
compuesto por grafito.
Barrera que evita cortocircuito
entre los dos electrodos.
Medio situado entre cdtodo y dnodo
que permite el paso de la carga
electrica entre ellos. Se trata de
una sal de litio disuelta en un
disolvente orgénico [4].

Anodo

Separador

Electrolito

Una celda de iones de litio es una bateria de alta energia
en la que Li + se incrusta y escapa de materiales positi-
vos y negativos cuando se carga y descarga.

Como se ilustra en la figura 4, de izquierda a derecha,
una baterfa consta de un colector de corriente catédi-
ca, materiales activos de electrodo negativo, electrolito,
un separador, materiales activos de electrodo positivo
y un colector de corriente de dnodo. Los materiales de
electrodos positivos de las baterias de iones de litio son
compuestos de iones de litio, cominmente LiCoO2, Li-
NiO2, LiMn204, LiFePO4 y LiNixCol-2xMnx02, y asi
sucesivamente.

Los materiales de electrodos negativos son cominmente
LixC6, TiS2, V205, etc. El electrolito es un disolvente
orgéanico en el que las sales de litio, como LiPF6, LiBF4,
LiCl04, LiAsF6, etc., son solubles. Los disolventes son
principalmente carbonato de etileno (EC), carbonato de
propileno (PC), carbonato de dimetilo (DMC), carbona-
to de metilo de cloro (CIMC), etc.

El papel principal del separador en una celda es aislar
los electrodos positivo y negativo, al tiempo que permite
el transporte de iones. Recientemente, una membrana
microporosa de polietileno (PE) o polipropileno (PP) se
ha utilizado comercialmente como separador. Los iones
de litio se desunen del compuesto del catodo y se inter-
calan en la red del 4nodo durante el proceso de carga. El
cétodo tiene un alto potencial y un pobre estado de litio,
mientras que el 4nodo tiene un bajo potencial y un rico
estado de litio.

Cuando se descarga, el Li 4+ escapa del anodo y se in-
crusta en el cdtodo, produciendo un rico estado de litio
en el cdtodo. Por lo tanto, el proceso de carga y descarga
de las baterias también es un proceso de desintercalacién
e intercalacién de litio entre los dos electrodos, de ahi el
nombre de ”baterias de mecedoras”.
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Para mantener el equilibrio de carga, durante el proceso
de carga y descarga, el mismo nimero de electrones se
mueve con el Li 4+ entre el cdtodo y el 4nodo a través del
circuito externo. Por lo tanto, se produce una reaccién
redox entre el cdtodo y el d4nodo [9].

oNi  Cathode current
collector

Figura 4. Proceso de descarga de una bateria Li-ion [9]

Figura 5. Bateria Li-ion Yoshino. Fuente: mobelpri-
ze.org

La celda li-ion tiene un recubrimiento exterior de metal,
que ahora es particularmente importante porque la pila
estd presurizada.

Esta caja de metal tiene un orificio de ventilacién sensible
a la presién. Si la pila se calienta tanto que corre el riesgo
de explotar debido a una sobrepresién, esta ventilacién se
encarga, de liberar la presién generada en el interior de la
pila.

El respiradero estd colocado como medida de seguridad.
También dispone de un dispositivo que evita sobrecalen-
tamientos [5].

La carga completa ocurre cuando la bateria alcanza el
umbral de voltaje y la corriente cae al 3% de la corriente
nominal. Un aumento de la corriente de carga no adelan-
ta una carga completa. Aunque la bateria alcanza el pico
de voltaje més rdpido, en consecuencia, la carga de satu-
racién tardard més. Con una corriente més alta, la carga
al inicio es mds corta, pero la saturacién después de un
cierto tiempo tomara m4és tiempo. Una carga de corrien-
te elevada, sin embargo, llenars rapidamente la bateria a
aproximadamente un 70 %. Una bateria li-ion no necesita
estar completamente cargada como es el caso de baterias
plomo 4cido, ni es deseable hacerlo. De hecho, es mejor
no cargarla completamente porque un alto voltaje sobre-
carga la bateria. La eleccién de un umbral de voltaje mas
bajo o la eliminacién de la carga de saturacién por com-
pleto prolonga la vida de la bateria, pero esto reduce el
tiempo de ejecucién. Los cargadores de otros productos
van a la capacidad méxima y no se pueden ajustar; con lo

que la vida 1til del producto en si se percibe con menor
importancia [6].

3. Materiales y metodologia

3.1. Materiales

El circuito elaborado para obtener la grafica de volta-
je de la carga y descarga de la bateria de iones de litio
fue construido a partir de un microcontrolador Arduino
Nano, una placa TP4056, un protoboard, una placa boos-
ter step-up, un circuito optoacoplador, resistencias, leds
y cables de conexién.

Tabla2 .Equipo usado para el circuito con TP4056.

Equipamiento
Nro usado Especificacién
1 Arduino Nano Entrada de 5V
2 TP4056 Entrada de 5V,1000mA
3 Booster STEP-UP Salida de 3V-32V
4 Resistencias 7 Q, 10002, 1k, 10k
5 Multimetro Mide Voltaje, Ohms, etc

EL TP4056 es un médulo de proteccién y ademés un con-
trolador lineal completo de corriente y voltaje para una
sola celda li-ion. El voltaje de carga es fijado a 4.2V. El
TP4056 finaliza autométicamente el ciclo de carga cuan-
do la corriente de carga cae a 1/10 del valor programado
después de alcanzar el voltaje final. Otras caracteristicas
incluyen monitor de corriente, bloqueo por bajo voltaje,
recarga automética y dos pines de estado para indicar la
terminacién de la carga y la presencia de un voltaje de
entrada [7]. El circuito utilizado para las mediciones se
puede visualizar en la figura 6 y figura 7. Ambos circui-
tos son uno solo al unirse los niimeros que tienen puntos
suspensivos. En la figura 8 se visualiza la foto del circuito
armado que corresponde a las figuras 6 y 7.

TP4056 Booster StepUp
%, 18L5D
w  BATTERY
1 2 3 45

Figura 6. Primera parte del circuito en el cual se puede
visualizar el médulo TP4056 el cual controla la carga y
descarga de la celda li-ion.
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Figura 7. Segunda parte del circuito en el cual se pue-
de visualizar el Arduino Nano que registra voltaje en la
carga y descarga.

Optoacoplador
4N25

Figura 8. Foto del circuito usado en las mediciones.
Aqui no se visualiza el cable que se conecta via USB a la
computadora PC. Pero si se utiliza.

3.2. Metodologia

En la figura 6, la placa TP4056 se encarga de controlar
la carga de la bateria li-ion y a la vez se encarga de su
proteccidn, es decir, que no supere su carga maxima y su
descarga minima. Con cables que se conectan a los termi-
nales IN+ e IN- de la placa TP4056 o en su defecto con
un cable que se conecta al conector micro-usb se carga la
celda li-ion mediante un adaptador de corriente de 5v y 1
0 2 amperios. Los cables que salen de los terminales B+
y a B- del TP4056 van al Arduino Nano (ver figura 7) a
una de sus entradas analégicas, mediante lo cual se mi-
de el voltaje, y mediante un programa hecho en Arduino
podemos obtener los datos de voltaje de carga.

El voltaje de corte maximo de carga de la bateria es con-
trolado por la placa TP4056. El programa requiere un
estado légico 0, para ello se utiliza un cable soldado a su
PIN6 del TP4056 y el otro extremo se conecta a una en-
trada digital del Arduino. El estado 0 légico que se recibe
indica que la celda li-ion est4 completamente cargada y
€s en este momento que ya no se sigue suministrando co-
rriente a la celda li-ion.

En la figura 6, los cables de conexién conectados al
OUT+ y OUT- de la placa TP4056 se conectan al IN+ e
IN- del médulo booster step-up (figura 9) el cual da una
salida calibrada de 5V, este voltaje se obtiene a través
del OUT+ y OUT- de la placa blooster el cual se usa
para descargar la celda li-ion mediante una resistencia
de 7.50hms y 5W. De esta manera se puede obtener la
grafica de la descarga de la bateria li-ion.

Figura 9. Placa Booster Step Up

Cuando se llega a la carga minima de la bateria la placa
TP4056 ya no permite que siga descargandose la celda
li-ion, y mediante un cable de conexién conectado en el
PIN5 del optoacoplador que también se conecta en la en-
trada digital D5 del Arduino nano da un 0 légico que
indica que la bateria estd descargada. Cabe resaltar que
se usé un optoacoplador para separar las tierras del Ar-
duino nano de la placa booster step-up.

4. AndAlisis de graficos

Con los datos obtenidos se obtuvo las siguientes grafi-
cas en el proceso de carga de diferentes marcas de celdas
li-ion.
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Figura 10. Grafica de la carga de la celda li-ion de la
marca CAFINI.
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Figura 11. Grafica de la carga de la celda li-ion de la

marca ULTRAFIRE.
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Figura 12. Grafica de la carga de la celda li-ion de la
marca LG.

En la figuras mostradas se puede ver que la bateria pre-
senta 3 etapas al momento de cargarla, en la primera
etapa presenta una carga rapida en un corto tiempo don-
de el voltaje va desde su voltaje minimo hacia el intervalo
3.5V-3.6V, en su segunda etapa empieza una carga me-
nos rapida que la anterior donde el voltaje va desde el
intervalo 3.5V-3.6V hacia el intervalo 4.0V-4.10V y en la
ultima etapa presenta una carga mucho més lenta , el
cual tiene un tiempo de carga maés lento que las dos eta-
pas anteriores hasta llegar a su voltaje maximo, se puede
ver que el tiempo de carga de la primera etapa y segunda
etapa juntos es igual al tiempo de la tercera etapa. Asi
también, se obtuvo la grifica de descarga para cada ti-
po de bateria usando una resistencia de 5W de 7Ohms,
tomado del B+ y B- de la placa TP4056.
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Figura 13. Grafica de la descarga de la celda li-ion de
la marca CAFINI.
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Figura 14. Grafica de la descarga de la celda li-ion de
la marca ULTRAFIRE.
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Grafica de la descarga de la celda li-ion de

De estas gréficas, se pueden visualizar que al momento
que se descarga la bateria la caida de voltaje tiende a ser
una funcidn lineal.

Se visualiza también, que los tiempos de descarga difieren
dependiendo de la capacidad de descarga de cada celda.

5. BMS (Sistema de gestién de
bateria)

Las baterfas de iones de litio son sensibles a que funcio-
nen fuera de su édrea de operacién recomendada, lo que
podria conducir a un menor tiempo de vida, dafios y ries-
go de explosién. Se aplica por ello un sistema de gestién
de bateria (BMS) para controlar y proteger la bateria de
las condiciones anormales [8]. En los dltimos afios, se ha
prestado atencién a esta tecnologia de gestién de bateria
¥, con el esfuerzo de los investigadores a lo largo del tiem-
po, su funcién ahora se puede definir explicitamente [9]:
A. Monitoreo en tiempo real de los estados de la bateria.
Al medir los pardmetros caracteristicos externos (como el
voltaje externo, la corriente, la temperatura de la celda,
etc.), con el algoritmo apropiado, BMS podria realizar la
estimacién y el monitoreo de los pardmetros y estados in-
ternos de la bateria como capacidad, estado de la carga,
etc.

B. Uso eficiente de la energia de la bateria.

C. Evitar la sobrecarga o sobre descarga de la bateria.
D. Garantiza la seguridad del usuario y extiende la vida
util de la bateria.

6. Materiales y resultados para
la bateria de 12.6V

6.1. Materiales

Tabla 4. Equipo usado para el circuito de la bateria
12.6V
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Nro Materiales usados Especificacion
1 12 baterias de Li-Ion De 3.7V
2 BMS Des 3S y 20Amp
3 12 sockets Para una sola bateria
para cada bateria
4 Booster Step Up De 3V a 30V
5 Fuente de 5V con
indicador digital de De 5Amp
voltaje y corriente
6 Voltimetro digital De Ov hasta 99.9V
7 Indicador de carga Para 3S
de bateria

Se armé el circuito con celdas Li-ion y el BMS de la figura
16:

Figura 16.
BMS.

Circuito de baterias 3S 4P conectado al

El circuito del cargador usado es mostrado en la figura
16. Se utiliza una Fuente de 5V de 5Amperios que se co-
necta a un Booster Step Up. Este eleva el voltaje de 5v
a 12.73v.

Conexivn a
12.73v

)

Figura 17. Circuito del cargador de la bateria de 12.6V.

El sistema bateria y cargador que se fabricé para este
proyecto se muestra en la figura 18.

Figura 18. Bateria de Li-ion de 12.6V y el cargador.

6.2. Resultados

Las mediciones obtenidas con el sistema de bateria + car-
gador de la figura 18 se muestran en la tabla 4. El indi-
cador digital mostré los voltajes obtenidos. Al momento
de la carga y de la descarga de la bateria.

Tabla 4. Valores del voltaje mdximo y minimo de una
bateria li-ion de 12.6V

Bateria de 12.6V de iones de litio
Voltaje méaximo de carga y de corte
Voltaje minimo en la descarga y de corte

12.9V
8.1V

7. Conclusiones

Al haberse realizado diversas pruebas con tres diferentes
marcas de celdas li-ion se puede concluir que el voltaje
méximo que se le da a la bateria al momento de cargar-
lo y el voltaje minimo de la bateria al momento de ser
descargada medidos del B+ y B- del TP4056 se encuen-
tra entre los siguientes valores mostrados en la siguiente
tabla.

Tabla 5. Valores del voltaje mdximo y minimo de una
bateria li-ion tomado del B+ y B- del TP4056

Celda de iones de litio
Voltaje maximo de carga y de corte
Voltaje minimo en la descarga
y de corte

4.24V-4.25V
2.55V-2.60V

Si en la carga o descarga no se respetan estos valores da-
dos en la tabla de arriba, la bateria puede sobrecalentarse
y explotar debido a una sobrecarga; o se podria auto des-
cargar demasiado lo cual dejaria a la bateria con una vida
util disminuida, pero si se carga o descarga a la bateria
como en la figura 10 y figura 13, respectivamente, se le
estéd dando una mayor vida 1til a la bateria li-ion. Cuan-
do la celda li-ion se descarga y llega a su voltaje minimo,
el TP4056 realiza un corte que hace que ya no disminuya
el voltaje, y se puede ver que después del corte la bateria
infla el voltaje; es decir, sube un poco el voltaje de la
bateria, la bateria se auto recarga.

Cuando se colocé una resistencia de 3.30hms y 10W, el
TP4056 no permitia que ciertas celdas li-ion se descar-
guen, de esto se puede decir que, si se pone una resis-
tencia de menor valor, el TP4056 en ese instante hard
un corte, no dejard que la bateria se descargue con una
cantidad de corriente mayor a la que puede dar.

La capacidad de cada bateria influye mucho en el tiem-
po que se demora cargar y descargar, a la vez con una
bateria de mayor capacidad se pueden usar resistencias
de menor valor para descargarlos méas rapido sin que el
TP4056 lo corte en ese instante como se menciond.

El OUT+ y el B+ del TP4056 estan unidos.

En el momento que no se descarga la bateria el B+ del
TP4056 y el voltaje de la bateria coinciden. Pero cuando
empieza la descarga, el B+ del TP4056 y el voltaje de la
celda li-ion no coinciden. Esto se debe al circuito interno
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que hay en el TP4056.

La carga de la bateria de 12.6V demoré un tiempo consi-
derable de unas 8horas. Para bajar este tiempo, se hace
necesario usar booster Step Up y una fuente de mayor
amperaje. Se puede usar hasta 10 Amperios.
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