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EDITORIAL

La investigacién es una actividad inherente al que hacer universi-
tario y a través de los diversos laboratorios de investigacién que posee, gene-
ra el conocimiento necesario que impulsa la actualizacién, modernizacién y
bisqueda de nuevos horizontes que mantengan vigente esta necesidad de in-
vestigar. Dentro de las tareas que debe desarrollar una universidad esta la labor
de investigacién y a la vez difundir sus resultados. REVCIUNI, la revista de
la Facultad de Ciencias de la UNI, tiene como objetivo ser un medio que de
manera periédica muestre los resultados de investigaciones desarrolladas en la
Facultad de Ciencias, producto de proyectos de investigacién asi como de las
tesis desarrolladas en nuestra Facultad. REVCIUNI busca también motivar a
los miembros de la Facultad a publicar articulos para incrementar su frecuencia
y asf poder alcanzar nuevos retos. Es por ello que a partir del Volumen Nro
22, REVCIUNI ser4 publicada con una frecuencia de dos nimeros por aiio.

Esperamos que los articulos publicados en la REVCIUNI sirvan de mo-
tivacién para que nuevos autores aparezcan en nuestra revista y a la vez se
incremente el nimero de trabajos de investigacién en nuetra universidad.

Dr. Orlando Pereyra Ravinez
Decano
Facultad de Ciencias
Universidad Nacional de Ingenieria
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El Movimiento Browniano con Reflexién como un Problema
de Martingala

Herberth Paucar Romero, Gonzalo Panizo Garcia f
IMCA, Instituto de Matemdtica y Ciencias Afines, Universidad Nacional de Ingenieria, Calle Los
Bidlogos 245 Urb. San Cesar, La Molina, Lima 12, Peri
tgonzalo.panizo@gmail.com

Recibido el 10 de Abril del 2018; aceptado el 10 de Mayo del 2018

Este trabajo aborda el problema de la construccién del Movimiento Browniano Reflejado (RBM) en [0, 1], inicio
de caminos aleatorios reflejados reescalados. Usando el método del problema de Martingala, se demuestra que tales

procesos convergen débilmente a RBM.

Palabras claves: RBM, problema de Martingala, caminos aleatorios.

This work addresses the question of the construction of the Reflected Brownian Motion (RBM) in [0, 1], begining
of rescaled reflected random walks. Using the Martingale Problem method it is proved that such processes converge

weakly to RBM.

Keywords: RBM, Martingala problem, random walks.

1 Preliminares.

El Movimiento Browniano (MB) es uno de los procesos
estocdsticos mas conocidos y con més aplicaciones en la
investigacién técnica y cientifica [1][2][3]. Para dar una
descripcién de su naturaleza, comenzamos mencionando
que el MB es un proceso de Markov y puede ser des-

crito tanto por un generador infinitesimal £ : C?(R9) —
CH(R?)

1 G 82
£ =53 25, M
i=1
asi como por un Kernel (P;);>0
E(f(Xt)lrs) = Pt—.sf(Xs) t>s2>0. (2)

Ambas funciones estan relacionadas, y puede hallarse una
a partir de la otra usando la ecuacién

1
=lim = (P f — f).
cf im 7 (Pef = 1)
Existen varias formas de estudiar el Movimiento Brow-
niano, entre los que estdn

e Método de ecuaciones diferenciales parciales
[4].
Como el proceso cuyo kernel es solucién de la
ecuacioén en derivadas parciales:

% P(s,z) + LP(s,z) = 0 (3)

® Método del problema de Martingala [5].
Como el proceso que satisface que la siguiente

expresién es una martingala para todo
f € C¢R).

f(X0) - /0 £F(X,)ds (@)

El Movimiento Browniano con Reflexién (MBR) presenta
una dificultad adicional, que es el comportamiento en el
borde de un conjunto acotado. Los métodos mencionados
arriba no abordan esa posibilidad, por lo cual es nece-
sario trabajar con una técnica més general. Para tal fin
en el presente articulo se usard el método del Problema,
de Submartingala [6], que es propicio para estudiar pro-
cesos que se desarrollan en subconjuntos limitados, en
cuyos bordes pueden haber absorciones o reflexiones.

En primer lugar se definirdn los dos métodos que se usan
en el presente trabajo:

Sea Q es el espacio C([0,00[, R?), (I't)s>0 la filtracién
canodnica.
Definicién 1.0.1. Dadas las funciones medibles y aco-

tadas a : [0,00[xR? — Sy y b: [0,00[xR% —» R y

1 & 82 & d
L; = 5 Z a,v,j(t, .'B)m + ;bi(t, .’B)ami

3,j=1

Dado z € R¢, una solucién al Problema de Martin-
gala para L;(o para a y b) es una probabilidad P, en
(2,T) que satisface

1. Pz(Xo = :L‘) = 1,

2. f(Xt)—fOt L,f(Xs)ds es una P,— martingala para
todo f € C$°(R?).

Facultad de Ciencias — Universidad Nacional de Ingenierfa



2 Herberth Paucar Romero, Gonzalo Panizo Garcia

La definicién anterior es muy 1til porque permite cons-
truir procesos de Markov y procesos de difusién, pero
presenta algunos problemas al estudiar procesos en re-
giones acotadas, especialmente en los bordes, es por ello
que se suele definir un método menos exigente, cuyo
planteamiento es el siguiente:

Definicién 1.0.2. Sea Q = C([0, 0o[, R?), (T't):>0 la fil-
tracion candnica y G un subconjunto abierto no vacio de
R4 al que asociamos una funcién ¢ : R¢ - R de manera
que

1. ¢ € CGZ(RY)
2. G={a:€§Rd:¢(z)>0}y6G={1:€§Rd:¢(:z:)=
0

3. |Vé(z)| > 1 en 0G.

Sean también las funciones
1. a:[0,00[xG — S continua y acotada,
2. b:[0,00[xG — R? medible y acotada,

3. v :[0,00[x0G — R? continua, acotada y satisface
(v(t,z),Vo(z)) > B > 0 en todo su dominio,

4. p:[0,00[x8G — [0,00[ continua y acotada.
Definimos los operadores

1 & 52 ¥ 8
L,=_ i, (U ) 77— i(U, T) —
3 Z a;j(u ’”)az,-ax,- +,-z=;b (u :z:)axi

,j=1

= F)
Ju = Z'Yi(u’ z) 6mi .

Se dice que una probabilidad P en (Q,T') resuelve el
Problema de submartingala en G para los coeficientes
a,b,y ypsi:

1. P(X; € G) =1 parat >0,

2. My(t) = f(t,Xe) = f[la(fu + Luf)(u, Xu)ldu
es una P—submartingala pare cualquier f €
Cé’z([O,oo[xR") que satisface pf: + Jof > 0 en
[0, 00[xOG.

2 Fundamentacidén tedrica.

Cuando el proceso se desarrolla en una regién con fron-
tera es conveniente empezar a analizar dicho proceso con
el Problema de submartingala, ya que considera su com-
portamiento en el borde. Partiendo de la verificacién del
problema de submartingala, hay una forma de conseguir
un resultado similar al Problema de martingala:

Theorem 2.1. Sea P la solucion del problema de sub-
martingala. Eziste una dnica funcion & : [0,00[xQ —
[0,00[ continua, no decreciente y no anticipante tal que
&(0) =0, E(&(t)) < oo,

€o(t) = /0 Lo (Xu)dEo(u) (5)

t
£6.%) - [ oK), Xu)ldu-
e 0 (6)
[ 0fu+ T Xudo(w)
0
es una P—martingala para todo f € F. En particular
si f € Cp?([0,00[xR?) y pfu + Juf > 0 en [0,00[xOG
entonces
t
16X = [ e+ Luf)u, Xuldu-
® (7)
[ 6t + uf)w Xu)deow)
0
es una P—martingala.
Proof. Ver [6) O
El andlisis de procesos de difusién suele iniciar cons-
truyendo procesos en tiempo discreto (con saltos de es-
tado en multiplos de un h > 0) a los que se asocia fun-

ciones que asemejen los coeficientes de arrastre y de di-
fusién de un proceso en tiempo continuo.

Definicién 2.0.1. Sea (P"),>0 una familia de procesos
con saltos en multiplos de h, se definen los siguientes
coeficientes(de error, difusidn y arrastre.)

. 1 o
A ho) = 3 [y - 2lPT,dy) a>o0.
. 1
a"(jh,3) = 5 [ —2)® (v - 2)IL}(z,dy)

tGih,a) = 3 [ (0= 2 (2, d).

Se extiende la definicién anterior para cualquier
tiempo t € [0, T]

1
artz) = 5 [ Iy =al**T(z,dy)
para jh <t < (j+ 1)h.
1
a(t,2) = 3 [W-2)® @ -2 (z, )
para jh <t < (j+ 1)h.
. 1
bh(Jh, x) = i /(y - :c)l'I;-‘(m, dy))

para jh <t < (j+ 1)h.

Si dichos coeficientes cumplen adecuadas condiciones, se
prueba que existen subsucesiones de dichos procesos que
convergen débilmente a algin proceso:

Theorem 2.2. Si se verifican las condiciones:

1. Sea supoci<rsup,g AM(t,z) = A(h). Sih — 0
entonces A(h) — 0,

2. Ezisten constantes M < oo y ¢ > 0 tal que
16" (¢, 2)| > M — (Vé(z), b4(t, 2)) > c||ph(t, )],

Facultad de Ciencias — UNI
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El Movimiento Browniano con Reflexién como unProblema de Martingala.. . . 3

8. Para todo § > 0 existe una constante Ms < oo tal
que [|b"(t,z)|| > Ms — ¢(z) < 4,

4. Existe wuna constante M < oo tal que
SUPg<i<7 SUP, g a™(t,z) < M.

Entonces para cualquier compacto K C G la coleccidn
{P!,h > 0z € G} es relativamente compacta. Ademds
cualquzer limite débil estd concentrado en C([0,T],G) C
D([0,T],G).

Proof. Ver [6]. O

Si ya se tiene probada la existencia de un proceso limite,
y las funciones a,b,7 y p (las dos dltimas solo actuan
en la frontera) se relacionan adecuadamente, entonces se
obtiene el problema de submartingala.

Proposition 2.3. Si se cumplen las condiciones

1. a® = a y b" — b uniformemente en compactos de
[0,T] x G, con a y b coeficientes continuos de di-
fusion y arrastre ,

2. Ezisten una funcion continua acotada p(t,z) >0y
una funcién vectorial continua (¢, z) en [0, T]x0G
tal que (7(t,y), Vo(y)) = 1. Sean Jo = {(t,y) :

p(t,y) =0}, J1 = {(t y) : p(t,y) > 0}, p y v estdn
relacionadas con a" y b* de la forma:

(a) Dado (t,y) € J1 y € > 0 existen hg,dy > 0 tal
que si |t —y| < &g, |s—t| < b, h < ho y
(Vo(z),a"(s, w)Vcb(x)) < 8o = [lat(s,2)| <

€ vl (s,2) - T8

(b) Dado (t,y) € J1 existen 5 >0 My < oo tal
que si |z —y| < &y, |s—t| < & = ||b(s,2)| <
My Vh,

(c) Dados (t,y) € Jo y M < oo ezisten hg,dy > 0
tal que si |x —y| < &g, |8 —t| <o, h < ho ¥y
(Vo(z),a"(s,2)V(z)) < b0 — ||b"(s,z)|| >

(d) Dados (t,y) € Jo y € > 0 existen hg,89 > 0
y No < oo de tal manera que si |z — y| <
do, |8 —t| < o, h < ho y ||b"(s,z)|| > No —

b
I e s ~ ()l <

y st ademds h, - 0, z, > T y P;‘: = P. Entonces P
tiene las siguientes propiedades

Yil<e,

1. P(Xo = Z) =1

2 o e of
2. Para toda funcién f en Cy*([0,T] x G) con Pt
('7,Vf) >0 en [0,T] x 6G’ la expresion f(t, X;) —
fo (fs+Lsf)(s, Xs)1g(Xs)ds es una submartingala,

2f of
donde L,f = 3 Z” laqm +Z?=1 oz,

Proof. Ver [6). O

3 Construccién del MBR.

Sea un camino aleatorio ™ con transiciones en tiem-
pos enteros y espacio de estados {0, 1, ...,n}, definido de
manera que si el camino estd en un estado 7 del subespacio
{1,2,...,mn — 1} entonces podré4 saltar a los estados i — 1
e ¢t + 1 con probabilidad % en ambos casos, si estd en
el estado 0 podra saltar al estado 1 con probabilidad 1
y si se encuentra en n saltard al estado n — 1 también
con probabilidad 1. A partir de este camino aleatorio se
construye un proceso en tiempo continuo:

X": (Q,T,Q) - D([0,T),{0,1,2,..,n}) Vn € N (8)

mediante la relacién

Xi'=ngsik<t<k+1,Vk>0,
con distribuciones
=Q(X™)™! Vn € N. 9)

La matriz de transicién de dicho proceso X™ es:

[0 1 0 0 0 0 0]

3 0 70 0 0 0

0 % 0 % 0 0 O

0 00O 3 0 %

0 0 0 0 ... 01 0f

y su generador L, actua en las funciones f
{0,1,...,n} - R como:

HUG+D =IO +30G =1~ 16)
. sij€ vy —
@D =3 1 si0) i 7 = 0
f(n—1)~ f(n) si j =n.

Haciendo un reescalamiento espacial del proceso anterior
se obtiene

e X2
t n ’
con espacio de estados E,, = {0, 1 s g 1}

Si ademds se reescala el tiempo en el fa.ctor n? se tiene el
proceso

Yina, (10)
cuyo generador L, aplicado a las funciones g
{O,n, L5211} 5 R da
et e (322
_ gz —L)—g(x))] size suay Tm b
En9)@) =1 alg(d) 50y si 2 = 0;
n2[g(1 - 1)—9(1)] siz=1

De la coleccién de procesos (Y™),>o seleccionamos la
subcoleccién (Y2"),,>o debido a que nos permite cons-
truir una sucesién de procesos con espacios de estados
crecientes y encajados

Ei.CE; CE;C
Dados G =]0,1[ y 8G = {0, 1}, se verifica que la funcién
¢:[0,1] > R
z—z(l—x)

REVCIUNI 21 (1) (2018) 1-5
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4 Herberth Paucar Romero, Gonzalo Panizo Garcia

determina bien la regién [0,1], en el sentido de que
cumple:

]O’ 1[= ¢_1 (]01 Oo[)7

{0,1} = ¢7*({0}),

l¢ (0)| =g (1) = 1.
Debido a que para el proceso Y2" el espacio fue rees-
calado en el factor 2", se debe reescalar el tiempo en el

1
factor = 22" y se define la funcién de transicién como:
n

1 1 1
(2,2 + 5) =M@, — 5) =
n—.
szme{%, ,22n 1},
1
hn —
?m_1

Luego se hallan los coeficientes de error, difusién y arras-
tre de los procesos en tiempo discreto (Definicién 2.0.1):

L 1 2" —1
@Sl$€{'2—n,...,2—n 5
20‘"

1 .
gon siz=1.

APn(hj, z) = si x = 0;

1size{x,.., 521}
1six=0;
lsiz=1.

ah"(jh, x) =

. 1 2"_14.
Osiz€ {3,...%—}

2" si x = 0;
2" si x = 1.

e (Jh,z) =

De ahora en adelante se simplificard la notacién escri-
biendo a™(.,.) en lugar de a”(.,.) y de igual manera
para b~ y Ahn,

Se verifica que los coeficientes anteriores satisfacen las
condiciones del Teorema 2.2:

1
1. A(n) = supg<s<r SUPze(0,1) At x) = 5 — por lo

tanto A(n) — 0 cuando n — oo,
2. Sean ¢ = M =1 tal que si ||b"(t,z)|| > 1 (entonces

x € {0,1}) y por ello para z = 0 tenemos (1)(2") >
(1)(2") y para z =1 (-1)(-2") = (1)(2"),

3. Para cualquier J elijamos Ms = 1 de manera que si
6™ (¢, z)|| > 1 entonces z € {0,1} y ¢(x) =0< 4,

4. Eligiendo M =1
obtenemos supy<;<7 SUPz¢(0,1) a™(t,z) < 1.

Por lo tanto la coleccién de procesos (Y2" Jn>0 es rela-
tivamente compacta en D([0,71],[0,1]) y cualquiera de
sus limites débiles estd concentrado en C([0,T],[0,1]) ,es
decir 3(k,) CNy Y : (Q,T,Q) — D([0,T],[0,1]) tal que

Y2 oy

con la distribucion P = QY~! concentrada en
C([o, T, [0,1]).
A continuacién se comprueba que los coeficientes

cumplen las condiciones de la Proposicién 2.3:

1. Comoa™ =1y b™ =0en]0, 1] la primera condicién
se cumple,

2. Sean p = 0 y ~(¢,0) = 1,4(¢,1) = —1 fun-
ciones en [0,7] x {0,1} que cumplen la igualdad
(7(t,y), Vo(y)) = 1. Los conjuntos Jy y J; serian
respectivamente [0,7 x {0,1} y 0

(a) Se cumple pues J; = 0,
(b) Se cumple pues J; = 0,

(c) Se sabe que (¢'(z))2 = (1 — 2z)2, si elegi-
mos Jg < —16 entonces los x para los que
ly — 2| < do y (Vo(z),a"(s,2)Ve(z)) < o
deben estar a una dlstanc1a menor a %5 de
los bordes y pertenecer a | = 2 20[ cosa que no
se cumple. Por lo tanto por defecto se verifica
el item,

(d) Si No = 1 con lo que z € {0,1} y por ello
I bh(s, )
(bh(s, ), Vo(z))

la condicién.

—v(t,y)|| = 0 cumpliéndose

Por lo tanto para todo f en Cy2([0,7T] x [0,1]) con
af of s
- > - < >
e (t,0)0 >0y B (t,1) <0,t >0, la expresién

192f

16X = [ (4 5506 X hen(t)ds (1)

es una P— submartingala.

Como P esté concentrada en C([0,T], [0, 1]2 la expresién
(11) es una submartingala para f € C*([0,T] x R).
Ademds una funcién f € Co ([o, oo[xéR) restringida,
al dominio [0,7] x R pertenece a Cy*([0,T) x R), por
lo que para t € [0,7T] (11) es una submartingala para
f € Cy*([0, 00[xR), y por ello P resuelve el problema de
submartingala.

Observaciéon. En el presente trabajo se eligié p = 0 y
7(0) =1, (1) = —1, hecho que puede ser interpretado
asegurando que el campo de velocidades en 0 es +00 y en
1 es —00, lo que explicaria el hecho de que en los bordes

el proceso es reflejado inmediatamente. Si Y fuera finito

cabria la posibilidad que el proceso se quepdara pegado
un lapso en la frontera. Por ello, como los caminos o
trayectorias son continuos, tocaran la frontera en tiem-
pos aislados y por lo tanto una cantidad contable de veces
hasta un tiempo finito T .

Facultad de Ciencias — UNI
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El Movimiento Browniano con Reflexién como unProblema de Martingala.. .. 5

Debido al teorema 2.1 se puede hallar una funcién & que
solo aumenta cuando el proceso toca el borde {0,1}, de
manera que

t 2
16X = [ Mo+ 5 5) (s Xuldu -

/0 Tuf (u, Xu)dEo(w)

es una P—martingala para f € Cy([0, co[xR).

g})servacién. é)l\}_étese que ya no se requieren ni
- > i — < > 0.
8m(t’0) >0 ni 8:1:(t’ 1)<0,t>0

Fijando un w € C(|[0, 00[%[0,1]), como & es continua,
no decreciente y solo puede aumentar en un conjunto
contable de tiempos aislados (ver Observaciones prece-
dentes), &o(.,w) es constante. Por ello, con f bajo las
mismas condiciones que arriba se obtiene que
t 2

16X0 — [ [(fut 395w Xo)ldu

0 X

es una P—martingala.

Hasta ahora se ha usado la teoria general, pero como
el proceso se construyé a partir de procesos en tiempo
discreto homogéneos (sus matrices de transicién no de-
penden del tiempo), los resultados se pueden adaptar de
manera que se obtiene que

t
10 - [ 1GED N

es una P—martingala para f € CZ(R).

Por lo tanto P es un proceso de Markov, mas aun es

una difusién con generador -;—EF, que corresponde a un

Movimiento Browniano, y se mueve en el intervalo [0, 1],
reflejdndose inmeditamente al tocar el borde {0,1}.
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En este trabajo, se aproxima la solucién de un problema de difusién variable con condicién de frontera Neumann
(siendo posible otras condiciones de frontera) a través de una novedosa técnica numérica conocida como método
Hibrido de Alto Orden con sus siglas en inglés (HHO), el cual posee las siguientes caracteristicas: i) aproximacién
con polinomios de orden arbitrario sobre los elementos y bordes (o caras) de mallas poliédricas generales, ii) disefio
de un operador discreto llamado gradiente reconstructivo local (elemento a elemento) y un término de estabilizacién
local, que impone débilmente el salto entre el polinomio basado en el elemento y sus respectivos bordes, iii) costo
computacional barato gracias a una condensacién estitica, que nos permite trabajar solo sobre el esqueleto de la
malla. Probamos que el esquema numérico estd bien planteado y es convergente, obteniéndose la estimacién de
error de la variable potencial y del flujo. Finalmente, se proporcionan algunos ejemplos numéricos, que estén de
acuerdo con nuestros resultados teéricos.

Palabras Claves: Problema eliptico de Neumann, mallas generales, orden arbitrario, gradiente reconstructivo.

In this work, we approximate the solution of an elliptic diffusion problem with Neumann boundary condition
through a novel numerical technique known as Hybrid High-Oder (HHO) method, which has the following charac-
teristics: i) the support of arbitrary approximation order polynomial at mesh elements and faces (or edges) on
general polyhedral meshes, ii) the design of a local (element-wise) discrete gradient reconstruction operator and a
local stabilization term, which weakly enforces the matching between the polynomial based on the element and its
respective faces, iii) cheap computational cost thanks to static condensation, which allows us to solve only on the
skeleton of the mesh. We prove the well-posedness of the numerical scheme as well as its convergence, obtaining
the error estimates of potential and flux variables. Finally, some numerical examples are provided, which are in
agreement with our theoretical results.

Keywords: Neumann elliptic problem, generalized meshes, high order approximation, reconstructive gradient.

1 Introduccién

En los iltimos afios, se ha dedicado un esfuerzo sig-
nificativo a la concepcién y andlisis de métodos de
discretizacién para Ecuaciones en Derivadas Parciales
(EDP) elipticas en mallas generales, incluidas las in-
terfaces no coincidentes y elementos politépicos. Estas
mallas se encuentran, por ejemplo, en el contexto de
simulaciones de flujo subsuperficial en acuiferos salinos
y cuencas de petréleo, donde los elementos poliédricos
y las interfaces no coincidentes aparecen como conse-
cuencia de las capas y fracturas erosionadas. También
pueden aparecer elementos politépicos en el modelado de
yacimientos de petréleo, especificamente en las regiones
cercanas al pozo, donde las mallas radiales se emplean
generalmente para explicar las caracteristicas (cualitati-
vas) de la solucién.

Paralelamente, los métodos de discretizacién de alto
orden han recibido una atencién significativa en los
dltimos afnos. Ya que aumentar el orden de aproxi-
macién puede acelerar significativamente la convergencia
cuando la solucién muestra una regularidad local sufi-

ciente. Cuando éste no es el caso, la convergencia de los
métodos de alto orden se pueden recuperar utilizando la,
adaptacién de malla (mediante refinamiento local o en-
grosamiento). Los métodos de discretizacién politépicos
de alto orden pueden obtenerse mediante enfoques total-
mente no conformes, como el método de Galerkin Dis-
continuo con sus siglas en inglés (DG); cf. [1]. Una clase
interesante de estos ltimos son los llamados métodos de
Galerkin Discontinuos Hibridizables (HDG) [5], los cuales
se disefaron originalmente como versiones discretas de
una caracterizacién de la solucién exacta en términos de
soluciones de problemas locales combinadas globalmente
a través de condiciones de transmisién.

Nuestro enfoque estd aqui en el método de alto or-
den hibrido (HHO) introducido en ([11],[9]). El término
hibrido se refiere al hecho de que el método se formuld
originalmente utilizando incégnitas discretas ligadas a las
celdas y caras de la malla. Estas incégnitas discretas
son funciones polinomiales, las ligadas a los elementos
de malla pueden eliminarse localmente por condensacién
estdtica. El término de alto orden se refiere al hecho
de que el orden de las funciones polinomiales puede ser
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Método Hibrido de Alto Orden con condicién Neumann, Dirichlet o mixta para un problema de difusién variable 7

un entero arbitrario k¥ > 0. La idea principal de los
métodos HHO consiste en reconstruir localmente los ope-
radores diferenciales de orden superior que actian sobre
las incégnitas ligadas al elemento y sus caras. Estas re-
construcciones se basan en la férmula de integracién por
partes. También se introduce un término de penalizacién
de alto orden a las contribuciones locales para obtener la
estabilidad del método. Este término nos permite acoplar
localmente las variables ligadas al elemento con el de sus
caras. Las contribuciones locales se conciben de modo
que las tnicas incégnitas acopladas globalmente después
de la condensacién estatica sean polinomios discontinuos
en el esqueleto de malla.

Los métodos de HHO ofrecen varias ventajas.
Ademas de trabajar con mallas generales, su construccién
es independiente de las dimensiones, y son localmente
conservativos [10]. Ademds, permiten un tratamiento
natural de los pardmetros fisicos [8] y conducen a dis-
cretizaciones que son robustas en todo el rango de
variacién de los parametros fisicos en diversas situaciones,
por ejemplo, difusién heterogénea / anisotrépica (8], elas-
ticidad lineal casi incompresible [9].

El objetivo de este documento es proporcionar una
revisién actualizada del método HHO para problemas
elipticos con un tensor de difusién que puede ser hetero-
géneo/anisotrépico. Asumimos que existe una particién
{Tp,T'n} de la frontera ' := 8Q tal que I" := Ty UTp,
'vNIp=0ycon |[I'p|>0.

—V - (KVu)=fenQ, (1a)
KVu-n =gy sobre 'y, (1b)
u = gp sobre I'p, (1c)

donde f € L%(Q), gn € L*(Tn), gp € HY/2('p) y n la
normal exterior unitaria.

El problema con condicién de frontera Dirichlet puro
ha sido analizado en [8], el de condiciones mixtas en [12]
y recientemente se ha analizado el caso de condicién de
Neumann puro en [3]. Es importante destacar que el
andlisis de esto tltimo no estd contenido en [12] .

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En
la seccién 2 se introduce el problema modelo para el caso
particular de condicién de frontera Neumann. Seccién 3
se introduce las notaciones y definiciones generales, asi
también como el espacio discreto y el operador de recon-
struccién. Seccién 4 se introduce la formulacién segiin la
filosofa HHO. Seccién 5 se presenta el andlisis de error
a priori y finalmente en la seccién 6 se muestra algunos
resultados numéricos.

2 Problema modelo

Sea 2 C R%, d € {2,3}, un dominio politépico abierto,
acotado, con frontera Lipschitz continua I' := 89 y nor-
mal exterior unitaria n. Para cada subconjunto conexo
X C © con medida de Lebesgue no nula, el producto in-
terno y la norma del espacio L?(X) son denotados por
()x ¥ || - ||x, respectivamente, y la misma notacién se
usa en L?(X)?. Sea K € [L*(R)]?*?¢ una funcién ten-
sorial (describe las propiedades del material) simétrica,

Lipschitz por partes sobre una particién politépica Pq
de 2, uniformemente eliptica, en el sentido que, existe 2
constantes positivas c¢; and cg, tal que en casi todo punto,
z €,

alt? <ETK(z)€ <c2l€° VEER4,

donde | - | representa la norma euclideana usual en R9.
Consideramos ahora el problema de Neumann, cuando
I'p =0y Ty =T. Adems4s, sea f € L2(Q) el término
fuente y g € L%(T") el flujo a través de la frontera. Este
tipo de problema puede expresarse como:

-V - (KVu)=fin Q, (2a)
KVu-n=gonT. (2b)

Enfatizamos que el andlisis variacional del problema de
Neumann (2) es diferente del correspondiente al problema
mixto (1), pues en este tltimo se aprovecha el hecho que
la frontera Dirichlet es de medida no nula. Por otro lado,
para garantizar existencia de solucién débil de (2), exigi-
mos que los datos f y g cumplan la siguiente condicién

de compatibilidad
/ f+ / g=0. 3)
9} r

Es bien sabido que la formulacién primal de (2) se lee:
Encontrar u € U := {v € H'(Q) : (v,1)q = 0} tal que

(KVu,Vv)g = (f,v)a + (g,v)r Yv e, (4)

donde se ha impuesto la condicién de media nula en el
espacio de bisqueda para obtener unicidad de solucién
débil. Se sigue de la desigualdad de Poincaré-Wirtinger
y del lema de Lax-Milgram, que el problema (4) tiene
solucién débil, y ésta es tinica.

Para simplificar la exposicién, también asumiremos
que K es un polinomio por partes; de lo contrario, se debe
tener en cuenta un error de cuadratura adicional. En
aplicaciones de geociencia, K a menudo se puede tomar
constantes por partes.

3 Marco discreto

Sea H C R* un conjunto contable de tamafio de mallas
que tienen al cero como tnico punto de acumulacién y
(Th)hen una familia de mallas admisibles de Q (véase
Seccién 1.4 en [7]). Cada T es una coleccién de ele-
mentos politépicos abiertos 7', no vacios, disjuntos dos a
dos, tal que 2 = Upes, T y h = maxrer;, hr (con hr el
didmetro de T'), y existe una submalla de 7}, de simplices
de nodos coincidentes con tamaifio de malla localmente
equivalente y de forma regular en el sentido usual (y es
el parametro de regularidad de la malla). Llamamos cara
F a cualquier hiperplano cerrado y conexo de Q con me-
dida positiva de dimensién (d — 1) y tal que (i) existen
Ty, T> € Ty tal que F C 8Ty N 3T, (F es llamada cara
interior) o (ii) existe T' € T, tal que F C 8T N o (F
es llamada cara frontera). Las caras interiores forman
el conjunto F}, las de frontera forman el conjunto F?,
y sea Fp, := Fj U FP el conjunto de caras inducido por
Tr- El didmetro de una cara F' € Fj, se denota por hp.
Para cada T € Ty, Fr := {F € Fu|F C 0T} denota el
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8 Rommel Bustinza, Jonathan Munguia La Cotera

conjunto de caras ligadas a la frontera de T y, para cada
F € Fr, nrr denotar4 la normal unitaria a F apuntando
hacia el exterior del elemento T'. En sucesiones de mallas
admisibles, para cada T' € Ty, y cada F € Fr, hr es
uniformemente comparable a hr en el sentido siguiente

’)’2hT <hgp<hr. (5)

Ademis el siguiente cardinal card(Fr) es uniformemente
acotado. Las desigualdades de traza discreta y multi-
plicativa usuales se cumplen en las caras de los elementos.
Los siguientes suposiciones y notaciones se utilizar4n en
este trabajo:

1. Existe una particién Py de  tal que K es Lipschitz
por partes, y la malla 7; encaja en una particién
(politépica) Pq asociada al tensor de difusién K en
el siguiente sentido: existe un tnico elemento ; de
Pq que contiene a T'. Para simplificar la exposicién,
asumiremos que K es polinomial por partes.

2. Denotamos por K, y Kr los valores propios més
pequeino y més grande de K en T'. Introducimos la,
razén local de anisotropia pr := Kr/k, > 1.

3. Ademés, A < B denota la desigualdad A < CB
con constante positiva C' independiente del grado
polinomial k, el tamafio de malla A y el tensor de
difusién K.

4. Para evitar la proliferacién de simbolos, asumi-
mos que para todo T € T, la constante Lipschitz
del tensor K sobre T, denotada por L%, satisface
L5 S .

3.1 Espacio Discreto

Sea k > 0 el grado polinomial. Para todo T € Ty,
definimos el espacio local de grados de libertad como
U = P(T) x [Irex, P5_1(F), donde PX(T) (resp.,
P%_, (F)) es el espacio de polinomios de d variables (resp.,
(d—1) variables) de grado total a lo més k, definido en T’
(resp., F). El espacio global de grados de libertad sobre
el dominio §2, se define como.

uy = [I Pim) x ] P5.(F).

TETh FeF,

Para cada T € 7T, se define el operador de reduccién
local I¥. : H(T') — U%. tal que, para todo v € H(T),

l,;‘v = (Wfllc‘v’ (W,}g'v)FG}'-r)a (6)

donde 7% y w% denotan las proyecciones ortogonales de
L? sobre PX(T) y Pk_, (F), respectivamente. El opera-
dor de interpolacién global If : H(Q) —» U k se define
tal que, para todo v € H'(R),

Iiv := ((m5v)rem, (TEv)Fer,) - (7)

3.2 Operador gradiente reconstructivo

ParacadaT € Tp, y I > 1, lP’fi"'l’o(T) denota el espacio
de polinomios de d variables de grado total < I, con me-
dia nula sobre T'. De esta manera, se define el operador
gradiente reconstructivo local G% : UL — VP5t10(T)
tal que, para cada vy := (vr, (Vr)rery) € Q'} y cada
wE ]F'{d”'l’0 (1),

(KGYwr, Vw)r = (KVur, Vu)r

+ Z (vP —vr, KVw - narp)p. (8)
FeFr

Definimos también el operador potencial reconstructivo
p% : U% — P5+1(T) tal que, para todo v, € U,

[ #hor = [ ®

El siguiente resultado muestra que p,’}L’q‘- es la proyeccién
eliptica ponderada con respecto a K sobre ]F’,’;+l (T).

k — k
Vpror = Grur,

Lema 3.1 (Caracterizacién de p5I% y consistencia poli-
nomial). Para cada v € H'(T) y w € PX*Y(T), se cumple
(KV(v - p¥Izv), Vw)r = (K — K1), Vo)1

- Z (mkv — nkov, (K — Kr)Vw - nrr)p,
FeFr

(10)

donde Kt denota el valor medio de K sobre T. Ademds,
si K es constante por partes, se obtiene la siguiente
propiedad de ortogonalidad:

(KV(v — pkIkv), Vw)r =0, (11)
y la propiedad de consistencia:
Pilkv=v VvePY(T). (12)

Demostracién. Para la demostracién de (10), referimos al
Lema 2.1 en [8], al Lemma 3.1 en [12] para la propiedad
de ortogonalidad y la consistencia polinomial. (]

Lema 3.2 (Propiedades de aproximacién de p’}l’}). E-

riste un numero real C > 0, que depende de v y d, pero

independiente del grado polinomial, el tamario de malla,

y el tensor de difusion. Asi para todo v € H*(T) se
cumple:

o~ Pssol], + 1322 o~ ik,
+he |[V(o - phLio) | + 1 |V ~ phs)|
< Corht vl oy » (13)

para todo s € {2,--- ,k+2}. Aqui, o = 1/2 si K cons-
tante por partes, y o = 1 en otro caso.

Demostracién. Se utiliza ampliamente las propiedades de
aproximacién de las proyecciones ortogonales (ver 7.1),
ver el Lemma 2.1 en [8] para la demostracién. a
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Método Hibrido de Alto Orden con condicién Neumann, Dirichlet o mixta para un problema de difusién variable 9

4 Formulaciéon discreta del
problema

Ahora, definimos el espacio global discreto para la for-
mulacién HHO, como

U = {v, € U} : (vn,1)a =0},

con v, := {vr}reT;, ¥ la siguiente seminorma discreta
sobre U,

_ k
“Qh”%(,h = Z pTIIIQT'ﬁ(,T, Vv, € Uy, (14)
TETh

donde |vrlkr = [K?Vourl} + lurlkor ¥

kr
lorlkor = Z h_”'UF — vrl}, con kp =
FeFr
||n§FKnTp||Loo(p), para cada vy € Q’;ﬂ-
Proposicién 4.1 (Norma || - ||x,»). . El mapa || - ||k,»

define una norma sobre Qﬁ’o.

Demostracién. Es suficiente probar que Vv, € U ’,‘;0:
lvpllx,n = 0 = v, = 0,,. La prueba se sigue de [3]. O

Para discretizar (4), introducimos las siguientes formas
bilineales sibre U¥ x U¥:

ah(ﬁh,yh) = Z a’T(gT,QT)’
TETh

sn(wp, ) = Y sr(up,vr), (15)
TE€Th

donde, para cada T € T}, las formas bilineales locales ar
y st definidas sobre U ,'} x U. ?, son dadas por

ar(ur, vy) := (KGYur, Ghvr)r + sr(ur, vr), (16a)
ST('I_"’[HQT) =

k
> 5 (nk(ur — Pfur),nk(vr — Pfor))r.  (16b)
F
FeFr

donde Pk : U% — PX+1(T) es definido tal que, para todo
QT = Qg‘s

Pfvr = vr + (phor — nhphor). (17)

La funcional lineal del lado derecho en (4) es discretizada
de la siguiente ma

APENDICE A

En el siguiente lema, se muestra que la proyeccién or-
togonal L? sobre el espacio de polinomios de grado total
menor o igual a [, P4(T), tiene propiedades de aproximaci
6n sobre cada elemento de la malla.

Lema 4.1 (Propiedades de aproximacién del proyec-
tor ortogonal). Dado un entero I > 0, y T € Ty, de-

notamos w4 el proyector L? sobre P4(T). Entonces,

para cada par s,t € R con 0 < s <t < 1+ 1 existe

Capp = Capp(7,1) > 0, tal que

[v — 50| o (1) < Cappht*|V|me(ry, Vv € HY(T). (18)

Ademds, eziste C,’,pp > 0 tal que, para todo t, 1/2 <t <
l+1, se cumple

o —7hollor < Chpphis /2 [0lue(ry, Vv e HY(T), (19)

donde |- |ge(1y Y |- |ge(T) denota la seminorma sobre sus
respectivos espacio de Sobolev.

Demostracién. Para ver una prueba de este lema, referi-
mos a los Teoremas 3.2 y 3.3 en [13]. Onera

b(wy) = Y (fivr)r +Y_(9,vF)F- (20)

TETh FeFp

Luego, el problema discreto se formula como: Encontrar
u, € Q,’i’o tal que,

an(uy,v,) = bu(v,) Vv, € Hi’i'o' (21)

Introduciendo el operador gradiente reconstructivo global
GE : Q_ﬁ = [lrer, V]P’ZH(T) tal que, para cada v, €
u;,

(Ghup)lr = Gfvr VT €Th, (22)
podemos reformular la forma bilineal ap, definida en (15)
como

an(up,vy) = (KGFuy,, Giv,) + sn(uy,v,).  (23)

Para analizar la estabilidad del problema discreto, pre-
sentamos las semi-normas de energia local y global de la
siguiente manera:

||Qh||§h = Z II_‘llelz'T where,
TETh

||2T||z,T = ar(vr.v1), (24)

El siguiente resultado establece una relaciéon importante
entre || [lo,r and || - ||,z

Lema 4.2 (Propiedad de estabilidad). Para todo vy €
U '}, se cumple:

pr ”QT"%(,T = ||2T||§,T < PT||QT||§(,T- (25)

Consecuentemente, para todo v, € UF, ||v,llknr <

lvplla,n s ¥ ast se concluye que el problema (21) esta bien
planteado.

Demostracién. La demostracion recae en el Lema 3.1 en
[8], donde se utiliza las propiedades de aproximacién del
operador pkI%. m]

5 Analisis de Error

En esta seccién probamos estimaciones de error del po-
tencial usando la norma de la energia y la norma del
espacio L2, bajo suposiciones de regularidad adicionales.
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10 Rommel Bustinza, Jonathan Munguia La Cotera

Teorema 5.1 (Estimacién con la norma de energia). Sea
u € U la solucion eracta de (4) y sea w, € Qﬁ’o la
solucidn discreta de (21). Asumimos que u € H*+2(T3,).
Definimos el error de consistencia como &, (vy) =
ah(lflu, v,) — ba(vy,). Luego, recordando la definicion de
« (dada en el Lema 3.2), se cumple
I — upllap < sup
v, €U, 2 lla,n=1

1/2

— 2(k

< { Z Krp2ot1 R +1)“u||§1,¢+2(T)} . (26)
TETh

En(vy)

Ademds, aplicando el Lema 3.2, se cumple

IKY2(Vu - Ghuy) o

1/2
< { > ETp§a+1h2T<k+1>||u||§,k+,(T)} .21
TETh
Demostracién. Se sigue de [3], donde gracias a la

propiedad de estabilidad (25) se puede expresar la norma
del error en funcién del error de consistencia y luego aco-
tarlo por las propiedades de aproximacién de los proyec-
tores y del operador eliptico, las funciones dato y la
continuidad del flujo a través de las caras, obteniendo
asi (26), a su vez de la desigualdad triangular y (26) se
obtiene la estimacién (27) para el error del flujo. O

A continuacién, probamos una estimacién del error
entre up y Ifu con la norma L2, tal que

up|lr :=ur and Ifulr:=7ku VT eT. (28)

Para este fin, necesitamos un supuesto adicional de regu-
laridad eliptica en la siguiente forma: Dado w € L2(2) :=
{g € L*(2) / (g,1) = 0}, sea z € U la funcién tal que

(KVz,Vv)g = (w,v)q YveU, (29)
la cual satisface la estimacién a priori:
K = minpe7;, Kp. (30)

||Z||H2(n) < k7 Hw|lq,

En el siguiente teorema suponemos que el tensor de di-
fusién es constante por partes.

Teorema 5.2 (Estimacién con la norma L?). Bajo las
suposiciones del Teorema 5.1, la regularidad eliptica (30)
y que f € H*(Ty,), g € H*/2(FP) | luego se cumple:

K

—1/2 1/2
K — 2(k+1
Itfu = wnlla 5 E—ph{ 3= Frppndit ulfnracry

TETh

+5—1hk+2{||fllm("n.) + I|9I|Hk+l/2<f»?>}> ’
(31)

donde, K := maxreT; K, K/k, y h :=

maxreT;, hr.

p =

Demostracién. La demostracién se sigue de [3], donde se
usa técnicas similares al Teorema 5.1 y la propiedad de
regularidad eliptica (30). ]

6 Resultados numéricos

En esta secci6n presentamos tres ejemplos numéricos
para evaluar las propiedades de nuestro método. Uti-
lizamos diferentes mallas para las pruebas numéricas.

Basamos nuestro c6digo en el desarrollado por Di
Pietro en ([11], [9]), donde, la implemetacién del ope-
rador gradiente reconstructivo (8), los proyectores orto-
gonales 7% y 7r§-, esta basado en las facilidades de algebra
lineal (factorizacién de Cholesky robusta) proporcionado
por la libreria Eigen3 [15]. El sistema reducido obtenido
después de la condensacién estética sobre el esqueleto de
la malla es resuelto usando SuperLU [6] a través de la
interface PETSc 3.4 [2]. Adem4s, calculamos el orden
experimental de convergencia (r) como

r = log(er; /er;)/ log(hT, /hT;) ,

donde e7; y e, son los errores asociados a las variables
correspondientes considerando dos tamaifio de malla con-
secutivos h7; y hr;, respectivamente.

6.1 Problema con condiciones mixtas

Consideremos el problema de difusién con condiciones de
frontera mixta sobre el dominio 2 = (—1,1)2/(0,1) x
(—1,0) y funcién potencial en coordenadas polares:

u(r, 0) = r2/35sin(20/3),

donde u € H'*3~* para todo s > 0 (véase [14]) y tensor
de difusién isotrépico homogéneo igual a la identidad.

Figura 1. Mesh L.

Consideramos las siguientes fronteras:
Fa={(0,1) x0}U{0x (1,00} y Iyg= '\L,.

A continuacién mostramos las tasas de convergencia.
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u(r, 8) = r*/*sin(26/3)
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(a) Error del potencial

u(r,8) = r*/*sin(26/3)

£
é 063

0.66

0.65
0.65
0.65

i \

10 10-? 107!
mesh size

(b) Error del flujo

Figura 2. Tasas de convergencia de los errores potencial
y del flyjo.

De la Figura 2 se observa que el esquema HHO con-
verge siempre con orden 4/3 para el potencial y 2/3
para el flujo, respectivamente, independiente del grado
de aproximacién considerado. Esto concuerda con lo
predicho por la teoria, debido a la poca regularidad de la
solucién u en este caso.

6.2 Problema con condiciones Dirichlet

Consideremos el problema de Dirichlet sobre el cuadrado
unitario Q@ = (0,1)? con la siguiente funcién potencial
suave:

u(z,y) = sen(mz)sen(ny) (32)

y tensor de difusién anisotrépico heterogéneo:

€

K(w,y)=((1, 0), (33)

con € = 10~3. A continuacién testeamos el problema con
dos familias de mallas, una triangular y otra hexagonal.
Los resultados vistos en las Figuras 3 y 4 muestran la con-
vergencia del esquema HHO, con los érdenes optimales
predichos por el andlisis de error correspondiente (pues
en este caso la solucién es regular). Esto no depende de
la forma geométrica de la familia de mallas consideradas.

10° |
1075}
10710+
1073 102
(a) Error del potencial
100
1075 ¢
10710
1073 1072

(b) Error del flujo

(c) Malla triangular

Figura 3. Tasas de convergencia de los errores potencial
y del flujo, considerando la malla triangular.
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esta sucecién de mallas. No obstante, el método HHO

10° ] presenta cierta robustez pues resuelve bastante bien con
estas mallas. La tendencia de las velocidades de conver-
e gencia de los errores para el potencial y el flujo en estas
familias de mallas se muestran en las Figuras 6 y 7, res-
o5l 37 | pectivamente.
4.02
——k=0
—a—k =1
498 oo 32
10710 ——k=3|
—w—k=4
N BN
107 Ees 23
msN N
(a) Error del potencial mN N
ANZN N
]_00 = _Cs t T
7/ :4\/\ \/KC E:
111
1072 3 1
. 2.09 (a) Malla cartesiana (b) Malla tipo Kershaw
10- r 1
2.97 Figura 5. Familia de mallas.
100} ]
—— k=0
—a—k =1
1078} 3.97 ——k =2/
4.95 —k =3
—w—k=4
10-10 .
1073 1072 107!
(b) Error del flujo 10°
1075}
3.01
4.00
10710f 498 1
(c) Malla hexagonal
1073 10-2
Figura 4. Tasas de convergencia de los errores potencial
y del flujo, considerando la malla hexagonal. (a) Error del potencial
100
6.3 Problema con condiciones Neumann
Consideremos el problema de Neumann sobre el cuadrado
unitario © = (0,1)? con la siguiente funcién potencial: 105
u(z,y) = cos(mz) cos(my), (34)
y tensor de difusién isotrépico homogéneo igual a la iden-
tidad. e
Ahora resolvemos el problema de Neumann sobre dos 10-"+
familias de mallas, una cartesiana uniforme y otra carte- 10-3 10-2
siana distorsionada llamada Kershaw (Figura 5). Es im-
portante notar que los didmetros de la familia de mallas (b) Error del flujo

cartesianas varian en un factor de 2, mientras que la pro-

porcién de los didmetros de la familia de mallas Kershaw Figura 6. Tasas de convergencia de los errores potencial
varfan asi: 1.75, 1.44, 1.31 y 1.24. Esto tltimo nos in- y del flujo, considerando la sucesién de mallas cartesianas
dica que la teoria aqui descrita no estd cubierta para uniforme.
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10°

1072} 2.01/ 1

1074} 1
3.56

-6
1077 483 1
—tk=0
0% e |
- ——k=2
—a—k=3
10—10 N L
10—2.4 10—2.2 10—2 10—1.8 10—1.6
(a) Error del potencial
10° —
1072} 1
1074}

10-¢ 3

10-8

10-24 1022 10-? 1018 1016

(b) Error del flujo

Figura 7. Tasas de convergencia de los errores poten-
cial y del flujo, considerando la sucesién de mallas tipo
Kershaw.

7 Conclusiones

En el caso mixto, hemos testeado una funcién no regular,
cuyo gradiente posee una singularidad en el origen. Por
ello, en la Figura 2 se aprecia que las tasas de convergen-
cia no cambian con el grado polinomial. La tasa del error
potencial es un poco menor a 1+ 2/3, que es la regula-
ridad de la funcién potencial del ejemplo 1. Esto est4 en
concordancia con el Teorema 3.2 en [12], pues en ella la
funcén g no posee la suficientemente regularidad ya que
no estd definida en la singularidad. De manera similar,
del Teorema 3.1 en [12], y de lo anterior, se observa una
tasa de convergencia de 2/3 para el error del flujo.

En el caso Dirichlet puro se ha utilzado un tensor con
una alta razén de anisotropia p = 10~3, donde domina la
direccién de las ordenadas. Asi también se ha verificado
los valores de convergencia de orden k+ 2 y k + 1, para
los errores del potencial y del flujo predichos en [8], ob-
servando ademés mejor convergencia para el caso de la
familia de mallas hexagonal y superconvergencia con el
grado k = 0.

En el ejemplo 3 hemos considerado como tensor la
identidad, y los experimentos se han realizado sobre una
familia de mallas cartesiana uniforme, obteniendo tasas
de convergencia que verifican los valores teéricos deduci-

dos en los Teoremas 5.1 y 5.2. Se consideré también una
segunda familia de mallas cartesiana distorsionadas (tipo
Kershaw), que escapa de los supuestos geométricos sobre
la malla, la cual exhibe una aparente super convergencia
(véase [11] para el caso Dirichlet).

Los ejemplos descritos aqui refuerzan el uso de poli-
nomios de alto orden y el uso de mallas generales, como
la triangular, cartesiana uniforme y distorsionada y la
hexagonal (véase [16] para consultar las mallas utilizadas
y otros tipos). Ademds es posible trabajar con ejemplos
en 3D, para lo cual referimos a consultar la libreria, lla-
mada DiSk++, la cual esta disponible de manera libre
bajo la licencia MPL en la direccién electrénica https:
//github.com/datafl4sh/diskpp y encontrar una ex-
plicacion detallada en [4]. Es posible incluir condiciones
Neumann en otras formulaciones, como las mixtas y otros
problemas como los de transmisién.
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APENDICE A

En el siguiente lema, se muestra que la proyeccién or-
togonal L2 sobre el espacio de polinomios de grado total
menor o igual a [, P4(T), tiene propiedades de aproximaci
6n sobre cada elemento de la malla.

Lema 7.1 (Propiedades de aproximacién del proyec-
tor ortogonal). Dado un entero | > 0, y T € Ty, de-
notamos 4. el proyector L? sobre P4(T). Entonces,
para cada par s,t € R con 0 < s <t < I+ 1 existe

Capp = Capp(7,1) > 0, tal que

|‘U-—7I'IT’U|H5(T) < Capphf;s'le:(T), Vv e H‘(T) (35)

Ademds, eziste Cg,, > 0 tal que, para todo t, 1/2 < t <
l+1, se cumple

llo—mhollor < CLpphin 2 0lhe(ry, Vo€ HYT), (36)

donde |- |ge(1) ¥ | |H+(T) denota la seminorma sobre sus
respectivos espacio de Sobolev.

Demostracién. Para ver una prueba de este lema, referi-
mos a los Teoremas 3.2 y 3.3 en [13]. i
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En el presente trabajo mostramos que un teorema anilogo al Teorema 2 de [1] vale para el caso de acciones de los
numeros reales no negativos sobre un espacio métrico compacto. Esto es, la existencia de puntos no transitivos
asociados a un semiflujo, implica la densidad de estos. Ademads construiremos una accién de un semigrupo sobre
un espacio métrico compacto, tal que el conjunto de puntos no transitivos asociado es no vacio, pero no es denso.

Palabras Claves: densidad de puntos no transitivos, semiflujos, acciones de semigrupos.

In this work we show that an analogous result to Theorem 2 of [1] still work for cases of actions of non-negative
real numbers on a compact metric space. Indeed, the existence of non transitive points of a semi-flow implies the
density of them. Moreover, we will also construct an action of a semigroup on a compact metric space, such that
the associated set of non transitive points is non-empty, but not dense.

Keywords: density of non transitive points, semi-flows, action of semi-groups.

1 Introduccion

Dado un espacio métrico compacto (X, d), y una funcién
continua f : X — X, un punto a de X es transitivo
respecto de f, si su semiérbita positiva, O4(a,f) =
{f™(a);n € N}, es densa en X. Denotaremos por Py (f)
al conjunto de puntos transitivos de f, y por Q4(f) al
conjunto de puntos no transitivos. En caso que f fuese
un homeomorfismo, a cada punto a € X estd asociado
también su semiérbita negativa, O_(a, f) = O4(a, f71);
y la érbita de a, O(a, f) = {f™(a);n € Z}. En este
caso, P_(f) denotard a P, (f~!). En lo que sigue, dire-
mos que un homeomorfismo f : X — X, definido sobre
un espacio métrico, es minimal si para cada z € X,

z € P_(f) N P4(f).

Sean (X,d) un espacio métrico, R, = [0,+00) el con-
junto de los niimeros reales no negativos, dotado con la
topologia de subespacio de R (con la topologia usual).
Sea N el conjunto de los nimeros naturales, y Ng =
NU{0}, ambos con la topologia de subespacio de R. Una
funcién ¢ : Ry x X — X es un semiflujo, esto es, una
accion de R, sobre X, si ¢ es una funcién continua tal
que

e Para cada z € X, ¢(0,z) = z;

e Para cada t,s € Ry, y para cada z € X,
¢(ta d)(s,a:)) = ¢(t + s, :L')

Usualmente, denotaremos a un semiflujo ¢ por {¢; }¢cr, ,
donde ¢; : X — X es la funcién dada por ¢:(z) = ¢(¢, ),
para cada ¢ € X y cadat € Ry. Asi, ¢o = Id y
¢t 0 ps = ¢rys, para cada t,s > 0. La semiodrbita posi-
tiva de ¢ € X, asociada al semiflujo ¢, es O (z,9) =
{¢:(z) € X;t > 0}. Decimos que z € X es un punto

transitivo de ¢, si su semidrbita positiva es densa en
X, esto es, si Oy(z,¢) = X. Denotaremos por Py (¢)
al conjunto de puntos transitivos de ¢, y por Q4 (¢) al
conjunto de puntos no transitivos de ¢. Si cambiamos
el semigrupo R, por el grupo aditivo R obtenemos un
flujo sobre X.

Anilogamente, para un semigrupo G € {Np, No xNp},
una accion de G en X es una funcién ¥ : G x X —» X
que satisface

(a) Para todo z € X, Y(e, z) = z;

(B) Para cada t,s € G, y para cada z € X,
Y(t, (s, z)) = P(t + s,2).

donde e es el elemento neutro de G. Dado p € X, la
semidrbita de p, asociada a la accién 1, es el conjunto
O(p,¥) = {¥(z,p) € X;z € G}. Decimos que un punto
p de X es transitivo si su semidrbita es densa en X. De-
notaremos por P(v) al conjunto de puntos transitivos
de 9. Y por Q(%) al conjunto de puntos no transi-
tivos de 9. Observe que para el caso G = Ny, ten-
emos que una accién 3 de Ny sobre X estd completa-
mente definida por la funcién ¥(1,-) : X — X, ya que
U(m,:) = [w(l,-)]m para cada m € N. Anal6gamente,
para el caso G = Ny x Np, tenemos que una accién ¥
de Np x Ny sobre X estd completamente definida por
las funciones 9((1,0),-) : X — X y ¥((0,1),:) : X = X,
ya que ¥((m,n),-) = [((1,0),]™ o [1((0,1),)]" para
cada m,n € Ng. Ademds, de (ii) tenemos que

["/)((1’0)’ )] o ["/’((Oa 1)> )] = [’(/J((O, 1)1 )] o [1!1((1, O)a )] .

Del Teorema 2, de [1], tenemos que dada una funcién
continua f : X — X sobre un espacio métrico compacto
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(X,d), si el conjunto de puntos no transitivos Q4 (f) es
un conjunto no vacio, entonces este es denso en X. En
términos de acciones, la funcién f da lugar a una accién
¢ : No x X = X, de Ny sobre X, dada por ¢(n,z) =
f™(z), para cada n € Ny y £ € X. Una pregunta surge
naturalmente, dada una accién ¢ : Ry x X — X, de Ry
sobre X: ;Q+(¢) no vacio, implica que Q(¢) es denso
en X7

Observemos que para un semiflujo ¢ : Ry X X — X,
donde X es un espacio métrico, puede ocurrir que exista
un punto transitivo p € X, tal que ¢(¢,p) es un punto
no transitivo para algin ¢ > 0. Por ejemplo, considere
X =Ry, y ¢(t,z) =+t paracada t,z € R;. Tenemos
que z = 0 es un punto transitivo, pero ¢(t,0) no es tran-
sitivo para cada ¢t > 0. El Teorema 1, en [1], nos invita
a hacer la siguiente hipétesis: si x € Py(¢), entonces
¢(t,z) € P,(¢) para cada t > 0. Bajo esta hipétesis
obtendremos el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea X un espacio métrico compacto, y sea
P : Ry x X - X un semiflujo. Supongamos que para
cadat >0,

si z € P4 (®), entonces ®(t,z) € P+(®). (1)

Entonces, si el conjunto de puntos no transitivos no es
vacio, entonces es denso en X.

Por otro lado, en la seccién 3, construimos, como en
[2], un homeomorfismo S : Y — Y con un tnico punto
fijo p € Y, tal que cada punto diferente de p, tenga 6rbita
densa en Y. Entonces obtendremos el segundo resultado.

Teorema 2. Eriste una accion ¢ de Ng X No sobre un
espacio métrico compacto Y tal que Q(v) es no vacio, y
no es densoen Y.

2 Acciones de R, y densidad de
puntos no transitivos

Demostracion del teorema 1. Dado un conjunto abierto
B, no vacio, en el espacio métrico X, considere un con-
junto abierto A, no vacio, con A C B. Considere
la coleccién de subconjuntos de X, {B,}scr,, donde
B, = ®([0,s] x A4), para cada s > 0. Tenemos dos posi-
bilidades:

i) Existen t,t’ € Ry, con ' > t, tal que By C B;.
+

(ii) Para cada t’,t € R4, con t > t, se tiene que
By € B,.

Supongamos que acontece (i). Sea d =t —¢t > 0. En
este caso se cumple la siguiente afirmacién,
Afirmacién 1. Tenemos que By s C By, y por lo tanto
B; C B, para cada s > t.

Demostracion de la Afirmacion 1. Sea € € Byys =
®([0,t'+6] x A), entonces = ®(s, a) donde s € [0,t'+J]
y a € A. Si s € [0,t'] entonces z = ®(s,a) € By C B,

por lo tanto, £ € B;. Supongamos entonces que s €

(¢',t’ + 48]. Entonces
z=®(s,a) =B(s—t',®(t',a)).

Donde ®(t',a) € By C B, = ®([0,t] x A). Asf, existen
81 € [0,t] y a1 € A4, tales que ®(t',a) = ®(s1,a;). Por lo
tanto,

z=®(s,a) =B(s—t/,®(s1,a1)) = (s —t' +81,a1)-

Como0<s—t<dy0<s, <t,entoncess—t' + s, €
[0,t + 4] = [0,¢']. Por lo tanto, z € By. Como, por
hipétesis, By C B, entonces x € B;. Asi, By, s C Byg.
Andlogamente, mostramos que By o5 C B, y en gen-
eral, By ks C B, para cada k > 0, entero. Por lo tanto,
B; C B; para cada s > t. (.

Tenemos dos posibilidades: B; = X o B; # X.

(a) Suponga que B; = X. Entonces como Q4 (®) #% 0,
existe z € Q4+ (®). Asi, z € X = By, por lo tanto
z = ®(s,a), para algunos s € [0,t] ya € A. Si
a € P, (®) entonces, de (1), x = ®(s,a) € Py (D).
Pero, como z € Q4(®), entonces a € Q4+ (®). Asi

(b) Suponga que B; # X. Entonces ®([0,s] x A) € B,
para cada s > t. Entonces, para cada a € A ten-
emos que O4(a,®) C B;. Entonces

O+(a,<I>) - E = Bt g X.
Asi, a € Q4 (®). Por lo tanto A C Q4 (®).

En cualquier caso, (a) o (b), AN Q4(®) # 0, y por lo
tanto BN Q4 (®) # 0.

Supongamos que acontece (ii). Esto es, para cada
t',t € Ry, con t' > t, se tiene que By € B;. En particu-
lar, para cada n € N, B, € B,,_;. Entonces, para cada
n € N, existe w, € Bp y wn & Bn_1. Asi, wp = ®(tn, x,,)
para algunos z, € Ay t, € (n — 1,n]. En efecto, si
t, € [0,n — 1] se tendria que w, € B,_;.

Como wy, = ®(s,®(tn — 8,7,)) para cada s € [0,¢,], v
Wn € Bp_1 = @([O,n—l]xZ), entonces ®(t,—s,z,) € A.
para cada s € [0,n — 1]. Por lo tanto,

®(r,z,) & A, para cada r € [, t,)], (2)
donde t, € (n—1,n],y o =t, — (n—1) € (0, 1].
Por la compacidad de X, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que existe zo € A tal que

lim z,, = xo.
n—00

Se cumple la siguiente afirmacién.
Afirmacion 2. Sit > 1, entonces ®(t, o) € A°.

Demostracion de la Afirmacién 2. Seat > 1. Por la con-
tinuidad de ¥,

®(t,xz0) = nll)ngo ®(t, zp).
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Como t, € (n — 1,n] para cada n € N, existe ng € N tal
que si n > ng entonces t, > t. Asi, t € [0,, t,] para cada
n > no. Por lo tanto, de (2), ®(t,z,) € X \AC X \ 4,
para cada n > ng. Asi,

(t,20) = lim &(t,zp) = lim B(t,zn) € X \ A.

nZno

Por lo tanto, ®(t,z9) € X \ A para cada t > 1. O

Como ®(t,zp) € X \ A para cada t > 1, entonces
®(t —1,%(1,20)) = ®(¢,20) € X \ A, para cada t > 1.
Esto es, ®(s,®(1,z0)) € X \ A, para cada s > 0. Por lo
tanto, O, (®(1,0), ®) C X \ A. Entonces, como X \ A
es cerrado, O, (®(1,70),®) € X\ A = X \ A. Asf,
®(1,z0) € Q+(®). Si z¢o € P+(P) entonces, de (1), se
tendria que ®(1,z¢) € P4 (®). Por lo tanto 2o € Q+(®),
y como zo € A, entonces A N Q. () # 0.

Asi, sea en el caso (i) o en el caso (ii), concluimos que
BN Q4+ (®) # 0, para cada conjunto abierto, no vacio, B
en X. Por lo tanto, Q4 (®) es denso en X. O

3 Construcciéon de una
(Ny x Ng)-accién con puntos no
transitivos no densos

A continuacién construiremos un homeomorfismo S :
Y — Y, el cual posee un tnico punto fijo, y tal que
todos los demés puntos de Y tienen érbita densa, todo
esto siguiendo la prueba del teorema 1 de [2]. A partir
de ello, construimos una (Np x Np)-accién con puntos no
transitivos que no son densos.

Sea T : X — X un homeomorfismo minimal, sin puntos
periddicos, y donde X es un espacio métrico compacto,
totalmente disconexo, y sin puntos aislados. Para cada
z € X asociamos Z = (Zp)nez € X%, donde z, = T"(z),
para cada n € Z. Consideremos el conjunto de sucesiones
bilaterales X = {Z € X%;z € X}[3][4][5].

Como X es un espacio métrico totalmente disconexo,
cada punto z de X constituye una componente conexa
de X. Asi, {z} = 4¢c, A, donde

C: = {A C X; A es abierto y cerrado, y = € A},

para cada x € X, ya que X es un espacio de Hausdorff
(més atin, es un espacio métrico) y compacto.

Proposicién 1. Dado =’ € X tal que £’ € P_(T) N
P, (T), existe {Ux}ren, coleccion numerable de conjun-
tos abiertos y cerrados a la vez, tal que

{z'} = (| Uk, donde Uy 2U2 2U3 2---, (3)
keN
Demostracién. Tenemos que {z'} = nneN B(z',1/n).

Sea n € N. Como cada A en C,s es cerrado, como
X es compacto y (yec,, 4 = {2’} C B(z',1/n), en-

tonces existen m, € N, y Al,Az, Am € C, tales

que N*y A; C B(z',1/n). Definiendo 4, = N3 A,
tenemos que A, € Cy y A, C B(2/,1/n). Por lo tanto
{z'} = Npen An- Més atin, podemos suponer que

A1 DA D A3 D

Basta definir U; = A, y U, = U,_1N A, para cada
n € N. O

Como z’ € P (T)NP_(T), entonces para cada k € N
existen infinitos j € Z, e infinitos j € Z_ tales que
TI(z') € Ug. Sea (n;)icz C Z la sucesién bilateral estric-
tamente creciente definida por

T™(z') € Uy, paracadai € Z, y
sin€Z y T"(z') € U, entonces n € {n;}icz-

donde nyp = min{n > 0;T™(z’) € U,}. Ahora, sea
(ki)iez € NU {oo}, la sucesién definida por

ki = max{k > 1;T™(z’) € Uy}.
Observe que np = 0 puesto que z’ € U;. Asi, kg = +00 ya
que T™ (') = 2’ € Uy, para todo k € N, de (3). Como z’
no es un punto periédico, para cada i # 0, T"(z') # «’,
y de (3) tenemos que existe k' € N tal que T"i(z’) & Uy
para cada k > k'. Asi, k; € N es caraterizado, para cada
1 # 0, por

T™(z') € Uk, e T™ (z') & Ug,+1-

Sea X, = X U {c}, donde c es un punto fuera de X

tal que c es un punto aislado de X,, esto es, {c} es un
conjunto abierto de X.. Sea

y, = ...,C C,.’;’[@, nl)ck‘:z’:\’[nl,ng)ckza?[ng,ng) e (4)

un elemento de X z, con infinitos ¢ a izquierda, donde

c® denota a un bloque de ¢’s _de longitud k, esto es,
G C,...,c ¢, (k veces); y donde z [m,n) denota al bloque
T"‘(x’) T+ (2),..., T %(z'), T 1(z'), para m < n.
En particular,

©'[ng,m1) = T™ ('), T ('), ..., T™ (), T" ('),

donde el término sublineado T™°(z’) estd en la posicién
cero, esto es, (y')o = T™ (z').

Sea Y = {S™(¥') € X%;n € Z}, la cerradura de
{S™(¥')}nez en la topologia produto de XZ, y donde
S : X% — XZ es la funcién desplazamiento, definida
por

S((wn)nez)

Observaciéon 1. Observe que S(Y) C Y, y que por lo
tanto la restriccion de S a Y, S|y : Y — Y, estd bien
definido. En efecto, sea w € S(Y). Asi, w = S(y)
para algin y € Y. Para cada abierto W C XZ con-
teniendo S(y), tenemos que S~!(W) es un abierto con-
teniendo y, y entonces, como y € Y, existe nyw € Z
tal que S"™W(y') € S~I(W). Asi, S"w+tl(y) € W.
Por lo tanto, W N {S™(y');n € Z} # 0. Entonces,
S(y) € {S™(¥'); n€ Z} = Y. Andlogamente, dado que
S es un homeomorfismo, S~1(Y) C Y. Por lo tanto, con-
siderando Y con la topologia de subespacio heredada de
la topologia producto de XZ, tenemos que S|y : Y —» Y
es un homeomorfismo. Por simplicidad, denotarems por
S :Y =Y a dicha restriccién.

— (wn+1)n€Za para cada (wn)nez (= Xcz
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De la prueba del teorema 1 de [2], extraemos la sigu-
iente proposicién

Proposicién 2. Siy € Y \ {¢} entonces O(y,S) =Y,
donde O(y, S) = {S™(y) € X%;n € Z}

Demostracion del teorema 2. Dado que S 'y S~ conmu-
tan, podemos considerar la accién @ : (No xNo) xY =Y,
del semigrupo Ny x Ny sobre Y, definida por ®((1,0),-) =
Sy ®((0,1),-) = S~1. Tenemos que la semiérbita de z
asociada a P es,
O(z,®) = {®((m,n),z) € Y;(m,n) € No x No}
={S™ "(z) € Y;m,n € No}
= {S%(z);£ € Z} = O(z, S).

Por lo tanto,

W={ if}’ :i::(’\{a}.

Asi, Q(®) # 0 y Q(®) # X, puesto que Q(®) = {g}.
Por lo tanto, en este caso, que el conjunto de puntos no
transitivos asociado a ® sea no vacio, no implica que este

conjunto sea denso. Todo esto, a pesar de que sea valida
la hipétesis: si p € Y es transitivo, entonces ®((m, n), p)
es transitivo, para cada (m,n) € Ny x Np; ya que el punto
fijo T es el tnico punto no transitivo de ®. O

4 Conclusiones

El teorema 2 en [1], en términos de acciones de Ny sobre
un espacio métrico compacto, nos dice que la existencia
de algiin punto no transitivo implica la densidad de estos.

Bajo una hipétesis motivada por el teorema 1 de [1],
probamos también que, para el caso acciones de Ry sobre
espacios métricos compactos, la existencia de puntos no
transitivos implica la densidad de estos. :

Finalmente, para el caso de acciones de N2 sobre espa-~
cios métricos compactos, no necesariamente la existencia.
de puntos no transitivos, implica la densidad de estos,
atn si se cumpliese el anédlogo de la hipétesis hecha para
semiflujos.
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Este trabajo compara los tiempos de ejecucién de algunos programas en diferentes clhisteres. Uno de los pro-
gramas usados realiza el célculo del valor de PI, otro programa reliza el célculo del valor de PI interactivo con
intervencién del usuario y encuentra la cantidad de ntmeros primos e identifica el primo mayor que hay en un
intervalo de 0 a 1000 millones. Se describe también las especificaciones y construccién del clister el cual usa mini-
computadoras Raspberry Pi3 llamado ”Siuper PI 2” que viene a ser una mejora del clister ” Siper Pi” anteriormente
construido(1].

Palabras Claves: Programacién Paralela, Clister de computadoras, raspberry pi3, HPC, Procesador ARM

This work compares the time it takes to run some programs in different clisters. One of the programs calculate
the PI value, another program calculate the PI value interactively with user intervention and find the amount of
primes numbers and the largest prime in the interval of 0 to 1000. It also describes the specifications and the
construction of a clister with minicomputers Raspberry Pi3 called “Super PI 2” which is an improvement of the
Super Pi clister previously constructed [1].

Keywords: Parallel programming, Cluster computing, raspberry Pi3, HPC, Processor ARM.

1 Introduccién méquinas PCs recicladas [3]. Al mismo tiempo que se
construia el Super PI 2 otro grupo construia en CTIC

Con la construccién del clister Super PI 2 se consigue un clister usando 20 placas Odroid XU4 [4].
aumentar la potencia de computo de los clisteres cons- El clister Super PI 2 consta de 33 nodos (cada nodo es
truidos anteriormente con placas Raspberry Pi 3(RPI3).  una placa RPI3 modelo B) equivalente a 132 nicleos, de
los cuales un nodo (4 niicleos) es el maestro y 32 son los

esclavos.

Figura 1. Chister Super PI 2 de 132 nicleos con RPIS3.

Este aumento de potencia se logra incrementando el Figura 2. Clister CTIC con mdquinas PCs recicladas.

nimero de nodos a la versién del clister construido en
[1] siguiendo la experiencia conseguida en [2]. La meta
era que este clister (figura 1) debia superar en potencia
de computo al clister CTIC (figura 2) construida con
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20 César Martin Cruz Salazar y Yuri Nufiez Medrano

2 Descripcion del clister Stuper
PI 2

2.1 Hardware

El clister se construyé de acuerdo a la configuracién
maestro/esclavo como se muestra en la figura 3.

Cluster "Super PI 2" de 33 nodos (132 niicleos)

£ NFSservery Red
Master arpeta i UNI-FC
Pi. S
10/100 Switch ROUTER : ClusterSuperP!
IP del maestro : 22
Ps estéticos para cada
incluyendo el Maestro
Ppi3Cruz03,
pi3Cruzit 3Cruz19
5 ruz20
3Cnz00 3Cruz21
pi3Cruz22
pi3Cruzis Npiacruz2a
pi3Cruz16
pi3Cruzi17 R
pi3Cruzis pi3Cruz32

Figura 3. Arquitectura del clister Siper PI 2.

Cada nodo consta de placas RPI3 que han sido “overclo-
queados“(se ha aumentado la frecuencia del procesador
en cada nodo) con excepcién del nodo maestro. El RPI3
tiene una arquitectura de 64 bits y 4 puertos USB 2.0.
En la tabla 1 se muestra un resumen de las especifica-
ciones del RPI3 modelo B.

Tabla 1. Especificaciones del Raspberry PI 3 B.
SoC Broadcom BCM2837

CPU 1.2GHz quad-core ARM Cortex-A53

GPU Dual Core VideoCore

RAM 1GB LPDDR2 SDRAM
Ethernet Un jack 10/100 RJ45

USB Cuatro conectores USB 2.0
Memoria Micro SD card slot

Fue necesario utilizar ventiladores para enfriar el clister,
debido a que el clister tiene como fuente de calen-
tamiento los procesadores overcloqueados. El ventilador
que se utilizé es plano de 120mm de lado , con un nivel
bajo de ruido de marca DEPP COOL.

Sin los ventiladores la temperatura medida fue de 45°C
de cada nodo en estado standby. Con los ventiladores
la temperatura bajé a 39°C en estado standby y 76°C
durante el procesamiento.

2.2 Software

Se instal6 el sistema operativo Raspbian Jessie Lite
descargada del sitio oficial raspberrypi.org, en una tarjeta
de memoria microSD de 32 Gigabytes clase 10(velocidad
de lectura hasta de 48MB/s, velocidad de video C10 y
un peso de 4.54 g, de marca SanDisk) que luego se colocé
en una ranura acondicionada a la placa. Se trata de una
versién derivada y optimizada de la distribucién Debian
GNU/Linux para la Raspberry pi. La configuracién del
sistema para que se comporte como clister se realizé
igual que en [1].

Como se usé overclok se vié necesario utilizar fuentes de
alimentacién apropiadas de 5V a 3 Amperios para cada
nodo.

Para obtener el overclock se cambia el archivo en
/boot/config.txt de cada nodo [5] ingresando las
lineas: arm_freq = 1350 over_voltage=>5 sdram_freq=500
gpu_freq=500

3 Resultados y comparacién de
los tiempos de ejecucién de los
programas

3.1 Especificaciones Técnicas

Las Especificaciones técnicas de los distintos clusters
usados se detallan en la tabla 2.

Tabla 2. Especificaciones técnicas de las miquinas

usadas.

Cluster Niicleos Procesador RAM
PC 8 i7-4770 3.4GHz 8GB

DELL 8 XEON 2.4Ghz 16GB
CHESS 64 17-4790 3.4GHz 64GB
CTIC 54 Core2 duo 2.3GHz 27GB
Odroid 80 ARM 2GHz 40GB
Stper PI 2 128 ARM 1.35GHz 33GB
PINE64 128 ARM 1.2GHz 64GB

Se ejecutaron en el clister Super PI 2 los siguientes pro-
gramas: cpi3.c, calcula el valor de pi para 800 milloneg
de intervalos ver cédigo fuente en [1]. icpi.c, solicita e]
ingreso del nimero de intervalos en este caso 800 millones
de intervalos ver cédigo fuente en [1]. Mpiprime1000m . c,
calcula la cantidad de primos y el nimero primo ms4s
grande encontrados en el intervalo de 0 a 1000 millones,
Ver figuras 4, 5 y 6.
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is ©.0eeee

Figura 4. Se muestra la ejecucidn del programa (cpi3.c)
de cdlculo de pi en el chister Siper PI 2.

mpiexec -f machinefile32 -n 128 /mnt/clusterCru

the number of intervals: (@ quits) 8e@eeeeeee
i tely 3.1415926535898060, Error is ©.0000000000009

K time = ©.357846
r_the number of intervals: (@ guits) ©

Figura 5. Se muestra la ejecucion del programa (icpi. c)
de cdlculo de pi interactivo en el clister Siper PI 2.

Figura 6. Se muestra la ejecucién del programa
(mpiprime1000m.c) de cdlculo de nimeros primos que
se encuentran en el intervalo de 0 a 1000 millones en el
clister Siper PI 2.

Tabla 3. Tiempos de ejecucién de los programas
en cada Clister.

Clister Programa Tiempo
(en segundos)
Una PC cpi3 0,774
Una PC cpi3 0,763
Una PC mpiprimel1000m 357,54
CTIC cpi3 0,563
CHESS cpi3 0,245
CHESS icpi 0,184
CHESS mpiprime1000m 44,64
DELL cpi3 0,675
DELL icpi 0,655
DELL mpiprimel1000m 284,41
PINEG64 cpi3 0,471
PINE64 icpi 0,244
PINE6 mpiprimel1000m 101,38
Super PI 2 cpi3 0,434
Stper PI 2 icpi 0,358
Stper PI 2 mpiprimel000m 327,71
Odroid cpi3 0,255
Odroid icpi 0,248
Odroid Mpiprime1000m 473,61

Se comparé el desempefio de los diferentes proce-
sadores arriba indicados, ejecutando los programas cpi3,

mpiprimel000 y icpi. Se consideran procesadores de
escritorio y de servidor de la marca Intel, y proce-
sadores ARM usados en equipos méviles. En los di-
versos clisteres usados tenemos diferentes procesadores
y memoria con diferentes capacidades, con ellos el nivel
de performance depende de la ventilacién, de la red ca-
bleada y del conmutador.

La tabla 3 muestra los tiempos de ejecucién de los difer-
entes programas usados en los diferentes clisteres que se
observan en segundos, los tiempos varian dependiendo de
la naturaleza del programa utilizado y de las capacidades
de hardware y de comunicacién.

La figura 7 muestra una comparacién entre los tiempos
de ejecucudn del programa cpi3.c en diferentes maquinas.
Tiempo de ejecucién del programa cpi3.c

pC 0774

Clister DELL 0675

Clister CTIC 0563

Clister PINE64

Maquinas

0471 = Tiempo

Clister Super Pl 2 0434

Clister Odroid 0.255

0.245

Claster CHESS

o

02 04 06 08
Tiempo en segundos

Figura 7. Grdfica de tiempos de ejecucion del programa
cpid.c (menor tiempo es mejor rendimiento).

Se observa que el menor tiempo de ejecucién es el
obtenido para el chister CHESS, cuyos procesadores son
de 3.4 GHz como minimo y 64 nicleos. El mayor tiempo
de ejecucién observado fue el del chister de una sola PC
que a 3.4GHz como minimo y 8 nucleos.

Tiempo de ejecucion del programa icpi.c

PC _0 763
e . R T o <5

Quister Super Pi 2

Quister Odroid — 0.248
fzaeon B
o o 15

0.358
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Quster PINE64

Clister CHESS

o
=]
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N
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(=]
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o
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Figura 8. Grdfica de tiempos de ejecucion del programa
icpi.c (menor tiempo es mejor rendimiento).

La figura 8 muestra una comparacién entre los tiempos de
ejecucudn del programa icpi.c en las diferentes maquinas
usadas. El menor tiempo de ejecucién registrado fué en
el clister PINE64, cuyo desempeiio fue mejor de lo es-
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perado. Este clister tiene tiene 1.2GHz de procesador
como minimo y 128 niicleos.

Tiempo de ejecucién del programa mpiprime1000m.c

curercos T - <1
- e
Quster Super P 2 — 32751
aiscer et (D = +:
Quster PINE64 - 10138

Qliister CHESS - 4462

o 100 200 300 400 500

= Tiempo

Maquinas

Figura 9. Grdfica de tiempos de ejecucién del programa
mpiprimel000m.c (menor tiempo es mejor rendimiento).

La figura 9 muestra una comparacién entre los tiempos
de ejecucudn del programa mpiprime1000m.c en las difer-
entes méquinas usadas. Debe mencionarse que los de-
sempenos de las méquinas fueron algo diferentes debido
a la naturaleza del algoritmo. La méquina que registré
el menor tiempo de ejecucién fue el clister CHESS que
tienen 3.4 GHz de procesador como minimo y 64 niicleos.
La miquina que ejecuté el programa en la mayor canti-
dad de tiempo fue el clister Odroid que tienen 2.0 GHz
de procesador como minimo y 80 niicleos, muy similar al

clister de una PC.

4 Conclusiones

Al analizar los resultados vemos que el clister Super PI
2 no se encuentra mal posicionado en cuanto a potencia
de cénmputo se refiere. Como se puede ver supera en
potencia de computo al Clister CTIC que tiene gran
consumo energético por lo que consideramos que puede
considerarse como una opcién educativa vélida para un
clister de uso frecuente.

El clister Siper PI 2, dependiendo del programa y algo-
ritmo que se use, supera al clister ODROID, al clister
de una sola PC de escritorio, al clister DELL y al clister
PINEG64.

Dentro de las ventajas del clister Siper PI2, se debe
mencionar también su bajo consumo de energia y el espa-
cio que ocupa comparado con el clister CTIC, el clister
DELL y el clister CHESS.
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Actualmente las nanoparticulas de NaY Fy : Er,Yb tienen un gran interés cientifico debido a sus potenciales
aplicaciones como materiales multifuncionales. En este trabajo se presenta la metodologia seguida para la sintesis
de estas nanoparticulas asi como su caracterizacién usando espectros de absorcién, emisién, DRX y SEM. A par-
tir de los espectros de emisién por upconversion a 543 nm, 655 nm y por Downconversion a 1 550 nm de estas
nanoparticulas se ha estimado el tiempo de vida de fluorescencia de estas emisiones en funcién de la temperatura
de la muestra. Los resultados obtenidos para temperaturas entre 40°C y 80°C muestran una dependencia lineal del
tiempo de vida media con la temperatura.

Palabras claves: Nanoparticula, solvotermal, upconversion, downconversion.

Currently NaY Fy : Er,Yb nanoparticles have a great scientific interest due to their potential applications as
multifunctional materials. In this work we present the methodology followed to synthesis these nanoparticles as well
as their characterization using absorption, emission, DRX and SEM spectroscopy. From the emission spectrums
by upconversion at 543 nm, 655 nm and Downconversion at 1 550 nm of these nanoparticles the fluorescence half
life time has been estimated as a function of sample temperature. Results obtained for temperatures between 40°C

and 80°C show a linear dependence of half life time with temperature.

Keywords: Nanoparticles, solvothermal, upconversion, downconversion.

1 Introduccion

Actualmente existe un creciente interés en los nanocom-
puestos inorgénicos dopados con iones de tierras raras
por sus multiples aplicaciones tecnoldgicas, por ejemplo
como bio-sensores para imagenes biolégicas, sensores de
temperatura entre otras aplicaciones. Como sensores de
temperatura se han reportado trabajos que relacionan la
temperatura de la muestra con la relacién de intensidades
entre dos bandas de emisién. Dentro de los nanocristales
que se usan como host para las tieras raras emisoras
de luz, aquellos que usan como host al NaY Fy es de
los materiales que presentan una mayor emisién de ra-
diacién luminiscente la cual se ha usado para mediciones
de temperatura en el rango de 293 y 318 K [1] [2] . Estos
materiales tienen la capacidad de absorber y convertir
excitaciones de baja energia con longitud de onda en el
infrarrojo cercano en emisiones de alta energia con longi-
tudes més cortas, fenémeno conocido como upconversion
[3] [4]. La importancia de medir una temperatura de
manera remota radica en sus potenciales aplicaciones
en la industria, medicina, entre otros. La posibilidad
de medir temperaturas a nivel nanométrico de manera
eficiente usando el tiempo de vida media de la radiacién
luminiscente emitida ya sea por upconversion o down-
conversion abre nuevos campos de aplicaciones, de ahi
la importancia de conseguir materiales que respondan
eficientemente en distintas longitudes de onda.

En este trabajo se analiza la posibilidad de usar el
NaY F4 : Er,Yb para medir temperaturas en el rango
de 40°C y 80°C usando longitudes de onda de emisién
por upconversion de 543 nm y 655 nm y por downcon-
version de 1 550 nm excitando con una longitud de onda
de 980 nm.

2 Nanotermdémetros

La temperatura de regiones a escala nanométrica es un
pardmetro muy importante en el estudio de diferentes
procesos como por ejemplo en biologia, el estudio del
metabolismo de las células, la divisién celular, el desar-
rollo de organismos simples como nematodos y la tasa
de reproduccién celular al variar la temperatura, [5]. En
otros campos como en la industria la determinacién de la
temperatura de pequenas regiones en tiempo real puede
ayudar a prevenir danos en componentes mecinicos o
eléctricos [6].

Actualmente exite un fuerte interes en el estudio de la
dependencia de la luminiscencia de nanoparticulas basa-
dos en lantédnidos con la temperatura. Esto tiene mu-
cho atractivo porque estas nanoparticulas pueden actuar
como biosensores para registrar bioimdgenes o para medir
la temperatura en procesos de terapia térmica, con lo cual
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se disponen de materiales menos téxicos que los puntos
cuanticos y tintes orgénicos usados anteriormente[1][7].

Recientemente se han reportado trabajos donde se mues-
tra la dependencia de las emisiones 2H;; /2 —% Is /2y
4S3/2 —* Ii5/2 con la temperatura para el NaY F :
Er,Yb [6].

3 Nanotermémetros por
espectroscopia resuelta en el
tiempo

Los sensores basados en fluorescencia se usan ampli-
amente para medir diversos parimetros debido a su
relativa independencia de las condiciones ambientales
(7][8][9]. Este enfoque es ampliamente utilizado para la
temperatura. El sensor que se desarrolla en este trabajo
se basa en la espectroscopia resuelta en el tiempo con
el fin de medir la dependencia del tiempo de vida de
fluorescencia de la radiacién emitida por el ion Er3+ con
la temperatura.

La espectroscopia resuelta en el tiempo es el estudio de
procesos dindmicos que transcurren en tiempos general-
mente muy cortos, en materiales o compuestos quimicos.
Muy a menudo, los procesos se estudian después de que
se produce el fenémeno de luminiscencia de un material,
pero en principio, la técnica se puede aplicar a cualquier
proceso que conduzca a un cambio en las propiedades de
un material. En esta técnica la radiacién de excitacién
es emitida en un corto periodo de tiempo, ya sea us-
ando un laser pulsado o un mecanismo que emita pulsos
controlados de luz, después de lo cual es posible estudiar
procesos que ocurren en tiempos cortos luego de apagada
la radiacién de excitacién como por ejemplo observar la
fluorescencia resultante en funcién del tiempo [10].

La curva de decaimiento sigue la cinética de primer orden
y puede ser descrita por la siguiente ecuacién:

I(t) =I(0) x e~ /T (1)

donde I(0) y I(t) son las intensidades de la radiacién
emitida en los instantes 0 y t. El tiempo de vida media
de fluorescencia 7 es el tiempo necesario para que I () se
reduzca a 1/e de I(0). Tomando logaritmos a la ecuacién
1, se obtiene:

InI(t) =InI(0)—t/T (2)

La grifica de InI(t) en funcién del tiempo es una linea
recta con pendiente 1/7 [11].

1(0) In1(0)

endiente 1/ T

| Inl

t t TIn 1(0)

Figura 1: Decaimiento de la fluorescencia en funcion del
tiempo luego de apagado el pulso de ezcitacion [8].

4 El NaYF,: Er,Y)b

Entre las nanoparticulas emisoras de luz por wup-
conversion con mayor eficiencia se encuentran las
nanoparticulas de NaY Fy : Er,Yb donde los iones Er e
Y'b ingresan como dopantes. El NaY F} acttia como host,
Los iones Er e Y'b actian como activador y sensibilizador
respectivamente en el proceso de upconversion.

15 “Fan 5 ET

10 “va *Fsz

4. ¥YY JV 4
Er% Vot T

Figura 2: Diagrama de niveles de energia con los procesos
de transferencia de energia y emisién por upconversion en
un nanocristal con dopantes Yb** | Er3*, después de excitar
los iones fotosensibilizadores Yb%+ con radiacién infraroja de
980nm [1].

El fenémeno de upconversion que se estudia se produce
bajo radiacién de 980 nm sobre los nanocristales lo que
produce una emisién caracteristica de relativa buena
intensidad en el rojo y en el verde. En la figura 2 se mues.
tra esquemadticamente la excitacién del ion Yb el cual
luego de ser excitado emite radiacién que es transferida
al ion Er. Esta radiacién sirve para que los eletrones ex-
citados en el Er alcancen estados que pueden emitir en el
rojo o en el verde como también se muestra en la figura 2.

El NaY Fy cristaliza en dos diferentes fases, la fase
hexagonal y la fase ciibica (fase 8 y a respectivamente ).
Estas fases dopadas con iones de tierras raras han sido
extensamente estudiadas [2][3][6] y en la literatura se ha
reportado su sintesis usando diferentes técnicas como
por ejemplo el método solvotermal, el cual fué usado en
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este trabajo para sintetizar los nanocristales estudiados.
Este método se usa para preparar diversos materiales
como semiconductores, ceramicos, metales, polimeros
entre otros.

5 Sintesis de las nanoparticulas

Se sintetizaron nanoparticulas de NaY F; usando
el método solvotermal [3]. Para la preparacién de
los nanoparticulas [3] se us6 10,8 mmol de NaCl
(Sigma Aldrich), 4,32 mmol de YCI36H>0 (Sigma
Aldrich), 7,2 mmol NH,F (Sigma Aldrich), 0,108
mmol de ErCl36H>0O (Sigma Aldrich) y 0,972 mmol
de YbCli36H>O (Sigma Aldrich) todos con 99.9% de
pureza. Estos productos fueron colocados en un vaso de
precipitado al cual se le agregé 1,378 g de polyethylen-
imine ramificada (Sigma Aldrich) y se usé como solvente
27 ml de ethylene glicol. Luego se colocé el vaso en
un agitador magnético por 60 minutos hasta que los
componentes se disolvieron completamente. En otro
vaso se colocé 30 ml de ethylene glicol con 0,81 g de
fluoruro de amonio (Sigma Aldrich) y se agité hasta
disolverlo. Terminada la agitacién del segundo vaso
se vertié su contenido al primer vaso. La mezcla final
se agité por 30 minutos, hasta que los compuestos del
recipiente se disolvieron completamente. El producto
final se deposité en un recipiente de teflén el cual se
colocé dentro de un autoclave que luego de sellarse se
calenté en una mufla a 200°C por 8 horas. Finalmente
se procedié a centrifugar el contenido por 20 minutos a
10 000 RPM. A continuacién se lavo el producto por 4
veces usando una mezcla de agua y etanol, precipitando
el producto usando una centrifugadora a 10 000 RPM
por 20 minutos. La muestra final obtenida se secé en un
horno a 50°C por 10 horas. Posteriormente se procedié

a realizar un tratamiento térmico a la muestra obtenida
a 500°C por 5 horas.

6 Caracterizacién por DRX y
microscopia electrénica

Después de realizar la sintesis se procedié a determinar la
estructura cristalina y la morfologia de nuestro material.
En primer lugar se obtuvo el espectro de DRX de las
nanoparticulas tal como fueron obtenidas. también se
obtuvo el espectro de DRX de la muestra luego que se le
realizé un tratamiento térmico.

Para esto se us6 un Dfractémetro de Rayos X marca
Bruker modelo D8 Discover, usando como fuente de ra-
diacién Cu-Ka de 0,154nm de longitud de onda. Los
espectros obtenidos se muestran en la figura 3 donde se
observa el cambio en la estructura cristalina de la mues-
tra.
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Figura 3: Difractogramas con la comparacién entre la mues-
tra de nanoparticulas de NaY Fy : Er3* Y b*t sin tratamiento
térmico y con tratamiento térmico de 500 °C por 5 horas.

Se observa que antes del tratamiento térmico se tiene
una fase a y luego del tratamiento térmico a 500°C se
tiene una combinacion de las fases a y 3, con una mayor
presencia de la fase [, tomando como referencia los
espectros de DRX reportados en la literatura [2][12][21].

La segunda técnica usada para caracterizar la mues-
tra obtenida fue microscopia electrénica de barrido
(SEM). El equipo utilizado fue un SEM JSM-7800F y
se analizaron las imagenes obtenidas usando el software
ImageJ donde se vio la morfologia y el tamano de las
muestras.

Figura 4:

Imagen SEM de nanoparticulas de NaY Fj
Er3t Y3t con tratamiento térmico.

En la figura 4 muestra una imdgen de microscopia
electrénica SEM de nanoparticulas de NaY Fy : Er,Yb
con un tratamiento térmico de 500°C por 5 horas.
Se observa que estas nanoparticulas se presentan
aglomeradas y muestran algunas aristas asociadas a
una estructura hexagonal de la fase beta del NaY Fj.
El tamaifio promedio de estas nanoparticulas es de 80 nm.
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7 Espectroscopia o6ptica

Espectroscopia de absorcién

Con el fin de caracterizar las emisiones de las
nanoparticulas sintetizadas en primer lugar se ob-
tuvieron los espectros de absorcién UV-Visible de las
muestras sintetizadas. El Espectrofotémetro usado fue
un Cary 5000 UV-VIS-NIR.

La figura 5 muestra el espectro de absorciéon de NaY Fy :
Er,Yb en el rango de 370 nm a 470 nm para una muestra
sin tratamiento térmico y otra con tratamiento térmico
de 500 °C por 5 horas. En ambos espectros se ob-
serva la formacién de tres bandas, correspondientes a
las transiciones en Er3%t [13][14][15], *I15/2 —* G11/2 ;
4.[15/2 —)2 H9/2 y 4I15/2 -—)4 F5/2, con longitudes de onda
centradas en 378 nm, 407 nm y 445 nm. Las bandas de
la muestra con tratamiento térmico presentan una mejor
definicién en comparacién con las bandas de la muestra
sin tratamiento térmico.
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Figura 5: Espectro de absorcién en rango 370 nm a 470 nm
de las nanoparticulas de NaY Fy : Er3%, Y b3t sin tratamiento
térmico y con tratamiento térmico de 500 °C por 5 horas.

La figura 6 muestra el espectro de absorcién de
nanoparticulas de NaY Fy Er,Yb en el rango de
470 nm a 590 nm. En este espectro se observan tres
bandas asociadas a las transiciones ‘Iy5/2 —* Fy/o ;
4I15/2 —2 H11/2 y 4115/2 —4 53/2 con longitudes de
onda centradas en 487, 521 y 543 nm respectivamente.
Nuevamente se tiene que las bandas de absorcién de la
muestra con tratamiento térmico presenta una mejor
definicién en comparacién con las bandas de la muestra
sin tratamiento térmico. La transiciéon desde el estado
fundamental *I 5/, al nivel 2Hyy/o del Er3t presenta
una alta intensidad de absorcién con respecto a las otras
dos bandas.

—— Con T.T. 500°C por 5 horas
SinT.T.

2.66
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Figura 6: Espectro de absorcion entre 470 nm y 590 nm
de nanoparticulas de NaY Fy : Er3* Yb3* sin tratamiento
térmico y con un tratamiento térmico de 500 °C por 5 horas.

También se registré el espectro de absorcién de las

nanoparticulas de NaY Fy : Er3t,Yb3t en rango 590

nm a 840 nm. EIl espectro obtenido se muestra en
la figura 7 donde se observan las bandas asociadas a
las transiciones ‘Iy5/2 —* Fy/p y *Ii52 —* Igj2, las

cuales se encuentran centradas en 655 nm y 798 nmm

respectivamente. Se observa que el pico con absorcién

en el rojo visible del nivel 4F, /2 ofrece una intensidad

mayor (mds del doble) que el pico formado en la regién
infrarroja en el nivel 4y /2 del Er3*, indicando asi una,

mayor probabilidad de absorcién al poblar el nivel 4 Fy /2-

Alrededor de 725 nm se observa un pico de absorcién no

identificado.

En general al comparar los espectro se ve que existe
mayor absorcién después del tratamiento térmico.

4
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Figura 7: Espectro de absorcién en rango 590 nm a 840 nm
de las nanoparticulas de NaY Fy : Er3*,Y b3 sin tratamiento
térmico y con tratamiento térmico de 500 °C por 5 horas.

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 21 (1) (2018) 2329



Nanotermémetro por espectroscopia resuelta en el tiempo con longitudes de onda de ... 27

Espectroscopia de emisién
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Figura 8: Espectro de emisién por upconversion de nanopar-
ticulas de NaY Fy : Er3T,Y b3t ezcitando con un ldser 980
nmy0,3 W.

Con el fin de caracterizar las emisiones por upoconversion
en el rango de 500 nm a 700 nm se obtuvo el espectro de
emisién de las nanoparticulas de NaY Fy : Er3t Y3+
usando un espectrofluorimetro marca Horiba, modelo
FluoroMaxP excitando la muestra con un laser de 980
nmy 0,3 W.

La figura 8 muestra el espectro de emisién por upcon-
version de las muestras sin y con tratamiento térmico.
Se observa un notable aumento de las emisiones de las
muestras tratadas térmicamente por 5 horas a 500 °C.

Las emisiones se asocian a las transiciones
2H11/2 —4 115/2, 453/2 —4 115/2 con longitudes de
onda de 525 nm y 550 nm respectivamente, se distinguen
también la formacién de un pico correspondiente a las
transiciones de los multipletes 4 Fy /2 —% Is /2, centrada
en 655 nm [10][16][17][9].

8 Espectrosopia resuelta en el
tiempo y la temperatura

El arreglo experimental [18][8] para tomar los espectros
de emisién resueltos en el tiempo a diferentes temperat-
uras se muestra en la figura 9.

Para realizar este experimento la muestra en polvo de
NaYFy : Er3*,Yb3* fue empastillada con el fin de
tener una muestra compacta. Esta muestra se colocé
sobre un cilindro de cobre el cual fue calentado usando
un voltaje continuo variable. Una termocupla registro la
temperatura sobre un borde de la muestra empastillada.
Sobre la muestra se hizo incidir un laser de 980 nm y
0,4 W, cuya radiacién fue modulada usando un Arduino
UNO, el cual puede generar pulsos de ancho controlado.

Horno y soporte
para las
nanoparticulas

Monocromador
Fotodetector m Lente
[655nm |
O

Lente ——,

§

oy
L Termocupla

Laser 980nm

Fuente de Poder

Osciloscopio

Figura 9: Arreglo experimental para estudiar la dependencia
del tiempo de vida media de Fluorescencia con longitudes de
onda de emision en 543 nm, 655 nm y 1 550 nm en funcidn
de la Temperatura.

La emisién de la muestra justo después de apagado el
laser fué detectada usando un fotodetector marca Thor-
labs, modelo DET10D, el cual envia la sefial detectada a
un osciloscopio que permite registrar los datos obtenidos.
Las curvas que muestran la disminucién de la intensidad
de decaimiento en funcién del tiempo se muestra en la
figura 10.

Para encontrar el tiempo de vida media de estados exci-
tados se usaran las curvas de decaimiento que se observan
en la figura 10. La zona de decaimiento se ajusté a una
funcién exponencial de la forma:

I=Ae " +B

donde I es proporcional a la intensidad de la radiacién
registrada, t es el tiempo, 7 es el tiempo de vida media
y A, B son constantes.

2=1550nm
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——44°C
——47°C
——51°C
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Voltaje (mV)
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0.0r15 ' 0.()'18 ' 0.021
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Figura 10: Grdfico donde se muestra el comportamiento de
la senal de emision de la transicion en 1550 nm al aumentar
temperatura.

Las emisiones corresponden a las longitudes de onda
de 543 nm, 655 nm y 1 550 nm. Las dos primeras
se producen debido al fenémeno de upconversion y la
ultima debido al fenémeno de downconversion.

REVCIUNI 21 (1) (2018) 23-29

Facultad de Ciencias — UNI



28 David W.Puma, Ruben Puga, Jose Manuel Hernidndez, Héctor Loro

Las vidas medias registradas para las longitudes de
onda de 543 y 655 nm estdn en el orden de los us
mientras que los tiempos de vida media medidos para la
longitud de onda de 1550 nm estén en el orden de los ms.
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Figura 11: Dependencia del tiempo de vida media de fluores-
cencia con la temperatura para la banda de emision *Ss /2 —1
Iis/2 centrada en 543 nm.
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Figura 12: Dependencia del tiempo de vida media de fluores-
cencia con la temperatura para la banda de emision * Fy /2 —4
I,5/2 centrada en 655 nm.

Asimismo se registraron los tiempos de vida media de
las emisiones observadas, variando la temperatura de
la muestra en el rango de 40°C a 80°C. Las medidas
registradas en este rango de temperatura cambian
manteniéndose el orden de magnitud.

Los valores de los tiempos de vida media medidos en
funcién de la temperatura para estas tres longitudes de
onda de 543 nm, 655 nm y 1 550 nm se muestran en
las figuras 11, 12 y 13 respectivamente observandose un
comportamiento lineal en todos los casos [7].

Para la emisién a 543 nm se observa que cuando la
temperatura aumenta en un 80%, el tiempo de wvida
media de decae en un 12%. Para la emisién a 655 nmm
se observa que cuando la temperatura aumenta en umn
70%, el tiempo de vida media decde en un 13% mientras
que para la emisién a 1 550 nm, cuando la temperatura
aumenta en un 75%, el tiempo de vida media de decae
en un 5%.

Es importante hacer notar que ain para variaciones
de temperatura relativamente pequenas se observamn
cambios significativos en los tiempos de vida media
de las emisiones registradas por lo que estas curvas
sirven como curvas de calibracién si se desea conocer
la temperatura a partir del tiempo de vida media de
emisiéon. Los coeficientes de determinacién lineal de los
ajustes para las emisiones de 543, 655 y 1550 nm fueron
de 0,9884, 0,9532 y 0,9947 respectivamente.
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Figura 13: Dependencia del tiempo de vida media de fluores-—
cencia con la temperatura para la banda de emision 41,5 /2 —>2
Is/2 centrada en 1550 nm.

9 Conclusiones

Se sintetizo e identificé las bandas de absorcién del E73+
en NaY Fy y se identificé sus emisiones por uponversion
al hacer incidir radiacién de un diodo laser de 980 nm,
lograndose una mayor eficiencia luminiscente por upcon—
version con las muestras tratadas térmicamente a 500°C
por 5 horas. La fase que predomina en la muestra con
tratamiento térmico es la fase beta del NaYF;. Lasg
imdgenes SEM muestran un tamano promedio de 80 nm
para las nanoparticulas sintetizadas. Los tiempos de vidg,
media medidos para las emisiones por upconversion de
543 nm y 655 nm estdn en el orden de los us mientras que
para la emisién por dowconversion de 1 550 nm, usando
también un laser de 980 nm, estan en el orden de los m s
Los tiempos de vida media registran variaciones significa-
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tivas al variar la temperatura de la muestra entre 40°C y
80°C observandose una dependencia lineal del tiempo de
vida media con la temperatura, es decir que los tiempos
de vida media de las emisiones registradas pueden usarse
para determinar la temperatura de las muestras.
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Presentamos los célculos de primeros principios de la estructura electrénica del BiFeOs con fase hexagonal
(R3c) y del YCrOs3 con fase ortorrémbica (Pnma). Se usaron arreglos antiferromagnéticos de tipo A, C y G para
el YCrO3 y de tipo A y G para el BiFeOs. Los calculos se realizaron segtin la teoria del funcional de la densidad.
Se usé el método de aproximacién de densidad local més el pardmetro de hubbard (LDA+U) y pseudopotenciales
ultra suaves. El pardmetro de hubbard se calculé con el método de respuesta lineal y los valores de 2,43 eV y 1,13
€V se obtuvieron para el hierro y el cromo respectivamente. Los gaps de energia del BiFeOs fueron 1,4 evy 1,8 ev
para los arreglos antiferromagnéticos de tipo A y G respectivamente. En cambio, los gaps de energia del YCrO3
fueron 1,3 eV, 1,32 eV y 1,6 €V para los arreglos antiferromagnéticos de tipo A, C y G respectivamente.

Palabras Claves: Estructura electrénica, teoria del funcional de densidad, perovskita, Quantum ESPRESSO.

We present the first principles calculations of the electronic structure of BiFeO3 with hexagonal phase (R3c)
and of YCrO3 with orthorhombic phase (Pnma). Antiferromagnetic arrangements of type A, C, and G were used
for YCrO3 and type A and G for BiFeOs. The calculations were made according to the density functional theory.
The local density approximation method plus the Hubbard parameter (LDA + U) and ultra-soft pseudopotentials
were used. The Hubbard parameter was calculated with the linear response method and the values of 2.43 eV and
1.13 eV were obtained for iron and chromium respectively. the energy gaps of BiFeO3s were 1.4 ev and 1.8 ev for
the antiferromagnetic arrangements of type A and G respectively. In contrast, the energy gaps of YCrO3z were 1.3

eV, 1.32 eV and 1.6 eV for the antiferromagnetic arrangements of type A, C, and G respectively.

Keywords: Electronic structure, Density Functional Theory, perovskita, Quantum ESPRESSO.

1 Introducciéon

Los multiferroicos son materiales que exhiben dos o
més propiedades ferroicas en la misma fase. Los cuales
tienen aplicaciones en piezoelectrénica, memorias magne-
toelectrénicas , espintrénica entre otras [1-3]. Debido a
esto, el estudio de los multiferroicos ha generado gran in-
terés recientemente. Ademads, varios de los multiferroicos
estudiados son 6xidos de la forma ABOj3 con una estruc-
tura de tipo perovskita. Asf mismo, existen por lo menos
tres tipos de multiferroicos [4]. Oxidos basados en bis-
muto, por ejemplo, BiCrO3 o BiFeQO3;. Manganatos de
tierras raras como InMnO3 o LaMnQO3. Cromitas de
tierras raras, tales como YbCrO3 o YCrOs.

La ferrita de bismuto (BiF'eO3) tiene una estructura
hexagonal que pertenece al espacio de grupo R3c [5].
La cual es estudia por exhibir a temperatura ambiente,
propiedades ferromagnéticas y ferroeléctricas [6,7]. En
contraste, la cromita de itrio (YCrOj3) tiene una es-
tructura ortorrémbica que pertenece al espacio de grupo
Pnma [8]. La cual es considerada como un material bi-
ferroico. Ademas tiene un ferromagnetismo débil por de-
bajo de su temperatura de Neel (140 K) [9].

En este trabajo, se estudian las propiedades
electrénicas de ambos materiales con distintos arreglos
antiferromagnéticos. Con el objetivo de determinar cual
es el mas estable, ademéas se comparan los gap de ener-
gia obtenidos en ambos materiales, para determinar el

material mas conveniente para una posible aplicaciéon.

2 Meétodo computacional

Los céalculos se realizaron segin la teoria del funcional
de la densidad implementada en el paquete de simu-
lacién Quantum ESPRESSO. Se us6 el método de aprox-
imaciéon de densidad local m&s el pardmetro de Hu-
bbard (LDA+U) y pseudopotenciales ultra suaves. El
parametro de Hubbard fue incluido porque ambos mate-
riales tienen electrones localizados en el orbital d debido a
los metales de transicién en su estructura. El pardmetro
de Hubbard se calculé con el método de respuesta li-
neal [10] y los valores de 2,43 eV y 1,13 eV se obtuvieron
para el hierro y el cromo respectivamente.

Se utiliz6 una grilla en la primera zona de Brillouin de
3 x 3 x 3 puntos K para el BiFeO3 y de 5 x 4 x 5 puntos
K para el YCrO3. Ademés se definié que la energia de
corte para la expansién de las ondas planas sea 540 eV .

Antes de iniciar los célculos de estructura electrénica
se realiz6 una relajacién de ambas estructuras cristalinas.
Para lo cual se uso el algoritmo de minimizacién Broyden-
Fletcher-Golbfarb-Shanno (BFGS) [11] implementado en
Quantum Espresso. Ademaés los limites de convergencia
para la minimizacién se definieron como 10~° €V para la
variacién méxima de energia, 0,03 eVA~! para la fuerza
y 0,05 Gp para la presién.

Se usaron arreglos antiferromagnéticos de tipo A, C y
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G para el YCrO3 y de tipo A y G para el BiFeQOs. Para
poder representar estas configuraciones magnéticas, los
espines del hierro y del cromo se orientaron de la forma
mostrada en las figuras 1 y 2.
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Figura 1: Arreglos antiferromagnéticos para el BiFeOs. Se
muestran solo los 4&tomos de hierro por claridad.
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Figura 2: Arreglos antiferromagnéticos para el YCrOs. Se
muestran solo los &tomos de cromo por claridad.

3 Resultados

3.1 Parametros cristalinos y bandas de
energia para el BiFeO;

Los parametros cristalinos obtenidos luego de la rela-
jacién (tabla 1) son cercanos a los valores obtenidos ex-
perimentalmente (a: 5.58 A, c¢: 13.86 A) [12] y (a: 5.61
A, c: 13.98 A) [13]. Ademas, muestran que el arreglo
antiferromagnético de tipo G tiene la energia mas baja,
por lo tanto es el mas estable.

Tabla 1: Parametros cristalinos y energia total de los arre-
glos antiferromagnéticos de tipo A y G del BiFeOs.

Tipo a (A) c (A) E. Total (Ry)
AF-A 5.65 14.16 -3013.003
AF-G 5.64 14.07 -3013.092

La estructura de bandas de energia para ambos arreg-
los antiferromagnéticos se calculé a lo largo de los pun-
tos de alta simetria en la primera zona de brillouin
'-M—-K-T.

La figura 3 muestra la estructura de bandas de energia del
arreglo antiferromagnético de tipo A, donde se observa un
gap de energia indirecto de 1.4 €V que es proximo al gap
de 1.3 eV calculado de forma experimental por Gujar et
al [14]. El gap se encuentra definido entre el nivel mas

alto de energia de la banda de valencia cerca del punto I"
y el nivel més bajo de energia de la banda de conduccién
ubicado entre los puntos K —T'.

Energfa (eV)

Figura 3: Estructura de bandas de energia del arreglo anti-
ferromagnético de tipo A del BiFeOs3. La linea roja marca el
nivel de fermi y la franja amarilla senala el gap de energia.

Energia (eV)

Figura 4: Estructura de bandas de energia del arreglo anti-
ferromagnético de tipo G del BiFeOj3. La linea roja marca el
nivel de fermi y la franja amarilla sefiala el gap de energia.

La figura 4 muestra la estructura de bandas de energia del
arreglo antiferromagnético de tipo G, donde se observa
un gap de energia indirecto de 1.8 eV que es proximo al
gap de 1.9 eV calculado de forma experimental por Lee
et al [13]. El gap se encuentra definido entre el nivel mas
alto de energia de la banda de valencia ubicado entre los
puntos K — I' y el nivel més bajo de energia de la banda
de conduccién ubicado entre los puntos K —T'.

En las figuras 5 y 6 se observan las densidades to-
tales y parciales para los arreglos antiferromagnéticos
de tipo A y G respectivamente. Ambos arreglos antife-
rromagnéticos presentan simetria entre los espines up y
down. Ademas en ambos casos cerca del nivel de fermi en
la banda de conduccién el hierro posee la mayor densidad
de estados. En contraste, en la banda de valencia el oxi-
geno posee la mayor densidad de estados. Ambos casos
también presentan un pequeno gap por sobre la banda de
conduccién, aproximadamente en el nivel de energia de
1 eV, lo cual concuerda con lo observado en sus respecti-
vas estructuras de bandas de energia, donde se tiene un
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grupo de bandas por sobre el nivel de fermi separadas
de las demés. También se observa que los estados de los
distintos elementos se encuentran mezclados en todo el
rango de energia.

-——  Total
40r- — B
l . Fe

30

Densidad de estados (estados/eV)

Energia (eV)

Figura 5: Densidad de estados total y parcial por cada ele-
mento para el BiFeOs3 del arreglo antiferromagnético tipo A.
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Figura 6: Densidad de estados total y parcial por cada ele-
mento para el BiFeOj3 del arreglo antiferromagnético tipo G.

La figura 7 muestra la densidad de estados parcial del
hierro para los arreglos antiferromagnéticos de tipo A y
G, donde se observa que los estados del orbital d tienen
la mayor densidad tanto en la banda de conduccién como
en la banda de valencia. En contraste los orbitales s y
p presentan una densidad de estados casi nula en ambas
bandas. Para los elementos oxigeno y bismuto la mayor
densidad le pertenece al orbital p.
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Figura 7: Densidad de estados parcial del hierro para el
BiFeOs3; del arreglo antiferromagnético tipo A.

3.2 Parametros cristalinos y bandas de
energia para el YCrO;3

Los pardmetros cristalinos obtenidos luego de la rela-
jacion (tabla 2) son cercanos a los valores obtenidos ex-
perimentalmente (a: 5,23 A, b: 552 A, c: 7,54 A) [15]
y (a: 5,51 A, b: 5,23 A, c: 7,52 A) [9]. Adem&s, mues-
tran que el arreglo antiferromagnético de tipo G tiene la
energia mas baja, por lo tanto es el més estable.

Tabla 2: Parametros cristalinos y energia total de los arre-
glos antiferromagnéticos de Tipo A, C y G del YCrO3

Tipo a(A) b (A) c (A) E. total (Ry)

AF-A 499 5.35 7.22 -1462.845
AF-C 5.0 5.33 7.23 -1462.851
AF-G 5.0 5.34 7.22 -1462.856

La estructura de bandas de energia para los tres arreglos
antioferromagnéticos se calculd a lo largo de los puntos
de alta simetria I' - X — S —-Y —T.

La figura 8 muestra la estructura de bandas de energia
del arreglo antiferromagnético de tipo A, donde se ob-
serva un gap de energia directo de 1.3 eV. El gap se en-
cuentra definido entre el punto més alto de la banda de
valencia y el punto mas bajo de la banda de conduccién,
ambos ubicados en el punto de alta simetria T'.
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Energia (eV)

Figura 8: Estructura de bandas de energia del YCrO3 con
arreglo antiferromagnético de tipo A. La linea roja marca el
nivel de fermi y la franja amarilla senala el gap de energia.
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Figura 9: Estructura de bandas de energia del YCrO3s con
arreglo antiferromagnético de tipo C. La linea roja marca el
nivel de fermi y la franja amarilla sefiala el gap de energia.

La figura 9 muestra la estructura de bandas de energia
del arreglo antiferromagnético de tipo C, donde se
observa un gap de energia indirecto de 1.32 V. El gap se
encuentra definido entre el punto mas alto de la banda
de valencia ubicado en el punto X y el punto més bajo
de la banda de conduccién ubicado en el punto I'.

Erp
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o

Figura 10: Estructura de bandas de energia del YCrOs con
arreglo antiferromagnético de tipo G. La linea roja marca el
nivel de fermi y la franja amarilla sefiala el gap de energia.

La figura 10 muestra la estructura de bandas de energia
del arreglo antiferromagnético de tipo G, donde se ob-
serva un gap de energia indirecto de 1.6 eV. El gap se
encuentra definido entre el punto mas alto de la banda
de valencia ubicado en el punto I' y el punto mas bajo de
la banda de conduccién ubicado en el punto S.

Las figuras 11, 12 y 13 muestran las densidades to-
tales y parciales para los tres tipos de arreglos anti-
ferromagnéticos, donde se observa que todos presentan
simetria entre los espines up y down. Ademés en los tres
casos cerca del nivel de fermi tanto en la banda de con-
duccién como en la banda de valencia, el cromo tiene la
mayor densidad de estados. Una diferencia importante
entre los arreglos de tipo A y C respecto del tipo G, es
la presencia de un gap en la banda de conduccién del
tipo G aproximadamente en 3 eV. También se observa
que los estados de los distintos elementos se encuentran
mezclados a lo largo de todo el rango de energia.
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-10
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Figura 11: Densidad de estados total y parcial por cada
elemento para el YCrOs del arreglo antiferromagnético tipo
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Figura 12: Densidad de estados total y parcial por cada

elemento para el YCrOs del arreglo antiferromagnético tipo

C.
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Figura 13: Densidad de estados total y parcial por cada
elemento para el YCrOs3 del arreglo antiferromagnético tipo
G.

La figura 14 muestra la densidad de estados del cromo
para los arreglos antiferromagneticos de tipo A,C y G
,donde se observa que los estados del orbital d tienen la
mayor densidad tanto en la banda de valencia como en
la banda de conduccién. En contraste los orbitales s y
p presentan una densidad de estados casi nula en ambas
bandas. Y en el caso del itrio y el oxigeno, los orbitales d
y p respectivamente tienen la mayor densidad de estados.

A..

Figura 14: Densidad de estados del cromo para los tres ar-
reglos antiferromagnéticos del YCrO3
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4 Comparacion de resultados

La figura 15 muestra la comparacién entre los gaps de
energia obtenidos de los arreglos antiferromagnéticos tipo

A y G para el BiFeO3 y YCrOs. Donde se observa que
el YCrOs tiene un gap de energia mas pequeiio en am-
bos casos, volviéndose un mejor candidato para una apli-
cacién tecnolégica. La grafica también muestra que el
arreglo tipo A tiene un gap de energia menor para am-
bos materiales, sin embargo el arreglo antiferromagnético
tipo G es reportado con mayor frecuencia por estudios
experimentales para ambos materiales.

2

Ell BiFeO3;
EE YCrO;

Gap de energia (eV)

Tipo A
Arreglos antiferromagnéticos

Tipo G

Figura 15: Comparacioén de los gap de energia del BiFeO5
y YCrO3 para los arreglos antiferromagnéticos de tipo A y
G.

5 Conclusiones

Se aplico el método de aproximacién de densidad local
con la correccién de Hubbard (LDA + U) implementado
en Quantum ESPRESSO. Para obtener el valor de Hub-
bard se utilizé el método de respuesta lineal propuesta
por Cococcioni, el cual se adecua al uso de Quantum
ESPRESSO. Los valores obtenidos para Hubbard en
ambos materiales difieren ligeramente de valores usados
en otros estudios, esto es debido a que el pardmetro de
Hubbard es sensible a factores tales como: el paquete
de simulacién usado, la implementaciéon del método de
DFT + U, los pseudopotenciales usados, parametros de
red, entre otros.

Se observé que en ambas perovskitas el arreglo antife-
rromagnético de tipo G es el mds estable. Ademaés los
orbitales d de los 4&tomos de hierro y cromo del BiFeO;
y YCrO3 respectivamente, son los predominantes cerca
del nivel de fermi en la banda de conduccién, y para el
Y CrOs3 dichos estados también son los predominantes
cerca del nivel de fermi en la banda de valencia. Este
comportamiento muestra la importancia de usar la co-
rreccién de Hubbard para obtener resultados adecuados.
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Las estrellas variables cataclismicas son sistemas binarios compuestos por una enana blanca y una enana roja.
Alrededor de la enana blanca se crea un disco de acrecién, producto de la masa transferida de las capas exteriores
de la enana roja a través del primer punto de Lagrange del sistema. La masa que es transferida posteriormente
colisiona con el disco, generandose una nueva fuente de luz en el sistema denominada hot spot. Sin embargo, la
mayor parte del tiempo, las principales fuentes del brillo del sistema son la enana blanca y la enana roja, por lo que
podemos asumir que un espectro observado de una estrella variable cataclismica se puede reproducir mediante la
suma de los espectros de una enana blanca y una enana roja. En observatorios virtuales es posible encontrar gran
cantidad de espectros, tanto de enanas blancas, con diferentes valores de temperatura y gravedad superficial, asi
como de enanas rojas de tipo M con diversos subtipos. En este trabajo presentamos un método alternativo para la
determinacién de las caracteristicas de las componentes del sistema a partir de sus espectros observados. Mediante
un programa en Python evaluamos un test x® en 32 bandas delgadas a lo largo de todo el espectro observado.
Estas bandas se encuentran alrededor de las lineas de absorcién de Balmer en los espectros de las enanas blancas,
y bandas usadas para clasificar estrellas de tipo M en secuencia principal. Se muestra los resultados obtenidos tras
la ejecucién del programa sobre espectros de tres variables cataclismicas.

Palabras Claves: Variable cataclismica, enana blanca, enana roja, disco de acrecién, hot spot, espectro.

Cataclysmic variable stars are binary systems composed by one white dwarf and one red dwarf. Around white
dwarf an accretion disc is formed, product of transferred mass from the outer shells of the red dwarf through the
first Lagrange point of the system. The subsequent transferred mass collides the disc, creating a new light source
on the system, called hot spot. However, the most of the time, the major sources of brightness of the system are
the white dwarf and the red dwarf, thus we can assume that a observed cataclysmic variable star spectrum can be
reproduced by the sum of one spectrum of a white dwarf and one spectrum of a red dwarf. At virtual observato-
ries is possible finding a lot of spectra, white dwarf spectra with different values of temperatures and superficial
gravities, and M type red dwarf spectra with diverse sub-types. In this work, we present an alternative method to
determine characteristics of components of the system from its observed spectra. Through a Pyhton program we
assess a X2 test in 32 narrow bands along all observed spectrum. These bands are around of Balmer lines in white
dwarf spectrum, and bands used for classifying M type stars on mean sequence. It is shown the obtained results
after the run of the program over three cataclysmic variable spectra.

Keywords: Cataclysmic variable, white dwarf, red dwarf, accretion disc, hot spot, spectrum.

1 Introduction

Cataclysmic variable (CV) stars are systems of binary
stars composed by one white dwarf (WD) and one red
dwarf (RD), where the RD has filled its Roche lobe, thus
it transfers mass to the WD through the first Lagrange
point. This transferred mass form a accretion disc around
the WD if the magnetic field of the WD is weak. If a disc
is formed, the subsequent flow of mass will collide it, and
at the impact zone is created a new light source called
hot spot [2].

When the magnetic field of the WD is strong the
transferred mass does not form an accretion disc, but
the flow is driven by the magnetic lines to the poles of
the WD. If the magnetic field of WD is not so strong the
accretion disc is formed partially, just the outer part of
the disc is formed and what it had been the inner part
of the disc is driven to the poles by the magnetic lines.

Occasionally, the two major sources of brightness of
the system are the WD and the RD (in low state [8]), thus
a spectrum of a CV can be considered approximately the
sum of two spectra, one from a WD and one from a RD.

Nowadays, it is possible to access to big databases
where one can find a lot of photometric and spectroscopic
data of all kind of celestial objects. In our case, we found
a big grid of synthetic spectra of WD, with a variety of
combinations of temperature and superficial gravity, g
sample of templates of M-type stars of mean sequence,
and a sample of three observed spectra of CV.

Our work is finding the combination of one WD syn-
thetic spectrum, of determined temperature and super-
ficial gravity, and one RD spectrum, of determined M-
type, that reproduce the observed spectrum of a CV. In
this way, the stellar parameters of the components of the
system will be determined.
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2 Spectroscopic data

2.1 Observational CV spectra

Observational CV spectra were obtained from the
database of the Sloan Digital Sky Survey (SDSS,
(11]), data release 14 [1]. We got spectra of stars
SDSSJ121130.94-024954.4, SDSSJ155712.05+151534.3,
and SDSSJ212051.92-005827.3 from SDSS Sky Server
webpage!. The former two stars have spectra between
3800 and 9200 A, and the last one from 3500 to 10300 A.

2.2 Synthetic spectra of White Dwarfs

Synthetic spectra of WD were obtained from the Spanish
Virtual Observatory website?. These are models made
by Detlev Koester [3]2, conformed by a grid of 1066 WD
spectra between wavelengths of 900 and 30000 A in flux
units of erg/cm?/s/A, for temperatures between 5000 K
and 80000 K with different steps, and superficial gravity
values (log g) between 6.5 and 9.5 with a uniform step of
0.25. A similar grid was provided by Koester by private
communication.

Fig. 1 shows a couple of synthetic spectra, both of
them with 20000 K of temperature but different superfi-
cial gravity (6.5 and 9.5).

Fig. 2 shows a sample of 6 synthetic spectra with log
g = 8.00 and temperatures from 10000 K to 60000 with
steps of 10000 K.
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Figure 1: WD Synthetic spectra (Koester [3]) with a

constant temperature of 20000 K and different superficial
gravity. We can see how the continuum changes with log
g. Absorption lines are Balmer lines.

Lhttp://skyserver.sdss.org /dr14/en/tools/quicklook/summary.aspx?

2http:/ /svo2.cab.inta-csic.es /theory/newov2/index.php
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Figure 2: WD Synthetic spectra (Koester [3]) with con-

stant logg. We can see the variation of the continuum
with the temperature.

2.3 Observational M-type star templates

M-types templates were obtained from the MILES
project [9] library?. We have 10 spectra between wave-
lengths of 3525 and 7500 A in flux units of erg/cm?/s/A,
from MOV to M6V type with a step of 1 and a spectrum
of a RD of M0.5V type. Fig. 3 shows six of them.
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Figure 3: M templates (MILES project [9]). We can see
how the depth and form of absorption bands change for
different M types. We added a constant value over the
fluz of each spectrum for better visualization.

3These models are for white dwarfs of spectral type DA with pure hydrogen atmospheres. They use LTE (local thermodynamic equi-
librium), hydrostatic equilibrium and plane-parallel, one-dimensional structure. Basic methods and data are described in Koester (2010,
Mem.S.A.It. Vol. 81, 921). Since then many improvements were implemented, most notably the hydrogen Stark profiles by Tremblay &

Bergeron (2009, ApJ 696,1755), and Tremblay (2015, priv. comm).

4http://www.iac.es /proyecto/miles/pages/stellar-libraries/miles-library.php
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3 Fitting program

On the premise that a CV spectrum is basically com-
posed by the sum of a couple of spectra, one of a WD
and one of a RD. We wrote a program in Python which
finds such couple of spectra whose sum fit best the ob-
served spectrum of a CV.

The program performs a x? test between the sum of a
couple of spectra WD-RD and the observed spectrum of
a CV in 32 narrow bands. These selected bands could
be separated in two groups, one of them is conformed
by bands around the Balmer lines and the another one
conformed by bands used by Lépine et al.[4] to calculate
spectral indices whose values are used to classify M type
stars.

When the program find the couple WD-RD that pro-
duces the minimum x? value it generates a text file that
contains the spectra of this couple WD-RD and that of
the observed star. This program is a upgraded version of
that used in William Cori and Julio Tello, 2018 [10].

4 Run and Results

The program was run over a sample of three observed
CV spectra taken by SDSS (see section 2.1). The WD
spectra are DA WD synthetic spectra by Koester (see sec-
tion 2.2), and RD spectra are M templates from MILES
project (see section 2.3).

For the CV star SDSSJ121130.94-024954.4 we found that
its spectrum can be reproduced best by a DA WD syn-
thetic spectrum with temperature of 18750 K and super-
ficial gravity of 8.00, and a red dwarf template of M6V
type. Thus we can say that the CV star SDSSJ121130.94-
024954.4 is a binary system composed by a WD and a
RD of those characteristics (see Fig. 4, top box).
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Figure 4: Top bozx: observed spectrum of

SDSSJ121130.94-024954.4 (grey), fitted spectrum
(magenta), WD synthetic spectrum (light blue) and M5V
star spectrum (red). Bottom box: Residuals (grey) and
reference line (magenta).

Similarly, we found  that the CV star
SDSSJ155712.05+151534.3 is composed by a WD
of 45000 K and log g = 8.25, and a RD M6V type (Fig.
5, top box); while the CV star SDSSJ212051.92-005827.3
is composed by a WD of 16000 K and log g = 8.00, and
a RD M5V type (Fig. 6, top box).

In all cases, residuals are shown too (Fig. 4, 5, 6, bottom
boxes).
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Figure 5: Top bozx: observed spectrum of

SDSSJ155712.05+151584.3 (grey), fitted spectrum
(magenta), WD synthetic spectrum (light blue) and M5V
star spectrum (red). Bottom boz: Residuals (grey) and
reference line (magenta).
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Figure 6: Top bozx: observed spectrum  of

SDSSJ212051.92-005827.3 (grey),  fitted  spectrum
(magenta), WD synthetic spectrum (light blue) and M5V
star spectrum (red). Bottom box: Residuals (grey) and
reference line (magenta).
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Table 1: Results in this work and literature.

CV Star WD Temp (K) WD logg RD M type Source
SDSSJ121130.94-024954.4 18750 8.00 M6.0V  This work

13130 1 7.84 M2.5V  Rebassa-Mansergas et al., 2011 [7]
SDSSJ155712.05+151534.3 45000 8.25 M6.0V  This work

40000 8.25 M2.0V  Morgan, 2017 [5]
SDSSJ212051.92-005827.3 16000 8.00 M5.0V  This work

16336 8.04 M4.0V  Nebot Gémez-Moran et al., 2011 [6]

Table 1 shows a comparison between our results and what
has been found in the literature about our sample of stars.
We can see there that the best approximations between
our results and those found in the literature occur for
SDSSJ212051.92-005827.3. Furthermore, we also can see
good approximations for superficial gravity values of the
three white dwarfs (WD log g) , followed by its tem-
peratures (WD Temp). However, values of RD M type
are appreciably different for SDSSJ121130.94-024954.4
and SDSSJ155712.05+151534.3. Complementary data in
other bands could be determinant for getting stellar pa-
rameters values more precisely (data in ultraviolet for
WD and in infrared for RD, for example).

5 Conclusions

It has been written a program that permit us calculate
the stellar parameters of a CV system. We can calcu-
late the temperature and superficial gravity of the WD
and the M type of the RD. Table 1 shows that our re-

sults are close to those found in the literature, specially
for WD stellar parameters, what indicates that our crite-
ria to perform the x? test and its implementation in the
program are correct. As our program assesses the test
on bands, it could obtain, without any change, better
results if we had spectra with higher resolution. On the
other hand, smaller steps in synthetic spectra of WD and
templates of RD would be beneficial too.
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El uso de iméagenes hiperespectrales es una importante herramienta tecnolégica actual, la cual se aplica también
al estudio de suelos y permite entre otras cosas la elaboracién de mapas litolégicos y una biblioteca espectral. En
esta investigacién, se trabajé con 7 muestras de suelos de 2 regiones del Pert (Cusco - Regién kastanosélica y Madre
de Dios- Regién acrisélica) con el fin de identificar y analizar su firma espectral. Los espectros de reflectncia mues-
tran que es posible identificar estos suelos a partir del comportamiento de la reflectancia para 1415 nm . Ademads
se usé la técnica PPI (Pixel Purity Index) usando el software ENVI para identificar pixeles puros (con distintas
firmas en las imagenes analizadas. Los resultados muestran que es posible identificar suelos diferentes dentro de
una misma imagen hiperespectral.

Palabras claves: imagen hiperespectral, PPI, MNF, PCA y K-medias

The use of hyperspectral images is an important current technological tool, which is also applied to the study
of soils and allows, among other things, the elaboration of lithological maps and a spectral library. In this research,
we worked with 7 soil samples from 2 regions of Peru (Cusco - Kastanosol Region and Madre de Dios Acrisolic
Region) in order to identify and analyze its spectral signature. The reflectivity spectra shows that it is possible
to identify these soils from the behavior of the reflectance for 1415 nm. In addition, the PPI (Pixel Purity Index)
technique was used using the software ENVI to identify pure pixels (pixels with different signatures in the images

analyzed) Results show that it is possible to identify different soils within the same hyperspectral image.

Keywords: hyperspectral imaging, PPI, MNF, PCA y K-means.

1 Introduccion

El uso de cdmaras hiperespectrales en el analisis de sue-
los, minerales y productos orgéanicos es un importante
avance en los estudios de suelos. La coloracién de la
superficie terrestre representa una caracteristica bésica
para su identificacién, y puede hacerse con suficiente pre-
cisién a partir de mediciones realizadas incluso con solo
cinco longitudes de onda [1][2]. A partir de la reflectan-
cia se puede obtener firmas espectrales que ayudan a
determinar las concentraciones de carbonatos, 6xidos de
hierro y aluminio en suelos 4ridos y semiéridos [3][4][5](6].
El suelo es un componente critico del ecosistema de la
Tierra y juega un papel importante en roles de la pro-
duccién agricola de alimentos, cambio climatico global,
ciclo hidrolégico, diversidad biolégica y proteccién ambi-
ental [7]. En las dltimas décadas, debido a la disminucién
en la cantidad y calidad del suelo (8], la necesidad de
monitorear y evaluar el suelo a diferentes escalas tempo-
rales y espaciales ha aumentado.

La informacién espectral de un cuerpo es el resultado de
la interaccién de la radiacién incidente con los objetos en
estudio. La informacién obtenida es consecuencia prin-
cipalmente de cuatro factores: i) contenido de materia
orgénica; ii) humedad del suelo; iii) contenido de mine-
rales, y iv) textura [9].

La reflectancia del suelo, es uno de los atributos mas
utiles para delinear las diferencias entre los suelos y des-
cribir las caracteristicas de un perfil de suelo [10], sin em-
bargo su medida se dificulta debido a la complejidad de
los factores ambientales [11], especialmente en regiones
montafiosas cubiertas de vegetacién densa. Asimismo
para apoyar este trabajo, es necesario un anélisis en el
laboratorio de estos suelos con el fin de identificarlos en
escenarios de grandes areas.

Dentro de las camaras hiperespectrales disponibles, re-
sulta de particular interes las cdmaras con capacidad de
deteccién en el infrarrojo cercano (NIR, por sus siglas en
ingles), lo cual resulta importante al estudiar elementos
organicos como los que se encuentran en los suelos [12]-

[21]).

El objetivo de este trabajo es obtener perfiles espectrales
de suelos de interés en condiciones controladas en el lab-
oratorio que resulta 1itil para una posterior identificacién
y clasificacién de suelos.

La informacién espectral de los suelos fue obtenida con
la cdmara hiperespectral Pika NIR 320, entre (900 -
1700 nm), con 168 bandas y software Spectronon Pro,
analizando 7 muestras de suelos representativos de dos
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departamentos; Cusco (4) y Madre de Dios (3), con un
patrén de calibracién (teflén) al 100% de reflectancia.
Para representar los perfiles espectrales de cada suelo, se
utiliz6 la técnica del algoritmo PPI (Pixel Purity Index),
que da solucién al problema habitual que se tiene cuando
se procesa y analiza una imagen hiperespectral, “Mez-
cla de pixeles” [22]. Al ejecutar este algoritmo sobre la
serie de datos reales, obtenidos de las iméigenes hiper-
espectrales de cada muestra se pudo identificar las firmas
espectrales o miembros finales (endmembers) extraidos
después de la ejecucién del algoritmo. Estos resulta-
dos fueron contrastados con otros métodos de andlisis, y
guarda una estimacién confiable entre ellos.

2 Vision hiperespectral

2.1 Imagen hiperespectral

Una imagen hiperespectral, proporciona un conjunto de
datos para cada uno de los pixeles que la forman. En
estas imagenes cada pixel viene descrito por un vec-
tor de valores espectrales que se corresponden con la
contribucién de la luz detectada en ese punto para dife-
rentes longitudes de onda que pueden ser detectadas por
la cdmara que registré la imagen [23].

La figura 1, muestra la salida de datos sin procesar y
se visualiza a menudo como un “data cube”, que es la
estructura de una imagen hiperespectral, en esta figura el
eje X es el indicador de las lineas, el eje Y es el indicador
de las muestras y representan la ubicacién espacial de
un pixel, el eje Z representa la singularidad espectral de
cada pixel y es el nimero de banda, es decir, la longitud
de onda de esa banda o canal.

/ u Reflectancia
enbanda 4

j "Reﬂectancia
enbanda 3

4,-"".Reflectancia

E en banda 2
‘C!' ~"Reflectancia

1 enbanda 1
Pixelen
I posicion (x,y)

Muestras

Lineas

Figura 1: Estructura de una imagen hiperespectral [23].

En el laboratorio las imdgenes pueden obtenerse usando
un sistema como el mostrado en la figura 2, manteniendo
la camara fija y desplazando la muestra en estudio a una
velocidad pre-definida.

Camara

Elemento de
dispersion

Computador

Plataforma
de muestra

Figura 2: Sistema para el registro de una imagen hiperespec-
tral [23].

2.2 Pre-procesamiento de una imagen
hiperespectral

El pre-procesamiento de una imagen hiperespectral busca
eliminar elementos ajenos que perturban el analisis de
las mismas. Dentro de los procedimientos de un pre-
procesamiento de las imdgenes estan la eliminacién de las
bandas correspondientes a longitudes de onda extremas,
su normalizacién, el suavisado de los espectros y la elim-
inacién del ruido.

El ruido engloba informacién ajena a los materiales en
estudio, formado por sombras o puntos ciegos de la su-
perficie en estudio. Dos técnicas 1tiles para la identifi-
cacién del ruido son PCA y MNF. También se presen-
tan pixeles mezcla o mixtos por la presencia de materiales
distintos.

2.3 Anadlisis de Componentes Principales
(PCA)

Principal Component Analysis (PCA) es un método
estadistico que permite reducir la complejidad de espa-
cios muestrales con muchas dimensiones conservando
su informacién. Para una muestra con n elementos
(pixeles), cada uno con p variables (longitudes de
onda o bandas), espacio muestral p- dimensional,
PCA permite reducir las dimensiones a 2z (z < p)
reproduciendo aproximadamente lo mismo que las p
variables originales. Donde antes se necesitaban p
valores para caracterizar a cada muestra, ahora bastan
z valores. Cada una de estas z nuevas variables recibe el
nombre de componente principal. PCA pertenece a la
familia de técnicas conocida como unsupervised learning.

Cada componente principal (z;) se obtiene por combi-
nacién lineal de las variables originales, buscando maxi-
mizar la varianza. para la componente.
z21-

21 = ¢z + d21T2 + ... + Pp17y

Los términos ¢11,. .., @1, reciben en el nombre de load-
ings y son los que definen a la componente principal. Los
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loadings pueden interpretarse como el peso/importancia
que tiene cada variable en cada componente y, por lo
tanto, ayudan a conocer que tipo de informacién recoge
cada una de las componentes.

El proceso que se sigue para encontrar las componentes
principales es:

1.- Centrado de las variables: se resta a cada valor la
media de la variable a la que pertenece. Con esto se con-
sigue que todas las variables tengan media cero.

2.- Se encuentran los loadings de z; diagonalizando la
matriz de covarianza.

3.- Una vez hallada la primera componente z; se cal-
cula la segunda 2z, repitiendo el mismo proceso, pero
anadiendo la condicién de que la combinacién lineal no
pude estar correlacionada con la primera componente.
Esto equivale a decir que 2; y 22 tienen que ser perpen-
diculares. EL proceso se repite de forma iterativa hasta
calcular todas los posibles autovectores. El orden de im-
portancia de las componentes se relaciona con la magni-
tud de los autovalores.

4.- Finalmente si se desea obtener una imagen remar-
cando los pixeles donde prevalece la primera compo-
nente principal se proyecta el vector intensidad I =
a1 + asT2 + azx3 + --- + apT, de cada pixel sobre el
vector 2.

2.4 El método Minimum Noise Fraction
(MNF)

Una transformacién por componentes principales (PCA)
no siempre produce imagenes que muestran una calidad
de imagen sostenidamente decreciente al incrementarse
el nimero de la componente. Lo que se busca entonces
es una transformacion lineal que haga esta tarea. Una
de las formas m&s comunes de medir la calidad de
una imagen es la relacién ruido-senal. Asi en vez de
escoger nuevas componentes para maximizar la varianza,
como en la transformacién por componentes principales,
ahora se escogen de tal manera que se maximice la
relacién ruido-seiial, logrando de este modo el deseado
ordenamiento Optimo en términos de la calidad de
imagen. [24].

Para un conjunto de datos multivariado de p-bandas con
niveles de intensidad Z;(z), con i = 1,...,p donde x da
las coordenadas de la muestra. Asumimos que

Z(z) = S(z) + N(z)

donde ZT(z) = Zi(z),...,Zy(z) y S(z) y N(z) son las
componentes de senal y ruido no correlacionados.

Luego,

Cov(Z(z)) =2 =%s+ Xy

donde ¥s y ¥ son las matrices de covarianza de S(z)
y N(z) respectivamente.

Se define la fraccién de ruido de la i-ésima banda como
la razén de la varianza total de la banda, a la varianza
del ruido, es decir como:

Var(Z;(z))/Var(N;(z))

Los autovectores obtenidos usando la fraccién de ruido
son los mismos que los obtenidos por el procedimiento
de maximizar la razén ruido-senal.

Sea Yi(z) = a;TZ(z), i = 1,...,p, la transformacién de
maéxima fraccién de ruido (MNF), con Y; méxima entre
todas las transformaciones ortogonalesa Y; , j =1,...,4

Los a; son los autovectores de ZyZ~! y si K; son los
autovalores correspondientes a a;,

M1 2 p2 20 2

Expresamos la transformacién MNF como:

Y(z) = ATZ(z)

con: YT (2) = Yis 505 Yp; A(Z) =150 . y05

Generalmente, ¥g se estima utilizando la matriz de
covarianza muestral de Z(z) mientras que para estimar
YN se usa el método MAF (minimum/maximum au-
tocorrelation factors). También se puede estimar Xy,
primero identificando las fuentes de ruido, que puede
ser desde un fondo conocido hasta las sombras presentes
en las muestras estudiadas y relacionando el ruido con
datos evaluados previamente o obtenidos a partir de las
mismas iméagenes estudiadas.

2.5 El método PPI

Describimos en esta seccién el método PPI, el cual
permite identificar los endmembers o miembros fi-
nales, componentes espectralmente puros de la imagen.
Durante la dltima década, se han propuesto algunos algo-
ritmos con el propésito de extraer de forma automética
los endmembers espectrales presentes en imégenes
hiperespectrales, uno de los algoritmos ampliamente
usado es el método PPI.

Un procedimiento para hallar los endmembers o elemen-
tos puros de las imégenes se detalla en [25]. La figura 3
muestra el proceso de identificacién de los elementos ex-
tremos de un conjunto de pixeles en algunas direcciones
denominadas skewers.
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Figura 3: Ejemplo de juguete que ilustra la extraccion de los
endmembers por PPI en un espacio de dos dimensiones [25].

En este trabajo se usa ENVI [26], que tiene implemen-
tada una rutina para identificar los endmembers.

2.6 K-means Clustering

K-Means (traducido como K-Medias en espaiiol), es un
método de agrupamiento o clustering no supervisado. La
idea principal del algoritmo se basa en la seleccién de un
centroide para cada Cluster del conjunto de datos dado.
Esta seleccién es inicialmente aleatoria. Para saber si los
datos son parecidos o diferentes el algoritmo K-medias
utiliza la distancia entre los datos. Las observaciones que
se parecen tendran una menor distancia entre ellas. En
general, como medida se utiliza la distancia euclideana
aunque también se pueden utilizar otras funciones. Una
vez agrupados los puntos se calcula la media en cada
grupo los cuales definen los nuevos centroides. Este pro-
ceso se repite hasta que no hay cambios en los cetroides.
Este algoritmo tiene como objetivo minimizar el error
cuadratico medio,

ijz I —pl?

i=1 x€S

para cada elemento x dentro de un grupo S; con valor
medio u, donde i va desde 1 hasta k.

Asi, los elementos que comparten caracteristicas seme-
jantes estaran juntos en un mismo grupo, separados de
los otros grupos con los que no comparten caracteristicas.

3 Resultados

3.1 Adquisicion de imagenes hiperespec-
trales

Los datos se obtuvieron en el laboratorio usando un
equipo que incluye una camara Hiperespectral Pika NIR
- 320, marca Resonon, con un sistema integral de hard-
ware y el software Spectronon Pro para la adquisicién y
anilisis de datos hiperespectrales. Los espectros de re-
flectancia registrados estdn en el rango NIR, entre 900 y

1700 nm. El montaje experimental es similar al repor-
tado en [27].

3.2 Muestras de suelos, proceso de

preparacion

Para una mejor identifacién de las muestras estudiadas,
se implementé una etiqueta para nombrar a las muestras
de suelo, asi se asignard a los cuatro tipos de suelo de
Cusco estudiados los nombres Cusl, Cus2, Cus3 y Cus4
y a los tres tipos de suelo de Madre de Dios estudiados
los nombres MD1, MD2 y MD3. La tabla 1 indica las
caracteristicas de los distintos tipos de suelo estudiados.
Los suelos han sido tomados segin la clasificacién de
regiones geoedéficas identicadas por la FAO [28], la cual
también es usada en el Peri por el Minagri (Ministerio de
Agricultura) [29], La tabla 1 muestra las clasificaciones
de las muestras de suelo estudiadas.

Tabla 1: Descripcién de las muestras de suelo a tratar

Descripcién

Tipo: Mollisol - Kastanozems (célcicos)
Suelos limosos calcareos de color pardo.
rojizo. Porcentaje de humedad: 19.4%
Tipo: Mollisol-Kastanozems (htimicos)
suelos limosos ricos en materia

organica y acidos de color negro humo.
Porcentaje de humedad: 21.8%

Tipo: Oxisol-Alisol (argilica)

suelos arcillosos de color rojo pardo.
Porcentaje de humedad: 30.8%

Tipo: Ultisol-Acrisol (argilica)

suelos arcillosos de color negro oscuro.
Porcentaje de humedad: 40.8%

Tipo: Inceptisol-Cambisol. Suelos de
textura mds fina que la arena con
abundante material organico de color
grisdceo. Porcentaje de humedad: 35.4%
Tipo: Entisol-Arenosol ( fluviosol) Suelos
muy infértiles, contextura arenosa

color blanco arena.

Porcentaje de humedad: 6.3%

Tipo: Ultisol-Acrisol (plinticos). Suelos
arcillosos podsdlicos de color rojo amarillo.
Porcentaje de humedad: 29.1%

Cusl

Nombre

Cusl

Cus2

Cus3

Cus4

MD1

MD2

MD3

Cus2 Cus3 Cus4

MD1 MD3

MD2

Figura 4: Muestras Cusl, Cus2, Cus3, Cusj de suelos de
Cusco y muestras MD1, MD2, MD3 de Madre de Dios.
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Las muestras fueron secadas y empastilladas. Para ello
se colocé las muestras de suelo en distintas cépsulas
de ceramica para luego ser secadas en un horno a
110°C por 24 horas siguiendo la norma técnica peruana
NTP 339.127. Una vez secada la muestra, se hace el
empastillado con el objetivo de generar una superficie
plana y homogénea. Debido a la textura y contenido del
suelo MD2, no pudo ser empastillada.

3.3 Espectros de reflectancia

Se obtuvieron los espectros de reflectancia de las distin-
tas muestras de suelo estudiadas. La figura 5 muestra
los espectros de reflectancia obtenidos para los suelos de
Cusco.

08

Reflectancia (%)

1700 900 1166 1300 1500 1700

900 1100 1300 1500 170
Longitud de onda (nm) Longitud de onda (nm)

Figura 5: Espectros de reflectancia de las muestras Cusl,
Cus?2, Cus3 y Cusj en diferentes condiciones.

La figura 6 muestra los espectros de reflectancia
obtenidos para los suelos de Madre de Dios.

Los circulos de color rojos corresponden a espectros de
reflectancias de varios puntos de muestras sin ningun
tratamiento. Los circulos de color azul corresponden
a espectros de reflectancia de muestras secadas y em-
pastilladas. Los circulos de color fuccia corresponden a
espectros de reflectancia de muestras solamente secadas.
Los circulos de color negro corresponden a espectros de
reflectancia de pixeles que a simple vista son diferentes
a los pixeles de la mayor parte de la muestra cuyos
espectros identificamos como correspondientes a mez-
clas de suelo y material orgénico. En algunas figuras
aparecen espectros marcados con un circulo verde los
cuales corresponden a espectros de vegetacién, mientras
que en otras figuras aparecen espectros marcados con
un circulos amarillos que corresponden a espectros de
reflectancia con una pendiente tipica del mineral galena.

0.4

Reflectancia (%)

1760 900 1100 1300 1500 1700
Longitud de onda (nm)

900 1100 1300 71500
Longitud de onda (nm)

10
MD3
08

0.4

Reflectancia (%)

900 1100 1300 1500 1700
Longitud de onda (nm)

Figura 6: Espectros de reflectancia de las muestras MD1,
MD2 y MD3 en diferentes condiciones.

En las muestras de Cusco los espectros sin ningin
tratamiento térmico presentan una banda de absorcién
ancha tipica del agua alrededor de 1450 nm, la cual se
muestra mds intensa en los espectros de reflectancia de
la muestra Cus3. Los espectros de las muestras secadas
y empastilladas presentan la absorcién tipica del Fe2Oj;
alrededor de 1415 nm. Esta banda es mds intensa en
los espectros de reflectancia de la muestra arcillosa
Cus3 y la menos intensa se observa en el espectro de la
muestra Cusl. Los espectros de las muestras secadas
sin empastillar muestran una reflectancia similar a
las muestras empastilladas aunque con una pendiente
ascendente con la longitud de onda. Por iltimo los
espectros de reflectancia de pixeles que a simple vista
se ven diferentes de la mayoria de los pixeles en las
imagenes de las muestras secadas y empastilladas, son
diferentes y corresponden a material orgénico como
vegetacion, raices u otros materiales no identificados.

En los espectros de reflectancia de las muestras de
Madre de Dios sin ningun tratamiento, la banda de
absorcién asociada al agua es muy intensa en el espectro
de la muestra MD1, mientras que la muestra MD3
presenta esta banda con una intensidad similar a lo
obserbado en las muestras de Cusco. La muestra
MD2 correspondiente a arena de rio no presenta esta
banda de absorcién. Los espectros de reflectancia de
muestras secadas y empastilladas presentan una banda
de absorcién asociada Fe;Os con la misma intensidad.
Los espectros de reflectancia de muestras que fueron
solamente secadas son muy similares a los espectros de
las muestras que fueron secadas y empastilladas. Los
espectros marcados con un circulo de color corresponden
a muestras que asociamos a vegetacién mientras que los
espectros marcados con un circulo amarillo presentan
una marcada pendiente para longitudes de onda cercanas

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 21 (1) (2018) 40-49



Anélisis e identificacién de suelos a partir de imdgenes hiperespectrales . .. 45

—~ 1
L]
S 0.8 A=1415nm
«
2
g 0.6
0.4
3
F. 3 0.2 I
§ o &
Cent = 1 2 3 a
0.65 Cus2
- Cus3 Muestra
———Cus4
06}
Fosst 3
o
3 2
€ os g
g 3
3 %
@ 045 s
04
035}
o3 i ; . . . . L, 02 ; . . . . . e
900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700

Longitud de onda (nm)

Longitud de onda (nm)

Figura 7: Espectros de reflectancia estandarizados de las muestras estudiadas de Cusco. El grifico insertado muestra la
intensidad relativa de las absorciones de las muestras para A = 1415 nm.
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a 1680 nm lo cual cual es tipico de espectros de galena.

Para las muestras secadas y empastilladas Cusl, Cus2,
Cus3 y Cus4, se obtuvieron los promedios de los espec-
tros de reflectancia de los pixeles de las imdgenes de
las muestras. Estos espectros promedio denominados
espectros estandarizados se muestran en la figura 7 a)
y se compara con los espectros tomados de la libreria
ASTER [30]. Estos espectros aparecen en la figura 7 b).
Para identificar estos espectros en la libreria ASTER, se
tomo en cuenta la clasificacién segin [31].

Asimismo se obtuvo los promedios de los espectros de
reflectancia para cada muestra de Madre de Dios, MDI1,
MD2 y MD3. Estos espectros y su comparacién con es-
pectros tomados de la libreria ASTER se muestran en las
figuras 8 a) y 8 b) respectivamente.

3.4 Analisis de los suelos usando el algo-
ritmo PPI.

Otra de las técnicas usadas para distinguir entre cada
muestra de suelos de Cusco y Madre de Dios fué la
técnica PPI. Las muestras fueron dispuestas en reci-
pientes y ubicadas tal como se muestra en la figura 9.
El conocimiento de la ubicacién de las muestras permite
validar las clasificaciones obtenidas luego del andlisis de
las imagenes.

a)

Figura 9: a) Imagen hiperespectral en falso color entre las
bandas iniciales 15, 16 y 17, de los 4 suelos de Cusco. b)
Imagen hiperespectral en falso color entre las bandas iniciales
15, 35 y 79, de los 3 suelos de Madre de Dios.

La imagen mostrada en la figura 9 se generé usando los
datos iniciales de las imdgenes hiperespectrales tomadas
entre 900 y 1700 nm. Para generar la imagen de las
muestras de suelos de Cusco se usaron las bandas 15,
16 y 17 mientras que para generar las imagenes de

las muestras de suelos de Madre de Dios se usaron las
bandas 15, 35 y 79. La imagen de las muestras de
Cusco muestra una tonalidad de color muy similar para
las cuatro muestras, presentando un color ligeramente
m4ds claro solo para la muestra Cus3. El objetivo al
usar distintas técnicas de andlisis de imigenes es lograr
una imagen que muestre un fuerte contraste entre los
componentes de esta imagen. La imagen de las muestras
de suelos de Madre de Dios son también bastantes
similares, siendo la muestra MD2 la que presenta una
tonalidad algo més oscura.

La reduccién de ruido de estas imagenes se hizo usando
la técnica MNF implementada en el software Envi-
ronment for Visualizing Images (ENVI). Luego de
la diagonalizacién de la matriz de covarianza, no se
consideraron las bandas con valores propios por debajo
de 1. El nimero final de bandas fue de 54 en ambos casos.

A continuacién se hizo un andlisis de las bandas re-
sultantes usando PPI, el cual permite identificar los
endmembers o elementos principales en las imigenes
analizadas. Para generar estas imdgenes que identifican
los endmembers con distintas tonalidades de colores se
usé también el software Environment for Visualizing Im-
ages (ENVI). La figura 10 muestra la visualizacién de de
las imdgenes usando cuatro bandas de los endmembers-
las bandas 24, 33, 43 y 53 para las muestras de Cusco v
las bandas 24, 32, 42 y 52 para las muestras de Ma.dfe
de Dios.

e

1
]
4]
.“1

4

Figura 10: Clasificacion e identificacion de los endmembers
para a) las muestras de Cusco y b) las muestras de Madre de
Dios.

La figura 10 muestra una tonalidad de colores mar-
cadamente diferente para todas las muestras de suelos
de Cusco y Madre de Dios, analizadas. Esto contrasta’
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con la imagen obtenida usando solamente los datos
originales. Se puede observar la presencia de algunos
pixeles de impurezas presentes en las muestras de suelos
estudiadas. Los resultados obtenidos muestran que el
método de andlisis de imagenes PPI, es una herramienta
muy eficiente para distinguir entre distintas muestras de
suelos. Con el fin de comprobar la invariabilidad de los
espectros de reflectancia luego de aplicar este método a
los datos originales se tomaron los datos para regiones
representativas de los distintos suelos se promediaron sus
espectros de reflectancia. Los resultados se muestran en
la figura 11. Los espectros muestran ser muy similares a
los registrados para los datos originales.
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Figura 11: a) Firmas espectrales de los endmembers ez-
trgz’dos de la imagen hiperespectral de los suelos de Cusco. b)
Firmas espectrales de los endmembers extraidos de la imagen
hiperespectral de los suelos de Madre de Dios.

3.5 Andlisis de componentes Principales
(PCA)

Las imdgenes también fueron analizadas usando el
método PCA, considerando ahora las componentes mas
representativas correspondientes a los valores propios de
mayor valor. Debemos mencionar que inicialmente en
.el método MNF también se usé el método PCA para
indentificar las componentes menos significativas que
corresponden al ruido en las imagenes. Este método
se aplicé usando el software estadistico R. Luego de
obtener los componentes principales de las imdgenes con
los suelos de Cusco y Madre de Dios, se proyectaron
sobre PC1 para obtener una imagen que contraste los

suelos en una sola imagen. Los resultados se muestran
en la figura 12.

-60000

Figura 12: a) Imagen PC1 de las muestras de suelo de
Cusco. b) Imagen PC1 de las muestras de suelo de Madre

de Dios.

A diferencia de la imdgen obtenida luego de aplicar el
método PPI aparecen tonalidades de colores similares al
comparar los colores asociados a las distintas muestras
de los suelos estudiados.
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Figura 13: a) Histograma para las muestras de los suelos
de Cusco obtenido a partir de un andlisis usando PCA. .b)
Histograma para las muestras de los suelos de Madre de Dios
obtenido a partir de un andlisis usando PCA.

Las muestras de Cusco muestran una marcada diferencia
entre Cus3 y el resto de las muestras. La muestra Cusl

muestra algunos pixeles con tonalidades similares a los
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de la muestra Cus2, observandos la presencia de algunos
pixeles con tonalidades de colores rojizos en Cusl. Las
muestras de Madre de Dios presentan marcadas diferen-
cias, observandose que la muestra MD2 presenta pixeles
con tonalidades similares a lamuestra MD3.

A partir de las imagenes anteriores es posible obtener un
histograma mostrando la dependencia de la frecuencia de
aparicién con respecto al color de contraste de la imagen.
El histopgrama de las muestras de Cusco muestra la pres-
encia de hasta cinco picos asociados a las cuatro muestras
estudiadas y el fondo. Los cuatro picos correspondientes
a las muestras de suelos se presentan agrupados. En la
imagen de Madre de Dios también se observan los pixeles
correspondientes a las muestras de los suelos agrupados
observandose una superposiciéon entre los pixeles de la
muestra MD1 y MD3.

En general se observa que PCA permite distinguir los
suelos estudiados, aunque la tonalidad de colores de las
muestras de suelos no es tan diferente como en la imagen
obtenida usando el método PPI.

3.6 Clustering por K-medias
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Figura 14: a) Imagen k-medias de las muestras de suelo de
Cusco. b) Imagen k-medias de las muestras de suelo de Madre
de Dios.

El procesamiento de las imagenes usando k-medias se
hizo obteniendo primero las componentes principales,
PCA, de los datos originales luego del procesamiento
por MNF. Se tomaron 8 componentes principales para
la imdgen de las muestras de Cusco y 6 componentes
principales para las muestras de Madre de Dios. Usando
estos componentes principales se procedié a realizar
un procesamiento k-medias usando 5 centroides para
la muestra de Cusco y 4 centroides para la muestra de
Madre de Dios. EIl Procesamiento se hizo usando la
libreria signal en el software estadistico R.

Las imégenes obtenidas muestran tonalidades de co-
lores diferentes aunque menos diferenciadas que en la
imagen resultante luego de la aplicacién del método
PPI. Al igual que en el método PCA, las tonalidades
de colores de las muestras Cusl y Cus2 son similares.
para las muestras de Madre de Dios, se observa que las
tonalidades de colores de las muestras MD2 y MD3 son
también similares (figura 14).

En general se observa que el método k-medias resulta
ligeramente mas eficiente que el método PCA aunque con
contraste de colores menos eficiente que lo observado en
la imagen obtenida por el método PPI.

4 Conclusiones

La preparacién de las muestras (secado y empastillado).
permiti6é eliminar las bandas de absorcién del agua, ¥
reducir la cantidad de ruido o pixeles de sombra.

Los espectros de reflectancia de las muestras estudiadas
muestran que la absorcion de las muestras a 1415 nm es
una caracteristica que permite diferenciar las diferentes
muestras de suelos estudiados.

El algoritmo PPI mostré una mejor performance al
momento de diferenciar las diferentes muestras en una
imagen. Los espectros de reflectancia obtenidos a
partir de esta imagen son similares a los registrados
inicialmente.
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En este trabajo se usa la técnica de imagenes hiperespectrales y anilisis multivariable para obtener informacién a
partir de los espectros de reflectancia para clasificar mezclas de tres tipos de suelo (limoso, arcilloso y arenoso) con
crudo de petroleo y diésel. Las imagenes fueron adquiridas por un sistema de imagenes hiperespectral (HSI) en el
infrarrojo cercano (NIR) de 900 a 1750 nm. Las 15 muestras de suelo (5 limosa, 5 arcillosa y 5 arenosa) se mezclaron
en el laboratorio con petréleo y diesel de forma separada usando tres niveles de concentracién: no contaminado,
1ml y 6ml. Los datos espectrales fueron pre-procesados, con las técnicas: Normalizacién Max, Savitzky-Golay con
primera derivada y sin primera derivada, variable normal estdndar (SNV). Luego fueron clasificados usando anélisis
de componentes principales (PCA). Los resultados muestran que las imagenes hiperespectrales son una herramienta
rdpida y no invasiva para estudiar la contaminacién de suelos con crudo de petroleo o diésel.

Palabras claves: Imégenes hiperespectrales, Infrarrojo cercano, Anilisis multivariado, Anélisis de componentes
principales.

In this work the technique of hyperspectral imaging and multivariate analysis is used to obtain information from
the reflectance spectra to classify mixtures of three types of soil (silty, clayey and sandy) with crude oil and diesel.
The images were acquired by a near-infrared (NIR) hyperspectral imaging (HSI) system of 900 to 1750 nm. The 15
soil samples (5 silty, 5 clayish and 5 sandy) se mezclaron en el laboratorio con petréleo y diesel de forma separada
usando tres niveles

were mixed in the laboratory by in a separeted form with oil and diesel using three levels of concentration:
uncontaminated, 1ml and 6ml. The spectral data were pre-processed with Max normalization, Savitzky-Golay with
first derivative and without first derivative and normal standard variable (SNV). After that data were classified
using principal component analysis (PCA). Results show that it is possible to use hyperspectral images as a quick

and non-invasive tool to study contamination of soils with crude oil or diesel.

Keywords: Hyperspectral images, Near infrared, Multivariate analysis, Analysis of main components.

1 Introduccién

La contaminacién de suelos, es una amenaza latente pro-
ducida por el desarrollo econémico y social de las comu-
nidades. En la actualidad la actividad petrolera es una
de las industrias que genera mayor impacto ambiental en
la biodiversidad [1]. Los derrames de hidrocarburos son
comunes durante los procesos de produccién de crudo, asi
como también durante su comercializacién, transporte y
almacenamiento en sitios de acopio y distribucién [2].
La contaminacién del suelo con petroleo o sus derivados
tiene efectos negativos entre otras cosas en la estructura
de la comunidad microbiana [3] [4], en la capacidad de
las plantas para desarrollar una relacién simbiética con
los hongos para establecer las micorrizas [5], en la germi-
nacién de la vegetacién [6], asi como en la estructura del
suelo [7].

Ademads, los suelos contaminados con hidrocarburos son
peligrosos debido a la volatilizacién de los productos de-
ribados de ellos, aumentando el riesgo de explosién o
incendios en las reas contaminadas [8], siendo necesario

desarrollar una metodologia de respuesta rapida que per-
mita controlar la calidad del suelo.

En la literatura se pueden encontrar estudios basados
en sistemas hiperespectrales para cuantificar y carac-
terizar el contenido de hidrocarburos en suelos. Los
resultados mostraron que fue posible determinar la re-
spuesta espectral entre el suelo limpio y algunos de los
suelos contaminados [9] [8] [10] [11] [12]. Las imégenes
hiperespectrales de los suelos resultan una herramienta
muy 1til en el estudio de derrames de petréleo debido a
su alta resolucién espectral que permite la identificacién
directa de hidrocarburos en la superficie proporcionando
la ubicacién de derrames de petrdleo y su alcance de
propagacién que pueden ayudar en las operaciones de
contencién y limpieza.

Este trabajo esta enfocado en usar imégenes hiperespec-
trales (HSI) en el infrarrojo cercano (NIR, por sus siglas
en ingles) registradas por una cdmara hiperespectral
marca RESONON en el laboratorio.

Se analizan las HSI utilizando técnicas de anilisis mul-
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tivariado como el andlisis por componentes principales
(PCA), poniéndo énfasis en el pre-procesamiento de las
imégenes.

2 Marco tedrico

2.1 Imaégenes hiperespectrales (HSI)

Las imégenes hiperespectrales (HSI) empezaron con las
aplicaciones en remote sensing, expandiéndose luego en
diferentes disciplinas como investigaciéon farmacéutica,
produccién farmacéutica, ciencias de la alimentacién,
garantia de calidad de los alimentos, ciencias forenses,
bioquimica y biomedicina [13], patrimonio cultural,
medio ambiental, entre otros [14][15] [16][8].

La tecnologia de HSI combina las ventajas de la visién
por ordenador tradicional con la espectroscopia, lo que
permite adquirir imagenes digitales con una gran can-
tidad de canales espectrales muy cercanos entre si y
obtener para cada porcién de la escena o pixel, una firma
espectral caracteristica de cada material [14].

Esta tecnologia permite medir simultineamente la
variacién espacial y espectral de una muestra [17].

Dicha variacién espectral es producto de la interaccién
de la radiacién de la materia para cientos de longitudes
de ondas y puntos de muestreo simultidneamente y puede
ser cuantificada por reflectancia, la cual es definida como
el porcentaje de luz emitida por una muestra con relacién
a la luz total que incide en ella [18] [19].

2.1.1 Estructura de una imagen hiperespectral

Figura 1: FEstructura de un hipercubo

La estructura de un hipercubo es un conjunto de datos
H(X,Y,\) donde X y Y representan la informacion es-
pacial y A representa la informacion espectral. La camara
hiperespectral NIR produce un hipercubo que tiene hasta
320 pixeles de ancho (Y-dimensién) con 168 longitudes
de onda A, denominadas bandas. La dimensiéon de X

es arbitraria y depende del campo de visién y tiempo
de integracién de el sensor. Para cada punto (X;,Y;) le
corresponde un espectro con 168 longitudes de onda A;
(figura 1).

El objetivo final del analisis de imégenes hiperespectrales
es obtener una imagen que contenga informacién selectiva
y especifica (cuantitativa, grupos o distribucién espacial)
de los compuestos que conforman la superficie medida.
El anilisis hiperespectral estd inherentemente vinculado
al anilisis de datos multivariados. siendo necesario la im-
plementacién de diferentes algoritmos para manejar los
datos obtenidos para una sola imagen.

2.2 Pre-procesamiento

2.2.1 Normalizaciéon

El primer paso en el proceso de normalizacién es corre-
gir la escala de los datos de trabajo. Para realizar esto
usamos el método denominado Maz, se formula como:
*
T = xij/max(x;j;)

donde z;; es un elemento del hipercubo correspondiente
al pixel i, banda j y max(z;j) es la maxima reflectancia
para estos pixeles.

Con el fin de hacer méas notoria la diferencia entre los
espectros analizados en algunos casos representaremos al
espectro por su derivada. A este proceso lo denominamos
dev. Esto permite obtener datos que representan a las
muestras estudiadas, marcadamete diferentes.

2.2.2 Correccién normal estandar variada

(SNV)

Uno de los factores que deben considerarse en el
pre-procesamiento de las imdgenes es el efecto de la
dispersiéon de la muestra en los espectros de reflectancia.
Los diferentes tamanos de las particulas en el material,
asi como las irregularidades en la superficvie de la mues-
tra, causaran que los haces de luz se desvien a diferentes
angulos dependiendo de su longitud de onda. Estos son
los llamados efectos de dispersion y constituyen la mayor
causa de las variaciones de los espectros. La técnica
SNV es una técnica de pre-procesado que corrige los
efectos de dispersion.

Tij — T;
SDev

donde i es el contador del espectro, j es el contador de del
i-ésimo espectro, x;;(SNV') es el valor de la reflectancia
corregida, z;; es el valor de la reflectancia medida y #;
es le valor medio del espectro de reflectancia del i-ésimo
espectro. SDev es la desviacién estandar de los valores
de reflectancia del i-ésimo espectro.

Tij (SNV) =

2.2.3 Filtros Suavizantes Savitzky-Golay

Un filtro Savitzky-Golay es un filtro digital que se puede
aplicar a un conjunto de puntos de datos digitales con el
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fin de suavizar los datos, es decir, aumentar la relacién
sefial/ruido sin distorsionar en gran medida la sefial [20].
Este método se basa en el célculo de una regresién poli-
nomial local (de grado k), con al menos k + 1 puntos
equiespaciados, para determinar el nuevo valor de cada
punto. El resultado serd una funcién similar a los datos
de entrada, pero suavizada.

2.2.4 Primera derivada y cuantificacién

Asimismo, con el fin de cuantificar las bandas de
reflectancia de interes se obtuvo la primera derivada
(1D) de los espectros de reflectancia usando un proce-
samiento Max/SV-G-1D. Estos espectros permiten
cuantificar las bandas de reflectancia de interes al variar
la concentracién del crudo o diesel en los diferentes
suelos estudiados. La figura 2 muestra el proceso de
cuantificacion.

a)

Reflectancia
&

Ancho del pico

"

0.01s

0010} b) Intervalode

amplitud amplitud

0.000

0.005

|

d(Reflectancia)/dA

/ |

Figura 2: Cuantificacion de la banda de absorcion usando la
primera derivada del espectro de reflectancia.

0.010

2.3 Pre-procesamiento espacial

2.3.1 Imagen mosaico

En el analisis de imagenes de muestras similares es 1til
presentarlas en una sola imagen formando un mosaico
con el fin de hacer un andlisis en conjunto y asi poder
resaltar una caracteristica especial de cada una de las
imédgenes que forman el mosaico y asi poder comparar-
las. El mosaico de imédgenes puede acelerar el analisis de
las muestras pues el algoritmo y evaluacién de la clasifi-
cacién usa un solo hipercubo ya que se fusionan muiiltiples
imédgenes hiperespectrales en una sola [15].

Anadlisis de componentes principales
(PCA)

2.3.2

El andlisis de componentes principales (PCA) identifica
combinaciones lineales de las variables originales que
contienen la mayor parte de la informacién, en el sentido
de variabilidad, contenida en los datos originales. La
suposicion general es que la informacién 1itil es pro-
porcional a la variabilidad. Este andlisis nos permite
seleccionar las componentes que no forman parte del
problema a estudiar como por ejemplo el entorno de la

muestra [21].

El espectro de reflectancia de una regién en estudio, en
general estd formado por la contribuccién de espectros
de reflectancia de los diferentes elementos que forman
dicha regién. En una imagen hiperespectral se registra
la reflectancia para diferentes longitudes de onda (de-
nominadas variables) para cada pixel. Es légico suponer
que las reflectancias de pixeles asociados a un mismo
elemento, estaran correlacionados. La siguiente figura
muestra las intensidades de tres variables z1, o y 23
para distintos pixeles donde se observa la correlacién
entre ellos.

Se busca entonces estas direcciones en el espacio formado
por las n variables o longitudes de onda. Estas direc-
ciones vienen dadas por los autovectores de la matriz de
covarianza de los datos que forman el hipercubo y las
varianzas son proporcionales a sus autovectores. Orde-
nando los autovectores con respecto a los autovalores, se
obtienen los componentes principales que se buscan.
Proyectando los datos sobre estos componentes se en-
cuentran lo que se denomina “scores”. Asi al proyectar
el hipercubo sobre la primera componente principal
se obtendran un valor para cada pixel que permitira
diferenciar los pixeles de la imagen destacando aquellos
de la primera componente.

X,
A

primera
® componente

Figura 3: Se muestra la correlacion y la direccion de mdzima
varianza o primera componente principal considerando las
tres bandas x1, x2 y x3. Se muestran también las proyec-
ciones de dos puntos sobre esta componente [22].

3 Resultados

3.1 Preparacién y clasificacién de las
muestras

Las muestras de suelo se clasificaron segin la textura
en limoso, arcilloso y arenoso. Todas las muestras de
suelo se tamizaron para que sean uniformes, luego se
eliminé la mayor parte de la humedad con el objetivo de
tener los poros de los suelos libres de cualquier liquido.
El proceso de secado fue progresivo manteniendo la
temperatura a 120°C por una hora. En todos los casos
se tomé 8 gr de los diferentes tipos de suelo con los que
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se trabajé y fueron colocados en recipientes circulares
para luego ser mezclados con 1 ml y 6 ml de derivados
de petrdleo.

Las muestras estudiadas se agruparon como se muestra
en la tabla 1.

Tabla 1: Mezclas de suelos y derivado de petrdleo.

mezcla  suelo derivado  volumen
grupol lim limosa
lim-cr-1  limosa crudo 1ml
lim-cr-6  limosa crudo 6ml
lim-di-1  limosa diésel 1ml
lim-di-6 limosa crudo 6ml
grupo 2 arc arcillosa
arc-cr-1 arcillosa crudo 1ml
arc-cr-6 arcillosa crudo 6ml
arc-di-1 arcillosa diésel 1ml
arc-di-6 arcillosa crudo 6ml
grupo 3 are arenosa
are-cr-1 arenosa  crudo 1ml
are-cr-6 arenosa  crudo 6ml
are-di-1 arenosa  diésel 1ml
are-di-6 arenosa  crudo 6ml

3.2 Procesamiento de las imigenes

Las imagenes fueron obtenidas usando una cdmara marca
RESONON, modelo Pika NIR que registra imagenes
entre 900 nm y 1700 nm, usando 168 canales. la cdmara
usa el software SpectrononPro [23] para manipular las
imégenes.

Los datos originales fueron depurados para eliminar
los bordes del espectro de reflectancia. Finalmente se
trabajoé solo con 136 bandas luego de eliminar los bordes.

Histograma de PC1
$
=
a) ; §
©
- I e o o o o e
£
§ 08 04 00 04
(ud)
82‘ 06
0:2 05
00 04
3-3 03
06 02
(ud) 0.1
c) (ud)

Figura 4: FEliminacion del fondo para unidad digital de
pizeles menores de 0.1 con su respectivo histograma.

Los hipercubos de las muestras estudiadas estan for-
mados por imédgenes de 150 por 150 pixeles, para

cada una de las 136 bandas. La descripcién de los
pre-procesamientos usados se muestran en la tabla 2.

Sobre cada una de las imdgenes obtenidas se hizo un
andlisis de componentes principales (PCA) para obtener
la primera componente (PC1l) y luego se proyectan
los datos sobre esta primera componente para obtener
los scores. La imagen proyectada permite diferenciar
entre los diferentes elementos que conforman la imagen
analizada. Una herramienta til para cuantificar la
informacién de la imagen proyectada sobre una compo-
nente principal es el histograma del nimero de pixeles
asociado a cada valor de la proyeccién. Esto se usara
para obtener una imagen de la muestra descartando el
fondo de la imagen.

Para eliminar el fondo, las imégenes se proyectaron so-
bre la componente principal PC1. A manera de ejem-
plo la figura 4 muestra la imagen de suelo mezclado con
derivado de petréleo.

En (a) se observa el histograma de la imagen donde
se representa el numero de pixeles con reflectancias
normalizadas en unidades arbitrarias denominadas
unidades digitales (u.d.). Los valores menores de 0
u.d. representan pixeles que corresponden al fondo y al
portamuestra de plastico. En (b) se observa la imagen
antes de eliminar los pixeles con reflectancias menores
que 0 u.d. En (c) se observa la imagen luego de eliminar
pixeles con reflectancias menores de 0 u.d. en una nueva
escala en colores.

Los espectros de reflectancia de cada muestra fueron
normalizados usando Max. Los espectros fueron luego
procesados usando el filtro SV-G y el método SNV. Los
espectros se tomaron considerando una regién de interés
de 150 filas por 150 columnas para las 136 bandas entre
968 a 1630nm. Los espectros de reflectancia fueron
pre-procesadas usando Max/SV-G/SNV. Finalmente,
con el fin de obtener la méaxima informacién de los
espectros se opbtuvo la primera derivada siguiendo el
proceso Max/SV-G-1D/SNV.

3.3 Suelo limoso

Las tres muestras lim, lim-cr-1 y lim-cr-6 fueron colo-
cadas una al lado de las otras y se registré6 su imagen
hiperespectral con el fin de observar sus diferencias. A
esta imagen se le realizé un pre-procesamiento Max/SV-
G/PCA y proyectando sobre PC1. El valor obtenido se
asocié a un color con el fin de visualizar las diferencias en
la imagen. El resultado obtenido se muestra en la figura
5 a). Asimismo se elavoré un histograma mostrado en la
figura 5 b), con el fin de identificar el niimero de pixeles
correspondientes a cada color. En el histograma se ob-
serva una marcada diferencia entre las intensidades que
corresponden a cada una de las muestras. El mismo pro-
cedimiento se siguié para tratar las muestreas lim, lim-
di-1 y lim-di-6 y se muestran en la figura 5 c) y 5 d).
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Tabla 2: Pre procesamientos aplicados a Las combinaciones de suelos con derivados de petrdleo.
Nombre Descripcién
Max/SVG/PCA Normalizacién méxima-Savitzky Golay-correccién por PCA.
Max/SV-G/SNV Normalizacién maxima-Savitzky Golay-correccién por SNV.
Max/SV-G-1D/SNV  Normalizacién méxima -Savitzky Golay con primera deriada con
correccién por SNV,

a) 40 38
. v 28 a) Max/SV-G/SNV
30
d 25 3 05 - Lim - Lim-cr-1 Lim-cr-6 K
20 g 8 5 |
15 -
lim lim-cr-1  lim-cr-6 10 E o
0 1 2 3 4 S
Unidad digital de pixeles
c d
) )§ 2
25 % -1.0 T T T T T \ T T
20 ; 8 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600
15 ;
16 g s ’ longitud de onda (:nm)
|
lim  lim-di-1 lim-di-6 o R
' 00 05 10 15 20 25 3 b) Max/SV-G-1D/SNV |
Unidad digital de pixeles |
- lim-cr-1 Lt:mu-b‘
. . 0.05 - %, [onen .
Figura 5: a) Imagen de muestras de suelo limoso, con 1ml = [P
y 6ml de crudo (lim, lim-cr-1 y lim-cr-6), procesamientos T 000 e N sy A
Maz/SV-G/PCA, b) Histograma de la imagen a).c) Imagen 5 005 - e W/
de muestras de suelo limoso, con Imly 6ml de diesel (lim, lim- 010 4 v
di-1 y lim-di-6), procesamientos Maz/SV-G/PCA, d) His- ' =

tograma de la imagen c).

La figura 5 muestra que es posible identificar con
bastante certeza, la presencia de crudo y de diésel en
suelo limoso. En la figura 5 a) se observa una marcada
diferencia entre los colores de la muestra con suelo limos
puro y las muestras con crudo pasando del color azul al
color rojo. Esta diferencia en colores también se observa
para la muestra de suelo limoso con diésel. En ambas
figuras las muestras con 1m! (crudo o petréleo) muestra
una tonalidad celesteen el centro y una tonalidad azul
en los bordes. En la figura 5 b) se observan tres picos,
asociados a los tres elementos e la figura. La muestra con
1ml de crudo se asocia al pico central de 2 u.d. mientras
que el pico de 3,6u.d. se asocia a la muestra de 6ml.
Esta separacién también se observa en las imégen para
el diésel. Es interesenta remarcar la agudez de los picos
para las muestras de 6ml, con un mayor ensanchamiento
para la muestra de 6ml.

Los espectros de reflectancia para el suelo limoso con
crudo y limoso con diesel se muestran en las figuras 6 a),
y 7 a) respectivamente. En estos espectros se observan
absorciones en 1205 y 1415 nm cuyas intesidades crecen
con la cantidad de crudo en la muestra, sin embargo las
absorciones en 1415 nm también aparecen en el espectro
del suelo limoso puro. Usando las absorciones para 1205
nm se

Para cuantificar estas absorciones se tomo la primera
derivada de estos espectros. Los resultados se muestran
en las figuras 6 b) y 7 b).

T T T T T T T

1000 1100 1200 1300 1400 1500 1800
2 longitud de onda (nm)

Figura 6: Espectros de suelo limosos con crudo a)con proce-
samiento Maz/SV-G/SNV b)con procesamiento Maz/SV-G-
1D/SNV.
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Figura 7: Espectros de suelo limoso con diesel a)con proce-
samiento Maz/SV-G/SNV b)con procesamiento Maz/SV-G-
1D/SNV.
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3.4

a)

Suelo arcilloso
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tros arc-di-6 y arc-cr-6 con respecto a los demés. En estos
espectros se observa un crecimiento en las absorciones
alrededor de las bandas 54 de 1200 nm y 97 de 1414 nm,
siendo la banda 54 aiin més pronunciada para el lim-di-6.

3.5 Suelo arenoso
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Figura 8: Espectros de suelo arcilloso con crudo a)con proce-
samiento Max/SV-G/SNV b)con procesamiento Maz/SV-G-
ID/SNV.
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Figura 9: Espectros de suelo arcilloso con diesel a)con proce-
samiento Maz/SV-G/SNV b)con procesamiento Maz/SV-G-
ID/SNV.

Se registraron también los espectros de reflectancia de los
suelos arcillosos con crudo. Los resultados obtenidos se
muestran en la figura 8 a) Las derivadas de estos espec-
tros nos permiten cuantificar las bandas de absorcién en
estas muestras y se muestran en la figura 8 b). Los espec-
tros de reflectancia de suelo arcilloso puro y contaminado
con diesel se muestran en la figura 9 a) y las derivadas
de estos espectros se muestran en la figura 9 b).

Los espectros de reflectancia mostrados en la figura 9
muestran también una marcada diferencia de los espec-
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Figura 10: Espectros de suelo arenoso con crudo
a)con procesamiento Maxz/SV-G/SNV b)con procesamiento
Maz/SV-G-1D/SNV.
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Figura 11: Espectros de suelo arenoso con diesel a)con proce-
samiento Maz/SV-G/SNV b)con procesamiento Maz/SV-G-
1D/SNV.

Los espectros de reflectancia de las muestras de suelo
arenoso puro y contaminado con crudo se presentan en
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la figura 10 a) y sus correspondientes derivadas se mues-
tran en la figura 10 b). Los espectros de reflectancia de
las muestras de suelo arenoso puro y contaminado con
diesel se presentan en la figura 11 a) y sus correspondi-
entes derivadas se muestran en la figura 11 b).

Suelos con hidrocarburos

Are_c Are_d

Figura 12: Muestras de suelos limoso, arcilloso Y arenoso
sin contaminar, Iml y 6ml de hidrocarburo.

B sin contaminar
8 1ml
| 6ml

- s
o

05

03 04

Intervalo de amplitud

02

01

c Lim_d Arc_c Arc_d

muestra

Para poder comparar los resultados obtenidos para los
suelos estudiados, se presenta la figura 12 donde se ob-
serba el incremento del intervalo de amplitud para las
muestras no contaminadas, contaminadas con 1ml y con-

taminadas con 6ml. La diferencia mds pronunciada es
parala muestra de suelo arenoso. El suelo donde se ob-
serva un menor incremento en el intervalo de amplitud
es el suelo limoso. Asimismo se observa una variacién en
las reflectancias para los suelos no contaminados, siendo
el suelo arenoso el que presenta una mayor reflectancia.

4 Conclusiones

Las imégenes hiperespectrales de suelos estudiados
contaminados con distintas cantidades de crudo o
petréleo muestran una marcada diferencia al ser anal-
izadas por las técnicas de PCA. Los suelos limoso,
arcilloso y arenoso presentan distintas carcateristicas,
presentando bandas de absorcién cercanos a las ban-
das 54, y 97. Los suelos contaminados con diesel son
los que presentaron las bandas de absorcién mas intensas.

De los resultados obtenidos se afirma que las imdgenes
tratadas contécnicas de anisis de imagenes resultan muy
utiles al momento de identificar el grado de contami-
nacién de suelos.
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Las imagenes hiperespectrales representan una combinacién de la visién por computador y espectroscopia, a
través de las cuales se puede llegar a conseguir informacién espacial y espectral de los objetos incluidos en la imégen,
esta tltima nos permite identificar y cuantificar los componentes de una muestra o escena. Estas imigenes pueden
usarse para estudiar escenas con contaminantes como pldsticos. A través de métodos de procesamiento se pueden
obtener por comparacién, caracteristicas de los componentes de la im4gen. En este articulo se analizan imagenes
hiperespectrales que contienen plasticos usando técnicas supervisadas como el anilisis de componentes principales
(PCA), Spectral Angle Mapper (SAM), Support Vector Machine (SVM), asi como la técnica no supervisada K-
Means Clustering. Las imégenes se registraron en la regién NIR de 900 a 1700 nm. Los resultados obtenidos
muestran que la identificacién de plésticos a través de imigenes hiperespectrales es una excelente alternativa que
sin duda serd de gran utilidad en la solucién de problemas medioambientales.

Palabras claves: Plasticos, componentes principales, cubo hiperespectral, Support Vector Machine, Clusters,
Spectral Angle Mapper.

Hyperspectral images represent a combination of computer vision and spectroscopy which allow us to get spa-
tial and spectral information of the objects included in an image, the latter allows us to identify and quantify the
components in a sample or scene. These images can be used to study scenes with contaminants such as plastics.
Through processing methods, characteristics of the image components can be obtained by comparison. This article
discusses hyperspectral images that contain plastics using supervised techniques such as principal component ana-
lysis (PCA), Spectral Angle Mapper (SAM), Support Vector Machine (SVM), as well as the unsupervised technique
K - Means Clustering. The images were recorded in the NIR region from 900 to 1700 nm. The results obtained
show that the identification of plastics through hyperspectral images is an excellent alternative that is very useful
in solving environmental problems.

Keywords: Plastics, Principal components, hyperspectral cube, Support Vector Machine, Clusters, Spectral Angle

Mapper.
1 Introduccion

La técnica de imégenes hiperespectrales (HSI) se
viene implementando como herramienta para el estu-
dio de diversos problemas como la calidad de alimentos
[1][2], identificacién de tumores cancerigenos, agricultura,
medio ambiente [3], y recientemente se han reportado tra-
bajos relacionados con la contaminacién de plésticos [4].

El andlisis de las iméges hiperespectrales es medi-
ante el uso de algoritmos meramente estadisticos [5],
identificando componentes independientes relacionados
con caracteristicas ttiles de las muestras estudiadas.
Existen algoritmos espectro-espaciales con modelos de
aprendizaje supervisado como Support Vector Machine
(SVM)[6] que permiten la clasificacién de datos de alta
dimensién como lo son las imégenes hiperespectrales.

La aplicacién de estas técnicas al estudio de imagenes
hiperespectrales que contengan residuos plésticos resulta
de mucho interés en la actualidad. La gran cantidad de
residuos pldsticos que son arrojados al medio ambiente

como basura después de su uso representan un problema
mundial por las grandes dimensiones del dafio que causa
a los ecosistemas y como consecuencia a la salud de las
personas.

Dentro de los métodos de identificacién y clasificacién
actualmente utilizados para la gestién de residuos sélidos
y més especificamente de residuos plésticos en el entorno
ambiental, la inspeccién visual todavia se utiliza amplia-
mente, a pesar que es una tarea complicada, que implica
un enorme esfuerzo y sobre todo que esté sujeta a errores
propios de la fisiologia humana. Otros métodos muy uti-
lizados son los métodos termoquimicos, electrostéticos,
cromatograficos, clasificacién por aire y clasificacién en
himedo [6] cuya desventaja se fundamenta en que son
métodos destructivos que demandan mucho tiempo, no
manejan gran cantidad de muestras y sobre todo, son
costosos [5].

En este trabajo se aplica la técnica de HSI al estudio
de escenas que contengan diferentes tipos de plasticos
asi como plasticos en presencia de otros materiales como
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madera, vegetacién u otros. Se aplica la técnica de
Spectral Angle Mapper (SAM) a la clasificacién de los
tipos de pldsticos, mostrando resultados medianamente
6ptimos, debido a una alta dependencia del dngulo um-
bral entre cada material. Otra ténica que se aplica es
la de Support Vector Machine (SVM), siendo una her-
ramienta potente de Machine Learning para el manejo
de datos de alta dimensién. Se realizé el reconocimiento
y diferenciacién de clases (tipos de materiales), con alta
precision, teniendo un conjunto de muestras de referencia
(vectores de soporte) que funcionaron de manera éptima
mediante un Kernel lineal. Finalmente se usé el método
no supervisado K-Means Clustering, con lo que se realizé
un agrupamiento de clases similares que permitieron la
identificacién de pldsticos con respecto a otros materiales
aunque mostré no ser muy precisa para clasificar los tipos
de plasticos dentro de una imégen. Las imagenes fueron
obtenidas mediante un sistema hiperespectral NIR cuya
resolucién espectral fue de 900 a 1700 nm con ancho de
banda de 4.9 nm, y una resolucién espacial de 300 x 320
pixeles.

2 DMateriales y métodos

2.1 Sistema hiperespectral

Se implement6 un sistema de adquisicién de imégenes
hiperespectrales como el mostrado en la figura 1. La
cdmara usada para la adquisicién de imdagenes es la
cdmara RESONON Pika-NIR 320 7] registra imagenes
para longitudes de onda entre 900 y 1700 nm con un an-
cho de banda de 4.9 nm.

Figura 1: Disposicion general del sistema de adquisicion de
imdgenes hiperespectrales.

La adquisicion de las imdgenes, se realizé usando el soft-
ware SpectrononPro 2.83, RESONON Inc.-US [7]

Este software ha tenido avances significativos, para rea-
lizar un andlisis rdpido de imégenes hiperespectrales,
tales como el calculo de indices de reflectancia, mejo-
ramiento vegetativo fotoquimico, entre otros. También es

util para realizar la clasificacién répida de imdgenes me-
diante métodos mads sofisticados como, el Spectral Angle
Mapper (SAM), Discriminante Lineal (LD), Regresion
Logistica (LR), entre otros. Sin embargo, para un analisis
mads exahustivo, personalizado e interactivo, y sobretodo
enfocado al reconocimiento de plésticos, como es nue-
stro caso, fue necesario desarrollar y/o adaptar rutinas
de software para conseguir los objetivos trazados.

2.2 Meétodos de clasificacién usados

En el analisis de imdgenes hiperespectrales se hizo
primero un andlisis de componentes principales (PCA),
seguido de un procesamiento supervisado asi como no
supervisado. Los métodos supervisados usados son el
Spectral Angle Mapper (SAM) y Support Vector Ma-
chine (SVM). Se us6 K-Means Clustering como método
no supervisado para la determinacién automdtica de
caracteristicas.

2.2.1 Anaélisis de
(PCA)

Componentes Principales

El analisis de componentes principales (PCA), es uno
de los métodos estadisticos de mayor uso para reducir
la dimensionalidad de un conjunto de datos [8] basado
en el hecho de que en los hipercubos, las bandas vecinas
estan frecuentemente correlacionadas y contienen alguna
informacién similar sobre el objeto. Este andlisis es
usado para transformar la data original en una de igual
o menor cantidad de bandas, removiendo la correlacién
entre las bandas originales. Todas las transformaciones
lineales que se realizan en PCA, estdn basadas en el
mismo principio matemadtico conocido como descom-
posicién en vectores y valores propios de la matriz de
covarianza de la imagen hiperespectral en estudio. Los
autovalores de la matriz de covarianza de los datos
analizados dan la informacién de la varianza de las
nuevas bandas. Tomando las bandas con la mayor
varianza se reduce la dimensionalidad del problema.

La figura 2 muestra como cambia la varianza porcentual
VR% para 10 bandas (PC’s) en una muestra arbitraria.

Figura 2: Porcentaje de varianza de las primeras 10 PCs de
una imdgen arbitraria.
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2.2.2 Spectral Angle Mapper (SAM)

SAM es un modelo de clasificacién espectral basado
fisicamente en el uso de un dngulo p-dimensional para
hacer coincidir los espectros de cada pixel con los
espectros de referencia. Este algoritmo determina la
similitud espectral entre dos espectros calculando el
angulo entre ambos [5]. La figura 3 muestra el angulo t
de separacién entre dos espectros.
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Figura 3: Representacién del dngulo umbral t, para el cdlculo
de la similitud espectral.

2.2.3 Support Vector Machine (SVM)

SVM se basa en el ajuste de un hiperplano de separacién
6ptimo, que clasifique claramente los puntos de datos
seglin sus clases (8], centrdandose en las muestras de
entrenamiento que se encuentran en el borde de las
distribuciones de dichas clases, a los que se les llama vec-
tores de soporte. La figura 4 muestra esquematicamente
como los vectores de soporte definen un hiperplano que
separa los diferentes pixeles asociados a dos muestras
diferentes.

T
=510 M
=5 §

;

S % % uw e & @ 9w ow e §

N sd="0" @
STk &P
B

e 1O S Y e e 51 IR0

°
o P P —F A
-
.

(@ ®

Figura 4: Representacién de un hiperplano en el espacio.
Bidimensional (a) y tridimensional (b).

2.2.4 K-Means Clustering

K-Means permite la agrupacién de datos en grupos simi-
lares llamados clusters los cuales definden un centroide,
a partir de un conjunto de datos [9] . El resultado
del agrupamiento es la asignacién de cada pixel a una
clase espectral contenida dentro de la imdgen que se
analiza. La figura 5 muestra el agrupamiento de pixeles
en clusters definidos por centroides.
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Figura 5: Distribucion espacial de clusters conseguidos con
el modelo K-Means [9].

2.3 Muestras de plasticos usados en los
experimentos

Las muestras de plastico utilizadas fueron obtenidas a
partir de residuos caseros. Las formas de cada tipo de
pléstico han sido configuradas manualmente.

Los plasticos tienen un simbolo de reciclaje que hemos
tomado en cuenta para su respectiva clasificacion, figura

®® ® B

Policloruro Polietileno de
Alta Densidad de Vinilo  Baja Densidad

Poliestireno  Otros Plasticos

Polietileno  Polietileno de

Tereftalato

Polipropileno

Figura 6: Simbolos de reciclaje de los pldsticos [10][11]

REVCIUNI 21 (1) (2018) 57-66

Facultad de Ciencias — UNI



60 Walter Sullivan Felipe Gaspar, Héctor Loro

Los materiales usados fueron: polietileno tereftalato
(PET), polietileno de alta densidad (HDPE), poli cloruro
de vinilo (PVC), polietileno de baja densidad (LDPE),
polipropileno (PP) y poliestireno (PS). Las imégenes de
los plésticos usados se muestran en la figura 7.

(d) (e) ()

Figura 7: Muestras de pldsticos PET, HDPE, PVC, LDPE,
PPy PS, (a)-(f).

2.4 Pre-procesamiento

Muchos de los tratamientos previos que usualmente
se realizaban como parte del pre procesamiento, ac-
tualmente han sido incorporados a los instrumentos
de medicién; asi por ejemplo, con la cdmara Resonon
Pika NIR 320, los cubos hiperespectrales obtenidos,
ya han sido tratados bajo ciertas correcciones como la
corriente oscura, obteniéndose espectros en términos de
reflectancia relativa, con respecto al patrén de blanco
estandar con el que se calibré para medir la cantidad de
luz entrante hacia el sensor. Las imé4genes son espectros
de reflectancia escalada por un factor de 10000, lo que
permite apreciar los detalles de los picos de absorcién de
los materiales.

3 Resultados y Discusiones

Se analizaron los espectros de reflectancia de las 6
muestras de plasticos, los 4 tipos de suelos, agua de mar
y petréleo crudo.

La figura 8 muestra los espectros de reflectancia de los
plasticos HDPE, PVC, PP y PS obtenidos en el lab-
oratorio y el reportado en la literatura [12][13]. Las
posiciones de los picos de absorcién para los diferentes
pléasticos estudiados se enumeran en la Tabla 1. Los pi-
cos listados son similares para los diferentes materiales
y corresponden a las absorciones asociados a los enlaces
C-H.

Tabla 1: Posiciones de los picos de absorcién en nm identifi-
cados a partir de los espectros de reflectancia obtenidos usando
una cdmara Resonon Pika NIR- 320.

Material Picos de absorcién
(nm)

HDPE 1220, 1382, 1718

PP 1178,1382, 1694

PET 1118, 1406, 1616

PVC 1181, 1418, 1700

PS 1130, 1370, 1664

3.1 Analisis de las muestras de pldsticos

En primer lugar se analizaron imigenes que contenian
las 6 muestras de plésticos. Estas se analizaron usando
los métodos SAM, SVM y K-Mean Clustering, con el fin
de identificar cual de estas técnicas permite una mejor
identificacén de los pldsticos. Antes de analizar las
imdgenes por alguno de estos métodos, en primer lugar
se buscé reducir la dimensionalidad. Es asi que el primer
andlisis de las imédgenes fue usando PCA. Este anilisis
se hizo usando el software Matlab. A continuacién se
describen los resultados obtenidos.

3.1.1 Aplicacién de PCA

Debido a que el orden de cada componente principal estd
dado en funcién de la mayor variabilidad de la infor-
macién, el mismo que estd cuantificado por la varianza, se
calculf este pardmetro (VR), y su proporcién acumulada
(CVR) de las primeras cinco PCs, de las tres imagenes en
estudio, cuyos valores se muestran en la tabla 2, donde
se observa que la proporcién de varianza acumulada de
las primeras cinco componentes es mayor al 99.5% de la
informacién, lo cual es aceptable ya que la informacién
restante es casi nula, en consecuencia la dimensién se re-
dujo solo a cinco PCs.

Tabla 2: Varianza (VR), y su proporcién acumulada (CVR)
para las primeras cinco PCs.

PC VR CVR(%)

PC1 0.9670 96.70
PC2 0.0147 98.17
PC3 0.0090 99.08
PC4 0.0030 99.38
PC5 0.0013 99.51

Luego se gener6 una proyeccién de todos los pixeles sobre
cada componente para visualizar cada raster en escala de
grises y verificar como est4 distribuida la variabilidad en
cada una. Se incluyé también a las componentes PC6,
PC7 y PC8 para visualizar la pérdida de variabilidad de
la informacién, teniendo un total de ocho rasters, mostra-
dos en la figura 9, donde se observa que a partir de PC6
las componentes pierden diferencias notorias de los frag-
mentos de plastico, llegando a componerse de ruido la
totalidad de pixeles.
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Figura 8: Comparacidn de los espectros de la libreria USGS (a), con los espectros obtenidos en el laboratorio (b).
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Figura 9: Visualizacion de las ocho primeras PCs en escala
de grises de las imdgenes.

También se observa que las componentes PC2, PC3, PC4
y PC5, contienen ruido en la parte correspondiente al
plato Petri, y disperso en toda la imagen, el cual se visu-
aliza como puntos blancos. Una diminuta regién de pixe-
les de ruido se observa en la parte derecha fuera del plato
Petri de la componente PC1. Por lo tanto, solo se uti-
liz6 la componente PC1 para el andlisis, y sobre las cual
se aplicé un filtro no lineal para remover los pixeles de
ruido, previo a la aplicacion de la mascara de pseudo color
que permitié distinguir los objetos en cada escena. Las
mascaras de pseudo color aplicadas a PC1, permitieron
la identificacion de las clases presentes en la escena, las
cuales estuvieron asociadas a un espectro promedio con
el mismo color correspondiente. El resultado se muestra
en la figura 10.
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Figura 10: (a) Componentes en la imagen de PC1 en pseu-
docolor. (b)Correlaciones PC5 vs PC3 donde se muestra la
distribucion espacial de los pizeles. (c) Espectros promedio
asociado a cada color.

Para la cuantificacién de cada material se utilizé la clasi-

ficacién de PC1 en la figura 10, con cuyo histograma de
frecuencias de los niveles de color normalizados, se ob-
tuvo la cantidad de pixeles de cada clase, los cuales se
muestran en la tabla 3, y a partir de estos se obtuvo
la abundancia superficial porcentual de cada clase en la
escena (PAS).

Tabla 3: Cantidad de pizeles de cada material clasificados
por PCA en la imagen con pldsticos.

Clase Color Pixeles PAS(%)

PET Celeste* 441 0.46
HDPE Lila 4113 4.28
PVC Verde 2649 2.76
LDPE Celeste 4130 4.30
PP Amarillo 4313 4.49
PS Rojo 4781 4.98
Fondo Petri - 13143 78.72
Fondo Negro - 55930 58.26
Sin clasificar Gris 6500 6.77

Total - 96000 100.00

3.1.2 Spectral Angle Mapper (SAM)

SAM es un modelo de clasificacion supervisada y para
aplicarlo se establecieron espectros de referencia a partir
de regiones de interés (ROIs) especificas. Estas regiones
fueron establecidas en cada una de las imagenes de
los plasticos puros, cuyos espectros fueron verificados
con los espectros de referencia de la libreria espectral.
Los espectros de referencia utilizados, en el contexto
de clasificacion supervisada, son considerados datos de
entrenamiento, es decir, se entrena al algoritmo SAM con
los espectros de referencia (llegando a un reconocimiento
de pixeles) para luego compararlos con los pixeles de
prueba, de las imagenes con los plasticos y mediante un
angulo umbral t, el dangulo maximo entre los espectros
de referencia y los espectros de prueba.

La figura 11 muestra las regiones de interés clasificadas
con SAM de la imagen con plasticos. En esta se
observa que todos los pléasticos han sido clasificados a
excepcion del PET, pues en esta region solo se observa
una pequena cantidad de pixeles amarillos, los cuales
se originaron por el alto nivel de brillo en la region.
Los demas pixeles fueron influenciados por el fondo del
plato Petri, demostrandose asi que las caracteristicas del
PET dependen de su forma y muy en particular de sus
propiedades de transparencia.

(a) (b) (©)
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Figura 11: Clasificacién SAM de la imagen con plastics, (a)
imagen de referencia, banda 120 (b) imagen clasificada con
pardmetros normales, (c) imagen clasificada con un aumento
del angulo umbral At = 0.02 rad.

3.1.3 Support Vector Machine (SVM)

La gran variedad de funciones Kernel existentes pueden
generar diversos resultados, algunos con mayor precisién
que otros, que se reflejan en la cantidad de pixeles clasi-
ficados en cada clase. Asi, para la clasificacién de todas
las muestras de este estudio, se utilizé un Kernel lineal.
Con SVM se obtuvo mejores resultados, pues este logré
diferenciar los tipos de plasticos, y esto fue gracias a la
eleccién adecuada de los vectores de soporte en la fase de
entrenamiento del algoritmo. En la figura 12, se mues-
tra la casi perfecta identificacién de todas las clases de
plastico, a excepcién del PET que por su transparencia
fue influenciado por el plato Petri y no se identificé. Por
otro lado, la presencia de ruido sobre algunas clases fue
casi nulo, lo cual hizo posible la identificacién y cuantifi-
cacioén casi perfecta de cada material.

Frecuencia
-

.

T

Cyan  Red Green Yellow Brown Purple Orange Blue

(©

Figura 12: Clasificacion de pldsticos mediante el modelo
SVM. (a)Imagen de referencia en escala de grises usando la
Banda 60. (b)Pldsticos clasificados por SVM. (c) Histograma
de frecuencias de cada color.

A partir del histograma de frecuencias mostrado en
la figura 12(c) se determiné la abundancia superficial
de cada material presente en la imagen, los cuales se
muestran en la tabla 4. Se precisa que en esta tabla, la
ausencia de algunos valores se debe a que en la imagen
correspondiente no se encontré esa clase. Ademés se
verifica que en cada muestra se completa el total de
pixeles de la imagen, el cual es 96000.

Tabla 4: Abundancia superficial de cada material clasificado
por SVM en la imagen con solo pldsticos.

Clase Color Pixeles PAS(%)
HDPE Rojo 4821 5.021
PVC Verde 2659 2.76
LDPE Amarillo 5397 5.62
PP Marrén 4858 5.06
PS Magenta 5147 5.36
Filo Petri Anaranjado 1338 1.39
Fondo Petri Celeste 15187 15.81
Fondo Azul 56593 58.95
Total - 96000 100.00
3.1.4 K-Means Clustering

Se aplicé el algoritmo K-Means considerando solo las
cinco primeras componentes principales, esto debido a
que luego de la quinta PC cada raster estuvo compuesto
principalmente por pixeles de ruido. Sin embargo los
resultados mostrados solo son de la primera componente
las componentes PC2, PC3, PC4 y PC5 no lograron
una clasificacién trascendental, mas bien, se resalté la
variaciéon de la cantidad de clusters.

Debido a que, a priori se conoce la cantidad de materiales
que hay en la imagen, se escogi6é ocho clusters, a fin de
que todos los tipos de plasticos (PET, HDPE, PVC,
LDPE, PP y PS) més la cartulina negra de fondo y
el plato Petri sean clasificados. Asi, en la figura 13 se
muestra la componente PC1 clasificada por K-Means
con ocho clusters, donde se observa la clara identificacién
de la cartulina de fondo (verde) y el filo del plato Petri
(lila), sin embargo estos pixeles no estan clasificados
completamente (la regién completa del filo) y la parte
interna del plato Petri se clasificé como si se tratase de
la cartulina de fondo, ademds ya dentro del plato Petri
los plasticos estdn clasificados con méas de dos clases
en un mismo material, incluso en ciertas regiones como
el PET, hay acumulacién de pixeles de ruido. Todo
esto imposibilita la identificacién de cada tipo de pléstico.

(®)

Figura 13: Clasificacion K @ Means de la componente PC1
de la imagen All plastics; (a) es las imagen clasificadas con
seis clusters y (b) es la distribucién espaciales de los clusters
en un sistema bidimensional.

En la figura 13(b), se ilustra la distribucién tridimen-
sional de los clusters donde se observa la concentracién
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(@ (b)

de pixeles alrededor de los centroides bien definidos de
las clases més relevantes, siendo una de ellas la clase
verde, perteneciente a la cartulina de fondo. Los demé&s
clusters se observan con dificultad, incluso algunas no
logran visualizarse debido a su reducida cantidad. En
lineas generales, la eleccién de ocho clusters no es la
maés idénea ya que hay una gran distorsién entorno a la
superposicién de clases.

Para realizar la cuantificacién de los materiales en la es-
cena, se determing la cantidad de pixeles de cada uno de
los componentes a partir del histograma de frecuencias
de la imagen clasificada en la figura 13 (a), ademds de
la abundancia superficial porcentual. Los resultados se
muestran en la tabla 5.

Tabla 5: Cuantificacion de la abundancia superficial por-
centual de cada material clasificado por K-Means en la com-
ponente PC1 de la imagen solo con plasticos.

Clase Color Pixeles PAS(%)
PVC Verde 2315 2.41
LDPE Amarillo 8124 8.46
PP Lila 3507 3.65
PS Guinda 4274 4.45
Petri Azul 22540 23.48
Fondo Rojo 55240 57.54
Total - 96000 100.00

En la figura 14 se muestran las cuatro imégenes con
solo plasticos con el fin de comparalas. Se observa
que las clasificaciénes supervisadas son las que mejor
identifican a los plasticos siendo SAM y SVM los que
mejor clasificaron los tipos de plésticos e incluso las
fronteras del plasto Petri en el caso de SVM. A pesar
que PCA y K-Means no lograron clasificar con claridad
todas las clases (filo Petri y diferenciar los polietilenos),
PCA permite identificar los elementos presentes en las
escenas. Consecuencia directa que recae sobre K-Means,
ya que este se aplicé sobre las componentes principales
que contienen més informacién.

3.2 Plasticos PVC y PP con vegetacién
y madera
Con el fin de verificar las diferencias entre las carac-

teristicas de los plasticos PVC y PP al compararlos con
madera y vegetacién, se generé una muestra con estos

© d)

Figura 14: Comparacion de los modelos (a) PCA, (b) SAM, (c) SVM y (d) K- Means en la clasificacién de la imagen solo
con pldsticos.

componentes. En el andlisis PCA de esta muestra, lo
primero que se realizé fue evaluar la variabilidad de las
primeras componentes considerando su proporcién de
varianza, y desviacién estdndar, cuyos valores numéricos
se muestran en la tabla 6.

Tabla 6: Pardmetros principales de las PCs de la imagen de
pldsticos con otros materiales.

PC VR VSR
PC1 0.9338 93,38
PC2 0.0331 96.62
PC3 0.0126 97.89
PC4 0.0119 99.08
PC5 0.00182 99.26

A partir de los datos obtenidos en la tabla 4.38, se observa
que las cinco primeras PCs contienen el 99.26% de toda
la informacién, por lo que se puede reducir la dimensién
a estas cinco PCs.

3.2.1 Spectral angle Mapper

La figura 15 muestra la clasificacién de los elementos de
la imégen de pldsticos con otros materiales para difer-
entes dngulos umbral. Se observa que para t = 0.06 se
comenzaron a definir los materiales sin embargo las fron-
teras de separacién ain no quedaba bien definidas y se
obsera una gran cantidad de pixeles sin clasificar. En la
misma figura, para t = 0.08 los pldsticos comenzaron a
notarse més (clases roja y azul), también el fondo marrén
se definié completamente. Para un umbral t = 0.12, la
clasificaciéon obtenida fue 6ptima, ya que los plasticos se
diferenciaron completamente de los demds materiales, y
las fronteras de separacién no estdn superpuestas. Ante
un mayor aumento del angulo umbral, se comenzé a evi-
denciar la superposicién de pixeles y distorsién de clases,
como se observa en 15(d), donde la esquina saliente del
plato Petri adopté el color de la clase PVC.

Una vez diferenciados los diferentes elementos presentes
en la imagen se registraron los espectros promedio de los
materiales clasificados. Los resultados se muestran en la
figura 16. Como se puede ver en esta figura, los espectros
obtenidos muestran las caracteristicas esperadas de los
elementos presentes.
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(a) t=0.06 (b) t=0.08

(©)t=0.12

(d)t=0.15

Figura 15: Clasificacion SAM de la imagen de pldsticos mezclados con madera y vegetacion.
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Figura 16: Espectros promedio caracteristicos de los materi-
ales clasificados por SAM en la imagen de pldsticos mezclados
con madera y vegetacion.

3.2.2 Support Vector Machine

La figura 17, muestra la clasificacién de plésticos (clase
roja), vegetacién y madera (verde y amarillo respecti-
vamente) a partir de las imdgenes de esta mezcla. En la
figurase observa que incluso hubo una marcada diferencia
entre los tipos de pldsticos PVC y PP. Cabe mencionar
que en esta muestra se incorporé un tipo de plastico no
identificado, por la ausencia de su simbolo de reciclaje,
sin embargo, con este modelo se clasificé con la clase PP,
lo que indica que es un material familia del polipropileno.

(a) ()

Figura 17: Clasificacion SVM de la imagen de pldsticos
mezclados con madera y vegetacion(a) Banda 80 en escala
de grises e, (b) Imagen clasificada.

3.2.3 K-Means Clustering

El anédlisis de la imagen de la mezcla de plasticos con
vegetacién y madera se inicié usando seis clusters, bus-
cando la clasificacién incluso del plato Petri. Sin em-
bargo, en todas las pruebas no se logré identificar los
tipos de plasticos, pues estos fueron clasificados con la
misma clase. Con cuatro clusters, se pudo evitar el
ruido dispersado sobre la cartulina de fondo, y se clasificé
con marcadas diferencias los cuatro materiales, plasticos,
madera, vegetacion y cartulina de fondo, como se muestra
en la figura 18(b). Las clases obtenidas diferecian muy
bien como puede observarse con los colores obtenidos en
la imagen RGB de la figura 18(a), generada por las com-
ponentes PC1, PC2 y PC3.
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Figura 18: Clasificacion K-Means de PP, PVC, madera y
vegetacion en la imagen con estos elementos. (a) Imagen
RGB generada por PC1, PC2 y PC3, (b) imagen clasificada
y (c) histograma de frecuencias de la imagen clasificada.

4 Conclusiones

Con muestras simples, basura doméstica y residuos
industriales, y con una configuracién adecuada de
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laboratorio, métodos de clasificacion PCA, hemos de-
mostrado que el método de las imdgenes hiperespectrales
es aplicable para clasificar pldsticos, incluso enpresencia
de vegetacién y madera.

Hemos ampliado la cantidad de muestras, simulando el
ambiente en el que los pldsticos se encuentran, asi hemos

logrado mezclarlos con agua de mr, petrdleo, tipos de
tierras Por los resultados obtenidos y la aplicabilidad de
las HSI, este es un método completamente viable para
detectar en primera instancia, y limpiar los pléasticos del
océano y ambiente en general, tan pronto como sea posi-
ble.
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