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Presentacion

El presente numero es signo del esfuerzo por crear la tradicion
de publicar los resultados de las investigaciones v, en general, los
estudios de los cientificos de la Facultad de Ciencias de la UNL

REVCIUNI constituye un estimulo para producir y publicar
resultados de nivel cientifico generosamente amplio.

Aqui queremos invitar a los miembros de la Facultad de Ciencias,

y de la comunidad UNI, a presentar sus trabajos cientificos, para
ofrecerlos al conocimiento y critica del pais.

El editor.
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Caracterizacion fisica y
estudio de la respuesta
electrica a diferentes gases
del tungstato estannoso

José Luis Solis Véliz (*)

RESUMEN

Los polvos de las fases a.y B del tunsgato estannoso se obtuvieron a partir de la
fusion de una mezcla equimolar del SnO y WO3 en una atmdsfera inerte (Ar) y
en ampollas selladas al vacio. Los polvos fueron caracterizados estructural-
mente mediante las técnicas de Difraccién de Rayos X y Espectroscopia Méss-
bauer de Transmision. Los resultados de Miossbauer muestran que el estano
estd presente en la forma divalente, Sn?*, en ambas fases del tungstato estan-
noso. Los dobletes de las fases a.y B muestran una asimetria debido al efecto
de Goldanskii-Karyagin. Se imprimid rectangulos de 5 x 8 mm? de 30 um de
espesor de SnWOy sobre substratos de alimina con calentador de Pt y contac-
tos de Au previamente impresos. Las propiedades como sensor de gas del
SnWO4 fueron medidas a diferentes temperaturas entre temperatura ambiente
y 500°C cuando se expusieron a diferentes concentraciones de gases como el
H3S, Hs, CO, CHyy SO2 en aire sintético. La pelicula gruesa del a-SnWO4 ob-

tenida del polvo en la ampolia sellada al vacio tiene una mejor respuesta a

(*) Universidad Nacional de Ingenieria,Facultad de Ciencias, casilla postal 31-139, Lima-Peru.
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gases respecto a la que se obtuvo en atmésfera de Argén. La temperatura de
sinterizado de las peliculas tiene efecto en la respuesta a gases, se encontré que
la temperatura dptima de sinterizado es 550°C. El a-SnWQOy4 es muy sensible y
selectivo a bajas concentraciones de HsS en aire sintético a 300°C. La fase
metaestable B no es de interés prdctico debido a su baja conductancia debajo
de 400°C.

Introduccion

Mejorar los métodos para la medicién y control de los gases que se
emanan o utilizan en muchas actividades industriales y domésticas puede
mejorar significativamente el proceso empleado. Esto conlleva a una
mejor calidad de vida incluyendo la salubridad y seguridad en la industria,
asicomo en el ambiente doméstico, y mayor cuidado por el medio ambiente.
Existen dos técnicas de deteccién. La primera utiliza la instrumentacién
quimica donde la muestra del gas se lleva a través de un tubo hacia el
equipo de andlisis. La deteccién estd basada en la cromatografia de gases,
espectroscopias de emision de flama, infrarroja o ultravioleta y de masas,
etc. Para eso se requiere de un complejo y costoso equipo, ademds de
operadores capacitados para conducir el andlisis. La otra técnica utiliza
sensores de gas que consiste de un semiconductor entre dos electrodos de
metal por medio de los cuales se mide la conductancia a una determinada
temperatura y humedad constante, la que varia sila composicién del medio
que lo rodea cambia [1, 2, 3]. El uso de sensores de estado sélido estd
incrementando rdpidamente. Se espera que la importancia de estos sen-
sores de gas se incremente en el futuro inmediato debido a su sencillo
funcionamiento, reducido tamarfio, bajo costo, y compatibilidad microelec-
trénica. Existen potenciales usos para estos sensores, algunos de los cuales
se muestran en la tabla 1 [4]. Debido a las caracteristicas asociados con
estos sensores ya han sido utilizados en algunos de ellos, tales como en
seguridad, amenidad y control de procesos.

Tabla 1 Potenciales usos de los sensores quimicos

1. Seguridad Gases explosivos, gases toxicos.

2. Medicina Diagnéstico, tratamientos médicos, érganos artificiales.

3. Amenidad Equipos para la cocina, ventilacién y aire acondicionado.

4. Procesos Control de calidad, eficiencia del proceso, ahorro de energia.

5. Medio ambiente Control de emisiones, determinacién de contaminantes en el
aire y agua.

6. Alimentos Produccién, procesamiento, almacenaje.

7. Monitoreo in situ_y continuo (mar profundo, subterraneo. etc.).




CARACTERIZACION FISICA Y ESTUDIO DE LA RESPUESTA ELECTRICA A
DIFERENTES GASES DEL TUNGSTATO ESTANNOSO

Sensores de gas semiconductor estdn siendo usados en los motores
de automoviles (O»), alarmas domésticas (hidrocarburos), minas de carbén
(CO), plantas industriales de acero (CO y Oy), lugares de estacionamiento
subterrdneos para automéviles (CO), etc. Muchos de los sensores de gas
comerciales disponibles estdn basados en SnOj, FeO; y TiOq. Oxidos
semiconductores con ancho de banda prohibida tipico de los aislantes son
utilizados como material sensible en los sensores de gas. Una gran
variedad de cerdmicos, peliculas delgadas y gruesas han sido desarro-
llados. El estado actual de la investigacién y desarrollo ha sido revisado
por Moseley et al. [5] y Sberveglieri [6]. Los posibles mecanismos de
sensado del sensor de gas por el cual la atmdésfera gaseosa afecta la
conductancia de un 6xido metdlico semiconductor tipo n fueron revisados
por Romppainen [7]:

1. Oxidacién /reduccion de un semiconductor. Los gases participan
en una reaccién de defecto que altera la estequiometria de la
superficie o del sélido. Donde el estado electrénico nativo donador
dominante es un defecto estequiométrico, entonces la concen-
tracién del gas se refleja en la estructura electréonica y concen-
tracién de portadores de carga del material.

2. Intercambio idénico. Como resultado del intercambio idnico se
forma una capa superficial, la cual tiene una diferente estructura
electrénica y conductividad respecto del material base.

3. Adsorcién de gas directa. Una molécula de gas es adsorbida a la
superficie del material y actia como un centro que atrapa o dona
electrones a la banda de conduccién. Un agente oxidante (por
ejemplo el oxigeno) extrae uno o dos electrones del semiconductor.

4. Reacciones superficiales con las especies adsorbidas. Un gas,
usualmente oxigeno, es adsorbido a la superficie del material,
atrapando electrones de la banda de conduccién. Un agente
reductor produce una reaccién con los estados superficiales aso-
ciados con el oxigeno pre-adsorbido y uno o dos electrones son
donados al semiconductor.

Existen evidencias experimentales que cualquiera de los mecanis-
mos puede prevalecer o al menos estar presente una combinacién de ellas
cuando un material sensible interactiia con el gas [8]. La adsorcién/desor-
cién directa de gases y una reaccién superficial con las especies adsorbidas
son los mecanismos dominantes en los sensores de gas semiconductores.
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La mayor desventaja de los sensores quimicos de estado sélido es su
falta de estabilidad, reproducibilidad y selectividad, asi como su baja
sensibilidad para ciertos propésitos. Los métodos que pueden usarse para
mejorar la selectividad puede generalmente dividirse en cuatro dreas [7]:

1. Control de la atmédsfera que lo rodea.

2. Control de la temperatura de operacion.

3. Uso de arreglos de sensores.

4. Uso de nuevos materiales.

El primer método incluye el uso de filtros quimicos y mecénicos que
han dado buenos resultados en sensores comerciales [9]. El uso de ciclos
de temperatura entre dos valores de temperatura ha mostrado ser eficiente
en reducir, por ejemplo, la sensibilidad a CH,4 cuando se desea sensar CO
[10]. Un arreglo de varios sensores con diferentes sensibilidades a dife-
rentes gases juntamente con un programa de reconocimiento puede ser
usado para extraer informacién acerca del ambiente sujeto al andlisis [11].
El cuarto método incluye el uso de nuevos materiales asi como aditivos
catalizadores. Solis et al. [12, 13] estudié las propiedades eléctricas de
peliculas delgadas de o-SnWO, expuesta a CO y obtuvo un compor-
tamiento inusual de este material. No se encontré referencias en la
literatura cientifica acerca de las propiedades eléctricas de los polvos de la
fase a- y B-SnWO, ante la presencia de gases. En el presente trabajo se
estudié las propiedades eléctricas de este nuevo material, tungstato estan-
noso, cuando fue expuesta a diferentes gases.

Oxidos binarios y ternarios representan la m4s importante clase de
materiales sensibles a gases que operan bajo condiciones ambientales.
Recientemente, se han realizado estudios con semiconductores producidos
mezclando 6xidos. Por ejemplo, el sistema mixto Zn0O-SnOs,, el cual con-
tiene 6xidos como el ZnSnO; y el ZnySnOy, es sensible a gases [14]. El
semiconductor Cd,SnOy tiene interesantes propiedades eléctricas y 6pti-
cas. Ha sido estudiada como material anédico para celdas electroquimicas
[15] y para aplicaciones en energia solar. El 6xido ternario, Snie Oy, el
cual contiene estafio, ha sido estudiado para aplicaciones como sensor de
gas [16]. En los 6xidos mencionados el estado de valencia del estafio es
Sn**. La sintesis del SnWO, fue reportado en 1972 [17]. La fase a del
tungstato estannoso es estable hasta 670°C. El a-SnWO, es un semicon-
ductor tipo n cuya estructura cristalina es ortorrémbica y tiene un color
rojo oscuro. En ambas fases los 4tomos metdlicos de Sn forman octaedros
distorsionados con los oxigenos. Sin embargo a diferencia del SnOq y
algunos 6xidos ternarios de estafio, el Sn aparece en la forma divalente,
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Sn?*, en la estructura del SnWO,[17, 18]. La fase estable a altas tempera-
turas, B-SnWOy,, cuya estructura cristalina es ciibica [18] tiene una estruc-
tura metaestable a temperatura ambiente.

Se conoce muy poco acerca de los materiales que poseen estafio
divalente en sus 6xidos ternarios con metales de transicién. El estudio de
la variacién de la conductancia del tungstato estannoso cuando es expuesta
a la presencia de diversos gases es posible debido a que esta fase es estable
hasta 670°C, por lo cual se puede calentar hasta 400°C en aire. La fase o
no muestra una descomposicién detectable o conversién a la fase B. Se han
obtenido las fases o y B del tungstato estannoso y caracterizado por
Difraccién de Rayos X y Espectroscopia Mgssbauer de transmision.
Ademds se reporta las caracteristicas como sensor de gas de ambas fases
del SnWO, expuestas a gases como el CO, HoS, Ho, CHy y SOo, a diferentes
temperaturas y concentraciones de las mismas en aire sintético (Os: 20%
y Ho: 80%).

Parte experimental

Los polvos de tungstato estannoso se obtuvieron a partir de la fusion
de una mezcla equimolar de SnO y WO;. Para evitar que el estafio se oxide
(de Sn** a Sn**) durante el tratamiento térmico, el proceso se llevé a cabo
en una atmésfera que no contenia oxigeno. Esto se logré sellando la mezcla
en una ampolla de cuarzo al vacio o utilizando una atmésfera de argéon. El
a-SnWO, se obtuvo mediante un tratamiento térmico de la mezcla en la
ampolla sellada o en una atmésfera de argén a 600°C por 15 h. La fase
del tungstato estannoso se obtuvo después que la mezcla sellada en la
ampolla se mantuvo a 800°C por 15 h, después se enfrié lentamente hasta
700°C y luego se enfrié rapidamente hasta temperatura ambiente.

Para imprimir el material sobre la alimina se preparé una pasta
mezclando 27% en peso de un vehiculo orgdnico (compuesto de etylcelulosa
y terpineol) a 73% en peso del polvo obtenido. Los substratos utilizados
son altimina (Al,Qs) donde en una cara se encuentra impreso los electrodos
de Auy en la otra una resistencia de Pt (~10Q) que puede calentarse hasta
500°C. El sistema se calienta aplicando un voltaje a través de ella con una
fuente de poder DC. Se imprimieron peliculas rectangulares de 5 x 8 mm?*
sobre los electrodos de Au que se encuentran en los substratos de alumina
(figura 1).
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Figura 1. Vista superior de la pelicula de tungstato estannoso sobre un substrato de
alimina con electrodos de Au (izquierda) y la resistencia de Pt en el lado reverso de
la alumina (derecha).

Los experimentos de Mossbauer se llevé a cabo utilizando la
geometria de transmisién en un espectrémetro ELCINT. Los polvos de
tungstato estannoso fueron mezclados con BN para formar una masa
homogénea y asi poder dispersarla sobre toda el drea de medicién. Se
hicieron pastillas de 2 mm de espesor. El espectrémetro se operé en el
modo de aceleracién constante. La velocidad se calibré usando una fuente
de "CoRh y un absorbente de fierro natural. La fuente utilizada para
obtener los espectros Mossbauer fue Ca'®SnOs (2 mCi). Las medidas se
realizaron a temperatura ambiente. La estructura cristalina fue determi-
nado usando un Difractémetro de Rayos X marca Phillips modelo 1353/00
con mds radiacién de CuKao..

Para las medidas eléctricas se adhirieron alambres de Pt mediante
una pasta conductora de oro (ESL 8835-18) a los electrodos de Au y el
calentador de Pt impresas en la alimina. La caracterizacién de la
respuesta a gases del tungstato estannoso se realizaron en un sistema
controlado por una computadora como se muestra en la figura 2. Un gas
mezclado con aire sintético fluye a través de una cdmara de acero
inoxidable, donde se encuentra la muestra y se puede controlar pardmetros
como la temperatura del material, la concentracién del gas y se mide
continuamente la conductancia del material. La conductancia del mate-
rial fue obtenida midiendo la corriente que circula a través de los electrodos
de Au cuando se aplica un voltaje constante de 1 V.
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Figura 2. Arreglo experimental para estudiar las propiedades eléctricas de muestras
semiconductoras cuando son expuestas a diferentes gases.

Resultados y discusion

Las figuras 3(a) y 3(b) muestran los difractogramas de rayos X de los
polvos de o-SnWO, obtenidos en una ampolla sellada al vacio y argon,
respectivamente. Se puede observar que ambos difractogramas son muy
similares. El difractograma del B-SnWOy se puede observar en la figura
3(c). La identificacién de las fases a y p del tungstato estannoso es directa
porque todas las reflexiones encontradas corresponden a dichas fases.

Los espectros Méssbauer caracteristicos del tungstato estannoso se
muestran en la figura 4. En la tabla 2 se tienen los pardmetros Mdssbauer
(desplazamiento isomérico (8), desdoblamiento cuadrupolar (AEy), inten-
sidad (I) y anchura de linea (T')) obtenidos ajustando los espectros que se
muestran en la figura 4. Los pardmetros del pequefio doblete alrededor
de 0 mm/s corresponden al SnO; [19]. Se tiene que una pequena cantidad
de diéxido de estafio estd presente en los polvos obtenidos de tungstato
estannoso. Un doblete asimétrico de mayor intensidad corresponden a las
fases a y p de tungstato estannoso (figura 4). Los picos de este doblete

tienen diferentes intensidades, la razén entre ellas se domina G-K. Los
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Figura 8. Difratograma del polvo de a-SnWOy obtenido por la fusion en: (a) una
ampolla sellada al vacio y (b) una atmdsfera de argon. (c) Difractograma del polvo de
B-SnWOy obtenida por la fusién y enfriamiento rdpido en una ampolla sellada al
vacio.
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parametros hiperfinos concuerdan muy bien con los obtenidos por Ballard
y Birchall [20] para el tungstato estannoso. El ancho de linea (T") del polvo
de o-SnWO, obtenida porla fusién en vacio es menor respecto a la obtenida
en una atmésfera de argén. Esto indica que el polvo obtenido por la fusién
en la ampolla sellada al vacio fue mejor cristalizada. Debido a que el
doblete del tungstato estannoso es asimétrico se realizé un experimento
adicional para descartar que era un efecto de textura, se llené un cubo
(1cm®) con BN y 13 mg de Sn por cm®. Los respectivos espectros Mossbauer
obtenidos colocando el cubo en las 3 direcciones (%, y, z) muestran el mismo
comportamiento. Esta asimetria del doblete se debe a que el factor f para
que se produzca emisién o absorcién resonante sin efecto de retroceso es
anisotrépica, esto se conoce como efecto Goldanskii-Karyagin [21, 22].

100

2

95

100

95

Transmision (%)

100 frss s
¢)

95

N " 1 Y 1
40 20 00 20 40 60
velocudad (mm/s)

Figura 4. (a) Espectro Mossbauer a temperatura ambiente del polvo de 3-SnWOs,
obtenida por la fusién y enfriamiento rdpido en una ampolla sellada al vacio.
Espectro Mossbauer a temperatura ambiente del polvo de a-SnWO4 obtenido por la
fusién en: (b) una ampolla sellada al vacio y (¢) una atmdsfera de argon.
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dades del doblete correspondiente al tungstato estannoso.

Tabla 2

Resultados del ajuste de los espectros Mossbauer. Donde el ancho de

linea es I, la intensidad es I, el desplazamiento isomérico es 8§, el des-
doblamiento cuadrupolar és AEQ y G-K es el cociente de las intensi-

Pariametros del Sn** Pardmetros del Sn%*
I B %
Muestra I AEqQ | S AEQ G-k
(mm/s) | (%) | (mm/s) | (mm/s) | (%) | (mm/s) | (mm/s)
+0,01 | £1,0 +0,02 +0,03 +1,0 +0,01 +0,01 |+£0,02
a-SnWOQOy 0,66 19,5 0,03 0,52 80,5 3,42 1,18 1,08
(argon)
o-SnWO4 0,58 | 19,7 0,02 0,55 80,3 3,42 1,18 1,06
(vacio)
B-SnWO4 0,47 14,0 -0,01 0,49 86,0 3,50 1,30 1,08

El desdoblamiento cuadrupolar del espectro se debe a que los
oxigenos forman un octaedro distorsionado alrededor del estafio en ambas
fases del tungstato estannoso produciendo un gradiente de campo eléctrico
que interacciona con el momento cuadrupolar nuclear del Sn (figura 5). El
factor f viene dado por:

£(6, 9) = exp (—k2 [((rﬁ) cos® ¢ + (rj) sen’ (p) sen? 0 + (r.) cos? 9] ) (1)

donde % es el vector de onda del fotén y. Es necesario conocer el cuadrado
del desplazamiento medio del estafio a lo largo de los ejes. El fotén
incidente forma un dngulo 0 y ¢ con la direccién del gradiente de campo
eléctrico. Jeitschko y Sleight reportaron los coeficientes anisotrépicos del
factor de estructura f3;; de las fases a-y B-SnWO, [17, 18]. A partir de estos
pardmetros se puede determinar la matriz de desplazamientos medios al
cuadrado del estafio (B). La matriz B diagonalizada nos da directamente
(ry2), (ry2) y (r;2) en ese nuevo sistema coordenado. La matriz B de la fase
o se diagonalizé realizando una rotacién alrededor del eje z, en esta nueva
coordenada el par libre del Sn se encuentra en la direccién de z. Ese par
libre es el causante de la distorsién del octaedro (figura 5(a)).
Andlogamente para la fase [} se diagonaliza su matriz B haciendo una
rotaciéon alrededor de la direccién [111], nuevamente el causante de la
distorsion del octaedro es el par libre de Sn que se encuentra a lo largo de
la nueva direccién z’ ([111]) (figura 5(b)). La formula general para deter-

12
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minar el cociente entre las intensidades de los picos del doblete para un
gradiente de campo eléctrico no simétrico es:

n 1P©.0)n®) /0 ¢ senododo .

L_
2 ([P, (6, 0) 1 (8) f (8, @) sen 8 dodg

donde h(0)=1 (asumiendo que no hay textura). P1(6,9) y P«(0,p) representa

la dependencia angular de Jas probabilidades de absorcién para las tran-
siciones L L - 3,3 1,1 — - | respectivamente
T AU M) AT ‘

z A AZ
[111]
0l D 01 01
Sn
02

_> 9
Y

a) b)

Figura 5. Los oxigenos vecinos alrededor del Sn forman un octaedro distorsionado
debido al par libre del Sn en el (a) a-Sn WO4 y (b) B-Sn WO4.

Las transiciones de probabilidad para un cristal aleatoriamente
orientado viene dado por:

P16, 0) =41 +% + (3cos2 6 — 1+ nsen? 0 cos20)
(3)
Po (6, 0) =4 V1 +% _ (3cos2 6 — 1 + nsen? 0 cos2¢)

13
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El cociente Iy/I; para diferentes pardmetros de asimetria se puede
calcular integrando numéricamente la ecuacién (2), utilizando las ecuacio-
nes (3)y (1). Enlatabla 2 se tiene el pardmetro G-K que es igual al cociente
I/Io. El resultado experimental obtenido para la fase a-SnWO, es de
1,08(2); el cual comparado con los valores calculados estdn en el rango de
1,06 - 1,14; lo cual nos da un pardmetro de asimetria n estd entre 0,5y 1,0.
Para el cdlculo del cociente Iy/I, del doblete correspondiente al B-SnWO,,
debido a que el Sn tiene una simetria cilindrica alrededor del eje z,
entonces el pardmetro de asimetria 1 es cero. El valor de Iy/I, calculado es

igual a 1,098 concuerda bastante bien con el valor experimental 1,08(2)
(tabla 2).

Los electrones 5s del Sn toman parte en el enlace. La interaccién
cuadrupolar eléctrica para sistemas covalentes del Sn se debe bdsicamente
al desbalance en la poblacién de los orbitales p y la densidad electrénica
de los dtomos o iones vecinos se puede ignorar. El desdoblamiento cuad-
rupolar para el Sn ha sido expresado empiricamente mediante la siguiente
expresion [23].

AEq ~ - (-4,0) {nz - % (n. + ny)J mm/s (4)

donde ny, ny y n, son las diferentes poblaciones electrénicas de los
diferentes orbitales p. :

El corrimiento isomérico depende de la densidad electrénica en el
nucleo. Flinn [24] sugirié la siguiente férmula para el corrimiento
isomérico para el Sn cuando el absorbente y la fuente estdn a una tem-
peratura de 77 °K:

8(vs BaSn03) ~ [3,01 n,— 0,20 n’ - 0,17 ns np — 0,381 mm /s (5)

donde ns y n, son las poblaciones electrénicas 5s y 5p. En nuestro caso el
corrimiento isomérico es referido al CaSnOj; con el absorbente y la fuente
a temperatura ambiente. Asumiendo la misma temperatura de Debye
para los 6xidos involucrados, esta férmula también se puede usar a
temperatura ambiente. En nuestro caso ng+ ny,=2, y n,=(nx + ny) + n,.
Como tenemos cuatro ecuaciones con 4 variables se puede determinar n;,
n,, (nx + ny) y n,. Los resultados para el a-SnWO, fueron: ns = 1,45; n, =
0,55; (nx + ny) = 0,17 y n, = 0,38; esto concuerda con la direccién que se
asumié para el par libre del Sn, como se muestra en la figura 5 (a).
Andlogamente las poblaciones de ocupacién de los electrones 5s y 5p se
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pueden obtener para el $-SnWO,. Como la fase B tiene simetria cilindrica,
entonces ny = ny. Los resultados que se obtuvieron son: ns= 1,48; n,=0,52;
ny = ny = 0,065 y n, = 0,39. Nuevamente la direcciéon del par libre del Sn
asumido concuerda con los resultados obtenidos ver figura 5 (b)).

Para fijar la pelicula impresa sobre la alimina, esta se sinteriza a
una determinada temperatura. Se estudié como influye esta temperatura
en la estructura del material, asi como en su propiedad eléctrica cuando
es expuesta a gases. Las peliculas de a-SnWO, obtenidas desde el polvo
fusionada en vacio presentaron una mayor sensibilidad a los gases estu-
diados, posiblemente se debe a que segiin los resultados de Mossbauer este
polvo fue mejor cristalizado. A continuacién se reporta solamente las
propiedades eléctricas de las peliculas de a-SnWO, obtenidas del polvo
fusionado en vacio expuesta a diferentes gases. Las peliculas se sin-
terizaron por 1 h a diferentes temperaturas entre 550°C y 850°C. Los
difractogramas de las peliculas sinterizadas a temperaturas mayores de
550°C muestran que el 0-SnWOQO, comienza a descomponerse sin cambio
de fase en Sn0O, y WOs. La cantidad relativa de a-SnWOy en las peliculas
disminuye con el aumento de la temperatura de sinterizado. La descom-
posicién de la fase o cuando se sinterizan a mayores temperaturas de
550°C destruye drdsticamente la sensibilidad de HsS, como se observa en
la figura 6. La sensibilidad se define como G/Go, donde G es la conductan-
cia del material cuando estd siendo expuesta a un determinado gas y Go
es la conductancia del mismo en aire puro. La figura 6 muestra la
sensibilidad G/Go a 20 ppm de HsS a 300°C en funcién de la temperatura
de sinterizacién. Se determiné que la temperatura éptima de sinterizado
es 550°C, donde tenemos una buena sensibilidad y el a-SnWO, todavia no
se descompone.

La figura 7 muestra la sensibilidad (G/Go) de 1a pelicula de 0-SnWO,
obtenida del polvo fusionado al vacio y sinterizada a 550°C a HsS, H,, CO,
SO, y CH; en aire sintético a temperaturas entre 150°C y 450°C. Se
observa que la pelicula es practicamente insensible a CH,, SOz y CO en
dicho rango de temperaturas. La pelicula de a-SnWO, es muy sensible a
H,S en el rango de bajas temperaturas entre 150°C y 300°C. La mayor
respuesta para el H; se encuentra entre 250°C y 300°C. El tiempo de
respuesta al HyS disminuye cuando la temperatura aumenta, pero la
sensibilidad disminuye, se encontré que la temperatura éptima de oper-
acién del sensor es de 300°C donde se tiene que el tiempo de respuesta es
menor a 5 min, pero el tiempo de restablecimiento de la conductividad en
aire puro Go es de unos 15 min.
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10 I I T I T 1

20 ppm of H,S
en aire sintético

Sensibilidad (G/Go)

()
]

0 | l I ! | | !
500 550 600 650 700 750 800 850 900

Temperatura de sinterizado (°C)

Figura 6. Sensibilidad G/Go a 20 ppm de H2S en aire sintético a 300°C de las
peliculas de a-SnWO4 obtenidas del polvo fusionado al vacio en funcidn de sus tem-
peraturas de sinterizado.

1 T T T T T T
i o-SnWO, (vacio)
H,S (O) 50 ppm
H, (O) 500 ppm
CO (&) 200 ppm
SO, (©) 400 ppm
CH, (o) 400 ppm
en aire sintético

Sensibilidad (G/Go)

Temperatura (°C)

Figura 7. Sensibilidad G/Go de la pelicula de a-SnWO4 obtenido del polvo
fusionado al vacio a 50 ppm de H2S (0), 500 ppm de H2 (), 200 ppm de CO (A), 200
ppm de SOz () y 400 ppm de CH4 (0 ) en aire sintético como funcion de la
temperatura de la pelicula.
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La respuesta del a-SnWOy,, a diferentes concentraciones de H,S, Ho,
CO, SO,y CH; a 300°C se muestra en la figura 8. La respuesta a CH; y
SO, es muy pequenia hasta concentraciones de 1000 ppm. La sensibilidad
a HsS aumenta con el incremento de su concentracién en el aire sintético.
Se tiene que la respuesta que se obtiene a 5 ppm de HsS es aproximada-
mente la misma para 100 ppm de Hy y 1000 ppm de CO.

0O 20 40 60 80 100

1 1

1 !
[ 0-SnWO, (vacio)
T =2300°C ~
L en aire sintéti‘coﬂjﬂ/lﬁls/O

[—
o

Sensibilidad (G/Go)

1 1 V- _CH, | 3
0 200 400 600 800 1000

Concentracion (ppm)

Figura 8. Sensibilidad G/Go de la pelicula de a-SnWO4 obtenido del polvo
fusionado al vacio a varias concentraciones de HaS (o), Ha (T), CO (A), SOz (> )
CHs4 ( ® ) en aire sintético a 300°C.

La variacién de la conductancia en funcién de tiempo cuando se
ingresan pulsos periédicos de diferentes concentraciones de H,S en aire a
300°C se muestra en la figura 9. Las concentraciones de HoS que se ingresé
a la camara varia desde 5 ppm hasta 100 ppm. Estos resultados muestran
que peliculas de a-SnWO, a 300°C se pueden utilizar para sensar HsS en
el rango de ppm.

Las peliculas de B-SnWO, impresas sobre substratos de alimina se
sinterizaron a 450°C debido a que comienza a descomponerse en SnO, y
WO; a temperaturas de sinterizado mayores de 450°C. Las peliculas de la
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Figura 9. La conductancia en funcién del tiempo de la pelicula de a-SnWO4 ob-
tenida del polvo fusionado al vacio, a diferentes pulsos de concentraciones de HsS en
aire sintético a 300°C.

fase B del tungstato estannoso tiene muy baja conductancia (menor de 10
S a 450°C), por tanto la corriente fue muy pequefia para medirla. Cuando
se calentaba por encima de 450°C, la fase [} se descomponia y la conduc-
tancia aumentaba, pero la muestra ya no era B-SnWO,. La fase metaes-
table  no es de interés préactico debido a su baja conductancia.

Conclusiones

Mediante la espectroscopia Mossbauer se encontré que el estado de
valencia del estafio es +2 en ambas fases (o y ) del tungstato estannoso.
Los dobletes que presentan ambas fases son asimétricos debido a que el
factor f es asimétrico (efecto Goldanskii-Karyagin). El par libre es el
causante de que el octaedro que forma con los oxigenos vecinos sea
distorsionado en ambas fases.

La fase a-SnWO, obtenida por fusién en vacio tiene las mejores
caracteristicas eléctricas cuando es expuesto a HyS. Segtn la espectros-
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copia Méssbauer el a-SnWO, obtenida por la fusién en vacio estd mejor
cristalizada que la obtenida en argén. La temperatura ptima de sinteri-
zado es 550°C. La pelicula de a-SnWOj, tiene buena sensibilidad y selec-
tibilidad a bajas concentraciones de H,S a temperaturas entre 150 - 300°C.
La temperatura éptima de operacién es 300°C, a menores temperaturas
es muy lenta la respuesta. El a-SnWO, puede ser utilizado como material
sensible en un sensor de gas capaz de detectar bajas concentraciones de
H,S (orden de ppm).

La fase p del tungstato estannoso tiene una conductancia muy baja
y comienza a descomponerse a temperaturas mayores que 450°C. No es
de interés préctico debido a su baja conductancia y poca estabilidad.
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Estudio de los efectos del
fluor en las propiedades

estructurales y electricas del
SM@Z

H. Bedon, W. Estrada (*)

RESUMEN

Se obtuvieron peliculas delgadas de didxido de estafio dopado con
diferentes concentraciones de fliuor (SnOg:F) por el método de
rociado pirolitico sobre substratos de vidrio a una temperatura
de 350°C. Los diferentes porcentajes de F en las peliculas
delgadas fueron obtenidos variando el porcentaje en peso de F en
la solucién inicial, para estudiar el efecto del dopaje de F en las
caracteristicas estructurales y eléctricas. Las peliculas delgadas
de SnOs:F fueron caracterizadas estructuralmente por
espectroscopia Mossbauer de electrones de conversion (CEMS) y
difraccién de rayos X, la morfologia fue observada por
microscopia de fuerza atémica (AFM), la caracterizacion eléctrica
se hizo midiendo la resistividad, la movilidad y el nimero de
portadores usando el efecto Hall, y para medir el espesor de las
mismas se usé espectroscopia visible. Los resultados de CEMS y
difraccién de rayos X indican la predominancia de la fase

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Casilla 31-139, Lima, Peru.
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policristalina del SnOs, de donde podemos establecer que el
datomo de flior actia unicamente como impureza dopante

substitucional y/o intersticial. De la difraccién de rayos X se
pudo observar cambios en la direccion de crecimiento preferencial
con el incremento del porcentaje del dopaje de F. Los resultados
obtenidos por difraccion de rayos X, muestran que el tamarno de
grano de las peliculas delgadas disminuyen con el incremento de
dopaje. Las mediciones de resistividad, movilidad y niimero de

portadores muestran que probablemente el F ingresa a la red
como impureza substitucional para dopajes menores al 20% y en
posiciones intersticiales para mayores dopajes. Las micrografias
obtenidas por microscopia de fuerza atémica (AFM) muestran que

la rugosidad disminuye con el incremento de dopaje.

Las mediciones realizadas por espectroscopia visible, muestran
que el espesor de las peliculas disminuye con el incremento de
dopaje.

Introduceion

Peliculas delgadas de SnOg obtenidas por el método de rociado
pirolitico han sido ampliamente estudiadas {1,2,3]. Debido a su alta
transmitancia 6ptica, su baja resistividad y su alta estabilidad quimica,
las peliculas de diéxido de estafio (SnOz2) y sus formas dopadas son usadas
hoy en dia en equipos de conversién de energia y otras diversas
aplicaciones !, Entre los diversos dopantes, el fliior parece ser el dopante
mas efectivo debido probablemente al parecido radio iénico que tiene con
el oxigeno.

El trabajo trata de establecer la correlacién entre los pardametros
estructurales y eléctricos de peliculas delgadas de SnOq:F obtenidas por
el método de rociado pirolitico y por ende una mejor comprensién de las
caracteristicas ya mostradas por este materiall®.

Procedimiento experimental

Las peliculas delgadas fueron obtenidas por el método de rociado
pirolitico descrito en [1, 3, 5, 6]. Las soluciones usadas fueron hechas de
SnCls.5H,0 disuelta en etanol absoluto (0,4 M), agregdndose a esta
diferentes voltimenes de NH F disuelta en agua destilada (5,0 M) para
obtener diferentes concentraciones de F en la solucion. Se tomé 100 ml
de SnCly (0,4 M), luego se agregé 0; 2,5; 5; 10; 15; 20; 25 y 30 ml de NH4F
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(5,0M) para obtener 0, 5, 9, 17, 23, 28, 33, y 38% en peso de F en la
solucién. Esta mezcla se diluy6, agregando etanol hasta tener un volumen
de 200 ml. Del trabajo realizado previamente por E. Montoyal5] se
establece que la concentracién de F en la solucién estd en proporcién
directa a la concentracién de F en la pelicula por lo que para facilidad
de lenguaje en adelante el grado de dopaje se refiere a la concentracién
de F en la solucién. Los substratos utilizados fueron ldminas de vidrio
de 2,5 cm x 7,5 cm. Los pardmetros de referencia se fijaron tomando como
referencia los trabajos hechos por A. Gutarra[l] y E. Montoyal[5]. Se usé
temperaturas del substrato entre 350° y 360° con un tiempo de deposicién
de 8 minutos. Todas las peliculas fueron obtenidas bajo las mismas
condiciones, tratando de que la variacién relevante fuera inicamente con
el nivel de dopaje.

Las propiedades estructurales fueron estudiadas por la
espectroscopia Mossbauer, modalidad CEMS (Conversion Electron
Mossbauer Spectroscopy) y difraccién de rayos X. Los espectros CEMS,
fueron obtenidos a temperatura ambiente. Se empleé una fuente de
Call9m SnOs: la velocidad fue calibrada usando una fuente de °’CoRh y
un absorbente de a-Fe. Los difractogramas de rayos X, fueron obtenidos
usando un difractémetro Siemens D5000 operado a 45 kV usando una
radiacién CuKo con una longitud de onda de 1,5406 A.

La topografia de las muestras fueron obtenidas con un microscopio
de fuerza atémica (AFM) NanoScope ITI. La transmitancia éptica, el indice
de refraccién y el espesor de las peliculas fueron obtenidas por la técnica
de espectroscopia visible, usando un espectrofotémetro marca Optometrics
Corporation, modelo RS-325 (Rango 325-800 nm).

Las mediciones eléctricas fueron halladas por la técnica de van der
Paw!”). Para las mediciones por efecto Hall se empleé un campo magnético
desde 0-0,5 T. Las muestras usadas fueron de 1x1 cm?.

Resultados y discusiones

De los resultados obtenidos por CEMS (ver figura 1) se puede
deducir que el 6xido de estafio en las peliculas delgadas lo conforman
basicamente estafios del tipo Sn*4. En efecto, hemos obtenido que el
corrimiento isomérico (8) estd entre -0,02 y 0,07 mm/s y el desdoblamiento
cuadrupolar (A) es menor que 0,64 mm/s que seguin trabajos previos (3,8)
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corresponden a los pardmetros hiperfinos del Sn*%. Por otro lado
aparentemente el 4tomo de F en las proporciones utilizadas no forma
compuestos con el Sn actuando bdsicamente como impureza; sin embargo
no se descarta la posibilidad de que se formen compuestos en proporciones
tales que escapan del limite de deteccion de la técnica Mossbauer.

El incremento observado en el corrimiento isomérico (ver figura 1)
a medida que se aumenta el dopaje, cuando estos son menores del 20%,
puede asociarse al proceso de sustitucién de O por F. En este proceso
se espera que se libere un electréon hacia la banda de conduccién
incrementdndose el potencial atractivo coulombiano y por lo tanto una
expansién de la funcién de probabilidad de los electrones s. La ligera
tendencia decreciente del corrimiento isomérico para porcentajes en peso
del fluoruro de amonio en la solucién mayores que el 20% (ver figura 1)
puede atribuirse a la presencia de F en las posiciones intersticiales de
la red, que debido a su fuerte electronegatividad podria localizar los
electrones disminuyendo la densidad de portadores libres y el potencial
coulumbiano, y con esto la disminucién en la densidad de probabilidad
de los electrones tipo s en el nicleo. Sin embargo no se descarta la
posibilidad de que se esté formando un compuesto de SnF4 el cual también
provocaria una disminuciéon del corrimiento isomérico.

0,08 : : : , ;
40,8
0,06 -
40,7
=
£
= Jos6
20}
405
~4 0’4
1 £ 1 4 A T bl T L4
0 10 20 30 40

SnO,: F (% en peso)

Figura 1. Los pardmelros hiperfinos de peliculas delgadas de SnOz:F como el
corrimiento isomérico (8 y el desdoblamiento cuadrupolar (A) en funcién del dopaje.
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De la figura 1 se observa que el desdoblamiento cuadrupolar (A) se
incrementa a medida que aumenta el grado de dopaje (cuando la propor-
cién del fluoruro de amonio en la solucién es <20%); este comportamiento
puede estar correlacionado al decrecimiento del tamarfio de grano con el
dopaje. Segtin podemos deducir de las medidas de AFM (ver figura 2) y de
los picos de difraccién (ver figura 4), el tamatio de grano disminuye con
el dopaje generando una distorsién de la red. La ligera disminucién del desdo-
blamiento cuadrupolar para dopajes mayores al 20% indica una mejora
en la cristalinidad. Este resultado es consistente con aquellos obtenidos
por J. Solis 31 en donde se muestra que los pardmetros hiperfinos del SnOq
amorfo (o nanoestructurado) son mayores a los del SnO; cristalino.

$n0, (101
$10, (200)
$n0, (211)

$n0, (110)

2500

1

$n,0, (02-1)

o
o
(=l
()

1500

Intensidad (u.a.)

1000

500

25 30 35 40 40 30

Angulo de difracci6n (20 grados)
Figura 2. Micrografia AFM de una muestra de SnOs con un dopaje de 38% en peso
de fluor.

Ios resultados obtenidos en los difractogramas de rayos X (figura
3) indican la predominancia de la fase SnOg. Los resultados indican que
las peliculas obtenidas son policristalinas y con una estructura tipo rutilo;
el grado de cristalinidad (ver figura 4) disminuye a medida que se
incrementa el dopaje (mientras la concentracion sea <20%). Este efecto
se manifiesta por la sistematica disminucién de los picos de difraccion;
para los dopajes mayores al 20% se observa un incremento en la intensidad
de los picos (110) y (200) lo que estaria indicando un mejoramiento de
la cristalinidad de las peliculas. Este resultado es consistente con la
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400.00 nm

Figura 3. Difractogramas de rayos X de peliculas delgadas de SnO3:F, obtenidas a
350°C con diferentes grados de dopaje.

Tamaiio de grano (nm)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
SnO,: F (% en peso)

Figura 4. Dependencia del tamafio de grano a medida que se incrementa el dopaje
en las peliculas de SnOy:F.
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variacién del momento cuadrupolar (ver figura 1). Claramente se observa
también que la textura del material varia de una manera sistematica con
el dopaje, en donde los casos extremos claramente se observan comparando
los picos para 0%F con 38%F. Una variacién similar en la intensidad de
los picos de difraccién también fue observada por E. Montoya 1.

La figura 5 muestra la variacién del espesor y la velocidad de
crecimiento de las peliculas con el incremento del dopaje. En ella se puede
observar que ambos disminuyen paulatinamente en la regién de 0% - 20%
en peso de F, para luego permanecer aproximadamente constante para
mayores proporciones de F. Este efecto aparentemente estaria implicando
un efecto de pasivacién del flior que estaria retardando la cinética de
formacién del SnQq.. Este efecto sugiere que algin compuesto de Sn-F
estaria formandose en la superficie del material, sin embargo no hemos
encontrado una evidencia clara de ella por CEMS.
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Figura 5. Dependencia del espesor y velocidad de crecimiento de las peliculas delgadas
a medida que se incrementa el dopaje.

Se conoce que la direccién de crecimiento preferencial varia con la
temperatura °}; a la luz de nuestros resultados podemos afirmar que este
también puede ser variado con el dopaje cuando este se incorpora a niveles
particularmente drédsticos. Se puede sefialar entonces que las
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orientaciones de crecimiento para las peliculas de SnOq:F dependen tanto
de la temperatura como del dopaje.

En los difractogramas de rayos X, también se observa un pico en
la posicién 206 = 31,5° que indica la presencia de la fase SnyO3. Sin
embargo este pico disminuye sistematicamente con el incremento de fldor,
implicando que la presencia del flior disminuye la posibilidad de formacién
del SnyOg3 (esto es, de la presencia de SnO).
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Figura 6. Resistividad y numero de portadores de carga en las peliculas delgadas
de SnOs:F como funcién del dopaje de flior.

De los resultados mostrados en la figura 6 podemos senalar que el
numero de portadores aumenta con el incremento de F. Este incremento
se produce hasta aproximadamente 20% en fltor. Este hecho sugiere que
el I sustituye al O; cuando el dopaje es mayor del 20% el nimero de porta-
dores disminuye, que podria implicar la presencia del F en las posiciones
intersticiales. Estos resultados son coherentes con las medidas de la
resistividad. De la figura 6 se puede observar que la resistividad, p, es
gobernada bédsicamente por el comportamiento del nimero de portadores,
n, resultado que no es sorprendente ya que como se sabe el SnOg, es un
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semiconductor degenerado 1%, La ligera caida de n para concentraciones
en fldor mayores del 20% es compensada por el incremento de la movilidad
en esa regiéon (ver figura 7), de modo que la resistividad se mantiene
aproximadamente constante para los diferentes valores de %F.

El comportamiento de la movilidad a medida que se incrementa el
dopaje podria explicarse de la manera siguiente: considerando que en las
peliculas sin dopar la red estd distorsionada alrededor de las vacancias
de oxigeno, que actian como fuertes centros de dispersién, cuando los
niveles de dopaje son bajos (<5%) los dtomos de F llenarian inicialmente
estas vacancias lo que conllevaria a un abrupto incremento en la
movilidad, tal como se observa en la figura 7. Este mecanismo tendria
lugar en los bordes de grano, proceso que incrementaria la movilidad (111,
La reduccién en la movilidad para mayores niveles de concentracién del
dopante, podria deberse a una disminucién en el tamario de grano (figura
4) provocando el incremento en la dispersién en los bordes de grano; la
disminucién en el espesor de las peliculas (850 a 300 nm) y/o a la
dispersién que producen las impurezas ionizadas son factores que también
habria que considerar.
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Figura 7. Movilidad de los portadores en las peliculas delgadas de SnOsz:F como
funcién del dopaje de Fluor.
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Conclusiones

Los pardmetros hiperfinos de la Espectroscopia Mdéssbauer de
Electrones de Conversiéon (CEMS), esto es el corrimiento isomérico (3) y
desdoblamiento cuadrupolar (A), sugieren que las muestras analizadas
tienen los 6xidos de estafio en la forma Sn*? y que el atomo dopante de
F actia unicamente como impureza en la red cristalina debido a que no
forma compuesto con el Sn. El comportamiento del corrimiento isomérico
estaria indicando que el F ingresa como impureza substitucional para
dopajes <20% y como impureza intersticial a mayores grados de dopaje.
El aumento del desdoblamiento cuadrupolar observado cuando se
incrementa el dopaje indica que se produce una distorsién en la red
incrementando la asimetria. Los difractogramas de rayos X indican la
existencia de la fase policristalina de SnO3; se mantiene la estructura tipo
rutilo no se altera con el incremento de dopaje; pero las orientaciones de
crecimiento de la pelicula delgada si son alteradas con el nivel de dopaje.
La resistividad eléctrica disminuye con el dopaje en un 80%. La variacién
del nimero de portadores asociado a la presencia de F en las posiciones
substitucionales (para dopajes <20%) y en las posiciones intersticiales
(para dopajes mayores >20%) concuerda con los resultados obtenidos por
CEMS. Los valores mas altos de movilidad corresponden a bajas
concentraciones (<5%), valores de baja resistividad pueden ser obtenidos
con dopajes >5%.
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Desarrollo de umn
espectrometro fotoacustico y
su aplicacion a materiales
lotovoltaicos y biologicos

Carmen Eyzaguirre Gorvenia, Anibal Valera Palacios (%)

RESUMEN

En este trabajo se presenta el desarrollo local de un espectrémetro fotoacustico
y su aplicacién sistemdtica a diversos materiales, resaltando el disefio y
construccion de diversas modalidades de celdas fotoaciisticas, las que fueron
utilizadas en la caracterizacion PAS de los siguientes materiales:
semiconductores en forma de pelicula delgada (CdS, a-Si:H), capas finas
metdlicas (oro) y plantas en vivo (maiz).

ABSTRACT

At this work we present the results of a local development of a
Photoacoustical spectrometer and its systematic application to certain
materials. The main improvement done, was the construction and
optimization of a sortment of Photoacoustical cells appropriated for
measurements in the following materials: thin film semiconductors
(CdS, a - Si:H), metallic thin films and plants (Maize).

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, casilla 31-139, Lima, Peru.
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Introduccion

En 1881, G. Bell descubri6 el efecto fotoacustico, describiéndolo asi:
Una muestra sélida era colocada en un recinto cerrado pequefio, el cual
estaba acoplado directamente a un audifono “cornetilla”. Por una ventana
se iluminaba la muestra con una fuente de luz modulada, detectdndose
una seiial audible, que resultaba més intensa, cuanto més negra era la
muestra sélida usada.

Esta descripcién hecha por Bell corresponde al esquema actual de
una celda fotoacustica actual, en donde, la principal modificacién moderna
es la incorporacién de un micréfono muy sensible y la amplificacién
electrénica (figura 1).

El efecto fotoaciistico observado inicialmente en sélidos tuvo que
ser interpretado correctamente antes de poder ser aplicado a la
espectroscopia.

Recién en 1971, con los trabajos de A. Rosenzweig /Ref.1/, resurge
el efecto fotoacustico. Lo que Rosenzweig mostré de primera intencién
es que el efecto no depende del estado de la superficie del sélido sino de
su volumen, otra conclusién es que, la sefial no depende mucho del mayor
o menor grado de reactividad del gas encerrado en la célula. Mads aun,
se demostré que las variaciones de presién no estdn relacionadas con
eventuales dilataciones o concentraciones del sélido por efecto del calor
encerrado en la cavidad.

Segun Ronsenzweig, la energia electromagnética absorbida por el
s6lido cuando la frecuencia de la luz corresponde a una de sus frecuencias
de absorcién sirve en un primer momento, para trasladar a los dtomos
del sélido a un estado excitado, para luego pasar inmediatamente al estado
fundamental, de este modo una parte de la energia asi absorbida es
devuelta de una forma no radiativa (es decir sin dar lugar a una emision
de luz) y se transforma en calor; produciéndose asi una transferencia de
calor del sélido hacia el gas, transferencia que es modulada a la frecuencia
de iluminacién a la que es sometida la célula. Las variaciones de
temperatura debido a esta transferencia periédica de calor van a afectar
solamente una capa muy pequefia del gas cerca de la superficie del sélido
y esta parte del gas, es la que al agitarse como una membrana de tambor
en el recinto actstico, es el origen al sonido emitido.
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Micréfono

//
Muestra )) Radiacion modulada
4

Figura 1.. Diagrama esquemdtico de la configuracion interna de una celda fotoacustica
moderna.

Se observa que el gas, en este caso, sirve solo como agente de
transferencia, lo que implica que sus frecuencias propias de absorcién son
basicamente distintas de aquellas del sélido estudiado. Rosenzweig mostré
la correlacién que habia entre la intensidad y la fase de la sefial actstica

emitida y los pardmetros caracteristicos de la absorcién del sélido
estudiado.

Al analizar la respuesta fotoacustica haciendo variar la frecuencia
de la luz incidente, se va a obtener un espectro comparable en todo a los
espectros de absorcién obtenidos por espectroscopia convencional.

Es asi que Rosenzweig, en base a la tecnologia actual, pone a punto
el primer espectrémetro Fotoacustico (Laboratorios de la Bell),
reconociéndose sus potenciales aplicaciones, que rebasan notablemente en
la actualidad las limitaciones de la espectroscopia éptica convencional,
permitiendo incluso estudiar ciertos materiales que no podian ser
estudiados por las técnicas espectroscépicas habituales, 1lldmense
Transmitancia o Reflectancia.

Fundamento

En esta seccién se presentan de un modo resumido los resultados
de la Teoria RG referente a la respuesta fotoacistica “Q”. En el trabajo
de tesis desarrollado (seccion VII) se presentan los lineamientos generales
de esta Teoria.

Los resultados generales de la Teoria RG se agrupan de acuerdo
a la magnitud de tres parametros:
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d: el espesor de la muestra.
Lo: el espesor “6ptico” de la muestra y
LL: la longitud de difusién térmica de la muestra.

El término L, estd relacionada por la ley de Lambert-Beer, con la
amortiguacién que sufre un rayo de luz al atravesar un medio de
coeficiente de absorcién a:

ax
donde: x es el trecho recorrido por el rayo dentro del material.

Luego de recorrer el rayo un trecho Ly = 1/a, el rayo se ha
amortiguado por absorcién en la muestra a un valor (1/e) = 37%,
resultando asi cerca del 63% de la radiacién absorbida, motivo por el cual
se le denomina el espesor “6ptico” de la muestra.

El término p estd relacionado con la solucién de las ecuaciones
diferenciales referentes a la respuesta térmica de la muestra, las que
constituyen ondas de calor, que son amortiguadas en su trayectoria por
un factor exponencial exp (-ax), donde a es el coeficiente de difusion
térmica de la muestra. De manera andloga al caso 6ptico, se define a la
distancia p = 1/a, como la longitud de difusién térmica del material. El
valor de p depende de la frecuencia de modulaciéon o, segin la relacion:

p=(plo)?
donde: P = conductividad térmica del material.

De este modo, la respuesta fotoactstica Q resulta /Ref. 1/:

A. Materiales épticamente delgados (Lg > d)

térmicamente delgados (1) (n>>d, p> Ly
v A
L,
il
v

Q=KAOLd1(D‘1

En este caso Ks es una constante que incluye las propiedades
térmicas del sustrato empleado.
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Materiales 6pticamente delgados (L, > d)

térmicamente delgados (2) (u>d, u<Ly
A
dI |
L, B
Q=Kgadl ! v

La respuesta es idéntica al caso anterior (Kg = Ka)

Materiales 6pticamente delgados (L, > d)

térmicamente gruesos (L <d, p<< Ly
d I . | I“
L,
Q — KC o “1 n-3/2

K¢ es una constante de proporcionalidad.

Materiales 6pticamente gruesos (L, < d)

térmicamente delgados (L>d, p> Ly
A = A
: e I .
1
v
v
Q=Kpl o!

En este caso Kp = K4 es una constante que incluye las propiedades
térmicas del sustrato empleado.
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La respuesta fotoacustica es independiente del coeficiente de
absorcién o de la muestra “efecto de saturacién”. La sefial es muy
intensa (1/ad) mayor que en el caso A. Este es el caso tipico de
respuesta de una muestra de negro de humo.

E. Materiales 6pticamente gruesos (L, < d)

térmicamente gruesos (1) (L<d, pu> Ly
A A A
L, B
d
v
Q=Kgul o?

En este caso Kg es una constante que incluye las propiedades
térmicas de 1a muestra. Nuevamente la respuesta es independiente
del coeficiente o “saturacién’.

F. Materiales 6pticamente gruesos (Ly < d),

térmicamente gruesos (2) (u<<d, p<Ld
A
L, H
d
v

Q=Kroapl 02

Kp es una constante que incluye las propiedades térmicas de la
muestra. Nuevamente la respuesta es linealmente dependiente del

coeficiente «.
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Experimental

EQUIPO EMPLEADO
Espectrometro fotoacustico final

El arreglo experimental empleado se muestra esquemdticamente en
la figura 3.1: La luz blanca de una ldmpara halégena (600 W) es dirigida
por una lente (L;) a un monocromador, pasando previamente el haz de
luz por un modulador chopper. La radiacién monocromdtica emergente
del monocromador va a ser dirigida por otra lente (L) hacia la celda
fotoacustica, en donde se encuentra adosada la muestra.

Luz T : Celda PAS

TN[—

Monocrom

Ch : Fir
td
4 Ref ~
AR ¢ Senal
PC Amplificador Lock In

Figura 2. Diagrama esquemdtico del espectrémetro fotoacistico (PAS)
desarrollado en este trabajo: Luz: ldmpara halégena /600w, Ch: chopper,
Monocrom: monocromador, Ref: seiial de referencia, Serial: Serial PAS, PC:
computadora y L: lentes.

En el caso de disponer una muestra inerte en la celda PAS, ésta
absorbera una fraccién de la radiacién monocromadtica incidente,
traduciéndose esa absorcién en un aumento de la energia interna del
material (calentamiento), modulado a la misma frecuencia que fija el
chopper. El calentamiento del material va a producir una onda
sonora en el aire contenido en la celda que es captada por el micréfono
(electreto) y detectada sincrénicamente por el amplificador lock in, de
donde es derivada finalmente a una PC para su almacenamiento y
procesamiento.
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Amplificador lock in:

En el transcurso de este trabajo se ha utilizado dos amplificadores
lock-in diferentes. Inicialmente se utilizé un amplificador lock-in
construido localmente (J. Agreda /Ref 2/): JA, y en una segunda etapa se
empleé un Amplificador lock-in PAR (Modelo 124): PAR. En el trabajo
de tesis se presenta las curvas de calibracién obtenidas.

No obstante casi la totalidad de los datos presentados en esta tesis
fueron realizados y/o repetidos con el lock-in PAR, de respuesta lineal y
de alta sensibilidad (~uV).

Celdas fotoacusticas

En el transcurso de este trabajo se desarrollaron celdas fotoacusticas
de diversos tipos, limitdndonos en esta ocasién a presentar la celda
fotoacustica de acople a una fibra o6ptica.

Celda fotoacustica / Fibra 6pti¢a

Para el acople a una fibra éptica, se empleé un modelo acrilico de
la celda fotoacustica, efectuando el acople segln se indica en la figura 3.

Fibra éptica

Tapa

L

Soporte

Electreto

Figura 8. Disefio de celda fotoacustica (acrilica) con acople de [ibra dptica
apropiada para mediciones remotas.

La fibra éptica empleada en esta aplicacién fue (3m) de fibra
polimera polimetil metaacrilato (PMMA)./0,980 mm de diametro, con una
buena ventana éptica en el rango visible. Este acople se uso en este
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trabajo para medir espectros de absorcién de plantas remotas (algunos
metros alejada del espectrometro). En la figura 3.9 se presenta un
espectro fotoactstico basico determinado con este acople de una capa
negra, usada de referencia.

A. Semiconductores policristalinos: CdS

Espectros de transmision

El espectrémetro PAS permite obtener espectros de transmisién,
como el mostrado en la figura 4 para una muestra de sulfuro de cadmio
en pelicula delgada (~0,5 um), sobre sustrato de mica.

Los espectros de transmisién permiten obtener con buena aproxi-
macién el espesor de las muestras, para lo cual se debe teniendo en cuenta
los datos de indice de refraccién del material, en base a lo cual se identifica
de manera absoluta los maximos ocurrentes en ese espectro, para luego
promediarlos y obtener el espesor de la muestra como factor comun.

CdS Transmision
R=0.5 D=046um

Coeficiente de transmisiéon

b
G BRI S S I AT B 200

400 520 640 820 1060 1300 1540 1780

long. de onda (nm)

Figura 4. Espectro de transmision PAS (cds02) de una pelicula semiconductora
de CdS de 0,46 um de espesor.

Espectros de Absorcion

Los espectros de transmisién son en si referenciales, constituyendo
la medicién directa de espectros de absorcién por la técnica PAS la parte
central de este trabajo. En la figura 5 se muestra un espectro de absorcién
PAS obtenida para una pelicula CdS de 0,46 um de espesor.

42



DESARROLLO DE UN ESPECTROMETRO FOTOACUSTICO Y SU APLICACION A
MATERIALES FOTOVOLTAICOS Y BIOLOGICOS

Del espectro de absorciéon PAS, se determina inmediatamente el gap
de la muestra semiconductora en 550 nm (2,25 eV), y como se discutira
m4ds adelante, el efecto de saturacién ocurrente en el rango de absorcién
servird para calibrar los espectros PAS.

CdS PAS-Absorcion
R =0.5/D=0.46 um

0.08

0.06+ - BERENTRER, o o e

0.04 -

1 S S—

STA
0 R e e e

350 400 450 500 550 G600 650 700 750
Long. de onda (nm)

A

(]

0

= cds03 g

Figura 5. Espectro de absorcion PAS (cds03) de una pelicula semiconductora
de CdS de 0,46 pm de espesor.

B. Semiconductores amorfos: a - Si: H

El equipo PAS desarrollado en este trabajo permitié caracterizar
6pticamente muestras de a - Si: H. En la figura 6 se muestra un espectro
de absorcién tipico (E. Rivas) y en la cual se puede distinguir claramente
el efecto de saturacién (absorcién méaxima) a ser utilizada mds adelante
en la calibracién de espectros PAS.

C. Espectros de absorcién PAS en plantas (maiz): Fotosintesis

a) La plantita es sometida inicialmente solo a la débil luz espectral

En el caso de acople de la celda PAS a una hojita de la planta en
vivo, se va a tener ademds de la contribucién térmica, una interaccion
adicional: la fotosintesis, proceso por el cual, dependiendo de la longitud
de onda, parte de la radiacién va a ser canalizada por la planta para
producir internamente compuestos orgénicos y liberar oxigeno,
disminuyendo asi substancialmente la energia disponible para producir
calor y por ende produciéndose también una reduccién de la senial PAS.
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a-si:H/Riv OA Absorcion

R=2 D=3um

3
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Figura 6. Espectro de absorcién PAS de una muestra de silicio amorfo /Ref. 25/.

| ¢

b)  La plantita es sometida a una luz blanca de alta intensidad ademds
de la débil luz espectral.

Por una guia éptica se ilumina con una fuente blanca intensa (160
W) la celda fotoactstica, a la vez que llega la sefnal monocromatica
modulada. La luz blanca DC va a saturar los centros que producen la
fotosintesis, detectdndose en el espectro PAS solo la contribucién térmica.
De la diferencia de B y A se encuentra la contribucién neta de la
fotosintesis, la que se muestra finalmente en el espectro de la figura 7.

Fotosintesis Maiz / PAS
R=0.5/Agosto 1996

0.04 l
[CB Maiz32: Fotosintesis neta n
:‘({3\ ‘|
3 ol
)
w - "
= y
=)

VO.OZ" _"-""""“"""':.7'u __________________________________
S I
@] s
5
3
<
O r t — +
400 500 600 700 800

Longitud de Onda / nm

Figura 7. Espectro de la fotosintesis de maiz (vivo), obtenida por el método PAS.
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D. Peliculas metalicas: oro

El caso de la aplicacion de la técnica PAS para caracterizar muestras

metadlicas de oro.(Transmitancia, absortancia) sera tratada oportunamente
en otra publicacién.

Discusion de los resultados

En lo que sigue se discute y comenta los resultados PAS obtenidos
en los casos especificos: Sulfuro de cadmio, silicio amorfo, maiz.

A. Caso: Sulfuro de cadmio (CdS)

En el caso del semiconductor CdS, como asi con otros materiales,
comparamos nuestros resultados PAS con espectros referenciales, en
particular para comparar el espectro de la figura 5, se calcul6 el espectro
de absortancia correspondiente al espesor d = 0,46 pm en base a datos
referenciales. La evolucién espectral del espectro referencial es muy
semejante al mostrado en la figura 5, no obstante la saturaciéon méxima
que se obtiene es 0,68.

La saturacién observada por el método PAS es Apas = 0,06.
Resultando en este caso, un factor de proporcionalidad F = 11,33 entre
el valor del espectro A real y el obtenido por el método PAS (Apas). Los
resultados se dejan explicar segun el caso teérico (RG) “F” (Materiales
6pticamente y térmicamente gruesos), en donde la constante de
proporcionalidad encontrado experimentalmente (11.33) corresponde a los
distintos factores incluidos en Q.

B. Caso: Silicio amorfo

De modo analogo el caso de CdS se compara los resultados PAS con
espectros referenciales. Asi, al comparar el espectro PAS de la figura 6
con su espectro referencial se constata una gran semejanza, no obstante,
obtenerse el valor de saturacién (A = 0,9) correspondiente a valores
Apas = 0,04. Este mismo valor de saturacion PAS se obtiene para casi
todas las muestras de silicio amorfo elaboradas en nuestro grupo de
trabajo, de manera casi independiente del espesor, concluyéndose que
existe un factor F = 22,5, entre el espesor A (real) y el medido por el
método PAS: Apas.
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Para espesores del orden de 3 um como es el caso, se puede afirmar
que se trata de un material 6pticamente grueso, de otro lado, al poder
determinarse la dependencia o (L) correctamente nos indica que nuestro
material amorfo se comporta segun el caso tedrico “F”, en donde la
constante de proporcionalidad encontrado experimentalmente (22,5)
corresponde a los distintos factores incluidos en Q.

C. Caso: Fotosintesis de maiz

Los espectros de fotosintesis de maiz obtenidos por la técnica PAS
en este trabajo (por ejemplo: figura 7) coinciden plenamente con los
presentados en la Literatura. La respuesta fotoacistica de este tipo de
muestras (plantitas jévenes de maiz) se dejan explicar por la teoria
correspondiente a muestras “6pticamente transparente” y “térmicamente
gruesa”, correspondiendo al caso C de la descripcién teérica.

Qe =Koau I3

Las respuestas PAS obtenidas en este trabajo son vdlidas en general
en el rango de 500 nm hasta 2000 nm, debido a las limitaciones impuestas
por la lampara utilizada (Lampara halégena), siendo muy inciertos los
valores obtenidos fuera de estos rangos.

Conclusiones

El objetivo central de este trabajo de Tesis fue el de implementar
un espectrémetro fotoacistico y aplicarlo a diversos tipos de muestras de
interés, lo cual se ha realizado satisfactoriamente:

A. Se ha construido y evaluado diversos tipos de celdas fotoacusticas
de alta sensibilidad.

B. Se ha optimizado el equipo PAS y determinado sus caracteristicas
bédsicas: Rangos de sensibilidad espectral y calibraciones
radiométricas.

C. Se ha desarrollado algoritmos que permiten calcular de manera
precisa la absortancia de muestras a partir de sus constantes
opticas (n, o).

D. Se ha efectuado e interpretado medidas sistemadticas PAS en
muestras de:
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Silicio amorfo hidrogenado.
Sulfuro de cadmio.
Peliculas finas de oro.
Plantitas de maiz.

E. Se ha comprobado la potencialidad del método fotoacustico en el
estudio de este tipo de muestras.
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Sintesis y caracterizacion de
peliculas de oxido de
tungsteno y de oxido de
tungsteno fosforado.
Aplicacion como materiales
electrocromicos

Angela Medina, Abel Gutarra, Walter Estrada (%)

RESUMEN

Se han fabricado peliculas de 6xido de tungsteno y dxido de
tungsteno fosforado, basdndose en la técnica sol-gel, con una variante
que consiste en la pulverizacién del gel de dcido politungsténico y del

producto condensado que contiene aniones fosfotungstatos. Las
soluciones condensadas y los recubrimientos fabricados se han
caracterizado morfolégica, elemental, electroquimica y
estructuralmente.

Se encontro que las peliculas de dxido de tungsteno presentan
rugosidades consistentes en particulas esferordales de 1 um de

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Casilla 31-139, Lima - Peru.
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didmetro. Las peliculas de oxido de tungsteno fosforado, presentan
rugosidades consistentes en particulas de 1 um de didmetro y sobre
éstas, puentes fibrosos que forman cavidades de 10 um de didmetro,
posiblemente una fase hidratada del material. Los andlisis por
espectroscopia infrarroja, difraccion de rayos X y espectroscopia
fotoelectrénica de rayos X, indican que el material depositado es
dacido fosfotiingstico. Este material muestra electrocromismo
pronunciado, inclusive en mayor proporcion que el éxido de
tungsteno.

Introduccion

Las superficies de alta rugosidad son la base para la fabricacién de
catalizadores, celdas fotoelectroquimicas, dispositivos electrocrémicos,
sensores de gas, filtros, abrasivos, etc. En este sentido, se procuran
obtener recubrimientos rugosos compuestos de particulas de tamaino
homogéneo y controlado.

Este trabajo se basa en la obtencién de superficies rugosas de 6xido
de tungsteno y 6xido de tungsteno fosforado y su evaluacién como
materiales electrocréomicos. Estos materiales cambian reversiblemente sus
propiedades épticas bajo la accién de un campo eléctrico. El efecto
electrocrémico fue descubierto inicialmente en WO3 y ha sido observado
en otros 6xidos de metales de transicién (Ti, V, Ni, Mo, Co, etc.) asi como
en numerosas sustancias orgdnicas e inorgdnicas [1].

Por otro lado, en los dltimos afios, se ha desarrollado el proceso sol-
gel para la preparacién de materiales con propiedades especiales [2]. La
quimica del sol-gel se basa en la hidrélisis y condensacién de precursores
moleculares dando lugar a la formacién del sol y posteriormente del gel.
Convencionalmente este material se deposita sobre un sustrato por simple
inmersién (dip-coating), y posteriormente se calienta a temperaturas
elevadas obteniéndose un recubrimiento denso no poroso [2]. En este
trabajo se ha aplicado un método de depdsito diferente, para obtener
recubrimientos rugosos, que consiste en aplicar el gel mediante un spray
neumdtico, sobre una superficie caliente. Esta técnica la hemos
denominado spray-gel.

Condiciones experimentales

Para la fabricacién de los recubrimientos de éxido de tungsteno y
del 6xido de tungsteno fosforado, se emplearon los siguientes reactivos:

49



REVISTA DE CIENCIAS - UNI

Tungstato de sodio dihidratado NasW04.2H20 (p.A. MERCK); dcido
ortofosférico H3PO4 85% (q.p. Riedel-de Haén); resina intercamhbiadora de
iones Dowex 50WX8, 60-170 mesh (MERCK); dcido clorhidrico HCI 37%
(p.A. MERCK).

Los sustratos empleados fueron ldminas de vidrio Corning y ldminas
de vidrio precubiertas con un conductor eléctrico transparente, hecho de
6xido de indio dopado con estafio (ITO) de 20 Q/cm?. Este ultimo tipo
de sustrato fue utilizado para la caracterizacién electroquimica de los
materiales.

El sistema de spray neumatico es descrito en detalle en un trabajo
previo [3].

Para observar el proceso de polimerizacion del gel de tungsteno se
utilizé un equipo de dispersiéon de luz (light scattering) construido en el
Laboratorio de Peliculas Delgadas de la Facultad de Ciencias [4]. Las
medidas de reflectancia infrarroja se realizaron con un equipo Carl Zeiss
Jena 73 (Specord). Para el andlisis por difraccién de rayos X se utilizé
un difractémetro Siemens con una fuente de CuKa operados a 10 mA con
un voltaje de 30 kV. El estudio morfolégico de los recubrimientos se llevé
a cabo utilizando un Microscopio Electrénico de Barrido (SEM) Philips

500. El anadlisis elemental se realizé por espectroscopia fotoelectrénica
de Rayos-X (XPS).

La caracterizacién electroquimica de los recubrimientos que incluyen
pruebas de voltametria ciclica se realizaron con un potenciostato Wenking
POS 73, conectado a una computadora personal para la adquisicién de
los valores de voltaje y corriente. Se empleé una celda electroquimica
de tres electrodos, en donde como electrodo de trabajo (ET) se utiliz6 a
la muestra electrocrémica, como contraelectrodo (CE) se usé una ldmina
de platino y como electrodo de referencia Calomel Saturado (ER). Las
medidas de voltametria ciclica se realizaron en un intervalo de -1,5y 1,5
V a una velocidad de barrido de 10 mV/s y para el caso de los
recubrimientos de 6xido de tungsteno fosforado, fueron hechas “in-situ”
con las medidas de transmitancia 6ptica monocromatica (632,8 nm) de un
haz ldser He-Ne y fotodetector de silicio. Los valores de transmitancia
que se reportan estdn referidos al sistema celda + electrolito + muestra,
usandose como 100% de transmitancia aquella que corresponde al sistema
celda + electroélito.
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Fabricacion de recubrimientos rugosos de 6xido de
tungsteno y oxido de tungsteno fosforado

Todo el proceso experimental seguido para la obtencidon de los
recubrimientos rugosos de 6xido de tungsteno y éxido de tungsteno
fosforado se muestran en las figuras 1(a) y 1(b) respectivamente.

Na,WO0,.2H,0 0,1M (ac) Na,WO0,.2H,0 0,1M (ac) {.
pH=7.9 : pH=7.9
B et L Atéidiﬁca(:ién por 'S o e - 22 de MANE 2r o le 2 e Reenbe debag Bnmsbe oo vt arthiontte 5P .
¢ intercambio i6nico < H,PO, 8’:" )
usando una resina (0.5, 1, 8.3, 30, 50, 100, 300%)
[ [\VO:(OH)z]O ) fuertemente acida Nﬁ‘p)\V,Om.nH:O ;
T ) pH=75-8.0 !
<—— Polimerizacion T <}—  Acidificacion por
(t=45 mn.) ntercambio 10n1CO
usando una resina
nWO,.H,0 : H.P.W,0,.nH,0 fuertemente acida
pH=1.1 pH=14 :
T 4—W _ Pulverizacion T ><»——M - Pulverizacion
[Pelicula de 6xido de mngsteﬁi [Pelicula de 6xido de tungsteno fosforadoj,_?;
(a) (b)

Figura 1. Representacidn esquemdtica del procedimiento seguido en la fabricacion
de las peliculas de (a) éxido de tungsteno y (b) éxido de tungsteno fosforado.

Las condiciones de depésito por spray del gel de dcido politungsténico
y de la solucién de tungsteno con fésforo fueron: temperatura del sustrato
430°C, flujo de aire 11 litros/minuto, presién de aire 9 Kg/cm? y distancia
tobera-sustrato 1,1 cm.

Con estos pardmetros de deposicién se obtuvieron recubrimientos
que presentaban electrocromismo pronunciado y buena adherencia, sobre
substratos de vidrio y de vidrio pre-recubierto con el conductor
transparente ITO (IngO3:Sn).

Utilizando un equipo de dispersién de luz se pudo estudiar el proceso
de gelificacién del dcido politungsténico (0% P:W). Ademds se realizaron
curvas de peso molecular vs. tiempo para diferentes proporciones de
fésforo: 1; 5 y 8,3% P:W (P:W=1:12) observdndose que la insercién de
fésforo inhibe la polimerizacién. En la figura 2 se pueden observar los
resultados.
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Figura 2. Curvas de polimerizacion para diferentes proporciones P:W, que muestran
el tiempo de inicio de la polimerizacion.

Caracterizacion de los recubrimientos

Para el andlisis por reflexién infrarroja se deposité el recubrimiento
sobre sustratos de vidrio prerecubiertos con una pelicula delgada de alumi-
nio. El dngulo de incidencia empleado en la reflexién fue 45°. En la figura
3 se muestran dos espectros de reflectancia infrarroja, uno de ellos corres-
ponde a un recubrimiento de 6xido de tungsteno (a) y el otro a un recubri-
miento que contiene fésforo y tungsteno en proporciéon molar de P:W=1:12 (b).
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Figura 3. Espectros de reflexion infrarroja para una pelicula de (a) éxido de tungsteno
y (b) éxido de tungsteno fosforado con P:W = 1:12.
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A 3500 cm! se presenta la banda tipica del Hy0O, la cual aparece
también pero menos resuelta alrededor de 1600 cm™. Para el caso de
P:W=1:12, el pico as es atribuido al enlace P-O del acido fosfotungstico
H3PW15040.21H20. Los picos by y ¢1 son atribuidos a las vibraciones
W-0O-W del WOs3, asi también el pico cq es atribuido a la vibracién
W-0.-W donde Oc es un oxigeno interno en la estructura del dcido

fosfotiingstico (PWA).

La figura 4 muestra los difractogramas de rayos X obtenidos, para
peliculas de 6xido de tungsteno fosforado (P:W=1:12), depositadas a 300,
350 y 430°C. Ademas se senalan con lineas verticales, las posiciones de
los picos de difraccién para el compuesto HzPWi2040.21 H20, graficado
de acuerdo a los valores del dngulo de Bragg y de intensidad que se
encuentran en la tabla JCDPS-ICDD.

10)

(210)
(430)

($12)

430°C

Intensidad (U.A.)
20)
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(430)
{43)

Ju LL 350°C
S - | . T = — - = =

(10)
{430)
()
(516)

(310
)
(046)

300°C
14 24 34 44 54 64

Angulo (2 0)

Figura 4. Espectro de difraccién de rayos X de una pelicula con P:W = 1:12, depositada
sobre vidrio a diferentes temperaturas. Las lineas punteadas corresponden a las

reportadas en el JCDPS-ICDD, para el compuesto H3PW;2040.21 H>0.
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Figura 5. Espectro XPS para una pelicula éxido de tungsteno fosforado P:W=1:12;
(a) ampliacién del pico de oxigeno O Is (b) ampliacién del pico de tungsteno W 4f;
(c) ampliacién del pico de fosforo P 2p.
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Los recubrimientos con P:W=1:12 que hasta el momento indican la
formacién de PWA, fueron analizados por espectroscopia fotoelectrénica
de rayos X, obteniéndose los espectros mostrados en la figura 5. El
espectro muestra un pico de tungsteno, que tiene una contribucién del
W 4f con una energia de ligadura EL = 36,5 eV lo cual indica la presencia
de un compuesto que contiene enlaces W-O. El pico de oxigeno tiene una
contribucién predominante del O 1s de 530 eV, lo cual podria ser un enlace
O-H. Esto indicaria que el compuesto se encuentra hidratado. La senal
del fésforo P 2p con 134,4 eV. podria estar asociada con un compuesto
donde se encuentren enlaces P-O. La relacién entre P:W obtenido a partir
de la relacién de las dreas del espectro: singlete P 2p/doblete W4f,
multiplicado por las correspondientes sensitividades nos determiné
aproximadamente la relacién de P:W de 1:14.

Se estudi6 la morfologia de los recubrimientos de éxido de tungsteno
y de 6xido de tungsteno fosforado con P:W=1:12. las micrografias se
muestran en la figura 6. Se puede distinguir que la que corresponde al
recubrimiento de WO3 muestra una estructura homogénea de particulas
semiesféricas de aproximadamente 1 pum de didmetro en estados
intermedios de coalescencia. Por otro lado el recubrimiento que contiene
fésforo y tungsteno estd formado por dos fases, una de ellas crece en la
parte superior y muestra largos puentes fibrosos que forman cavidades
de alrededor de 10 um. Debajo de esta primera capa se observa una

estructura de particulas de menor didmetro ~lpm similar a las
encontradas en los recubrimientos de WOs.

AT S

5 ,Wﬁ. b S g A
S St M




REVISTA DE CIENCIAS - UNI

b) ?xrx_sz G ~"?ﬂ?'}

Figura 6. Micrografias SEM de (a) una pelicula de éxido de tungsteno y (b) una
pelicula de 6xido de tungsteno fosforado con P:W = 1:12.

Aplicaciones de los recubrimientos obtenidos como
materiales electrocréomicos

Para caracterizar el comportamiento electrocrémico de los
recubrimientos obtenidos, éstos fueron sujetos a un tratamiento
electroquimico en una celda de tres electrodos conteniendo una solucién
de LiClO4 (0,1 M) en carbonato de propileno.

En la figura 7 se muestran los voltagramas ciclicos de los
recubrimientos de éxido de tungsteno fosforado y se observa su variacién
de acuerdo a la proporcién molar de fésforo en 0, 1, 8.3, 30, 100 y 300%
P:W que contiene el recubrimiento. Se puede observar una variacién en
el drea encerrada por las curvas de voltametria ciclica, lo que corresponde
a una variacién de la carga insertada en cada material. En la figura 8
se muestra la variacién de carga insertada con respecto a la cantidad de
fosforo que contiene el recubrimiento.
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Figura 7. Voltametrias ciclicas de peliculas con diferentes %P:W. La velocidad de
barrido fue 10 mV/s.
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Figura 8. Variacién de la cantidad de carga insertada en la pelicula con respecto
a la proporcién P:W.

Se realizaron medidas de durabilidad al ciclaje voltamétrico, como
se muestra en la figura 9, encontrdandose que durante los 40 primeros
ciclos el recubrimiento no presenta degradacién y que para 630 nm hay
un contraste éptico de ~48% con una carga insertada de 50 mC/cm?. Sin
embargo, en el ciclo 130 ya se observa degradacién en el recubrimiento
midiéndose 24,4 mC/cm? de carga insertada y un contraste éptico de 17%.

Discusion

Como se dijo en la primera parte de este trabajo, la técnica spray-
gel es un método alternativo de fabricar recubrimientos rugosos con buena
adherencia y con caracteristicas morfoldgicas controladas. En esta técnica
después de un tiempo de haber comenzado la polimerizacién, una gota

del gel avanza verticalmente al sustrato empezando un proceso de
gelificaciéon acelerado por el incremento de la temperatura.

La ecuacion que describe el tiempo de gelificaciéon de acuerdo a
Brinker [2] es:

_ E,/KT
t, =A+Bexp™
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Figura 9. Voltametria ciclica con medidas de % de transmitancia in-situ (2=632,8
nm) para una pelicula de déxido de tungsteno fosforado (P:W=1:12). Velocidad de
barrido 10 mV/s. Los 40 y 130 primeros ciclos estdn denotados por las curvas continuas
y discontinuas respectivamente.

El proceso de secado es acelerado por el alto gradiente de
temperatura que atraviesa la gota. En esta etapa, la pérdida de masa
puede ser representada por la ecuacion de evaporacion [2]:

dVv
E = k(py —pa)

donde Vg: volumen evaporado; py: presion de vapor del solvente; y pa:
presién atmosférica.
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Hasta donde sabemos no existe en la literatura un estudio sobre el
proceso de secado de un gel en estas condiciones de particula esférica
aislada en altas temperaturas (alrededor de 400°C). Sin embargo es
razonable suponer que la rapidez del proceso producira geles viscosos de
estructura poco ordenada en comparacién con los obtenidos en procesos
de secado lento.

El proceso de formacién del gel, pueden plantearse de la siguiente
manera:

Resina H*
Na,WO,2H,0 —-> SOL — GEL
T amb. Polimerizacién
(pH = 7,9) (pH ~ 1,1)

De acuerdo al diagrama carga-pH que presenta Livage et. al. [5] en
la teoria del sol-gel que presenta, tenemos que z = 6 (carga del catién)
para el caso del WO42 produciendo entonces una especie del tipo
[MONH2n-1]®M* donde h viene a ser la proporcién molar de hidrélisis y
N es el nimero de coordinacién del metal. La reaccién de hidrélisis que
se llevaria a cabo seria:

[WO41* + 2H30* — [WO2(OH)sJ°
[WO2(OH)gJ° - [WO2(OH)2(OHg)o]°

El mecanismo de polimerizacién transcurre de acuerdo a un
mecanismo de oxolacién [1], resultando:

Polimerizacién
n[WO2(OH)2(OHg)e° — nWO3.H0 + 2nH-0
T amb. ’

Por otro lado al afiadir determinadas cantidades de fésforo a la sal
de tungsteno, se forman diferentes heteropolianiones [6]. Cuando
anadimos fésforo, en la proporcién molar de P:W=1:!2 se encuentra una
reaccién conocida.

12WO42' 4+ HP042' + 23H* — [PW12040]3' + 12H20

donde [PW12040]% es el anién fosfotungstato que en condiciones dcidas
forma el dcido fosfotingstico, que es un acido sélido.
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Al observar las curvas de dispersién de luz es notorio que el inicio
de la polimerizacién es retardado por la adicién de fésforo en la solucién,
ver figura 2. Esto se puede explicar porque a medida que se incrementa
la cantidad de fésforo en el sistema, se van formando nuevas especies
heteropolianiénicas [6] disminuyendo la cantidad de precursores acuosos
de tungsteno disponibles para el inicio de la polimerizacion.

Por otro lado las pendientes de la porcién lineal de las curvas son
semejantes, lo cual indica que la cinética de la reaccién presenta un mismo
orden para los tres casos de 0, 1 y 5% P:W.

El inicio de la polimerizacién para el dcido politungsténico (0%P,
1%P) es de 45 min. Este es el tiempo esperado antes de pulverizar la
solucién. De esta manera se asegura que se estd pulverizando la solucién
al inicio de su gelificacién.

Las curvas voltaje-corriente obtenidas por voltametria ciclica
muestran un incremento del drea con la cantidad de fésforo en la solucién
pulverizada. El incremento del drea podria ser atribuido a un incremento
de la difusién iénica por la formacién de 4cido fosfotiingstico. Segin la
referencia [6] el dcido fosfotingstico es un buen conductor iénico y se ha
reportado su electrocromismo [7]. El incremento en el electrocromismo
también podria ser explicado por un aumento en la rugosidad y por lo
tanto del drea efectiva disponible para la intercalacién de los iones Li*
del electrélito.

Por otro lado la espectroscopia de reflectancia infrarroja nos muestra
picos correspondiente al WOz y PWA de las referencias, los cuales son
una evidencia directa de la presencia de ambos compuestos. Ademaés,
segun el esepctro fotoelectrénico de rayos X (XPS), la composicién
superficial del compuesto que forma la pelicula corresponde a P:W=1:14.
Teéricamente la estequiometria esperada del compuesto debiera ser
P:-W=1:12, la cual corresponde al 4cido fosfotiingstico como se deduce de
la espectroscopia infrarroja. Esta pequefia variacion puede atribuirse a
que las capas superficiales que son las que analiza esta técnica, pueden
haber perdido dtomos de fésforo por hidratacion y posterior evaporacion.

De las micrografias obtenidas, se distinguié dos morfologias
diferentes. La que corresponde a las peliculas de WO3, muestra una
superficie homogénea de particulas semiesféricas de aproximadamente
1 pm de didmetro en estados intermedios de coalescencia. La otra
correspondiente a recubrimientos con P:W=1:12 esta formada por dos
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fases, una de ellas crece en la parte superior y muestra largos puentes
fibrosos que forman cavidades de alrededor de 10 um. Por debajo de esta
primera capa se observa una estructura de particulas de menor didmetro
~1 pum, similar a las encontradas en las peliculas hechas a partir del gel
de tunsteno. Suponemos que la fase fibrosa de la parte superior estd
constituida por un compuesto abundante en fésforo y altamente hidratado,
ya que por ejemplo el PsO5 y algunos fosfatos son utilizados en la
tecnologia de sinterizado como aglutinantes (binders) iniciales de las
particulas sélidas [8]. :

De los espectros de XRD tomados para los recubrimientos con éxido
de tungsteno fosforado, se observan cambios estructurales de acuerdo al
grado de hidratacién en que se encuentre el PWA. Con el incremento de
la temperatura, se pierden moléculas de agua que estdn intercaladas en
la estructura, y por tanto algunos picos tienden a desaparecer y otros
nuevos aparecen, sin embargo, el tamafno de particula para todos los casos
resulté ser aproximadamente 64 nm.

Conclusiones

La pulverizacién neumdtica de un gel presenta novedosas
posibilidades de fabricacién de peliculas de alta porosidad. Las peliculas
de WOs3 presentan alta rugosidad y su morfologia muestra particulas
semiesféricas de alrededor de 1 um de didmetro. Las peliculas de éxido
de tungsteno fosforado sin embargo muestran una aparente separacion
de fases que deberd ser estudiada en detalle.

A partir de los andlisis de IR, XPS y XRD, podemos afirmar que
la pelicula depositada partiendo de la solucién con proporcién molar
P:W=1:12, es dcido fosfotungstico sélido.

El dcido fosfotiingstico fabricado en este trabajo, muestra mayor

capacidad de insercién de carga en comparacién con algunas peliculas de
WO3; publicadas [9-11].

Este método de fabricacién de las peliculas, no produce vapores de
dcidos corrosivos, ya que el gel pulverizado se encuentra exento de iones
extranos (cloruros y nitratos). En tal sentido, este método es ventajoso
frente aquellos que usan sales en solucién como soluciones precursoras,
o aquellos en los que se utiliza amoniaco como solvente [9].
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Fabricacion de oxinitruros
de silicio por depdsito
quimico de vapor
repotenciado con plasma

J. M. Rodriguez, W. Estrada(*)

RESUMEN

Se fabricaron peliculas de oxinitruro de silicio por depdsito quimico de vapor
repotenciado con plasma y con diferentes concentraciones de oxigeno y
nitrogeno, estas peliculas fueron analizadas con Espectroscopia
Retrodispersiva de Rutherford (RBS) para determinar su composicion,
Elipsometria para determinar sus caracteristicas épticas, y Espectrofotometria
IR para determinar la intensidad y la posicion de sus picos de absorcion. Se
encontro que el pico principal de absorcion estd en el rango 759-1250 em”
(intervalo de la ventana atmosférica) y cuyo valor mdximo experimenta un
corrimiento hacia las frecuencias menores a medida que se incrementa la
relacion [N]/([N]+[O]). La proporcion [N]/(IN]+[O]) optimizada se encontré en
0,36 el cual cubre gran parte de la ventana atmosférica.

(") Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, casilla 31-139, Lima - Peru.
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REPOTENCIADO CON PLASMA

Introduccidon

Los oxinitruros de silicio son materiales de mucho interés debido a
sus aplicaciones potenciales en diversas dreas como en la microelectrénica,
protectores anticorrosivos, etc. Para su fabricacién se han empleado diver-
sas técnicas tales como P.E.C.V.D“*Y reactive RF magnetron sputter-
ing”*, Electron-Beam®, etc. Entre las muiltiples propiedades que poseen
estos materiales hay una que merece destacar: poseen un pico significativo
de absorcion en la regién de 8-13 um. Como es ya bastante conocido, la
radiacién emitida por un cuerpo en esta regién (en donde el cielo despejado
es transparente) sale de 1a atmdsfera terrestre, esto es, el cielo se comporta
como una fuente de calor a 4K., (ver fig. 1). Esta propiedad es importante
ya que es posible que la radiacién térmica (regién del infrarrojo) emitida
por el "cielo despejado” y luego absorbida por un cuerpo, a la temperatura
ambiente, puede ser menor que la radiacién emitida por este cuerpo hacia
el cielo, resultando en una pérdida efectiva de calor del cuerpo. Los
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Figura 1: Espectro de (a) Radiacion de cuerpo negro, para cuatro temperaturas, (b)
Irradiacién solar fuera de la atmdsfera de la tierra, (c) Tipica absortancia de la at-
mésfera, (d) Sensitividad relativa del ojo humano.
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materiales con valores optimizados de su emitancia en este rango espectral
(idealmente hablando reflectancia igual a 1 en todo el rango espectral
excepto entre 8-13 um, en donde es 0), son buenos para aplicaciones de
enfriamiento pasivo por radiacién.

En este trabajo se estudia el oxinitruro de silicio producido por
depésito quimico de vapor (CVD), en donde se examina la influencia de la
relacién [N]/([IN]+[O]) en la posicion de los picos de absorcion infrarroja,
los cuales estdn situados preferentemente en la regién de la ventana
atmosférica; también analizamos su influencia en el indice de refraccion.
De la posicién de estos picos, seleccionamos como éptimo aquel que abarca
en un mayor rango a la ventana atmosférica, permitiendo de este modo
optimizar al material para aplicaciones de enfriamiento por radiacién.

Preparaciéon de las muestras

Las peliculas de SiO4Ny, fueron fabricadas usando la técnica del CVD
repotenciada con plasma, en cooperacién con la Universidad Técnica de
Lisboa. El procedimiento se presenta esquemdticamente en la fig. 2.
Cuando la cdmara llega a una presién de 10° Torr a través de un sistema
turbomolecular de bombeo, un flujo de gas precalentado a 350°C (una
mezcla de SiHs, NHs, NoO y Ny), ingresa a la camara, y un plasma es
provocado por una fuente de poder de radiofrecuencia; las peliculas son
depositadas en un substrato caliente a 300°C. La tabla 1 presenta las
muestras obtenidas bajo diferentes condiciones de fabricacién.

Muestra [N20] NH;3; (scem) | N2O(scem) N2 [N] (RBS)

[N20] + [NH3] (scem) |[NJ+[O]

M1 1,00 - 2500 - 0

M2 0,80 500 2000 - 0,36

M3 0,67 500 1000 1000 0,54

M4 0,5 500 500 1500 0.64

M5 0,17 500 100 3000 0,87

M6 0,09 500 50 3500 0,89

M7 0,00 500 - 3500 1

Tabla 1. Identificacion de las peliculas de oxinitruros de silicio obtenidas por CVD,
reforzada con una descarga plasmdtica de una fuente de radiofrecuencia de SiHgs,
NH3, NOg, y No. En todos los casos fue utilizado un flujo constante de 500 s.c.c.m.
para SiHs, y un substrato a una temperatura de 300°C. Se muestra ademds la re-

lacion [N]/([N]+[O]) obtenida por RBS.
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Fiujo de Gas

H | B8F

!
—1 7 -

— Substrato [300°C]

Bomba Turbo

Rotatoria

Figura 2: Representacion esquemdtica del sistema por depdsito de quimico de vapor
repotenciado con plasma.

Se usé silicio doblemente pulido como substrato; este tipo de sub-
strato fue elegido en funcién de las caracterizaciones a realizar. transmi-
tancia infrarroja, RBS y profilometria.

Caracterizacion 6ptica y de composicion

Los recubrimientos obtenidos fueron analizados en sus propiedades
opticas tomando en funcién de la composicién N/O. La transmitancia
infrarroja fue obtenida con un espectrofotémetro FTIR Nicolet modelo 800.
Elindice de refraccién fue calculado con un Elipsémetro Rudolph Research
auto EI a 632,8 nm. Para determinar el espesor de las peliculas se utilizé
un profilémetro alpha- step Tencor modelo 200. La concentracién de N, O
y Si fue obtenida por (RBS), con un haz de particulas alfa de 2 MeV de
energia. Este trabajo de caracterizacién se efectué en cooperacién con la
Universidad Técnica de Lisboa.
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Resultados y discusion

Lafig. 3 muestra los valores de 1a absorcién en la regién del infrarrojo
para las peliculas obtenidas segtin se especifica en la tabla 1. Los espectros
de absorcién, (o), han sido obtenidos a partir de los espectros de trans-
misién infrarroja utilizando la ecuacién de Lambert B. I/To=exp(-ad),
donde I, es la intensidad incidente normal, I es la intensidad trasmitida
por la muestra y d, el espesor de la pelicula (obtenido con el profilémetro).
Las principales caracteristicas a destacarse en el espectro de absorcién son
las siguientes: comenzando por la muestra Ml (SiO; puro), se observa un
pico de absorcién en 450 cm™ debido a enlaces Si-O-Si tipo bending®, en el
rango espectral correspondiente a la ventana atmosférica se observa un
pico de absorcién en 840 cm™ debido a enlaces Si-O tipo estretching®®y
uno m4s intenso en 1050 cm™ debido a enlaces Si-O-Si tipo bending;
también se observa un pico de absorcién de 3340 cm™ debido a enlaces N-H
tipo estretching®. En el intervalo de frecuencias correspondiente a la
ventana atmosférica se observa un corrimiento en los picos de absorciéon
de acuerdo a un aumento en la proporcién [NJ/(IN]+[0O]) de 1050 cm™ ( SiO,
puro) a 850 cm™ (SisN, puro). Para los picos situados a 3340 cm™, corres-
pondientes al enlace N-H y para los picos Si-H situados en 2100 cm™, el
drea de los picos de absorcién va aumentando a medida que aumenta la
relacién [N1/([N1+[O]), mientras que en el caso de los picos Si-O situados
en 450 cm-1, el drea decae a medida que aumenta la relacién [NJ/([N]+[O)).
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Figura 3: Absorcién infrarroja de peliculas de oxinitruro de silicio SizNyO;. Se

muestran los picos de absorcién correspondientes a Si-N, Si-O, Si-{{, se muestrla. tam-
bién la “ventana atmosférica” situada en el rango de 769 cm™ y 1250 cm™.
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De los resultados obtenidos podemos concluir que la proporcién
optima N/O, a fin de utilizar la pelicula como superficie selectiva para
enfriamiento pasivo; es 0,56 el cual cubre gran parte de la ventana
atmosférica (M3 en la fig.).

La fig. 4 muestra el indice de refracciéon n; a 632,8 nm de longitud de
onda para diferentes relaciones [N]J/([N]+[O]), el valor de n se incrementa
proporcionalmente con la relacién [N]/([IN]+[O]).

i I i l i l T T

Indice de Refraccion (n)

L I 1 i T T I i
0,0 0,2 0,4 0.6 0.8 1,0
[NJ/([O] + [N])

Figura 4: Indice de refraccion de las peliculas de oxinitruros de stlicio como una fun-
cion de la razén [N]/ ([N]+[O]), obtenida por RBS.

Para la muestra M7, el indice de refraccién obtenido es n= 1,99 y la
posicién del pico de absorcién es Si-N es 850 cm™. El valor de n difiere con
lo reportado por Schalch® quien para el SisN,; puro obtiene n =2 y la
posicién del pico de absorcién Si-N en la ventana atmosférica es 830
em! @, Este dltimo resultado puede ser atribuido a la insercién de
hidrégeno en nuestras muestras, como se puede ver en los espectros
infrarrojos, pero que no puede ser cuantificado por RBS por ser un ele-
mento muy liviano.

Conclusiones

La composicién puede ser deducida 6pticamente evaluando el indice
de refraccién de los recubrimientos.
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Se puede deducir que la proporcién de [NJ/(IN]J+[O]) optimizada es

la correspondiente a una proporcién cercana a la concentracion correspon-
diente a la de la muestra M2 (Tabla 1), es decir [NJ/A([N]+[0O]) = 0,36; 1a cual
cubre en mayor proporcién a la ventana atmosférica.
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Kl problema de los 3 cuerpos
como problema de valores
iniciales

Armando Bernui *

RESUMEN

Se estudian, como un problema de valores iniciales, las soluciones analiticas
de Lagrange al problema de 3 cuerpos, de masas arbitrarias, que interactuan
de acuerdo a la ley de gravitacion universal de Newton. Una solucion
analitica al sistema de ecuaciones de movimiento depende de la aparicion de
un numero suficiente de constantes de movimiento, por eso aqui también
verificamos que el niimero de constantes de movimiento del sistema para las
soluciones de Lagrange es el apropiado.

Introduccion

La mecdnica cldsica considera los cuerpos como particulas pun-
tuales, de este modo la palabra cuerpo es aqui sinénimo de particula
puntual.

Consideremos primero el problema de 2 cuerpos de masa arbitraria
m;, m, que interactiian mutuamente en el espacio Euclidiano 3-dimen-
sional 7 debido a una funcién potencial que depende solo de la masa de

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Casilla Postal 31-139, Lima -
Peru. E-mail: bernui@fc-uni.edu.pe
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los cuerpos y de la distancia que los separa. Escribimos las ecuaciones de
movimiento en el sistema de referencia centro de masa y con origen en el

. =3 . . . 4,
centro de masas del sistema (CM). r, ,i=1,2 son los vectores posicién

de las particulas, luego las ecuaciones de movimiento del sistema
tienen la forma:

mi ,_'; :_vl V: mse ;; = _V?_ V) (1)

donde V=V (mj, ma, |;1 — ;2[ ). Asi el problema de los 2 cuerpos consiste
en, dada la funcién V, encontrar las funciones (trayectorias)

- - . . . -
ro=r; (1), i=1,2,t € [ty, ), que satisfacen el sistema de ecuaciones (1),
para condiciones iniciales dadas. Realizando el cambio de variables

- - -

r = r, — rp yrestando las ecuaciones anteriores encontramos

WE = VY, 2)

w—)
donde p=mymo/ (m1+ms) y V=m;my/|r|. Como se observa ésta ecua-

cién sélo depende de la variable *. Es decir, ha sido posible reducir el
problema de 2 cuerpos (de masas m;) en interaccén mutua al problema de
un cuerpo de masa p que se mueve sometido al potencial central V.

Corolario. En el problema de potenciales centrales, si V (r) = -k/r, k € 7+
(denominado potencial newtoniano) entonces los cuerpos describen seccio-

nes cénicas alrededor del centro de masa del sistema (que es un foco para
ambas particulas).

El problema de los 3 cuerpos

Consideremos ahora el movimiento de 3 cuerpos de masas arbi-
trarias m;, my, ms que interactian dos a dos con potenciales newtonianos
(es decir, que dependen directamente del producto de las masas e inver-
samente de la distancia que separa los cuerpos) [1]. Para comprender el
salto cualitativo del estudio del problema de 2 cuerpos al estudio del
problema de los 3 cuerpos, escribamos las ecuaciones de movimiento
referidas al sistema centro de masa

i r

= 192 18

r=my—-+mg—r,
o g
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— >
= T2 I'a3
ry=m, — + m3 —
3 r3
21 23
— —
= I3 I'z2
ry= m, = my >,
3
r's 7'22
o en forma abreviada
- 3 g
r= ), my, 3o (3)
J=1 Ty
—> g =} =¥ =) — & & g
donder, =r; — r, ry = Ilryl y ro=r, (t), t € [to, ») esel vector posicién

del cuerpo i; la suma excluye el término j = i. Como se puede observar,
una reduccion de este sistema de ecuaciones a uno equivalente al sistema
(1) no es posible por la no-linealidad de las ecuaciones (hemos asumido que
las masas m; son arbitrarias y no nulas).

Problema de valores iniciales: Problema de Cauchy

. . =% = . . sy v
Asumimos que las funcionesr,, r, i=1, 2, 3, son funciones analiticas

en el intervalo [to, o], to< o € FPcon o < . Sean ro =1 (to),y ro=r: (to)
los valores iniciales de la posicién y velocidad de la i-ésima particula. El
siguiente teorema de Cauchy garantiza la existencia y unicidad de la
solucioén [2].

Teorema.- El sistema de ecuaciones (3) tiene una tinica solucién dada por
la serie
- + 501 =
r,(t)=r10+(t—t0) rio+§(t—to)2 5o + sums (4)

. =2 => . ,y e .
i=1,2, 3,donder;, r; sonfunciones analiticas para ¢ < [to, o] y satisfacen
las condiciones iniciales para ¢ = to.

Es claro que la relacién (4) solo es de utilidad para calcular la
trayectoria de la particula i cuando se conozcan los (infinitos) valores
iniciales
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7 d™ ™ 1, n=0,1,2,...

A priori, para condiciones iniciales arbitrarias, es imposible garan-

tizar que las funciones Y 7. sean funciones analiticas en un intervalo de
tiempo arbitrario tal como [¢o, o] y esto porque no es posible saber a priori
si dos 0o mds particulas colisionardn en un tiempo finito. Esto es asi porque
si al menos dos particulas chocan en un tiempo finito, digamos ¢, luego de
la definicién de U, tendremos que |U| — o cuando ¢ — ¢;. Dela Ley de

conservacién de la energia se obtiene entonces que al menos para algin i,

r — o en un lapso de tiempo finito. Naturalmente existe también la
posibilidad que todas las particulas se encuentren en un mismo punto (el
centro de masa) simultdneamente, a este evento se le conoce como colapso
total. Sin embargo, como demostré Sundman, para evitar el colapso total

del sistema basta tomar el momentum angularinicial del sistema diferente
de cero [3].

Teorema.- El colapso total del sistema no puede ocurrir a menos que el
momentum angular total sea cero.

En este trabajo no consideramos el colapso total del sistema, por esta

. _) 3
razén asumimos L = Y
1=1

- - -
rixr = 0.

Retornemos ahora al sistema de ecuaciones (3). El método de las
integrales primeras para sistemas de ecuaciones diferenciales consiste en
hallar suficientes funciones (de las variables consideradas) que per-
manezcan constantes a lo largo de cualquier solucién del sistema, donde
la constante depende de 1a solucién de que se trate. Cada integral primera
(escalar) permite la reduccién de la dimensién del sistema en una unidad.
Las ecuaciones de movimiento, expresadas en (3), de nuestro sistema de 3
cuerpos representan un sistema de orden 18, es decir tenemos 18 incégni-

tas escalares o 6 incégnitas vectoriales: 7, (1), r (t),i=1,2,3. Necesitamos

entonces 18 relaciones (también llamadas constantes de movimiento)
entre estas funciones incégnitas, las masas y los valores iniciales arbi-

trarios ?zo, ?,-0, i = 1, 2, 3 para resolver completamente el sistema (3). Un

ejemplo de estas relaciones se obtiene de la ley de conservacién de la
energia:
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3 . . 3.3 3 . 3.3

mp; - - mim; m; - mimi
Z—-—lrilz—z—J-—=E= —lrzolz-—z—lj—,
1=1 - 1] ri—rjl 1=1 t=2J Iro—rjol

que es una constante de movimiento del sistema. Sin embargo, como
demostré Bruns en 1887 (también Poincaré en 1890), en el caso general
(i.e. con condiciones iniciales arbitrarias) de n-cuerpos en interaccién
gravitacional newtoniana sélo existen 10 constantes de movimiento inde-
pendientes. Estas constantes son:

o Definicion del Centro de Masa:

Zml;lzoa (5)

t=1

Conservacion del Momentum Lineal:

(&)

Z m;;':=0, (6)

1=1

o Conservacion del Momentum Angular:

Y murmxm=0, (7)

=1
o Conservacion de la Energia:
E=T+U. (8)

Por lo tanto se concluye que, si el sistema no presenta més simetrias(por
ejemplo con condiciones iniciales particulares) de las cuales puedan obte-
nerse 8 constantes mds de movimiento, entonces, en general, el problema
de los 3 cuerpos es irresoluble usando el método de las integrales primeras

[1].

Analicemos en detalle el problema de los 2 cuerpos. Sabemos que en
el problema de los n cuerpos el nimero de constantes de movimiento
necesarias y suficientes para resolver las ecuaciones de movimiento por el
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método de las integrales primeras es 6n, asi en el problema de los 2 cuerpos
necesitamos 12 de dichas constantes. De lo que vimos anteriormente, el
numero de constantes en este caso es solo 10 y sin embargo sabemos que
tal problema es soluble por dicho método. jDe dénde surgen las 2 constan-
tes extras que hacen soluble (analiticamente) este problema?

Como se vié en el Corolario de la seccién Introduccién, cada particula
describe una cénica alrededor del centro de masa, lo cual implica que cada
particula conserva separadamente su momentum angular y una pseu-
doenergia (no es la energia porque la masa que aparece no es la masa de
la particula). Dado que el movimiento se realiza en un plano, de lo dicho
tenemos entonces 3 constantes de movimiento por cada cuerpo, que su-
madas a las 6 constantes dadas por las relaciones (5) y (6), obtenemos las
12 constantes necesarias. De esto deducimos que, si cada cuerpo se
moviera como si estuviese s6lo en un campo central él describiria una
cénica y entonces se tendria que el momentum angular y una pseudo-
energia se conservarian separadamente para cada particula, aumentando
asi el nimero de integrales de movimiento. Lagrange (1772) [4, 5] aplico
estas ideas al problema de los 3 cuerpos y se dié cuenta que, si cada
particula orbita alrededor del centro de masa como si estuviese sola en un
campo central, entonces el nimero de constantes de movimiento es exac-
tamente 18: 6 son dadas por las relaciones (5) y (6), 3 + 3 + 3 =9 vienen de
la conservacién del momentum angular de cada particula y finalmente
1+ 1+ 1 =3 constantes de pseudoenergia dando un total de 18 constantes.

Luego se dedicé a buscar las condiciones iniciales que harfan posible
un movimiento de este tipo y encontro:

(i) Las posiciones iniciales de los cuerpos debe ser tal, que formen un
triangulo equildtero.

(il) Las magnitudes de los vectores velocidad inicial deben ser proporcio-
nales a las distancias de las particulas al centro de masa, y por otra
parte, deben formar dngulos iguales con los vectores posicién de las
particulas (con origen en el CM). Ademds los vectores posicién y
velocidad iniciales deben ser coplanares.

La solucién al problema de los 3 cuerpos con estas condiciones
iniciales se conoce como soluciéon de Lagrange (hago notar que las
originales condiciones iniciales de Lagrange son un poco mds generales
pues incluyen el caso en el cual las 3 particulas estdn alineadas, caso que
no serd considerado aqui) [4-6]. Cabe sefialar también que en la literatura
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el problema de los tres cuerpos no aparece como un problema de valores
iniciales, por esta razén el objetivo de este articulo es demostrar que a
partir de las condiciones iniciales (i) e (ii) la trayectoria de cada particula
(para masas arbitrarias) es una cénica alrededor del CM.

Proposicion 1.- Si se cumplen las condiciones (ii), es decir las
magnitudes de los vectores velocidad inicial son proporcionales a las
distancias de las particulas al CM, es decir

1ol = o Fio, (9)

y si estos vectores forman angulos iguales con los vectores posicién de las
particulas (con origen en el CM y donde todos los vectores posicién y
velocidad iniciales son coplanares), es decir

- 5 - 5 - 5
10 - 10 a0 . T'20 r'zo . I'zo
5 - Zy - = 2 (10)
7'10]7‘10' r201r20| 7'30[7‘30'
entonces

r
L =~ Le R (11)
7‘.

10

para i =1, 2, 3.

Demostracion.- Sabemos que,

— -

rl:r!erls (12)

-

5 .o :
r,=r.e, + r.0ieg, (13)

donde Z, ygg definen el plano de movimiento de los 3 cuerpos y 6, es el

angulo que forma el vectorz,, con un eje de referencia de dicho plano. Luego
de (13), para t = to, tenemos

% -2 9 "2 2 2
lrol®’=7r +r. 6 =oao'r . (14)
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Usando (12) y (13), para t = to, en (10) obtenemos

r107:10 _ s Ta0 _ T30 730 =l. (15)
Fig I?wl Tap l?gol T'so I;30I
luego
170l = Bry. (16)
Asi de (14) y (16) encontramos
o2 hem (17)
rzO B

Proposicion 2.- Sise cumplen (9) y (10) (condiciones (i1)), entonces

éw = é20 = éso, donde é,o, es la velocidad angular inicial de la particula i, es
decir

8, =6, . (18)

Demostracion.- De las relaciones (12) y (13) y usando el resultado de la

proposicién 1, es decir r,,/r;, = k, tenemos

— - .

2
Tio - Two = Tig Two = kry, (19)

con lo cual la hipétesis (10) se convierte en

2 2 2
krio — _kry kr

= e, (20)

- - -
P 171 Tog | Tyl Py | Flgg |

Usando ahora }'io/r,o = k en la ecuacién (13): I;:,OI =r, VE + (::)izo y
reemplazando esta relacién en (20) tenemos

kry, B kry, B krs,

- - ’
/ 2 ) 2 . / 2 Y 2 . / 2 ) 2
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de donde concluimos

015 =05 =04. (21)
Ahora vamos a considerar la proposicién mds importante.

Proposicion 3.- Si se cumplen las ecuaciones de movimiento (3) y
las condiciones (i) e (ii), entonces

0o’ = a,b,, (22)
T = b, (23)
o = C.Tyos (24)
7)™ = dn’loéq0+]lnrioéoéo,oa (25)

i, j= 1, 2, 3 donde @, bn, o, ds, huyn 2 1 son constantes, y donde
Ol =dr D, (t)/din ],

Demostracion.- Asumiendo las condiciones (i) e (ii), el orden de las
demostraciones serd:

(a) (22)y (23) = (24)
(b) (3) y (24) = (25)
(c) (25) = (22)y (23)

Veamos,
(a) De (18) y (11) sabemos
9,0 :90, Fo =K1,
por lo tanto (22) y (23) son verdaderas para n = 1, esto es:

- Y ) AN o e .
0.4 _810—90_019()’ o —’10‘/"10“‘[)1’10'
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Como

2,2y
I, :\/7, +r, —=2rr,cosf, ,

donde B,= 6, - 0, luego es fdcil verificar que

r_(‘l )

5o = Tijo ——{r Too + 10 50 — (Tl joHT 50750 ) €08 By +177; S€1 B34 ﬂz‘jo}

ij0
Segtin lo obtenido en (18) B,Jo = 0,0~ 8,0 = 0, asfusando (11) resulta

ky?

: yo _ .
]1j0 - = kr
P

y0>2

es decir (22) y (23) implican (24) para n = 1. Calculando la derivada
n-ésima (n > 1) de r;; se obtiene:

pthafier), o

k=1

— w2 _ 52 2 : :
donde p, = r, = rj+ri~-2rr, cos B; y donde las potencias ax satisfacen

- k
Z Za[k =n yz ap = n—k+1. Adenlés A(x)E \/ﬁl_:,y
I=1

A ....A(m OPU — (A(pu))(m) dnx\/—p—l;/dpm _¢,,, U] 7m,

donde ¢, = (-1)"! 2™ (2m —~3).(2m —5)...3.1,con m > 1. Ahora bien,
calculando la /-ésima derivada de p,, evaluando ella en t =ty usando (22)
y (23) obtenemos

0 2
Py Loty = Y1 Tio »

donde y, es una combinacién de los coeficientes b;. Luego
(27)

(”) =2n+2k-1,, 2y, J2as; ag
1]0 Za/\(lbn k+1 le yl ij0 y7 ij0 }/A y0 Cn}sz?
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n

dondec, = Z or Onks 5., v, y ademds hemos usado az + azr + ... + aw
k=1

=n -k + 1. En consecuencia

=g (28)

if0 n"ijor

(b) Probaremos ahora que (3) y (24) implican (25). Derivando la
ecuacién de movimiento (3) con respecto al tiempo, evaluando en ¢t =Zop, y
usando (22) y (23) con n =1 encontramos

oy 2kM
(i) Rﬁl "€, +(Rﬂ;,09 By s (29)

donde M = Y m,, R = ryj (tridngulo equildtero inicial). Haciendo d; =

2EM /R3, h;=-M/R3verificamos que (25) es vdlida paran = 1. Asumamos
entonces que ellavalepara2,3...n-3,n -2. Tomando la n-ésima derivada
a ambos lados de la ecuacién (3) se obtiene

(7 y= Zm {Zx (r; )‘*’(;U)“'*“}

(30)

-3.(m
Calculando ahora (r;) encontramos

=3\(n) —d-n+k : Xt
(’ij )(n ZO-/\] —n+ H(}U( ))(1,‘

=]

Al evaluar esta expresién en t = fo, usar (24) y Zk aw =n-k+1
resulta 11

()" = (o) 320‘ H(c, “ = R7G (31)

k=] =1

Evaluando (30) en ¢ = ty, y usando alli las ecuaciones (5) -es decir

Z m, (?!)(") = 0—, (31) y (25) (con el reemplazo n — n— s— 2) obtenemos
finalmente (25)

n
_ ey M [ ~ . ]_ -
riO) - 3 ZAS Os lz—s -2 Oer,o+hn—s—2ri090€0,0 —dnrzo@ +h ’100080 . (32)
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(¢) Como (18) y (11) muestran que (22) y (23) son védlidas para
n = 1, asumamos ahora que ambas son validas para n - 1. Probaremos
entonces que (25) implica (22) y (23). Asi, la derivada n-ésima de

- -

rn = rer,es

m

F)" = Z (n+1=h) {25,,1—[ [0 1P e, + Z’?mbn[@(”]q’ ey f (33)

m=1

donde &, , n.x son coeficientes constantes, los superindices ps, gs: indican

. . k k
potencia y son tales que satisfacen Z S Psk = Z sqa = k-1.

s=1 s=1
Evaluando esta ecuacion en t = ¢y, comparando el resultado con la ecuacién
(25) (con el cambio n— n - 2) ) y usando la hipétesis (para 2, 3, ...n - 2,
n-1) obtenemos (22) y (23).

9-(") =g, 9 -
(n) b

nzO?

como queriamos demostrar.

Corolario.- Si se cumplen las ecuaciones de movimiento (3) y las
condiciones iniciales de la solucién de Lagrange ((1) e (1)), entonces

ri (t) = R f(¥) (34)

donde R = rjjoes la longitud de los lados del tridngulo equildtero inicial y
f(t) es independiente de los indices i, ;.

Demostracién.- Expandiendo en serie de Taylor la funcién ry (¢) ob-
tenemos

1
r, (1) = I (t—t,)r 5 +5(t —z‘o)‘r,/.0 SRR (35)

Usando la ecuacion (24) en esta expresion

r, (1) = "u(){] +e(t—1,)+¢, %(T —10)2 +} = Rf (1), (36)
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donde R = rypy f(t) queda entonces definido por la relacién (36). En efecto
observamos que f(t) es independiente de los indices i, J.

Por lo tanto concluimos que
r]_g(t) =Ty (t) =Ty (t),

con lo cual queda demostrado que las condiciones iniciales de Lagrange
determinan que el tridngulo equildtero formado inicialmente por los 3
cuerpos se mantiene Vi>fp (si bien tal tridngulo puede rotar y puede
cambiar de tamarno).

Agradecimientos.- Agradezco al Prof. H. Valqui por revisar criticamente
este articulo y por ayudarme en la deduccién de la formula (26).
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Construccion de las
fumciones de Green

Caso n-dimensional

H. G. Valqui(*)
RESUMEN

En esta segunda parte mostramos las condiciones que
conviene imponer a una funcién de Green n-dimensional, para
lograr ‘despejar’ la funcién incégnita de una ecuacion diferencial

lineal, en derivadas parciales, en un espacio n-dimensional. Aqui,
como en el caso unidimensional [1], se evita el uso de la delta de
Dirac. Al final se ofrece un ejemplo para ilustrar alguna de las

ventajas del método.

01: Sean las funciones diferenciables p,q : B" - C, u;R" - R", y los

operadores A y A definidos de la siguiente manera:
A=VoepV+ueV+g, A*:VopV~Vou+q, donde las citadas

funciones actiian como operadores multiplicativos.

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Casilla Postal 31-138,
Lima - Perd.
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02:

03:

04:

05:

06:

07:

Ahora, dada una regién (conexa) V de R", con su borde oV y la

funcién F : R® — C queremos hallar alguna funcién v : R" —» C
que sea solucién de la ecuacién diferencial Ay = F | es decir,

Ve(pVy)+(ueV)y +qy =F de manera que y y su gradiente
tengan valores predeterminados en el borde 6V (problemas de
Dirichlet y Neumann, que no son motivo de este articulo).

Sea C un cierto punto de V; sea G, una familia n-paramétrica de

funciones de R" en C, a la que impondremos, paso a paso, ciertas
condiciones.

Definamos la funcién vectorial (en realidad una familia de funciones,
una para cada funcién G. Por ahora dejaremos de escribir el

subindice) B = p(GVy —-yVG)+uyG.

Tomando la divergencia (similarmente al caso 3-dimensional) de B,
tenemos que

VoB =VGo(pVy)+GVo(pVy) -V o(pVG)—yV o (pVG) +
WG)oVy +yWou@ = G [Ve(pVy)+uoVy| —y[V o (pVG) - V o (uG)]
=G[V e(pVy)+ueVy +qw] —q/[VO(pVG)—V o(uG)+qG] es decir
VeB=GAy -yA'G.

Multiplicando por G a la ecuacién diferencial dada obtenemos:

VoeB+yA'G=FG. A partir de aqui iremos imponiendo a G
condiciones que nos permitan ‘despejar’ la funcién incégnita \y/.

Mientras que las funciones ¢ y Vy son diferenciables en todo punto

de V y del borde oV , la funcién G 6 VG podrian tener una
singularidad en ¢, por ello aislaremos dicho punto por medio de una

esferita, V, con centro en (, radio R, y borde V.
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08:

09:

10:

Vo

oV

Como primera condicién para G exigiremos que ella satisfaga la
ecuacién

AGg=0 en V-V, [G1]
Es decir, en V -V, se cumple que VoB =FG .

En el espacio n-dimensional el volumen de una hiperesfera de radio
¢ queda expresado por V(g)=v, e" y el drea por A(g)=nv,e"™",
donde Q =nv, es el dngulo espacial alrededor de un punto, y segin

que la dimensién sea par o impar se cumple que v, =z"/n! 0

Voo =1l 227377 [(2n +1)!, respectivamente.

Notemos que el borde de V -V, estd constituido por las superficies
oV y oV,, cuyas normales deben orientarse saliendo de la regién
en consideracién; pero en &V, vamos a considerar la normal que

sale de la esferita (y, entonces, entra a la regién V -V_) lo que
exigird el cambio de signo en la integral de drea. Integrando la

ecuacion dada en 08 tendremos jxf-v VeBdv = Iv v F G dv, de

donde, aplicando el teorema de Gauss, obtenemos

Boda—LV Boda=IV_V FGdv.

ov
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11:

12

1.

14:

Analicemos la integral
Y(R)=[,, Beda= [ [PGVY-yVG) +uyGloda.
Tengamos presente que da = NR" ' dQ, donde N = R/R es el vector

normal unitario saliente. Por otra parte, las funciones v y Vy son

continuas sobre 6V, por lo cual podemos aplicar el teorema del
valor intermedio, obteniendo Y(R):pNth,z/(xl)J_V G R"1 dO

_pw(x2)_|'5v (No VAR dQ +uoNu/(x3)L g GR'dQ, donde los x; son

ciertos puntos de la superficie 6V, .

Tengamos presente que si las funciones bajo la integral son

evaluadas en un punto x € 8V, entonces R =x-¢ . Por otra parte,

podemos escribir, G,(x)=G(x,{). Ahora, con el objeto de obtener

el valor w({) vamos a imponer a la familia G dos condiciones
adicionales:

lim R"?*G(x,)=0 para R—0 [G2]

lim R" N oVG(x,{)=1#0 para R —0 [G3]
donde A es una cierta constante. Notemos que, al pasar

al limite, los puntos x, >¢. Entonces tendremos

Y(0+)=-A p(Cw(s) v d Q = —-nv, 1 p({ ().

Reemplazando en 11: y 10: tendremos
nv,Apw()=[  Beda-[ FGdv [*]
Notemos que aqui se pueden calcular, en principio, los valores w(¢)

en todo punto de V, siempre que se conozca el valor de dicha funcién
en el borde, y que se conozca a la funcién G, la misma que debe
ser obtenida de las condiciones G1, G2 y G3. El problema se reduce,
entonces, a construir la citada solucién de la ecuacion [G1].

Debe mencionarse que los valores de v ¥ Vi en el borde gV no
son independientes pues ellos deben satisfacer, también
alli, la ecuacién diferencial Ay =F , es decir,
Vo(pVy)+(ueV)y +quy =F en 0V.
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15:

16:

17:

18:

Con el objeto de ilustrar el uso de la funcién de Green,
consideraremos el caso de la ecuacion diferencial de onda:

82l///62t —a2v2w = u(t,r).

Denotemos con f* la transformada de Fourier temporal de la funcién
f, es decir, f* (w, r) es la (evaluacién de la) funcién transformada
de la funcién (que se evalia como) f (t, r). Entonces, usando
la linealidad de la transformada y la transformada de la
derivada, la ecuacién anterior se transforma en

—wy *(w,r)—-a®Viy Fw,r) = u* (w,r) , lo que también podemos escri-
bir como V2(//*(w,r)+k2[//*(w,r)= —(]_/az)‘u*(w,r). En este caso
tenemos: n=3,v, =4n/3, p=1, u=0,F = —(1/¢*)u* de donde
obtenemos que 4ﬂluﬁ‘(w,g):Jv BOda+(1/a2)'[v 1 w,r)G@r,cxdv con

ViG(r,c)+k*G(r,c)=0.

Denotando R = r - { podemos verificar que las funciones
H,(R)e**® /R satisfacen la ecuacién V2H(R)+E2H(R)=0 .
Entonces H, serian las funciones de Green buscadas, si ellas
satisfaciesen las condiciones G1 y G2. Teniendo presente que

VH.(R) = (+ikR - 1)Re™® /R? verificamos que aquellas realmente

se satisfacen, resultando A = -1. Es decir, se cumple que

— 4y ¥ (w,g)_[av B oda+(1/a2)L, ¥ w,r)e™ /R dv. Tengamos

presente que el resultado seria el mismo si se reemplazase - k en
vez de k.

Notemos que B =GVy —yV(G; en nuestro caso V es todo el espacio,
por lo cual, en el infinito, tanto w* como Vy* deben ser
consideradas nulas (en 0V ). Por otra parte, de yv* (w, ¢) podemos

recuperar v (¢,¢) :(1/27r)1’2J-_u; v *(w,¢)e™dw de donde obtenemos

ee]

*4ﬂw(t’4)=(l/2ﬂ)m.[w [(1/a2)jv p*w,r) e** /R dv] e'*tdw
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CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE GREEN. Caso n-dimensional

y, asumiendo que es licito permutar el orden de integracién,

—amy(t0) = Wa)|, WR) (122 ?[

kl/az)jv pw,reFe dwldv = (1/a®)| 1/ R/ 21)"
Jw u *(w,r) eiw(t tk R/w)dw]d v

Ahora, teniendo presente que dentro del corchete se encuentra una
antitransformada, ya que k/w = I1/a, entonces dicho corchete es la

funciéon u(t+ R/a,r), luego,
4y (t,c) =(-1/a?) IV [u (tiﬁ, r)/R] dv
a

que es la expresion buscada, y donde puede apreciarse que entre
el instante t + R/a en el que actia la fuente y el instante t en el
que se manifiesta el efecto en el campo v, existe una diferencia de
tiempo (de retraso o adelanto) igual a R/c, que es lo que demora una
onda electromagnética (por ejemplo, la luz) en recorrer tal distancia
R. En el caso del signo positivo se tiene lo que se conoce como el
efecto adelantado. Como la ecuacién diferen-cial es lineal, la solucién
deberiamos escribirla como una combi-nacién lineal de las dos
soluciones (una para cada signo). Es decir,

Ay (t,¢)=(-1/a? )JV [Au(t+R/c,r)+Bu(t—R/c,r)I/ R dv

19: Existen algunas funciones de Green conocidas, para el caso de
todo el espacio. También se conocen algunas funciones de
Green cuando el borde esférico o es un plano infinito.
Finalmente debo mencionar que la funcién de Green es
fundamental en el problema de la dispersién (scattering) y en la
construccién del operador llamado el Propagador de Feynman.
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