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Presentacion

En la publicacion de este tercer numero del segundo
volumen de la Revista de la Facultad de Ciencias, quere-
mos expresar nuestro sincero agradecimiento a los autores
por sus valiosos aportes, v reiterar nuestra invitacion a los
docentes de la facultad, para que desde estas pdaginas di-

fundan su trabajo.

Asimismo, les manifestamos que el Comité Editorial no se
responsabiliza por los articulos; éstos son exclusiva res-

ponsabilidad de los autores.

Por otro lado, ponemos en su conocimiento que con el ob-
Jjeto de enriquecer los temas presentados, la Redaccion es-
tima conveniente abrir unas pdginas de Cartas a la
Redaccion, en que los lectores puedan criticar profesional v
especificamente algunos puntos expuestos en los articulos

publicados.

El editor.
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Prototipo de dispositivo
electrocromicaos:
“Smart window’’

Arturo Talledo, Oscar Varas, Monica Gomez ()

RESUMEN

Usando la técnica de pulverizacion catédica, hemos producido
peliculas delgadas de materiales electrocromicos tales como V205 y
WO3. Las peliculas fueron caracterizadas optica y
electroquimicamente y utilizadas para la construccion de un prototipo
de dispositivo electrocrémico conocido como “smart window”.

Se muestran las propiedades opticas del dispositivo.

Introduccion

Materiales electrocrémicos, temocrémicos y fotocrémicos forman
parte de una familia muy amplia de materiales llamados cromogénicos.
Los materiales electrocromicos cambian sus propiedades épticas cuando se
les inserta electroliticamente iones ligeros tales como H*, Li* o Na*. Los
materiales termocrémicos cambian sus propiedades épticas y eléctricas de-
bido a una transicién metal-semiconductor que ocurre a una temperatura
bien definida. Los materiales fotocrémicos cambian de color cuando la
radiacién ultravioleta incide sobre ellos.

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Perd.
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Las peliculas electrocrémicas vienen siendo ampliamente estu-
diadas'™* por sus posibilidades de aplicacién en dispositivos arquitecténi-
cos y automotrices tales como “smart windows” y espejos retrovisores,
respectivamente. Una ventana electrocrémica o “smart window” modula la
transmision de radiacién visible a un ambiente cuando una pequena difer-
encia de potencial es aplicada entre las dos peliculas electrocrémicas que
forman parte del dispositivo. Un espejo retrovisor electrocrémico modula
la reflectancia de la radiacion visible.

Este articulo reporta la construccién de un prototipo de “smart win-
dow”: En la seccién II describimos el equipo experimental de produccién de
peliculas delgadas por la técnica de pulverizacion catédica (de sputtering) y
las condiciones a las que fue operado el equipo para la obtencién de pelicu-
las de 6xido de vanadio y 6xido de tungsteno. En la seccién III mostramos
las propiedades electroquimicas de estas peliculas cuando son sometidas a
un proceso ciclico de insercién y extraccion de iones de litio. En la seccién
IV nos referimos a las propiedades 6pticas de las peliculas, i.e., mostramos
y discutimos los espectros de transmitancia éptica de las peliculas de V205
y WO3 con diferentes grados de insercién de litio. En la seccién V describi-
mos el dispositivo construido con las peliculas producidas y mostramos sus
propiedades 6pticas méas importantes, i.e., la modulacién de la radiacién

visible entre el 65 y 30% en funcién de la carga insertada a la pelicula de
WOs.

Sobre la técnica y condiciones de deposicién
de las peliculas

La figura 1 muestra un esquema del sistema de pulverizacién
catédica para produccién de peliculas delgadas. Una presién de fondo de
10 mbar es obtenida en la camara de vacio, usando una bomba mecénica
y una bomba turbomolecular. Una mezcla de gases argén y oxigeno es
introducida hasta alcanzar una presién de 102 mbar. La presién parcial de
oxigeno en la mezcla de gases fue del 8%. Una diferencia de potencial de
1500 V produce la ionizacién de los gases y la aceleracién de los iones de
Argén hacia el cdtodo que estd constituido por un disco de 35 mm de
didmetro de tungsteno o vanadio. El material pulverizado extraido del
catodo reacciona quimicamente con el oxigeno y el éxido respectivo se depo-
sita en las superficies internas de la cdmara y de los objetos dentro de ella,
pero fundamentalmente en un sustrato colocado 4 cm debajo del citodo. El
sustrato fue puesto sobre una resistencia de grafito y calentado a 180°C
durante la deposicién. El tiempo de deposicién fue de 90 minutos.
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La deposicién de las peliculas delgadas electrocrémicas de VaOs y
WOs3 fue hecha sobre sustratos de vidrio Corning previamente recubiertos
con una pelicula transparente y conductora eléctrica de In20O3: Sn (ITO), la
cual facilitard las conexiones eléctricas del dispositivo a construir.

Aislante
Catodo |
Target
Sustrato
A -
R
G 1000V}
O
N
| :
Turbo
Molecular Bomba
] Mecanica

Figura 1. Sistema de deposicion de peliculas delgadas por la técnica de pulverizacion catodica (dc
sputtering).

Caracterizacion electroquimica

Las propiedades electroquimicas de ambos tipos de peliculas, pen-
téxido de vanadio®*® y triéxido de tungsteno'®”, han sido previamente
estudiadas por varios autores usando voltametria ciclica. Esta técnica con-
siste en permitir el paso de una corriente iénica de la pelicula (electrodo de
trabajo) a un contraelectrodo de manera que la diferencia de potencial
entre el electrodo de trabajo y un electrodo de referencia tenga un valor
deseado AV. El valor deseado es en realidad una funcién periédica del
tiempo. Las curvas AV vs I obtenidas constituyen un voltamograma. Un
voltamograma puede ser usado cualitativamente como una “huella digital”
de los procesos electroquimicos en un material.
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La figura 2 muestra un voltamograma para una tipica pelicula del-
gada de pentéxido de vanadio y la figura 3 para una de triéxido de tung-
steno. En ambos casos los voltajes' minimo y méximo fueron -1,5y 1,5 V,
respectivamente, respecto a un electrodo de referencia de calumel
saturado. Un contraelectrodo de platino fue usado. La rapidez con que el
potencial barria este rango era de 5 mV/s.
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Figura 2. Voltamograma de una pelicula delgada de pentdxido de vanadio.
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Figura 3. Voltamograma de una pelicula delgada de triéxido de tungsteno.
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Caracterizacion éptica

La figura 4 muestra esquemaéticamente una celda electrolitica donde
uno de los electrodos es un metal (aluminio) y el otro una pelicula delgada
de WO3/ITO/vidrio. La solucién electrolitica es 1M LiClO4 en carbonato de

propileno.

ITO

Aluminio / Vidrio

LiClOs en Carbonato

Pelicula > /de Propileno

/

Figura 4. Esquema de una celda electrolitica para insertar iones litio en una pelicula delgada de
WO3 0 V20s.

Una diferencia de potencial de 3 voltios fue aplicada y una corriente
iénica de iones de litio penetra en la estructura del WO3 que se constituye
entonces en LixWOs3. La pelicula LixWO3/ITO/vidrio fue extraida de la
celda y la transmitancia éptica fue medida en el rango de 350 a 1100 nm.
La pelicula puede ser colocada nuevamente en la solucién electrolitica y
cambiando la polarizacién del voltaje casi la totalidad del litio puede ser
extraido.

La figura 5 muestra los espectros de transmitancia de tres muestras,
(a) WO3 sin tratamiento electrolitico, (b) LixWO3 con maxima cantidad de
litio insertada (x= 1), (¢) LixWOs3 con casi la totalidad del litio extraida
(x~1). Un espectrofotémetro Perkin Elmer Lambda 2 fue usado para deter-
minar la transmitancia éptica. Las caracteristicas bdsicas de estos espec-
tros estdn de acuerdo con trabajos publicados por otros autores® 9.

En la misma celda electrolitica de la figura 2 hicimos el tratamiento
electrolitico de las peliculas delgadas de V20s5. La figura 6 muestra los
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Figura 5. Transmitancia espectral de peliculas delgadas de: (a) WQg3 sin tratamiento electrolitico.
(b) LixWO3, con maximo conterido de litio. (c) LixWO3 con minimo contenido de litio.
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Fig. 6 Transmitancia espectral de peliculas delgadas de: (a) V2Os sin tratamiento electrolitico, (b)
LiyV20s, con maximo contenido de litio, (c) LiyV2Os con minimo contenido de litio.
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espectros de transmitancia éptica de tres muestras, (a) V205 sin
tratamiento electrolitico, (b) LiyV205 con maxima cantidad de litio inser-
tada (y = 5), (c) LiyV20s5 con la maxima cantidad de litio extraida (y = 0,5).
Estos resultados estan de acuerdo con otros trabajos publicados® 4 1011,
Todos los espectros de transmitancia en este trabajo fueron hechos a inci-
dencia normal y con referencia a un vidrio Corning sin ningun recu-
brimiento.

La explicacion fisica para este comportamiento de las propiedades
Gpticas de las peliculas LiyV2O5 ha sido discutida en trabajos anteriores®*
en términos de la teoria de bandas. Las propiedades épticas del sistema
LixWOs3 han sido discutidas ampliamente por otros autores113,

Un prototipo de dispositivo electrocrémico:
“smart window”

La figura 7 muestra el esquema de un dispositivo electrocrémico
'Tlamado “smart window”. EI dispositivo estd constituido por una pelicula
de aproximadamente 160 nm de WO3 depositada sobre un sustrato de
vidrio Corning de dimensiones 2,5 cm x 2,5 cm x .1 cm, previamente recu-
bierto con ITO y una pelicula de aproximadamente 160 nm de V205 deposi-
tada sobre un sustrato igual al anteriormente descrito. Sobre los bordes de
uno de los vidrios recubiertos se colocan espaciadores de vidrio de 2 ¢cm x
0,2 ecm x 0,001 cm formando asi una pequena cavidad donde se puede
almacenar 4 mm? de solucién 1M de perclorato de litio en carbonato de
propileno, el sistema es sellado por el otro vidrio recubierto.

Usando la nomenclatura de celdas electroliticas, este dispositivo po-
dria ser representado asi:

Vidrio/ITO/Li, WO, | ILiCl0, en PC (Liq) }|Li, V,0,/ITO/Vidrio

donde PC significa carbonato de propileno.

Durante la deposicién de las peliculas tanto de WO3 como de V20s,
en uno de los bordes del sustrato se deja una pequeria superficie (5mm x
5mm) sin recubrir para posteriormente pegar un contacto eléctrico de cobre
usando un epoxy de plata.

Este dispositivo fue conectado a una bateria de 3V por 2 minutos.
Colocando el terminal negativo de la pila a la pelicula de WO3 tenemos un
obscurecimiento.del dispositivo debido a que el WO3 transparente se trans-
forma en LixWO3 de color azul de acuerdo a la reaccién:
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WOs+xLitT+xe — LixWO3 (1)

Cuando conectamos la bateria en polarizacién inversa el dispositivo
retorna a su estado transparente en aproximadamente 2 minutos. Se pro-
ducen la reaccién (1) en sentido inverso y la reaccién:

VoOs +y Lit+ y € - LiyV20s, (2)

El dispositivo fue introducido en la cavidad portamuestras del espec-
trofotdmetro Lambda 2 y el espectro de transmitancia fue obtenido para
dos estados diferentes del dispositivo, que hemos llamado transparente y
obscuro. La figura 8 muestra los respectivos espectros de transmitancia en
el rango de 350 a 1100 nm con referencia a una muestra en vidrio Corning

sin recubrimiento.

E E E E
cE € c c E
E 8 8 E 8 8 E
112
3 8 5({6|7
4
3V
¢ T

Figura 7. Esquema de un dispositivo electrocromico: “smart window’. 1. vidrio, 2. ITO, 3. pen-
toxido de vanadio, 4. perclorato de litio en carbonato de propileno, 5. 6xido de tungsteno, 6. ITO, 7.
vidrio, 8. espaciadores.

Puede observarse, de la figura 8, que el dispositivo construido
modula la transmitancia luminosa a un ambiente a voluntad del usuario
entre 656% en el estado transparente del dispositivo al 30% en el estado
obscuro. Las caracteristicas de este dispositivo son similares a los obteni-
dos por otros autores* que han usado soluciones electroliticas liquidas.
La tendencia actual’>!% es, sin embargo, usar electrolitos sélidos.

10
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0,00 T T T T T T T
300,0 400,0 500,0 600,0 700,0 800,0 900,0 1000,0 1100,0

nm

Figura 8. Espectros de transmistancia de un dispositivo electrocromico: “dmart window" en dos
estados: (a) transparente, pelicula de V2Os fuertemente litiada, (b) obscura, pelicula de WOs fuerte-
mente litiada.

Conclusiones

Se ha demostrado en este trabajo la posibilidad de producir peliculas
delgadas electrocréomicas usando el equipo de pulverizacién catédica con-
struido en la UNI. Se han utilizado las peliculas para construir un pro-
totipo de dispositivo electrocrémico. Las caracteristicas de las peliculas
aqui producidas asi como las del dispositivo construido son comparables a
las reportadas a nivel internacional en los dltimos diez afos.
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L.os puntos de de Boor de
umna curva seccionalmente
polingomica

Juan Duefias Béjar(’

RESUMEN

Un resultado cldsico en matematica es que los polinomios de una sola
variable de grado p son equivalentes a aplicaciones p-afines simétricas
[Ramshaw "87]. Ramshaw aplico este principio a la teoria de las
curvas y superficies de Bézier y B-splines y a la aplicacion p-afin
sitmétrica de un polinomio de grado p lo llamé blossom.

En este trabajo se representard una curva seccionalmente polinémica
mediante los B-splines determinando los puntos de de Boor en funcion
de los blossoms.

Introduccién
El Disefio geométrico asistido por computadora (CAGD) esta re-
lacionado con la representacién, manipulaciéon v el diseiio de objetos por

computador tales como: curvas, superficies y sélidos.

Las herramientas matematicas del CAGD son principalmente el
andlisis matematico, el andlisis numérico, calculo variacional, geometria

(") Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Escuela Profesional de Matematica.
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diferencial, etc. Las principales aplicaciones se encuentran donde se ne-
cesitan métodos para describir matematicamente los objetos que van a ser
manufacturados por maquinas controladas por computador, como por ejem-
plo: en la industria aérea (disefio de alas, fuselajes de un avién, etc.),
automotriz (disefio de las partes de un auto), etc. Otras aplicaciones se
encuentran en los gréficos por computador, visualizacién cientifica (para
describir los fenémenos fisicos, geoldgicos, médicos, etc.).

En las aplicaciones del disefio de una curva o superficie a menudo se
define especificando interactivamente un conjunto de puntos, denominados
puntos de control o manejadores, los cuales nos determinan la forma de
dicha curva o superficie de tal manera que dichas curvas o superficies se
ajustan y se editan mediante los puntos de control. Estos elementos se
tratan matematicamente como entidades del tipo Bézier, B-splines, etc.

El objetivo de este trabajo es encontrar los puntos de control de una
curva seccionalmente polinémica.

1. Curvas B-splines
Definicion 1.1

La curva B-spline de grado p con respecto a un vector nodo T = &y, .-

..... 5 T ), tal que t, < t.,__, es una curva polinomial por tramos y esta

; m+p+1 1+p+
definido:

F (u) = % d NP (u), ue lt,,t,, ), d ¢ R
fou

d=1,2,3.

Los puntos d; se llaman puntos de de Boor o puntos de control.
[Hoscket 93]

El poligono de de Boor es aquel poligono que se obtiene al unir los
puntos de control consecutivos mediante segmentos.

Las funciones NP (u) son polinomios y se llaman B-splines normali-
zados de grado! p sobre el vector nodo T'y se definen recursivamente:

1 orden=p+1.

16
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NO (u) : = 15 t<u<t,
! 0 ; en otro caso
— t. t. —1u
1
Nir(u):zt _; Nf‘l(u)+tli;-;c—N{+‘11(u), 1<r<p
1+r i i+r+l i+1

Convenci6én: 0/0 =0

Ejemplo 1: Una curva B-spline ctibica sobre el vector nodo T = (0, 0,
0,0,1,2,4,5,6, 6, 6, 6) cuyos puntos de control son: d, = (6, 3), d, = (7, 8),
dg = (12, 5), dy = (9, 0), d; = (1, 0), dg = (0, 6), d, = (3, 8), dg = (4, 4) (ver
figura 1).

Ejemplo 2: Una curva B-spline cubica sobre el vector nodo T = (0, 1,
2,3,4,5,6,7) cuyos puntos de control son: d, = (0, 0), d, = (3, 9), d; = (6, 3),
d, = (9, 6) (ver figura 2).

6

Figura 1.

17
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Figura 2.

Observacion:

1) Siti=... = tp+1entonces en primer lado del poligono es tangente a la curva
en t = t;. Ademas el punto d; esta en la curva.

2) Sttm+1=...= tmsp+1entonces el ultimo lado poligono es tangente a la curva
en t = tm+1. Ademas, el punto dn estd en la curva.

2. Los blossoms

Teorema 2.1 (Principio de los blossoms)

Si F: R — RY es un polinomio de grado n definido por F (t) = ¥ c, t!
1=0
entonces existe una unica funcién f: R® - R¢ tal que:

1) f es multiafin, es decir:

Sean uj. . . u g, W .. up e Re

n n
i) AP u g, > a;t, Ujqe - u )= a f(u ... Uy, t, Uy - u,)
i=1 i=1

n
Vai...aneR: > aj=

i=1

18
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i1) f es simétrica, es decir:

f(u,...u,...,u

J’...,1.1m)=f(u1,...u.,...,u.,...,u )

J i m

vV i,j tal que 1<1,j<m.

) F () =£(t,...,t)
\_V_/

N veces
A la funcién f se dice forma polar o blossom de F.
La funcién F es la forma diagonal de f.

Al proceso de encontrar la forma polar se conoce como blossoming
[Ramshaw ’87].

Nota: Un teorema conocido en algebra lineal es: Para cada forma
cuadratica F: V — R sobre un espacio vectorial V existe una unica forma
bilineal simétrica f: Vx V — R tal que F (v) = f (v, v). Este teorema es
andalogo al teorema 2.1 para polinomios de la forma:

F(v)= X et x} +2 3 ¢ x X
i=1 i

i<

donde v=(x,...,x ) e VcR, c; € R, es decir polinomios multivariantes
homogéneos de grado 2.

Teorema 2.2 (Determinacion de los puntos de de Boor)

m

Sea F(u) = )’ d; NP (u) una curva B-spline de grado p sobre el vector
i=1

nodo T=(t;,t,...,¢t t t ,t

) p+1’ p+25"'7 m’

) tal que t. < t

m+12 ° ) tm+p+1 i+p+1?

+1]Yf}

i=1,..,m. Sea Fj la restriccién F en el intervalo no vacio Ij: = [tj, tJ

el blossom de Fj. Entonces los puntos de de Boor d, estédn dados por:

A= (b, - oo by, k=j-p,...,J

Prueba: Ver [Dueiias '96]
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Ejemplo de aplicacion:

o 8
Sea la curva B-spline de grado 3, F (t) = > d. NP (u) sobre el vector
i=1
nodo T =(0,0,0,0, 1, 2,4, 5, 6,6, 6,6). Determinaremos los puntos de de
Boor en términos de los blossoms.

Para t, = 0<1= t. tenemos

dy = £, (b ,p, tor ty); K=4-3,...,4
d, = f, (t,, ts, t,) = £, (0, 0, 0),
d, = £, (ts, t,, t) = £, (0, 0, 1),
dy = f, (t,, t,, t) =, (0, 1, 2),
d, =1, (t, te, t.) = £, (1,2, 4),

Para tg = 5 <ty = 6 tenemos

dy =5 (ty, ) byo by k=8-3,...,8
ds = £ (t, t., t5) = £, (2, 4, 5),

dg = 5 (t;, tg, tg) = f5 (4, 5, 6),

d, = £ (tg, ty, t,) = £5 (5, 6, 6),

dg = £ (tg, t,,, t,,) = £5 (6, 6, 6).

Para determinar los puntos sobre la curva B-spline tenemos que usar
la relacién de recurrencia de los B-splines basicos. El algoritmo de de Boor
es otra alternativa que nos permite determinar las coordenadas de un
punto sobre la curva B-spline sin usar los B-splines bédsicos.

Teorema 2.3 (Algoritmo de de Boor)

Sea F' (t) = 3 d, NP (t) una curva B-spline de grado p sobre el vector
1=1
nodo

PSSt <t S <t ) tal que:

k+p+1> * ¢ m+p+1
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Dt <t 1i=1,...,m,

1+p+1’

n)p+1<m.

Parat e [t, t,,,) consideramos la siguiente recurrencia:
d’ (t):=d, i=k-p,...,k

& @r=wd! +Q-whdl ,r=1,...,p, i=k-p+r,...,Kk,

t. =1t
donde wir (t):= { Tprlr

Entonces el valor de la funcién F (t) se determina como:

F(t)=dp (t).

Prueba:

Afirmamos que:

di = fic (bial, -« s tkot, .oy by thal, ., bisper), T=1,...,p, (1)
ﬁ__/

5
donde f es el blossom de F (]Fk es la restriccion de F en el intervalo

I =1[t, tk ) ), satisface (*).
En efecto:
a) Como t, <t,,, tenemos por el teorema 2.2 que:

d; =1, (¢t

i+1° * ° 2 Vitp
f (t1+1’ * 0 Viep/

d?

di=d? , i=k-p+0,..,k
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b)

By (s o oo Bin By oo B by om iy J=
\—v_._/

r
t t-t.
-1 :
£ (t. t,t, .., —— b+ —— ¢, R A
k 1° k» » ¥y -r+1° “k+1° ’ =
i —— ti+p r+1 tl 1 t1+p——r+1 - ti e “ TR
r-1
ot ~t
i+p-r+1
= £ (b oot by b by byt )
k \Vi+10 > Yk ’ i Yk+10 ’ r
bpprs — b . v ’ e
r=1
¥ m fk (ti+1’ v tk » b "’ t, ti+p—r+1’ tk+1’ A ti+p—r)
r-1
(pues f, es afin)
i+p-r+1
— f (RN S SR ORI
i+p-r+1 i N—
r-1
f—i
¥ ti+p—r+1 —t. fk (ti+1’ Tt tk’ L.t tk+1’ T tk+p—r’ ti+p—r+1)
r-1
t —
i+p— -r+l r-1 -1
- g a
1
ti+p—r+1 - t t1+p r+l t
G- a e o aie g
t1+p—r+1 i t1+p~r+1 - t .

Luego obtenemos de (a) y (b):
d =f (£,,...,8,t...,¢ beogssac, ti+p_r) lo que verifica (*).

Por lo tanto: dP= £ (t,...,t) = F @) =F ).
;V‘_._/
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Ejemplo de aplicacién:

4
Sea F (t) =Y d N2 (t) sobre el vector nodo T =(0, 0,0, 1, 2, 2, 2)

1=1

donde: d, = (1,1), d,=(2,3), dy=(4,3), d,=(3.1).

Calculamos F (0,8).

Tenemos: t;=0<0,8<1=t,. Enestecasoes k=3 y p=2.

d=4d, i=k-p,...., k

di=| 1-——|d} + ——— &, k-p+rsisk

L bagrrr = b i+2+1-r ~ Y
dr:= (1—t——ti—w - + b dl,1+r<i<3
L g = b ) A T
r=1
2<1<3

d =02 d +08 d =02(2,3)+0,8(2,3)=(18, 2.6)

d =06d +04d =06(23)+0,4(43)=(28,3.0)

d =02d} +08d} =(26,2.92).

Definicién 2.1 Sea (e} « R una sucesién estrictamente cre-

ciente tal que: a = e; <...<e,,; =b. Una funcién F: [a, b] - R se dice
funcién seccionalmente polinémica de grado p sobre [a, b] respecto a
fe,)k*1 si F (t) es de la forma:

i
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2.8 T | T T

, " F(0.8)
2.6} i
2.4} §

2.2} .

1.8} -

1.6

1.4F .

' Figura 3.

[F,(t) e, <t<e,
Fy(t); e, <t<eg .

dondeF, son funciones
F)=9 polinémicas de grado no mayor
que p

\ F . (t);e <t<e,
Cadae,i=1,...,k+ 1, se conoce como punto de quiebre de F ().

Nota: A las funciones seccionalmente polinémicas también se cono-
cen como spline.

Definicion 2.2 Sea T = (&, < €y <...<@ < ek+1). Definiremos

SF. . ;7 como el espacio vectorial de todas las funciones seccionalmente
17 Tk+1”’

polinémicas de grado p tal que:
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F :[e;, e,,] = R sea (p - u)) - veces continuamente diferenciable en
los puntos de quiebre e, donde i=2,...,k.

Teorema 2.4 (Curry-Schoenberg)

Sea el vectornodo T =(e;,...,€5,...,€,...,€,...,€ . .9,--+;€,;)
" " —
p+1 u, p+1
donde:
1) u, es la multiplicidad del nodo e, tal que u; < p+1dondei=1,...k+ 1,

k
i) m=p+l+3} u.
j=2

Entonces el espacio vectorial Sk: = {}° d, NP/d, € Rl de los B-spline
i=1

de grado p sobre el vector nodo T coincide con Sf, | 1.
17 Tk+17

Prueba: Ver [Duenas '96]

Observacion: Este teorema nos indica que cualquier spline de
grado p, es decir cualquier funcién seccionalmente polinémica de grado p
sobre e; <e,<... <e,,, tal que es v, veces continuamenteene,1=2, ..,
k, puede representarse como un B-spline tnico de grado p sobre el vector
nodo: T =(e},..,e, .., € ..,8, -, € --,€,) donde cada nodo

" " ~
p+l PV, p+l

interior e, aparece con multiplicad u;:=p - v,

Ejemplo:

(t, t*) , t e [0,1]
Sea F (t) = (t, t3) , t e [1,2] un spline de grado 3.
(t,12t-16) , t € (2, 3]

Expresaremos F como un B-spline.
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Vemos: F es una funcién de grado 3 que estd definida sobre
e;=0<e,=1<e;=2<e,= 3 y es continua en t = 1 y es continuamente
diferenciable en t = 2. -

Luego por el teorema 2.4 el vector nodo sera:

=(0,0,0,0,1,...,1,2,...,2,3,3,3,3),

\

3-0 3-1

— (O, O, 0, 07 1, ]—’ 1) 25 2, 33 33 35 3)'

Los puntos de de Boor son:

0=t4<t =1; d—f(t ), s14-3<1i<4,

1+1? 1+2’ 1+3

Pero F, (t)=F I,  =(t,t). Luego su blossom es:

fy (ty, by, ty) = 3 K 3

bty +ty bt ty t3+t2t3]
d, =1, (t,, t;, t,) = £, (0, 0, 0) = (0, 0),

dy = £, (ts, t,, t5) =1, (0,0, 1) = (1/3, 0),

dg = £, (t,, ts, t5) = £, (0, 1, 1) = (2/3, 1/3),

d, =1, (t, te, t) =, (1,1, 1) = (1, 1).

l—t <tg —Zd—f(t £ .),817-3<1<7,

i+1? 1+2’ 1437

PeroF,(t)=F | = (t, t3). Luego su blossom es:

[t t) ~

£+t +tg
f; (6, ty, t5) = [——3— , bty t3]

d, = £, (t, tg, t) = (1, 1)
dy = £ (tg, to, tg) = £, (1, 1, 2) = (4/3, 2)
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dg=£, (b, t, ty) =1, (1,2,2)=(5/3, 4)
d, = £, (tg, tg, t,y) = £, (2, 2, 3) = (7/3, 12).

2=ty<ty=3d=f(t,,t ), si 9-2<i< 9

1+2’ t1+3

PeroFg (t)=F I, | ,=(t, 12t - 16). Luego su blossom es:

9> "10

t1+t2+t3
fg (tl, to, t3)= —3~—'—, 4[t1+t2+t3] - 16

d8 = fg (tg, 105 tll) = fg (2, 3, 3)=(8/3, 16)
dg = fg (tlo, t0 t12) = fg (3,3, 3)=1(3, 20)

9
Entonces F (t) =) d. N? (t).

1=1
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Elaboracion de peliculas
delgadas de silicio amorfo
hidrogenado por glow
discharge DC y su
caracterizacion eléctrica y

optica

Jorge A. Ledn E., Anibal Valera P.(”)

RESUMEN

Uno de los problemas actuales mds importantes en la conversion foto-
voltaica consiste en la reduccion de los costos de fabricacion de las
celdas solares, sin una disminucién apreciable de la eficiencia de con-
version obtenida con silicio monocristalino.

Este trabajo bosqueja un método no tradicional para el crecimiento de
a-Si:H por el plasma DC, que considera una reaccion de descarga
gaseosa del hidrégeno con muestras de silicio policristalino de grado
metalurgico, produciéndose la mixtura Si-H. Este proceso puede ser
considerado como una extension del método PAT de “Vepreck” (Plasma

Associated Transport) [1] el cual involucra grandes dreas de reaccion.

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Peru.




ELABORACION DE PELICULAS DELGADAS DE SILICIO AMORFO HIDROGENADO POR GLOW DISCHARGE
DC Y SU CARACTERIZACION ELECTRICA Y OPTICA.

Se presentan exitosamente algunas modificaciones en el laboratorio de
un equipo de deposicién glow discharge DC.

Se ha determinado el comportamiento de la conductividad eléctrica
como funcién de la temperatura en peliculas de a-Si:H, depositadas a
diferentes temperaturas del substrato. Se presenta resultados sobre los
efectos producidos en la conductividad eléctrica con el tratamiento
térmico (oxidacion) en aire después de la deposicion. Para cada
muestra elaborada se determindé el tipo de conductividad mediante la
respuesta termoeléctrica usando la sonda Seebeck.

Con la espectroscopia optoactstica (PAS) se analizaron las muestras
elaboradas mediante los espectros de absorcion y transmitancia en
donde se comprueba las caracteristicas de un semiconductor amorfo de
absorber predominantemente en la region UV y parte del visible. De
estas mediciones se deduce el gap dptico y ademds las variaciones de
este gap con el tratamiento térmico.

Las muestras elaboradas fueron amorfas, lo cual fue comprobado por
un difractograma de rayos X. Los espesores de las peliculas fueron
medidos por el método gravimétrico. Ademds se determinaron los
componentes quimicos de las peliculas mediante un andlisis por la

técnica de Espectroscopia Eelctrénica Auger.

Introducecién

El silicio es el material fundamental en la tecnologia de dispositivos
electrénicos. Durante 40 afios ha sido objeto de un gran nimero de estu-
dios cientificos y técnicos. En ese sentido, el silicio monocristalino puede
considerarse un cristal “bien conocido” y puede decirse que uno de los
factores mds importante que determinaron el desarrollo- explosivo de la
industria microelectrénica es justamente la buena compresién fisica del
material.

Por el contrario, el silicio amorfo (Si-a) solo se ha comenzado a estu-
diar intensivamente durante los ultimos afos. El conocimiento de sus
propiedades fisicas se encuentra limitado por un lado por la relativa pre-
cariedad de los modelos que explican las propiedades de los sistemas amor-
fos en general, y por otro lado, por la relativamente pequeria cantidad de
informacién experimental, que se obtiene en forma intensiva desde hace
solo algunos afios, en comparacién con la gran variedad de configuraciones
estructurales que se derivan de los distintos métodos de preparacion.

La incorporciéon de hidrégeno en el Si-a permite modificar sus
propiedades opticas y electrénicas. Como ejemplo, la conductividad a tem-
peratura ambiente del (Si-a: H) puede ser cambiado por ~5 o6rdenes de
magnitud segin la concentracion de hidrégeno [2]. El ancho de la banda
prohibida también puede cambiar entre ~ 1,2 eV y ~ 1,9 €V con la hidroge-
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nacién [3]). Esto significa que la incorporacién de hidrégeno modifica el
borde de absorcién éptica, de modo que el material puede considerarse en
condiciones tales que su transmitancia resulta alternativamente alta o
baja en el rango del espectro visible e infrarrojo cercano.

Ademas el hidrégeno permite modificar la densidad de estados locali-
zados en la banda prohibida, lo que varia fuertemente los tiempos de re-
combinacién electronica. Esto convierte al Si-a:H en un material
extremadamente versatil en cuanto a sus aplicaciones electrénicas in-
cluyendo las celdas fotovoltaicas, pero como contrapartida, incrementa las
dificultades tanto experimentales como teéricas de su estudio.

Las celdas solares de capa fina a-Si-H representan un nuevo tipo de
peliculas cuyas conversiones fotovoltaicas estdan entre ~6-8% que han sido
obtenidos de este material sumamente desordenado por tener una gran
resistividad y una movilidad por portadores relativamente baja, mientras
que las celdas monocristalinas han exhibido una alta eficiencia de conver-
sion hasta obtener 19%. '

En el presente trabajo se reportan medidas de la conductividad elec-
tronica como funcién de la temperatura en peliculas de a-Si:H por glow
discharge DC depositadas sobre substratos de vidrio y los efectos produci-
dos con los distintos tratamientos térmicos en aire y en vacio. Usando la
representacién de Tauc, para determinar el gap 6ptico, se midieron los
espectros de absorcién en el rango de 400 - 2000 nm y la variacién pro-
ducida con el tratamiento térmico en aire.

Fundamentos generales sobre los
semiconductores amorfos

Para comprender las técnicas, se hace necesario tener en cuenta que
los semiconductores amorfos estdn tetraedricamente ordenados, bdsi-
camente en el Si y Ge.

En los semiconductores amorfos aunque no tienen orden en cuanto a
largo alcance, por la quiebra en su estructura, sin embargo se observa un
alto grado de orden de corto alcance debido a enlaces quimicos (Si-H);
(H-H); (Si-Si) [4].

En los semiconductores amorfos aparecen nuevas estructuras debido
al desorden, enlaces débiles y pendientes. Los enlaces mencionados fun-
cionan como centros de dispersion o captura de portadores (electrones).
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Se introduce hidrégeno en los semiconductores amorfos para dis-
minuir los enlaces débiles y pendientes y por lo tanto para conseguir una
mejora en las propiedades de material a estudiar.
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Figura 1. Densidad de estados de un semiconductor.
a) Cristalino y b) Amorfo

La densidad de estados en los semiconductores amorfos presenta
diferencias considerables en relacién a los semiconductores cristalinos.
Continuan existiendo bandas de estados separados por una regién de
estados localizados, definiendo un gap de movilidad (ver Fig. 1).

Las medidas 6pticas constituyen el medio mas importante para de-
terminar las estructuras de las bandas de los semiconductores. Un fotén
induce transiciones electrénicas que pueden ocurrir entre diferentes ban-
das, el cual conduce a la determinacién del gap de energia Eg.

En los semiconductores amorfos hay tres tipos posibles de mecanis-
mos de conduccién. Su contribucién relativa a la conductividad total de-
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pende de la temperatura. A temperaturas muy bajas, la conduccién puede
ocurrir por saltos entre los estados localizados cerca del nivel de Fermi,
denominada conductividad por saltos en rango variable (Variable range
hopping); a temperaturas méds altas los portadores son excitados a través
del borde de movilidad en estados extendidos. La contribucién de los
estados extendidos a la conductividad es siempre dominante, cuando hay
un numero suficiente de electrones en estos estados.

Preparacién de las peliculas

La figura 2 esquematiza la etapa experimental del sistema de deposi-
cion glow discharge, DC reactivo. Entre los electrodos de alto voltaje en que
esta colocado el material silicio (cdtodo), por la activacién de la descarga
gaseosa del hidrégeno, el plasma ataca las muestras del silicio y produce
entre otros compuestos el silano (SiH4) que se recombina en el substrato
caliente situado en la placa superior (dnodo) formandose la capa delgada de
a-Si:H. La calidad de las peliculas y el tiempo de formacién depende fuerte-
mente de la temperatura, presién y polaridad del alto voltaje DC. [5].

Las condiciones de trabajo tipicas estdn resumidas en la tabla 1.

Tabla 1
Presion | Corriente de | Alto voltaje |Temperatura | Tiempo de | Espesores de
(torr) polarizacion (voltios) del substrato | deposiciéon la muestra
(mA) °C) (horas) (tm)
1,0 31 ~900 110 30 0,11y 0,118
1,0 31 ~900 200 50 0,202
1,0 50 ~1068 200 55 0,38y 0,42
1,0 55 ~1080 220 80 0,79 y 0,86

Bajo estas condiciones se encontré el tipo de conductividad (efecto
Seebeck) obteniéndose los siguientes resultados: 0,38 um (tipo -n), 0,42 pm
(tipo -p), 0,79 pm (tipo -p), y 0,86 um (tipo -p). Con el objeto de analizar la
amorficidad de las peliculas, se utilizé el andlisis por difractometria de
rayos X. Se realizaron los tratamientos térmicos en aire para las muestras
de 0,42 um y 0,38 um, que se elaboraron bajo las mismas condiciones, una
para mediciones de conductividad eléctrica y la otra para la determinacién
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del gap 6ptico, ademds un tratamiento térmico en vacio a 500°C para la
muestra de e = 0,86 um. Se averiguaron ademas el tipo de conductividad de
estas muestras con tratamientos térmicos. El estudio de la composicién de
las muestras elaboradas se realizaron mediante un andlisis quimico de la
pelicula de e = 0,86 um, por la Espectroscopia Electrénica Auger, resul-
tando que contenia gran proporcién de silicio y una pequena proporcién de
hidrégeno, ademaés de carbén y oxigeno.

Nota: Para las peliculas de 0,11; 0,118; 0,202 pum, no se obtuvieron
resultados satisfactorios.

Lampana

de vidrio
/ Resistencia de grafito
Substrato\

1
Plasma
a8 | (PO
1\ Silicio pohcr%

&)
N

V-1 [e.50]
: Termocupla -_
! L =
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= ]
p ; k\ 5K
FooooIIo DE— ¢ N200)
- \ ‘/\/\/\/\/\/\/\_I'—M =
Pgoo - =
s / < Fuente de
Medidor de presién (J L Bomba de vaclo tension
Balén con J V-3
hidrégeno 6 » 6

Figura 2. Sistema de glow discharge DC reactivo.

Caracterizacion eléctrica y optica

Medidas de conductividad eléctrica

Basicamente con las muestras elaboradas se estudi6 el compor-
tamiento de su conductividad en el oscuro en funcién de la temperatura en
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el rango comprendido entre 300 - 443°K para la muestra de e = 0,42 um
(tipo p). Se observa un comportamiento semiconductor. El1 aumento de la
conductividad eléctrica se afecta debido a los distintos tratamientos en
contacto con la atmoésfera, fig. 3. Se obtuvieron dos zonas de linealidad del
grafico Ln o vs /T en la cual la conductividad en cada zona se rige por la
expresion:

c=oc, e W/KT

donde W es la energia de activacién y o, el factor pre-exponencial. La
tabla 2 resume los resultados obtenidos de W y o, a partir de una re-
gresion lineal del grafico Ln o vs I/T.

Tabla 2

Pelicula SIN - T.T T.T T.T

e =0,42 pm i} 250 - 300°C | 350 - 400°C | 450-500°
REGION 1

W1 (eV) 0,392 0,432 042 | e

oo1 (@ Leml)| 212x10M | 287x100 | 408x1010 |

REGION 2 Wa (eV) . 0,714 0,682 0,71 0,742
oz (O em)| 286x107 | 687x107 | 292x107 |1,16x10°

T.T.: Tratamiento térmico en aire.

Para la muestra de e = 0,86 um, que después de un tratamiento
térmico en vacio a 500°C, presenta conductividad tipo n, los valores de W y
oo fueron:

W, = 0,443 eV Gy = 2,65 x 1019 Q7 em?
W, = 0,708 eV g = 7,87 x 10° Ot cm™?

Medidas de absorciéon optica

Mediante la espectroscopia optoaciistica (OA) se obtuvieron los espec-
tros de absorcién y transmitancia en el rango de 400 - 2000 nm (fig. 4 y fig.
5). El espectro de absorcién para la pelicula de e = 0,38 um, que fue
preparada bajo las mismas condiciones que la pelicula de e = 0,42 pm,
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Figura 3 Conductividad vs el inverso de la temperatura para la muestra de e = 0,42 um (Ts =
200°C) con distintos T.T en aire, comparado con la muestra gde e = 0,86 um que tiene T.T. en
vacio a 500°C.

confirma la tendencia semiconductora de absorber més en la UV cercano y
parte del visible. El borde de absorcion éptica obedece la ley de Tauc.

B 2
o= v (hV—Eg)

con

Eg=1,148 eV
B = 395,962 eV'!cem'!

El tratamiento térmico (oxidacién) a 500°C en aire modifica ligera-
mente al gap 6ptico desplazdndose hacia valores menores: Eg, = 1,048 eV, y
B = 156,325 eV?!emt.
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Figura 4. Comparacion de los espectros de absorcion OA de la pelicula de e

tratamiento térmico (grafico superior) y con T.T. en aire a 500°C (gréfico inferior).
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Figura 5. Espectro de transmitancia dptica de la pelicula de e
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Conclusiones

Los resultados experimentales obtenidos en este trabajo indican una
clara viabilidad del mecanismo del Plasma Associated Transport en la
elaboracién de semiconductores amorfos. Se ha pretendido arrojar luz so-
bre algunas propiedades del silicio amorfo hidrogenado preparado por glow
discharge DC cuando los substratos son colocados en el dnodo. Fundamen-
talmente se estudi6 la conductividad eléctrica en oscuro, donde se observa
un comportamiento lineal para Ln ¢ vs 1/ T que implica un compor-
tamiento activado [6]. La conductividad crece cuando la muestra tiene
tratamiento térmico (oxidacién).

Mediante la caracterizacién optoacustica de absorcién de la muestra
se comprueba que fueron semiconductoras amorfas [7]. Esta caracteristica
fue ratificada mediante el espectro de transmitancia éptica. El valor del
gap 6ptico extrapolado, usando la representacién de Tauc, disminuye con el
tratamiento térmico (oxidacién). Las peliculas obtenidas en este trabajo, no
son aun de la calidad deseada para poder dar una aplicacién en la fabrica-
cién de celdas solares, pero podemos mejorar la calidad de las muestras
modificando el procedimiento experimental, tratando de lograr condiciones
6ptimas de trabajo.
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Modelo post-mewtoniano
de la radiacion
cuadrupolar de un
sistema binario

Jorge Alcantara Gavidia y Armando Bernuil”

RESUMEN

Se desarrolla una aproximacion post-newtoniana (APN) del tensor mo-
mento cuadrupolar de la distribucion de masa de un sistema
binario, usando la aproximacion de campo débil de las ecuaciones de
Einstein. Para aplicar la APN se asume que las orbitas
elipticas cerradas se contraen “instantaneamente” al final de cada
periodo. Las formulas obtenidas son validas para un observador
bastante alejado del sistema binario de cuerpos cuyos tamanos,
ademds, deben ser pequerios comparados con su separacion, ya que
aqui se asumen masas puntuales.

ABSTRACT

A post-newtonian approach (APN) of the quadrupole moment
tensor of the mass distribution for a binary system in terms of the weak-
field approach of Ewnstein’s equations, 1s developed. For
applying the APN, bound elliptical orbits, which shrink
“instantancously” at the end of each period, are assumed. The
obtained formulae are valid for observers that are quite distant from
the binary system of bodies, whose sizes are small compared with their
separation, since point masses are assumed here.

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Peru.
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Introduccion

Segun la Teoria de la Relatividad de Einstein, una masa orbitando
alrededor de otra (sistema binario) debe irradiar energia en forma de ondas
gravitacionales [5]. Esta pérdida de energia se refleja en una reduccién
uniforme y lenta del periodo orbital de dicha masa. P. C. Peters y J.
Mathews (1963) obtuvieron las primeras férmulas que daban cuenta del
fenémeno, de alli en adelante muchos otros han continuado la labor.. Sin
embargo, no es hasta 1974 que se pueden someter a prueba las conclusio-
nes de dichos trabajos, cuando se descubre un sistema binario ficil de
estudiar: el pulsar PSR 1913 + 16. La designacién indica que se trata de
un pulsar radioemisor situado en los mapas astronémicos a la ascencién
recta de 19 horas 13 minutos y a la declinacién de + 16 grados. De esta
manera el pulsar binario se encuentra en la constelacién de El Aguila.

En este articulo utilizamos la APN de primer orden (o Newtoniana-
Relativista) e inesperadamente obtenemos resultados casi iguales (0,46%
de diferencia) a los de Peters [3]. Sin embargo, nuestro trabajo difiere
sustancialmente del de Peters, ya que: (a) nuestros calculos se basan en la
APN, esto es, el tensor momento cuadrupolar (véase (35)) se define rela-
tivisticamente, mientras que Peters usa una relacién pre-relativista, y (b)
la definicién de luminosidad es diferente (compéarese (32) con (65)). En
nuestros calculos numéricos utilizamos el PSR 1913 + 16 porque cono-
cemos sus pardmetros medidos desde 1975 por Hulse y Taylor [6]. En ese
ano su periodo orbital era de 7 horas 45 minutos 7 segundos (27907 segun-
dos 6 8,3721 x 102 metros), su semieje mayor era aproximadamente 2,81
radios solares, su excentricidad 0,617 y ambas estrellas tenian masas
aproximadamente iguales a 1,43 masas solares (2,1 km). Ademés la
variacion de su periodo orbital por unidad de tiempo observado por Taylor
y Weisberg en 1975 resulté -2,422 x 102, En este trabajo utilizamos las
unidades en las cuales¢c = G = 1.

Fuerzas centrales

Segun la mecédnica cldsica una masa m sometida a una fuerza central
conserva su momentum angular

A = e S —>d—z
N=r x F=(0 x er)F(r)=0=—CE,

- 9
L = cte, mr°0=1 (1)
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Asi, la ecuacién diferencial de su movimiento es:

mr-mro®=F (r), (2)
0
2
d l;:—u— ;nzF(l/u), u,=*1~. (3)
do L%u r

Para una interaccién del tipo gravitacional se tiene:

1 mK
S =2 + A cos(0 - 0,),

u=

2 12
A= \/ m° K . 2mE

T 12 K=-Mm. (4)

La ecuacién orbital de la masa m (denominado movimiento keple-
riano) es':

2
a(l-¢%
F g ———— (5)
! 1+¢ecos0

Figura 1. Problema de los dos cuerpos.

' aesel semieje mayory . la excentricidad de la elipse.
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Las relaciones de los pardmetros obtenidos a partir de (4) y (5) son:

K
a= oF ’ (6)
L% = - Kma (1 - £2). (7)

El problema de los dos cuerpos en
mecanica newtoniana

Si dos cuerpos M y m (ver fig. 1) estdn sometidos a las fuerzas de
interacciéon gravitacional F1 y Fo tendremos:

2r
- ] >
F1 17;, m 072 = F,
(8)
w b7
dt2 - 2

De la figura 1, observamos que:

= _ r_f— ’3, }—g mﬁﬁLMr_ﬁ

T m+M @)

Después de algunos calculos algebraicos se obtiene

2—)

d°R 2
(M +m) W: 0, (10)
d*r =
Mm EQ-: (M +m) F1. (11)
Entonces
2 >
u d_zf = F1. (12)
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donde

_ _Mm
HE Maim ol

Asi, el movimiento de la masa m es visto por la masa M como si la
masa m orbitase a su alrededor con masa p (llamada masa reducida) y
estuviera sometida sé6lo al potencial central debido a M.

Radiacién gravitacional

Las ecuaciones del campo gravitacional (conocidas como ecuaciones
de Einstein), son:

GoP = 8 TP, (14)

Estas satisfacen las identidades de Bianchi (que encierran las leyes
de conservacién local de energia y momentum):

G*Pig=0, (15)

donde ; representa la derivada covariante. El tensor energia-momentum
para nuestro sistema binario viene dado por:

™V=pU*UY, (16)
donde
_)
U - (1,0,0,0) (17)
En la aproximacién de campo débil,

gap= Nap + Nap, (18)

con
lhapl <1 y (Map) = diag(-1,1,1, 1) (19)

Conviene definir:

peb = pob _ é— n®P kY hyy (20)
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asi, las ecuaciones de Einstein (14) en esta aproximacién se convierten en

[2]:
O APY= —16 1 (T*Y + "), (21)

donde #*" son los componentes del pseudotensor energia-momentum para el
campo gravitacional y resultan del cambio de derivada covariante en (14) a
derivada parcial en (21). Las ecuaciones de Einstein (21) implican:

™Y+, =0, (22)

donde , representa la derivada parcial con respecto a x¥. Es importante
notar que estas ecuaciones incluyen derivadas parciales en vez de deri-
vadas covariantes - hecho que permite la aplicacién de la ley de Gauss - y
que t"" dependen para su definicién y existencia de la eleccién de las
coordenadas; es decir, no son componentes de un tensor (y como tal inde-
pendientes de un sistema de coordenadas).

Las ecuaciones de Einstein (21) son equivalentes a las ecuaciones
integrales :

_ : RV guv

MY (@, 4= j AT lx*_tx ,I]’e‘ d3 x', (23)

todo el

espacio

donde
le —x'l = [ (o —a/ )2 1172,
J

(24)

d3x' = dxl dx? dx?¥

y el subindice “ret” significa que la cantidad debe ser evaluada en un punto
retardado del espaciotiempo

t=t-lx-x'1, ")

Si el origen de coordenadas esta dentro de la fuente, podemos definir
(ver fig. 2): (a) La fuente material (regién de tamafio R, donde T"V = 0);
(b) La fuente gravitacional (regién de tamaro L, donde t* " contribuye signi-
ficativamente en la integral (23)); (c) La zona cercana (regién comprendida
entre R y A/2n [longitud de onda reducida de la radiacién gravitacional]); y
(d) La zona de radiacién (regién lejana de A/2n). Para sistemas de
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“Fuente gravitacional” z
[Region de tamafio L, 4
donde t,, contribuye
significativamente en
la integral (23)] 14
/
W
Fuente material L 2n
[Regidén de tamano y /
R, donde Tu = 0] >y
Zona
cercana
(r<<A/2n)
X Zona de radiacién (r>>x/2x)

Figura 2. Fuente de movimiento lento irradiando ondas gravitacionales. El origen de coordenadas
esta localizado dentro de la fuente.

movimiento lento, las tinicas contribuciones significativas en las integrales
retardadas (23) vienen del interior de la zona cercana (regién de
tamano L ~ R « ./2n). Podemos entonces prestar atencién a los puntos de
observacién ¥ (j = 1, 2, 3) alejados de la regién fuente, es decir

Ixl= r»L>1x'I,

y luego expandir (23) en potencias de x'/r:

R (2, ) = % fimes@—r,xyw vt -r oo
(25)

2ny
+ O{ n?x ,{xJ [TRY (@ —r,x) +"Y (¢ -1, x")] d3x’}

r2

De los diez componentes de Ah"", sélo los seis espaciales son de in-
p ) A
terés ya que unicamente ellos interesan en la calibracién TT [5].

Utilizando (22) obtenemos:

) . 2 gk
Jk k 3 _l d”F
[ @ +t) dox= 3 o (26)
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donde
PE@y= [17%0 (¢, )+ 6% (¢, 0] o/ ok 0P x, (27)
relaciones conocidas como el teorema del virial tensorial [1].
Luego, usando (25) (para los componentes espaciales):
—h 2 ik
h" (¢, x) = = I7% (). (28)
Definiendo
, (29)

— 1
Zjr= Lip - 3 Sip I'1,

Eij (?)) denominado tensor momento cuadrupolar reducido o sin

E, =
J —_.
traza, podemos expresar los /¥ de (28) como (en la calibracién TT):
— — 1 .
T _ 3 TT_ L = _ =
h xx h »w  or [“xx “‘yy]
(30)
RTT=2 g
xy r xy

Luego, para érbitas cerradas la variacién de la energia del sistema
por unidad de tiempo (llamada luminosidad del sistema), promediada en

un periodo, es [2]:

dE. 2 0hT op™
Lol N 3
<dt ) 32713'[( ot ot it (31)
y luego de algunas simplificaciones:
dE I = =if
(7 =5 (5 =% (32)

Similarmente, la variacién del momentum angular en la direccién j,
promediada en un periodo, resulta [2]:

<d7?>=—-‘;i ¥ (21 (33)
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Aproximacién post-newtoniana

Ahora consideramos una fuente para la cual la gravedad contribuye
s6lo en una pequeina fraccién de la energia total (denominada nearly
Newtonian source) [2]:

90 _ M2/R? ~ M/R) T « T (34)

luego,
% @y= | % (¢, %)+ <" &3, (35)

donde T% = p de acuerdo a (16) y (17); y p es la densidad de masa-energia
del sistema. Asi, la integral (35) es lo que se conoce como el tensor mo-
mento cuadrupolar de la distribucion de masa. En nuestro caso, para
describir el movimiento newtoniano (i.e. lento) de una particula de masa en
reposo 1, tendremos: p (t, x) = ud (x - X(t)), donde X(t) es la trayectoria de la
masa .

Vamos a considerar al sistema binario contenido en el plano xy (de
ese modo, el momentum angular tiene la direccién del eje z) describiendo
6rbitas elipticas cerradas que van a reducirse inmediatamente después de
completar un periodo orbital. Esto lo hacemos para manejar facilmente el
tensor momento cuadrupolar de la distribucién de masa I*. Ademas, du-
rante el proceso de célculo tendremos en cuenta los resultados cldsicos: es
decir, el sistema binario puede ser descrito como si tuviéramos solamente
una masa p (i.e. la masa reducida) sometida a una fuerza central, cuyo
momentum angular se conserva y es directamente proporcional a ella (ver
(1)). En coordenadas polares (r, 8) las variables cartesianas son:

x =r(t) cosO(t), y = r(t) senB(t). (36)
Ademds sabemos que la conservacién del momentum angular apli-
cado a p implica que:

o= L - (37)

Utilizando las ecuaciones (37) y (5) tenemos parar:

,‘. _ gL sen® (38)

na(1-¢%
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Usando T% = p = 8 (x - r cos0) & (y -r sen®) en (35), obtenemos:

Lo = ur2cod o, (39)
Iey=p r2 cos 0 sen 0, (40)
Iyy= pr?sen?o. (41)
Luego, usando (29),

2 2

B = % + % 0526, (42)
2

Exy = Ezr—senZO, (43)

2 . 2
Eyy = }% - % co0s26, (44)

derivando (42, (43) y (44) con respecto al tiempo tendremos:

e L r sen® e L r cos 20 semd

Sy = 5t > — L sen20, (45)
3a (1 —¢%) a(l-¢%
) L 0
Exy = 8—~Lezn sen 20 + L cos 20, (46)
a(l-¢g%

L7 2
er.senB _ gL rcos Osen 0 + L sen 26, (47)

) 3a(1—82) a(1—82)

La segunda derivada de ellos nos da:

e L (e + cosO] + e L2
€
pa? (1 -g?)?

—
—

—x 3na? (-2

[e c0s20 + cosO cos20 -2 send sen20 -

1 - cos 49] ~ 2 L% c0s20

2
(1 +¢ecosB) (48)
2 na®(1-g%?

€
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2
= T3 (Ii 222 [e2sen20 — 3 €cosd sen20+2¢ send cos20 +
}'l —

—
o

2
%— sendd — 2 sen20 — 2 €2 cos® 0 sen 201, (49)

L? 9 IA
= = : ;8+CO2)2 - 28 55 [e c0s20 + cosOcos 20 — 2sen20senb —
Yo 3ua“(1-¢9 pa“(l-¢g%

2 L2 cos20
pa® (1 -e??

g— (1 —cos 40)] + (1 + ¢ cos0)>. (50)

Finalmente, la tercera derivada seré:

®a 0) '
e 2( 4+800821 [~£sen8—esenﬁ coL0 + 4¢e sen20 cosb + 4 sen20],
u?a* (1-¢% 3

—
-

(561)

L® (1+¢ cos’ﬂ)2

—

Epy = [ —4cos20 — e senB sen20 -4 ¢ cosO cos20], (52)
*y “2 o 1- 82)4
L 9)>
Eyy = 2( 4+ = 002 1 [— = send + £ senf cos20 — 4e sen20 cod — 4sen20).
wat(a-etHt 3
(53)
No es dificil demostrar que:
5y EY= @) + 2 Ew)® + 227 (54)

Asi, reemplazando (51), (52) y (53) en (54) para obtener = j; =8 g
funcién de g, 6, p y L:

= LS (1 +eco®)? 154 o 134

2
g + £“coL0 + 64 gcosh +32]. (55)
CaB1-c2f 9 9
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Calculemos ahora

(zj =Y = % [ @y 29y (56)
0
donde el periodo T viene dado por:
2p 9 2.1/2 ;
Tzfna (1-¢%""°. (57)
Asi, usando (55) en (56):
R 32}1 (m+M) 437 &2 221 4
=z Uy _

(2j=")= a® (1 - )72 1+ 144 © " 576 ° =) _(58)

Reemplazando (58) en (32) obtenemos:

<d_E>__ 32 p 2 (m +M)° 1+ 437 o 221 4
dt 5 G512 144 © 7 576

)- (59)

Por otro lado, después de algunos calculos algebraicos, obtene-
mos (x° = z):

2 (4 MYD/2 7,
/2 - (1+88). (60)

Reemplazando (60) en (33) obtenemos:

<_>__Q u2 (m + MY
dt’ 5 a2 (1= 2>

(1+ 37“ £2) (61)

<de/dt> y <da/dt> los obtenemos a partir de (6), (7), (59) y (61):

ae 182 u(m+M) € 145 o
<dzf> 9 ot -¢H? (L+ 364 £ (62)

da . 64 p(m+M)> 437 o 221 4
Cat’= s gaoyr Mt e f) Y
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Figura 3. Variacion del periodo orbital del sistema binario respecto al trempo en la Tierra. Los
numeros en el eje de las ordenadas indican aquellos que irian entre los parentesis.

Y finalmente, a partir de (57) obtenemos:

192 7 (m + M)>'? 437 o 221 4

<_ = - U+744 & 5768

5052 (1 - 62)7/2 ) fod)

Resultados

Utilizando el método de Euler se resuelven las ecuaciones diferen-
ciales (59), (62), (63) y (64) (esto se hizo usando Turbo Pascal 7.0). Los
parametros empleados fueron los del pulsar PSR 1913 + 16 medidos en
1975. La figura 3 muestra el periodo orbital T en funcién de la variable
tiempo t: es evidente la reduccién del periodo orbital respecto al tiempo. El
resultado es que este periodo decrece a razén de 7,6 x 107 segundos por afio
aproximadamente.

Conclusiones

Los resultados (59), (62), (63) y (64) son similares a los obtenidos por
P.C. Peters (1964), quien usé para la luminosidad del sistema, la relacion

siguiente:
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3

(B, 1 dlj &l 1 d® I d31J;,-> -
dt " 5 g3 @ 3 g g

En cambio nosotros usamos la relacién (32), y se puede observar que
no son equivalentes.
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Reduccion quimica del
niquel a partir de
complejos de citrato por la
tecnica “electroless™

Adolfo La Rosa Toro G.; Aida Torres R., Angela Medina B. ("

RESUMEN

La obtencién de peliculas metdlicas de niquel sobre substratos
conductores y no conductores a través de sistemas de reduccion
quimica, originalmente llamada “Electroless plating” ofrece enormes
ventajas frente al sistema tradicional de electrodeposicion. El sistema
puede ser aplicado directamente sobre substratos pldsticos, como la
resina poliester, asi como sobre metales que no formen par galvdnico
con la solucion.

El resultado es la formacién de una pelicula de aleacion amorfa de
niquel-fésforo lograda por reduccién autocatalitica controlada de los
cationes niquel (II) en la superficie del substrato previamente activado,
para el cual se utiliza como reductor aniones de hipofosfito [H2PO2] en
medio acuoso.

El recubrimiento sin electriciad (Electroless) es de espesor uniforme
sobre todas las dreas de la parte sélida, con independencia de su forma
o geometria. Ademds, en el caso del niquel, el producto es una aleacion

() Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Peru.
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amorfa del metal con fosforo, exhibiendo usualmente una resistencia
mds alta a la corrosién y capaz de ser endurecida posteriormente por
tratamiento térmico.

En la mayoria de los casos el niquel es depositado mediante
reduccion quimica con hipofosfito de sodio, pero la técnica no es
limitante, otros sistemas pueden usar reductores como hidrazina,
borohidruro de sodio, etc. Sin embargo, se ha obtenido mejores
resultados comparativos con el hipofosfito debido a su mayor
fuerza reductora.

Fundamentos del proceso de reduccién quimica de
niquel sin corriente “electroless plating nickel”

Mecanismo de la reaccion e implicancias quimicas
Muchos mecanismos han sido propuestos para explicar la reaccién
quimica que acontece en el proceso. El mds aceptado, es el mecanismo que

involucra las siguientes ecuaciones:

Catalizador

[H,PO,] + H,0, H* + [HPO,I? + 2H_ ... Ec. (1)
Ni*? 4+ 2H oo Ni® + 2H* Ec. (2)
[(HyPOoJ + H ,atizader —— HoO + OH + P Ec. (3)
[H,PO,] + H,0,, H* + [HPO,]™® + Hy,, Ec. (4)

Las implicancias quimicas de las reacciones se pueden resumir en lo
siguiente (3): '

(a) En presencia de una superficie catalitica y suficiente energia, los 1ones
hipofosfito, son oxidados a ortofosfito. Una porcién del hidrogeno liberado
es absorbido en la superficie metalica.

(b) El catién Ni(Il) en la interfase es reducido por el hidrdgeno activado.

(c) Simultaneamente, el hidrégeno absorbido reduce una cantidad pequena de
hipofosfito en la superficie catalitica a las especies (OH)", P y agua.

(d) Mucho del hipofosfito presente es cataliticamente oxidado a ortofosfito e
hidrégeno gaseoso, independientemente de la deposicion de niquel y fésforo
causando una baja en la eficiencia de la reaccidn.
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Composicion de la solucion y caracteristicas:
Las soluciones de electroless niquel contienen:

a) Una sal proveedora de 1ones niquel: por ejemplo cloruro de niquel y sulfato
de niquel.

b) Un agente reductor, que proveera electrones para la reduccién del niquel.
Por ejemplo: Hipofosfito de sodio, hidrazina, borohidruro de sodio, etc.

c) Agenteacomplejante (quelatante), quien controlara el niquel libre disponible
para la reacciéon. Por ejemplo: citrato de sodtio.

d) Aceleradores, para incrementar la velocidad de deposicion metalica.

e) Inhibidores o estabilizadores ayudan al control de la reduccién.

Este recubrimiento se espera uniforme sobre todas las dreas de la
parte sélida, con independencia de su forma o geometria; no se observa el
efecto de curvas equipotenciales.

Las ventajas que presenta esta técnica son las siguientes (1):

- Buena resistencia a la corrosion y al uso.
- Excelente uniformidad.
- Soldabilidad y brasalidad.

- Bajo costo en mano de obra y equipos.

Limitaciones:

- Costo quimico alto.
- Quebradizo.

- Baja velocidad de deposiciéon, comparado con el método electrolitico.
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Parte experimental

Diagrama del procedimiento

1. Sustrato

2. Sustrato mordentado

3. Sustrato neutralizado

4. Sustrato pre-activado

5. Superficie activada

6. Sustrato niquelado

Descripcion del procedimiento experimental

PREPARACION Y ACTIVACION DE LA SUPERFICIE DEL SUSTRATO

El procedimiento experimental seguido en el laboratorio, para la
preparacion de la superficie se resume en los siguientes pasos:

Desengrase:

Las impregnaciones de grasas se removerdn por inmersién en una
solucién alcalina constituida de las siguientes sales:

Na,CO,  25g/l

Na,PO, 25 g/l

Temperatura de inmersién: 50-70°C
Tiempo de inmersién: 2 minutos

58



REDUCCION QUIMICA DEL NIQUEL A PARTIR DE COMPLEJOS DE CITRATO POR LA TECNICA
“ELECTROLESS”™

Mordentado:

Se utiliza dcidos oxidantes los cuales producen microporosidades so-
bre la superficie, ese paso es esencial en el caso de los pldasticos. Los poros
aseguran el anclaje del metal depositado sobre el sustrato.

La solucién utilizada consiste en:

Acido sulfirico 350 g/l
Acido crémico 180 g/l
Temperatura: 50-70°C

Tiempo de tratamiento: 3-10 min.

Sin embargo en vista del bajo resultado en la adherencia del niquel
se opté por efectuar el tratamiento a temperaturas mas elevadas, aproxi-
madamente a 95°C.

Las soluciones basadas en dcido crémico son particularmente impor-
tantes por ser efectivas en plasticos ABS, pero también polietileno,
polipropileno, PVC, poliéster y otros polimeros comunes.

Neutralizado:

Después del mordentado y enjuagado con abundante agua destilada,
se debe neutralizar y remover los iones Cr(VI) residuales de la superficie
del sustrato por ser este interferente para el tratamiento catalitico sub-
siguiente, las soluciones utilizadas son tipicamente acidos o béasicas dilui-
das muchas veces, contienen agentes acomplejantes y reductores. La
solucién empleada fue el bisulfito de sodio al 2%, una segunda prueba se
realizé con solucién reductora de hipofosfito de sodio, se operé a condicio-
nes ambientales, la bibliografia sin embargo recomienda temperaturas de
40°C por uno o dos minutos.

Activacion catalitica

La activacién de la superficie se realiza por inmersién del sustrato en
solucién dcida de cloruro de estano y paladio, mediante este método es
posible “sembrar” particulas discretas de Pd; en este proceso los iones Sn?*
reducirdn a los iones Pd?" en forma homogénea en toda la superficie en
contacto y en cantidades discretas, sin embargo, frecuentemente se usan
complejos de Sn/Pd en soluciones y coloides estabilizados por el exceso de
cloruro estannoso.
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El proceso de activacién se efectué también con solucion de plata
amoniacal [Ag(NH3)2]". Proporcionando escasos resultados en la deposicién
de niquel. ' '

La cantidad de iones cloruros en la solucién es critico y debe estable-
cerse un mecanismo de control, durante la inmersién, los coloides Sn/Pd
son adsorbidos por la superficie del sustrato, después de enjuagados los
nucleos metdlicos de Pd, estdn rodeados por moléculas de hidréxido de
estano hidrolizadas.

Se utiliz6 soluciones con las siguientes composiciones:

Solucioén 1: Solucidén de cloruro de estano (II)

Clorure de estano .o mmsesssssssss 10 g/t
Acido clorhidrico (12N)................ 40 ml/l
Solucién de cloruro de paladio.... 0,2 gl

Solucion 2:

Cloruro de paladio ....................... 1 gh
acido clorhidrico (12N) .....u.......... 40 ml/N

Aceleracion

Con la etapa de activacién se requiere una rdpida remocién de los
hidréxidos de estafio de la superficie para dejar expuestos los nicleos de
Pd. Esta etapa denominada aceleracién consiste en la inmersién del sus-
trato previamente activado en HCI diluido al 1%, el acido reacciona con el
hidréxido de estano insoluble formando estafios solubles y cloruro de
estano. Después de un exhaustivo enjuagado con agua destilada la superfi-
cie estd libre de sales de estafio. Este tratamiento se efectua a 50°C por
30-60 seg.

REDUCCION QUIMICA DE NIQUEL (ELECTROLESS)

Soluciones “electroless” utilizados:

Solucion 1:

NiCly coviiiiiiiiiicrceccc 30,0 g/l
Citrato de sodio ......ccoevvvvveveeenennn... 22,5 g/l
Hidrazina.......cooocevvevvieiiiecieneenn, 5,0 g/l
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Solucion 2:

NiSO,

------------------------------------------

53z 0 S

Hipofosfito sodio ......ceevvvervreennnes
Citrato de s0dio.......ccoeeereeeeeennnne.

Solucioén 3:

NiCl,.

.........................................

------------------------------------------

535 70 S

Hipofosfito sodio.......eeevuveeueenennen.
Citrato de sodio.....cceceveveniernnennnnn.

Notas:

...........................................

-------------------------------------------

20 mi/A
10-11
90-95°C

119 g/l

106 g/l

100 g/l

Solucién saturada
8-10

40-60°C

119 g/l

106 g/l

100 g/t

Solucién saturada
8-10

40-60°C

o En la literatura se recomienda, para este bafio una temperatura de 25°C, no
obstante experimentalmente se observé que el proceso de reduccién del
niquel es demasiado lento favoreciendo la velocidad a medida que aumen-
tamos la temperatura, el limite es la resistencia a la deformacion del sustrato

utilizado.

o Ademas de las soluciones nombradas se utilizé otros mas en el que se utilizé
agentes reductores tales como cloruro de estafio y cobre amoniacal, pero en
cantidades aproximadas y no se sigui6 una formulacién como en el caso de
las anteriores mezclas.

Resultados

Pretratamiento de la muestra

Para comprobar el buen tratamiento del sustrato en el proceso de

activacién, se efectué electroless de cobre (técnica cuyo mecanismo se
conoce mejor por trabajos efectuados con anterioridad) sobre algunas mues-
tras resultando positivo.
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Activacion de la superficie

Las primeras pruebas fueron efectuadas activando con solucién de
plata amoniacal con resultados negativos. La activacién con iones de
paladio proporcioné depésitos de niquel muy irregulares sobre la superfi-
cie.

Las fallas se encuentran zonificadas y generalmente corresponden a
lugares con mayor dificultad de activacién. La proporcién Pd?*, Sn* es
critico el cual determina el mejoramiento de la deposicién.

Electroless niquel

SOLUCION DE NIQUEL:

Se utilizé soluciones de NiSO4 y NiClg, obteniéndose mejores resul-
tados con NiCls. Los depésitos de niquel fueron logrados sobre la superfi-
cie metdlica del alambre de sujeciéon del sustrato y la zona periférica,
evidentemente corresponde a la zona mejor activada.

AGENTE REDUCTOR:
Se utilizaron los siguientes agentes reductores:

a) Hidrazina.

b) SnCls.

¢) Cobre amoniacal.

d) Hipofosfito de sodio.

Los mejores resultados fueron obtenidos con hipofosfito de sodio
atribuyéndose este hecho a su mayor fuerza reductora.

Conclusiones:

o El pH de la solucion se controlé afadiendo NaOH en solucién saturada.
El pH adecuado se encuentra entre 8-10.

o Las elevadas temperaturas no son recomendables para substratos como el
plastico, por causar deformaciones en la superficie plastica, la gran diferencia
del coeficiente de expansion térmica entre el plastico y el bafio electroless
pueden causar malas adherencias durante el calentamiento, los banos elec-

troless sobre plasticos son formulados a bajas temperaturas tipicas de hasta
50°C.
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.0 La velocidad de descomposicién del bafio es relativamente lenta comparado
con otras soluciones de electroless de cobre, esta caracteristica es de mucha
importancia y merece un mayor estudio.

o Es conveniente el uso de hipofosfito de sodio como agente reductor.

o La accién catalitica es muy buena a temperaturas de 60°C. A dicha
temperatura se consigue un mejor balance entre la velocidad del deposito
homogéneo del metal.

o Laactivacién de la superficie del plastico es critico para el logro del deposito
y corresponde a una proporcion exacta entre Pd* y Sn**

0 La solucién de NiCl, proporcioné mejores resultados que la solucion de

Ni1SOa.
o Sobre el metal, se obtienene buenos depoésitos de Ni.

o El costo en reactivos quimicos es elevado, pues inclusive para volimenes
pequeiios se utilizan en grandes cantidades.

o El hipofosfito tiene propiedades reductoras muy fuertes, el exceso ocasionara
la precipitaciéon del niquel en forma dispersa, la accién autocatalitica
ocasiona la descomposicién violenta de la solucion.

0 Fue probado treitanolamina como acomplejante en forma conjunta con
citrato de sodio, pirofosfato de sodio y gluconato de sodio (5). Mientras
que en los dos tltimos dan productos tensionados, el citrato muestra una
mejor calidad de depésito. La habilidad del agente acomplejante de un acido
individual o variedad de grupos de 4cidos, puede estar cuantificado por la
cantidad de ortofosfito que pueda tener la solucién sin precipitacion.

o Los agentes acomplejantes pueden tener un efecto pronunciado sobre los
depositos cualitativos, especialmente en el contenido de fosforo, tension
interna y porosidad.
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Ll eter y las unidades de
Plamek

Anibal Valera

RESUMEN

En base a una teoria desarrollada por el autor y publicada en 1982
(Ref. /3/), referente a un modelo etéreo de la luz, se obtuvieron
resultados que en si apuntan a una reinterpretacion de la Fisica
actual. En este trabajo presentamos de manera resumida® algunas
consecuencias del Modelo etéreo de la luz y la fundamentacion de
las asi denominadas Unidades de Planck, que son la base actual de
la llamada Teoria de Unificacion.

Introducecion

Louis de Broglie: Para el ser comiin, ver un rayo de luz es un
asunto del todo banal, pero para el fisico ver un rayo de luz signi-
fica saber que es, y ese saber le permitiria ver mucho mas alld, in-

cluso dentro de la materia.

Alerededor de 1630, un filésofo, René Descartes logré introducir el

ph S}
concepto de “Eter” en la Fisica, determinando el desarrollo de esta por
cerca de 300 anos. Las contribuciones de muchos fisicos se centraron en

()" Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Laboratorio de dptica, Lima - Pert.

" Enellibro: OPTICA I/ Introduccién / A. Valera (Ref. /06/), a ser publicado proximamente se presentan

las deducciones respectivas de manera mas detallada.
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este concepto, cautivando a casi todos los grandes fisicos de la época: por
ejemplo el mismo Maxwell.

Debido a que una onda requiere un medio que la sustente (aire,
agua), no era evidente cual correspondia a las “ondas de luz”. Experimen-
tos realizados en este tiempo con vacio (Torricelli), indicaban claramente
que el aire era el portador de las ondas sonoras, més no asi de la luz. Fue
por este motivo que Descartes denominé éter al medio base de la propa-
gacion de las ondas de luz.

Segiin Descartes, el espacio es un pleno, ocupado por un medio,
cuyas ondas o alteraciones constituyen las ondas de luz. Méas aun, el Eter
era el responsable de transmitir directamente todas las fuerzas presentes
en la naturaleza como son las fuerzas magnéticas y la interaccién de la
luna con las mareas. El medio que constituye el Eter consta de particulas
diminutas, imperceptibles a los sentidos, en movimiento continuo. En su
obra Meteores/1638 Descartes es el primero en relacionar los colores de la
luz con una periodicidad temporal; para el los colores estaban ligados a las
distintas velocidades de rotaciéon de las particulas (glébulos) en directa
analogia con las ondas sonoras y sus distintos tonos excitables en un ins-
trumento musical.

En relacién al Eter y sus propiedades se tejieron innumerables
teorias, sin mayor trascendencia casi todas, ya que se partia de premisas
falsas y sin posibilidades de comprobacién experimental. Una de estas
teorias “Las ondas electromagnéticas del Eter” propuesta por el fisico
escocés James Clerck Maxwell (1831 - 1879) en su libro “A treatise on
Electricity and Magnetisme” (Oxford 1863).

Maxwell: <<La teoria que yo propongo se puede denominar con-
secuentemente una teoria del Campo electromagnético, porque
ella trata de la vecindad del cuerpo eléctrico o magnético, pero
también puede ser llamada una teoria Dinamica del éter, porque
ella supone que en el espacio existe “una materia” en movimiento,
que produce los efectos electromagnéticos observados”. >>

En esta publicacion Maxwell describe el concepto de “tubos de
fuerza” del éter formado segin él por tensiones (campo eléctrico) y
presiones perpendiculares (campo magnético) en el seno del mar eté-
reo que llena el cosmos. La gran contribucién de Maxwell, uno de los mas
grandes cientificos del ingenio humano, permaneci6 en el olvido hasta que
en 1887 el fisico aleman Heinrich Hertz descubre experimentalmente las
ondas electromagnéticas previstas por Maxwell, recién entonces los fisicos
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se interesan por la obra de Maxwell, la seccionan y seleccionan de ella solo
“lo méas resaltante” la teoria electromagnética de la luz, la misma que
constituye hasta ahora la base de descripcién de todo tipo de radiacién EM.

Es sorprendente que a partir de la comprobacién de las teorias de
Maxwell, no se diera mayor interés por profundizar el estudio del éter,
salvo algunas excepciones como por ejemplo el peruano Santiago Antunez
de Mayolo, quien en diversas publicaciones de la época /2/ propuso ya
modelos mecanicistas de la luz; la que el explicaba mediante la oscilacién
de dos cantidades eléctricas (signo contrario) acopladas segin una fuerza
coulombiana, electricidades que se hallan en movimiento de rotacién y de
traslacion con la velocidad de la luz. Este movimiento helicoidal se traduce
sin ningun artificio en los dos campos de Maxwell. Considerando solo lo
que acontece en el plano de rotacién, es decir en el plano de la masa que
gira como una rueda con la velocidad de la luz, se deduce rigurosamente la
teoria de los quantos o fotones, o sea de los corpusculos de luz.

La busqueda de la mecénica del éter motivé asi a los fisicos del siglo
pasado al estudio de los cuerpos sélidos. Nuevamente los avances experi-
mentales de principio de siglo permitierion (Bragg, Debye) “visualizar” la
estructura interna de los cuerpos sélidos mds relevantes: Los cristales,
cuyo orden periddico-se debia tener en cuenta en la formulacién de una
teoria de propagacién. En 1912 Born y von Karman publican la teoria
basica que describe las vibraciones de una red cristalina, esta teoria pasa
desapercibida hasta 1935, en que Blackman la aplica al estudio de la
capacidad calorifica de cuerpos sélidos. Poco después se originé la tercera
guerra mundial, a cuyo término, acabé también la “escuela mecanicista de
la fisica”, predominando hasta el momento las lineas individualistas, como
son: Fisica de sélidos, particulas elementales, relativistas, espectroscopis-
tas, etc.; con teorias también independientes una de otra.

Antunez de Mayolo: << ... No se comprende, el desconcierto que
reina ahora en la fisica, mds aiin con las complicaciones introduci-
das por la “teoria de relatividad” promovida por el fisico
matematico Albert Einstein y que nos presenta la materia como la
charnela (bisagra) de una concha bivalva, formada cada mitad por
untversos de cinco dimensiones. éLo comprende usted? Nosotros
tampoco, pero st quereis formaros una idea de la concepcién en
cuestion, os recomendamos que vayais a nuestro Campo de Marte y
os pongais en frente de la Concha Acustica alli existente e imagi-
nando otra Concha en frente unida a la primera por una charnela,
suponiendo que cada una de dichas conchas es un universo de
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cinco dimensiones, imaginad que la charnela es la materia y no
tendreis mds que preguntar.>>

Evidentemente, hoy en dia ain no existe una teoria convincente que

explique como un todo y de un modo coherente las distintas manifestacio-
nes de la energia: Luz, materia y sus respectivas fuerzas.

Teoria unitaria

En la actualidad (1996), todos los procesos fisicos conocidos se
pueden agrupar convenientemente segun la fuerza de su interaccién:

Tipo de interaccion Fuerza relativa

Interaccion fuerte 1
(Nucleo)

Interacciones electromagnética 102
(Orbitas electrénicas, radiacién EM, luz)

Interaccions débiles 1624
(Decaimiento §3)

Interacciones gravitacionales 1040
(Materia)

La gran ambicién de la fisica tedrica actual es establecer una teoria
que unifique estas cuatro fuerzas: “Teoria de las supercuerdas” o también
“Geometrias no conmutativas”, por medio de las cuales los “fisico mate-
maticos” actuales especulan en espacios topolégicos multidimensionales y
en la existencia de “un vacio cuantico” estructurado recién a la longitud de
10%® m (Longitud de Planck).

La longitud, tiempo y masa de Planck

Fue, nada menos que Max Planck, quien en 1899 llamé por primera
vez la atencién en el sentido unificatorio. En ese tiempo introdujo Planck
su famosa constante h para explicar el espectro de radiacién de cuerpo
negro; mas aun en su cuaderno de protocolo, en un margen, Planck anoté
un detalle curioso: que su constante h, la constante de la velocidad de la
luz ¢ y la constante de gravitaciéon G de Newton, configuraban un sistema
de unidades absoluto. Estas unidades fueron la base de la escala espacio-
tiempo de la actual teoria cuantica de la gravitacion.
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Para encontrar estas unidades se trabaja (Ref/4) en base a las dimen-
siones:

[c] = L/T
[h1=  ML¥T
[Gl=  L¥%MT?

Para obtener las unidades de Planck: lp, tp, mp se encuentra los
exponentes o, 3§, y tal que su combinacién cumpla con expresar la magni-

tud de la unidad correspondiente, por ejemplo: L = [c* hP G'], resultando asi
tres relaciones:

a+2+3y = 1
a+B+2y = 0
B-v =0

Talque: o =-3/2 B=y =1/2

Ast: lp=(hG/c®)2 = 103 m
t = (hG/c®)V2 = 10 g
_(hc/G)l/z 107 kg

Modelo del éter / Valera:

En base a la teoria elemental etérea (Ref/3/) a presentarse a con-
tinuacion, encontramos las siguientes unidades:

l=rna =133x10¥%m
T, = malc = 0,444 x 1025
M, = h/rac =1,67 x 1027 kg

donde a = 0,42367 x 10"'° m es 1a constante de la red etérea.

En el modelo del éter planteado por el autor se deduce también una
relacion simple para la constante G de Newton:

a2¢d (n?
n 22 (2
donde N=A/a=1,35x10% A=0,572x103m

A = Didmetro del universo
a = espaciamiento de la red etérea.
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h = constante de Planck
¢ = velocidad de la luz

Introduciendo este valor en las relaciones correspondientes a las uni-
dades de Planck resulta:

lp=ma \/-1—

8N

tp= masc VL

8N

mpzh/na ¢ V8N

Como se observa las unidades de Planck solo se diferencia de las
nuestras por el factor adimensional V8N, con el agregado de que nuestras
unidades son deducibles y tienen un sentido fisico definido, como a con-
tinuacién exponemos.

El éter: ¢un cristal de electrones?

Haciendo una analogia al tratamiento cldsico de fonones (cuantos de
vibracién) de una red cristalina convencional /Ref. 3/, se concibe un modelo
de éter, semejante en todo sentido a un sélido elemental, pero considerando
una distancia periddica de la red teniendo un valor a, el que en primera
aproximacién consideramos del orden de magnitud del radio clasico del
electrén (a = 101 m = 1 Fermi), el trabajo se limité entonces a interpretar
fisicamente las soluciones clasicas e identificar asi los “valores obser-
vables” para luego finalmente calibrar el Modelo.

En nuestro modelo partimos de la ecuacién cldsica (Ref. /5/) de
movimiento de una red unidimensional de particulas idénticas separados
una de otra la distancia “a” a lo largo del eje x.

Comentario: Como se observard, se estd trabajando en una di-
mensién atn asi los resultados seran mds que sorprendentes. Con
respecto a “las particulas idénticas”, no hacemos en este modelo
ninguna conjetura, pero evidentemente en un refinamiento poste-
rior de la teoria se describird esta “celda unitaria” del cristal éter y
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se identificard a las subparticulas elementales como “resonancias”
a la celda de Ewald.

Considerando solo una interaccién significativa entre los vecinos mas
préximos, se obtiene la relacién de dispersién clésica:

(:)2:4U senzﬁs (,):ZVU—
m 2 m

sen XA
2

donde o = frecuencia angular de la vibracién de la red.
k = vector de onda de la vibracién.
m = masa efectiva de la “particula”

U
UII:
dr2 Ir=a

Esta relacién fundamental describe la propagacién de ondas de fre-
cuencia o/2n y longitud de onda 2r/kenunaredunidimensional.

LimitdndonoscomodecostumbrealaprimerazonadeBrillouin:

-n/a > k > n/a

Se observa que existe una frecuencia mdxima de propagacién ®max

O ., =2 VU"/m

A partir de la relacién de dispersién o (k) se obtiene la velocidad de
fase vry la velocidad de grupo vg de la onda

senkal
U '
vi=/k = a o ka
2
v. = do/dk=a \/—U COS“‘_ka
g m 2

Calibracion 1

La velocidad de propagacién maxima es igual a la velocidad de la luz:

_ nN1/2
Vi max = @ (U"/m)2 = ¢
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Por tanto:

o = (2¢/a) sen ka/2
v, =(2c/ka) sen ka/2

v, = C COS ka/2

Lo que significa que para ondas cuya longitud de onda A sea muy
grande comparada con a (por ejemplo: luz) se va a cumplir: k <<2/a asi en
ese rango.

Vg=Vf=C

o= (2c/a) (ka/2)=ck=> Av=c
como corresponde a un quanto de luz.

Evidentemente para que la onda se identifique plenamente con un
rayo de luz, la onda debe ser transversal y ademads las particulas de la red
deben tener carga eléctrica: e.

Suposicién: La constante de la red etérea a = 10*° m

Comentario: Haciendo una analogia con los sélidos convenciona-
les en los cuales la separacién de la red es del orden de magnitud
de sus particulas (dtomos). En nuestro caso sospechamos que las
particulas de la red son alguna particula elemental: éelectron?,
énucleén?

Aplicando la terminologia usual de ondas en sdélidos, obtenemos
de la relacién de dispersiéon o (k), la masa efectiva (m*) asociada a la onda
/Ref. 04/

Lk -2k M,
e ka V1 p2
—— acsen—
dk?2 2
donde: Mozg—“
ac
B=v_ /c
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Comentario: Como es de observar de un modo natural se obtiene
una masa en reposo (m* = M, para v, = 0) y su variacién rela-

R g
tivistica.

Si evaluamos el orden de magnitud de My en base a lo planteado (a =
1 Fm), se obtiene:

M, ~ 1027 kg (ila masa de un nucleén!)

Calibraciéon 2

Considerando que la masa My encontrada es un nucleén

M, = 1,66 x 1027 kg = a=0,423x10%%m

Comentario: En el limite de la zona de Brillouin (k = 1t/a) la
velocidad de grupo v, = 0, la onda no se propaga, es estacionaria,
con energia de reposo # .

Evaluando la energia de la onda luminica en (k = n/a) se obtiene:

k (0, = k (2¢/a) = (2h ac)c? = M, c?

Comentario: El nucleén constituye asi una onda de luz estacio-
naria, estableciéndose la relacion de Einstein para la energia en
reposo E = M, ¢?, de un modo natural.

En las ecuaciones utilizadas por Einstein (ecuaciones de Lorentz)
para las deducciones relativisticas se supone que la velocidad de la
luz es una constante. Lo mismo se supuso de la velocidad del
sonido. En nuestras deducciones la velocidad de la luz se puede
considerar constante solo en un cierto rango, mds no asi a frecuen-
cias altas en donde esta debe disminuir ( v,=0parak=rmn/a)

Fuerza gravitacional:

En las deducciones anteriores se obtuvo que en la frontera de la
primera zona de Brillouin (k = n/a), las ondas se materializan (ondas es-
tacionarias), dando origen a los nucleones (base de la materia). Este punto
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del espacio wk: (2c/a, n/a) podemos considerarlo como nustro nivel de refe-
rencia, desde donde nosotros como materia “observamos” el desplazamiento
de los nucleones (k* > 0) y su energia asociada (h o* > 0). En este nivel (¥)
podemos también considerar un éter* repleto de “nucleones” sin carga eléc-
trica en su estado fundamental (wo) y restringidos a una velocidad de grupo
vg = 0 para k* =k -n/a =0, luego se debe cumplir:

Vv, = Csen (k*a/2)

Ya que: do*/dk*=v, = % =w,[1- cos (k* a/2)]

Debido a que en nuestro caso queremos una solucién para valores
k*~ 0, introducimos la aproximacién cos x

cos x=1 -x%/21 +...
Obteniendo asi: o* = wo k2 a2 (1/8)

La energia E* asociada a este paquete sera:

E¥=ho* = hcoo k*2 g2 (1/8)
= h c a k*2(1/8n)

Los valores que asume k* estdn relacionados con las longitudes de

onda A* de los paquetes en el gran “Resonador” en el que nos encontramos:
Nuestro universo.

Si el didmetro medio de nuestro universo se cuantifica por una longi-

tud L, cuyo valor es del orden de 10%* m, las longitudes de onda A* posibles
deberdn cumplir la relacién clédsica:

A= 2L (1/n)
donde: n es el orden de la onda estacionaria. Asi:
k*=2n/A*=nan/L=(x/Na)n

donde N es el miltiplo de unidades “a” de que consta L.
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El valor minimo de k* es asi: (/N a)

La energia de cada uno de los niveles n estd dada por:

2
E*, = % M, ¢z 2 n? (1/8 N?)

Para una onda, se puede establecer sus caracteristicas de particula:
su masa efectiva, velocidad de fase, aceleracién y fuerza efectiva. La
fuerza efectiva para una particula en una onda estacionaria se entiende
como la fuerza centripeta que mantiene en oscilacién a la onda/particula y
esta dada por la relacién:

F=dP/dt =dhk/dt=hk 0o =k E

Luego aplicando en nuestro caso a las ondas del “universo”.

F*=k*E*=k*2h cn (1/8 N)

Debido a que para una onda el vector de onda est4 relacionado con el
radio de rotacion de la particula/onda segin: k = 1/r.

En este caso: k* = 1/r* luego

F*=1/r*2) hecn (1/8 N)

Suposicion: Suponiendo que F*; es la fuerza que liga a un nucleén
libre estacionario (en su nivel fundamental) con respecto a un nucleén
ligado (red), entonces esta fuerza F*; debe ser igual a la fuerza de
gravedad entre dos nucleones:

F*, = (1/r*2) G M2

Luego:
G =hc(1/8 NM,?

Reemplazando el valor de My = h/rac, se obtiene:

2 a2 ¢3

=N

74



EL ETER Y LAS UNIDADES DE PLANCK.

Calibracion 3

Considerando la constante G de gravitacién de Newton

G =6,6720 x 1011 m3 kg1 52

Obtenemos el valor de N:

N=1,35x 103

Con lo cual se encuentra un valor para el didmetro L del “universo”:

L=057x102m

Comentario: La relacion energética derivada para la interaccion
entre nucleones:

ko = (h%/2 M,) k2

se identifica como la ecuaciéon de movimiento de una particula libre de
masa M,, obtenida segin la ecuacién de Schroedinger. Luego la onda de
materia deducida de nuestro modelo del “éter” constituye la misma funciéon
de onda asignada por la mecdnica cudntica a una particula de masa M,

Para el caso de las ondas del éter (fotones) se cumple
o =ck

y la correspondiente ecuacién de onda es de tipo Maxwell.

Conclusion

La teoria del éter expuesta en esta seccién de manera resumida es
solo una primera aproximaciéon (modelo unidimensional). Es de sorprender
toda la riqueza contenida en él y mads aun todas sus futuras implicancias.

Algunas respuestas inmediatas que esta teoria elemental permite
deducir (Ref. /06/):

# ¢Qué es una estrella?
* ¢Dénde se encuentran los monopolos magnéticos de Dirac?
* ¢{Ondas electromagnéticas en el niicleo?
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Construccion de las
funciones de Greemn

Caso unidimensional

H. G. Valqui *

RESUMEN

En los textos y articulos de Fisica Matemdtica se promueve la creencia
de que, dada una ecuacion diferencial lineal no homogénea, a ella le
corresponde una unica Funcion de Green, la misma que debe ser
calculada con el recurso de la Delta de Dirac [ver referencias
bibliogrdficas]. En el presente articulo: i) Construimos las funciones
de Green sin recurrir a la Delta de Dirac. Esto pone en evidencia
ciertas caracteristicas de dicha “funcion”y, por otra parte, en los casos
concretos, permite optar por cualquiera de los dos métodos, segun
convenga. (En el caso de tener que recurrir a soluciones numéricas
deberia prescindirse del uso de la Delta), ii) Se va imponiendo a la
funcion de Green las condiciones que sean convenientes para construir
la solucion buscada, de acuerdo con las condiciones de contorno que se
le exija satisfacer, iii) El procedimiento para “despejar” la funcion
incégnita es, bdsicamente, independiente de la dimension del espacio
de las variables.

En un articulo posterior se tratard el caso de n dimensiones.

Introduccion

I1. Consideremos las funciones definidas en el intervalo real [a, b].
Sean A, B, C, h funciones definidas en tal intervalo, de manera que A no se

() Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Peru
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anule en ningin punto del mismo; asi la funcién 1 = exp J B/A también

resulta bien definida en dicho intervalo. Sea, por otra parte, la ecuacién

diferencial
AD?’u+BDu+Cu=h (1)

donde D es el operador de derivacién. Multiplicando ambos miembros por
la funcién 1/A, y teniendo presente que Dt = tB/A, tendremos t D? u +
Dt Du + (Ct/A) u = th/A, o también D (tDu) + (Ct/A) u = th/A. Es decir,
toda ecuacién (1), donde A no se anula en el intervalo de definicién, puede
ser llevada a la forma

D (pDu) + qu=F (2)

Si definimos el operador £ = D (pD) + q, que actta sobre las funciones
diferenciables definidas en [a, b], la ecuacién anterior tomara la forma

L£u=F (22)

Entonces la ecuacién (2), o la (2a), representa la forma general
(cuando A no anula en ningun punto del intervalo) de las ecuaciones dife-
renciales (lineales) de segundo orden no homogéneas.

I2. Sea up una solucién particular de (2a), es decir, £ up = F. Res-
tando esta igualdad de la igualdad (2a) obtenemos £ (u - ug) = 0. Es decir,
si se conoce alguna solucién particular, ug, de la ecuacién (2a), el problema
se reduce a construir la solucién general de la ecuacién homogénea £ v = 0.
El llamado “método de la funcién de Green” ha sido desarrollado jus-
tamente para construir una solucién particular adecuada.

I3. Sean u y G dos funciones definidas en el intervalo [a, b]; sea p
una tercera funcién definida como

u=p(GDu-uDG) (3)

entonces G £u= G[D(pDu) +qu] = D [Gp Du]-(DG) pDu + Gqu =
D [GpDu] - (D [(DG) pul - u D (pDG)} + u qG =u [D(pDG) + qG] + D [pGDu -
pu DG], es decir,

G £u=u£G + Dy (4)

I4. Sean ¢ y y dos soluciones de la ecuacién homogénea £v = 0.
Entonces, si definimos W = ¢'y - ¢ y', y aplicamos (4), tendremos
0 =D (pW); es decir, pW = C, siendo C una constante numérica.
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La funcidén de Green

G1. Sea la ecuacién diferencial £ u = F, (2a), valida en el intervalo
[a, b], donde la solucién u debe satisfacer uno de los tres tipos de condicio-
nes:

L. Iniciales: u (a) = a0, u'(a) = a1,
II. De contorno: u(a) = a , u(b) = B,

ITI. Mixtas oo u(a) + a1 u' (a) =0, Bo u(b) + B; u'(b) =0, siendo «, o, a1, «,
Bo, B1 constantes numeéricas dadas.

Sea z un cierto punto del intervalo (a, b),

Consideremos una cierta funcién G (x, z), donde z es un parametro.
Las propiedades de dicha funcién se irdn construyendo, a fin de que ella
nos permita obtener una solucién de la ecuacién (2a).

G2. Sea la funcién monoparamétrica i (x, z) = p (x) [G (%, z) Du (x) -
u (x) DG (x, z)]. Teniendo presente la ecuacién diferencial dada, (2a), y la
igualdad (4), podemos escribir

Du=GF-u£G (4a)

Nuestro objetivo radica en obtener la funcién u. Para ello trataremos
de “despejar” u (x) de la funcién auxiliar pu. Entonces eliminaremos el
ultimo sumando de [4a] e integraremos la expresién restante.

Para eliminar el ultimo sumando de (4a) exigiremos que G satisfaga
la ecuacién homogénea, tanto en el intervalo [a, z) como en el (z, b], es
decir,

£G=0 en [a, z) U (z, b] (5)

o si, por comodidad, definimos G, (x) = G (x; z) para x <z, G, (x) = G (x; 2)
para x > z, entonces podemos escribir,

£Gi1=0enla,z), £G2=0 en(z,b] (5a)

o también

D (pDG1)+qG1=0 enla,z), D (pDG2)+qG2=0 en(z,b] (5b)
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G3. Sean ¢, v dos soluciones (linealmente independientes) de la
ecuacion homogénea £ G = 0 en el intervalo [a, b]. Entonces ¢, v también
serdn soluciones de tal ecuacién diferencial en los intervalos parciales,
[a, z) y (z, b]. Como Gi1 y G2 también son soluciones de tal ecuacién ho-
mogénea, ellas podran ser escritas como combinaciones lineales de aque-
llas,

Gix)=A1¢ x)+Biy(x) Ge®) =Az¢ (x) + B2y (x) - (6)

donde A,, A,, B,, B, son ciertas constantes (con respecto a la variable x),
funciones del parametro z.

Notemos que si ¢ y y son linealmente independientes, entonces la
funcion W (x) = ¢’ (x) y () - ¢ (x) ¥ ' (x) no puede anularse en ningun punto
del intervalo [a, b].

G4. Denominando p1, po ala funcién p reducida al correspondiente
intervalo, entonces [4a] puede ser escrita como

Dpi =FGi en/|a, z), Du2 =FGg en(z, b] (4b)
donde

#;=p(G;Du-ubDG), - Hy = p (G, Du - uDG,)

G5. Designemos con i (z°, z) al limite por la derecha de i (x, z),y
con pg (z*, z) al limite por la izquierda de pg (x, z). Entonces, integrando en
los intervalos [a, z) y (z, b] respectivamente, las ecuaciones (4b), tendremos

M (z,2)-p (a,2)=] FG,dx

b
My (b, 2) -, (z*,2) = [ FG,dx

o también, sumando las ecuaciones anteriofes,
b
Q@=R@+| F®Gx a2 dx (7)
a

conQ(z)=p1(z,2)-p2 (z',2), R(z)= w (a, z) -ug (b, z) (7a)
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G6. Asumiendo, como es usual, que tanto u, u’, como p son funciones
continuas en todo [a, b]; es decir, por ejemplo u’ (z*) - u’ (z') = 0, tendremos
que

Q(z) = p(z) [G (z, z) - G (z*, 2)] v’ (z) + p(z) [G' (z*, z) - G' (z, z)]u (2)

En la expresion anterior aparecen u (z) y u'(z). Con el objeto de
eliminar el sumando donde aparece u'(z) y, por otra parte, despejar u (z),
impondremos a G (x, z) las siguientes condiciones de empate en x = z,

Gi1(z,2)=Ga(z",2), G2 (z%,2)-G1 (2, 2)=1/p(z) (8)

es decir, en el punto x = z, la funcién G (x, z) debe ser continua, y su
derivada debe dar un salto igual a 1/p(z).

Como consecuencia de estas condiciones de empate obtenemos
Q (z) = u (2), con lo cual (7) toma la forma

b
(@ =R@)+| FGx 2 dx (7¢)

G7. De otro lado, reemplazando (6) en (8), tendremos

Ay (2) +Boy (z)- A ¢ (2)-B,y(2)=0
Ay, d'(2)+Byy ' (2)-A0'(2)-B,y ' (2)=0

de donde resulta,
Ag - A1 =y (2)/C, B2 - B1 = -¢(z)/C (9)

donde la constante C tiene el valor C=p (¢6'y - ¢ vy '), como se mostré en
I4.

Por otra parte,
b

[ FolA, 00+ B,y 0] dx+ | Fx)[A, ¢(x) + By y(x) dx =

VA

b va b
F(x)G(x,z)dx:I F(X)G(x,z)dx+j F (x) G(x,2z)dx =

a

b b
[ FeIA o0+ Byl dx+ ] F )y (2)6x) - §(z) yx) dx/C
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es decir,

J

b b . b
FGdx=A ()| F4x)dx+B, @[ Fooyds +

a

b b
(v @IC) [ F¢mdx-6@/0 ] Fooywds  (10)

donde las integrales del segundo miembro ya pueden ser calculadasi fal-
tando conocer A, (z) y B, (z) para obtener el valor de la integral principal.

G8. La funcién G debe satisfacer la ecuacién diferencial (5), 0 mas
explicitamente, las dos ecuaciones (5a). Ellas producen cuatro constantes
de integracién, Ai, As, By y Bo. Para poder determinar dicha constantes
debemos disponer de cuatro ecuaciones (linealmente independientes). Dos
de dichas ecuaciones son las condiciones de empate (8). Las dos ecuaciones
adicionales deben resultar de las condiciones iniciales o de las condiciones
de contorno que le impongamos a la funcién G.

A continuacién consideraremos los 3 casos de condiciones exigidas a
las soluciones u.

G9. Consideremos el caso en el que u deba satisfacer las condiciones
Iniciales:
u(a)=o00, u'(a)=aj, (11)
entonces, de (7a),

R(z) =p(a) o, Gy(@) - oy Gy (2)] - p (b) [u’ (b) G, (b) u (b) G, (b)]

Aqui vemos que, no disponiendo de informacién sobre los valores
u (b), u’ (b) - los mismos que recién podran ser conocidos cuando se re-
suelva la ecuacién -, conviene exigir que dichos términos sean eliminados.
Ello se logra imponiendo a G las condiciones iniciales

G2 (b,z)=0, Go' (b,z)=0 (11a)

lo cual implica que G, (x, z) = 0 para todo x € [z, b], es decir, A, =0,B,=0.
Entonces, por las condiciones de empate (8), tendremos G, (z', 2z) = 0,
G, (z', z) = -1/p(z), que seran las condiciones iniciales que debe satisfacer la
funcién G,. Es decir,

A1 (2)+ A2y (2)=0, A1¢'(2)+A2y (z)=-1/p(z) (11b)
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de donde obtenemos
A1(z)=vy (z)/C, A2(z)= -¢(z)/C (11c)

donde la constante se obtiene de C = pW. Ahora podemos escribir
G, (x) =(1/C) [y (z) $ (X) - ¢ (2) y (x)]

R(z)=p (@) fo; lw(z)d(a)-¢(z)y(a)]-a,ly(z)d (a)-d(z)y (a)l

Finalmente, teniendo presente que G2 es la funcién nula, la solucién
tendra la forma

u(2)=R@) + 10 [ Fx)ly@¢-6@yxlds  (11d)
a

G10. Consideremos el caso de las condiciones de contorno:

u(@a)=0a, u(b)=p (12)

Ahora,
R(z)=p(a)[u' (a) G (a)-a G, (a)]-p () [u' (b) G, (b)-B G, (b,

donde por no disponer de informacién sobre u'(a) ni u'(b), conviene exigir
para G las condiciones de contorno

G(a,z)=0, G(b,z)=0 (12a)
con lo cual

R(z)=Bp((b) G (b,z)-ap(a)G (a,z) (12b)

Reemplazando (6) en (12a) tendremos

Arp(@)+Biry(@)=0, A2¢((b)+Bay(()=0 (12¢)

Designando j=¢(a)y(a),k = ¢ (b)/y(b), podemos escribir,
By=-jA;, By=-ka,

Entonces, reemplazando en (6) obtenemos

G, (x)=A [ () -]y )], G, (x) = Ay [ (x) - k y (x)]
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Aplicando ahora, las condiciones de empate (8), obtenemos
A, - A=y (2)/C, kA, - jA, = ¢ (2)/C
de donde
G-KA =ky@-¢@)C, G-k A,=I[y(()-¢@)]C

ademds, como hemos visto, B, = -j A, By=-kA, (12d)
Entonces, conocemos los cuatro constantes Aj, Ag, Bi, Bs y, con-
secuentemente, la funcién G (x, z). Ahora podemos calcular la integral de

(10) y la funcién R (z), (12b). Es decir, ya podemos calcular la funcién u
dada en (7c).

G11. Consideremos el caso de las condiciones mixtas:

apu (a)+aru'(@a)=0, Poud)+Pr1u (b)=0 (13)

La funcién R (z) tiene la forma

R(z) = p(a) [u’ (a) G, (a) - u(a) Gy" ()] - p(b) [u' (b) G, (b, z) u(b) G, (b)]

y, teniendo presente que o, y B; son no nulos, definimos q; = p(a) lay,
g, = p (b) /B;, y podemos escribir

R(z) = q; [0y u'(a) G, (a) - oyu(a) Gy (a)] - qq [B; u’ (b) G, (b) - B; u(b) Gy'(b)],

con lo cual, teniendo presente (13),

R (z) =-q, u(@) [a G, (a) + a; G;' (@)] + q, u (b) [B G, (b) + B; G, (b)]

Como no conocemos los valores u (a), u (b), entonces conviene anular
los correspondientes sumandos; es decir, conviene imponer a G las mismas
condiciones mixtas que cumple u,

a Gi(a) + a1 G1' (a) = 0, BGe(b)+p1Ge (b)=0 (13a)

con lo cual R (z) = 0, y (7¢) se reduce a

b
u(@=] F&Gx 2 dx (13b)
a
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Reemplazando (6) en (13) tendremos
Aiflad(@)+o; ¢'(@]+Byloy(a)+o; v (@)= 0

A, [Boa)+B, ¢ (@I+B,[Bwy(a)+P; v'(a)l=0

que son ecuaciones totalmente analogas a las del caso anterior, (12¢). En-
tonces, redefiniendo las constantes j, k, el resultado se obtendra de la
misma manera que en el caso 11.

Conclusiones

1. La funcién de Green depende tanto de las funciones ¢, v, como de
las “constantes” Ai, A2, B1, Ba. Pero las primeras funciones son soluciones
del caso homogéneo, £v = 0. Es decir, son las funciones Ai, Ag, Bi, Be las
que moldean a la correspondiente funcién de Green.

2. Las condiciones iniciales o de contorno que se imponen a la fun-
cién de Green resultan bien determinadas por el objetivo de construir la
solucién principal. Esto no es mencionado en ninguna de las referencias
bibliograficas consultadas.

3. El uso de la “funcién” delta de Dirac resulta innecesario, sobre
todo porque se la trata como si fuese una funcién; es decir, no es usada
dentro del contexto de las distribuciones, como corresponderia.

4. El método de construccién de la correspondiente funcién de Green
podria también ser aplicado al caso de ecuaciones de primer orden, o de
cualquier orden. También al caso de sistemas de ecuaciones diferenciales.
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CIrores en las rotaciomnes

usando los angulos de
tuler

Holger G. Valqui *

RESUMEN

En el presente articulo se aclara la confusion tradicional que aparece
en los libros de Fisica [1], [2], [3], acerca de las rotaciones
representadas por los dngulos de Euler. Con tal objetivo se establecen
las diferencias entre las operaciones geométricas (que son las que
corresponden directamente a los objetos fisicos) y las operaciones
algebraicas, que corresponden a la representacion algebraica
producida por el uso de las referencias (o sistemas de referencia). Se
describe el proceso de rotacion (como se hace en la mayoria de los
libros de texto) y se procede consecuentemente: se considera la rotacion
total como una aplicacion sucesiva (producto) de tres rotaciones
alrededor de los ejes de rotacién (dos de los cuales no son los ejes de la
referencia principal), y se demuestra que tal rotacién total se puede
escribir como el producto de tres rotaciones alrededor de los ejes de la
referencia principal. Estos resultados evidencian que la mayoria de los
textos de fisica obtienen resultados parcialmente equivocados.

En una secuela del presente articulo se analizardn algunas de las
consecuencias de tal equivoco.

(") Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ciencias, Lima - Peru.
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Introducecion

Las operaciones algebraicas con ternas ordenadas (o, en general,
n-uplas ordenadas) pueden realizarse sin el auxilio de alguna repre-
sentacién geométrica. Las combinaciones lineales, la dependencia lineal,
la ortogonalidad, la norma de una terna, el producto escalar, el producto
vectorial, transformaciones lineales, matrices, etc, son conceptos propios de
dichas ternas (vectores algebraicos).

Por otra parte tenemos las figuras geométricas, entre ellas los seg-
mentos orientados y, ligados a ellos, los conceptos de composicién poligo-
nal, paralelismo, perpendicularidad, longitud, proyeccién y producto
interno, rotaciones, rotadores (mecanismos geométricos para producir las
rotaciones), etc. Estos vectores geométricos y sus operaciones pueden
manejarse sin el auxilio de alguna representacién algebraica.

Pero, como sabemos, existe una equivalencia entre los segmentos
orientados (en realidad entre las clases de segdos equiparalelos y de igual
longitud) y las ternas ordenadas, es decir, entre los vectores geométricos y
los vectores algebraicos. Dicha equivalencia es establecida por una refe-
rencia (o sistema de referencia, o de coordenadas). Por ello en los textos de
Fisica, tanto a nivel introductorio como a nivel avanzado, se usan indistin-
tamente ambos conceptos, el algebraico y el geométrico. Esto ha resultado
ser muy ventajoso cuando (como es el caso en los textos de Fisica General)
la descripcién de los fenémenos fisicos se realiza en una unica referencia, o
en referencias paralelas.

La dificultad surge cuando aparece la necesidad de recurrir simul-
tdaneamente a dos o tres referencias no paralelas, como es el caso en la
descripciéon del movimiento de un cuerpo rigido, o en la descripcién del
operador de momento angular.

El rotador

Sea (Q, u) un eje de rotacién, constituido por una recta orientada que
pasa por el punto Q, paralela al segdo unitario u, y en el sentido de dicho
segdo [Por comodidad hablamos del segdo u, en vez de decir, por ejemplo, el
segdo MN; es decir, u = MN). Sean QA y QB segdos de igual longitud
QA = 1QBI, que forman dngulos iguales con el eje (Q, u), es decir,
<u, QA> = <u, QB>, entonces existird una mdquina de rotacién, que lla-
maremos, rotador, y designaremos con R [u, ¢], tal que QB = R [u, ¢] QA.
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(Notemos que esta operacién es independiente de cualquier referencia). Es
decir, se cumple que,

IR[u, 6] QAl = IQAI,  <u Rlu 4] QA> = <u, Qo>  (01)

Vectores geométricos y vectores algebraicos

Por otra parte, un segdo puede ser expresado como “suma”
geométrica de otros segdos (suma poligonal, indicada con el simbolo #); y si
dos segdos son paralelos se puede escribir uno de ellos como un multiplo
del otro. Asi se construye el espacio vectorial de los segdos (en realidad,
espacio vectorial de las clases de segdos equivalentes o paralelo-congruen-
tes). '

Un objeto geométrico, fundamental en la descripcién matemética de
los fenémenos fisicos, estd constituido por las referencias (cartesianas):
Tres segmentos unitarios, concurrentes en un punto y perpendiculares
entre si, por ejemplo OE;, OE2 y OE3 que designaremos abreviadamente -
con la letra S.

Teniendo presente que cualquier segdo puede ser considerado como
una de las diagonales mayores de un paralelepipedo, cuyos lados son
paralelos a los segdos OEk, podemos expresar cualquier segdo OP como la
suma geométrica (poligonal) de tres de los lados del paralelepipedo OP =
OA # AD # DP, como se muestra,

A J

Fig. 1. Segdo OP como suma geométrica de los segdos OA, AD y DP

Pero los segdos-aristas del paralepipedo pueden ser expresados como
muiltiplos de los correspondientes segdos OEx. Entonces podemos escribir,

OP =x1 OE1 # x2 OE2 # x3 OE3 (02)
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Si ahora consideramos el espacio vectorial construido por las ternas
ordenadas de numeros reales, designado como R?, entonces, dada una
cierta referencia S, es conocido que todo segdo puede ser bien representado
por una terna numérica, formada por las proyecciones algebraicas de dicho
segdo sobre los ejes de la referencia. Por ejemplo, designemos con AB/k ia
proyeccion algebraica del segdo AB sobre el k-ésimo eje de la referencia S;
entonces escribiremos,

AB/S = (AB/1, AB/2, AB/3) (03)
donde AB/k = <AB, OE,>. Aplicando ésto a la relacién (01) resulta
OP/S = (x1, x2, x3) (04)

Notemos que los segdos OEx, en la referencia que ellos definen, son
representados por las ternas candnicas, e;” = (1,0,0), ex” = (0, 1, 0),
e3” =(0, 0, 1), es decir, ex” = OEK/S.

Cuando no surja confusiéon acerca de la referencia considerada
escribiremos AB~ como la terna que (en la referencia que hallamos elegido)
representa al segdo AB. Entonces, por ejemplo, OEx™ = ex”.

Asi como los segdos son representados por ternas ordenadas, tam-
bién los rotadores son representados, en cada referencia que se considere,
por la correspondiente matriz. El elemento rjk, de esta matriz R (u”, ¢) es,
por construccion,

rik = <OE;j, R [u, ¢] OEx> (05)

y, teniendo presente los productos matriciales, puede verificarse que tam-
bién se cumple

rik = el R (u”, ¢) ek (05a)

donde la cruz como superindice expresa a la matriz transpuesta (o al vector
transpuesto). En general para dos ternas p.q = p'q.

Representaciones algebraicas en dos referencias

Sea una referencia S, con ejes OEk, y sea P un cierto punto del
espacio (fisicamente P es la posicion de un cuerpo puntual), donde
OP estd expresado como se muestra en (02). Sea u un segdo unitario
para un eje que pasa por O, de manera que podemos referirnos al rotador
R [u, ¢]J. Apliquemos este rotador a los 4 segdos OP, OEg, obteniendo

OP’ = R [u, ¢] OP, OEx’ = R [u, ¢] OEk. Estos tres ultimos nuevos segdos
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definirdn la nueva referencia S'. Ahora tenemos los dos segdos OP y OP' y
las cuatro ternas OP/S, OP/S’, OP'/S, OP'/S'.

Sean xx = <OP, OEx> = <OP’, OEx'> (esta igualdad se debe a que los 4
segdos OP’, OEy’ son resultado de una misma rotacién; han rotado como un
cuerpo rigido), xx' = <OP, OEyx'>, xi* = <OP’, OEx>, es decir,

OP/S = (x1, x2, x3) = OP'/S, (06)
OP/S' = (x1, x2/, x3"), OP'/S = (x1*, x2%*, x3%) (07)
lo que geométricamente se interpreta como:
OP = x10E1 # x20E2 # x30E3 = x1' OE1' # xo' OE2' # x3' OE3’ 08)
OP’ = x10E1" # x20Eg’ # x30E3’ = x1*OE1 # x2*OE2 # x3*OE3  (09)

\
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I |\
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! 1
| |
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S A
X X

K k

Fig. 2. Proyecciones de los segdos OP, OP ' sobre los ejes OEk, OFk'.

donde, como vemos, dos segdos diferentes, OP y OP’, pueden ser repre-
sentados por una misma terna (x;, X,, X5) y, también, dos ternas diferentes,
(X5, Xo, X3) ¥ (X;', X5/, X4'), pueden representar a un mismo segdo. Esta es
una de las fuentes de confusién de quienes no distinguen entre vectores

geométricos (segdos) y vectores algebraicos (ternas), descuido que es usual
en los libros de fisica.

Por otra parte, con ex= OEg, ex' = OEy/, tendremos

ek/S = (<OEk, OE1>, <OEk, OE2>, <OExk, OE3>) (10)

que son las ternas canénicas,
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ek'/S = (<OEx/, OE1>, <OEyk’, OE2>, <OExk’, OE3>) (11)
que son los cosenos directores de OE,’ en la referencia S,

ek/S' = (<OEx OE1’,>, <OEk, OE2'>, <OEk, OE3’>) (11a)
que son los cosenos directores de OE, en la referencia S/,

<OE;, OEx'> = <OE;, R [u, ¢] OEk> = rjk = [R (u”, $)]jk (12)

El uso de ternas, como en (06) y (07), tiene la desventaja que dichas
ternas no indican la referencia usada. Por ello se prefiere la escritura
(deducida de la expresion (02))

OP =3 xk ek =) xx' ek, (13a)
OP' =3 xk * ek =) Xk ek’ (13b)

Construccion de un rotador

En (12) tenemos los elementos de la matriz correspondiente a la
rotacién que lleva una referencia S en una referencia S'. A continuaciéon
vamos a desarrollar una forma de construir un rotador.

Sea u un segdo unitario, {u} = 1, que caracteriza a un eje de rotacién
que pasa por el punto O, origen de un sistema de coordenadas cartesiano.
Sea una particula que se encuentra inicialmente en un cierto punto Po del
espacio; P es la nueva posicién de la particula cuando ella ha realizado un
movimiento de rotacién, de ¢ grados, alrededor del mencionado eje. Es
decir, Po y P se encuentran sobre una circunferencia, cuyo centro es un
punto C del eje de rotacion.

Po

0

Fig. 3. Por rotacion, alrededor de un eje que pasa por el origen, una particula se mueve del punto
Po al punto P.
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Aqui trabajaremos en la tnica referencia S, por lo cual, por comodi-
dad, no distinguiremos entre segdos y ternas. En general, haremos la
distincion entre esos dos tipos de vectores, sélo cuando se presente el
peligro de confusién.

Sea M un punto sobre la recta que pasa por los puntos Py y C, de
manera que CM sea perpendicular a MP. Entonces se cumplird que
| PoM| =1 (1-cos ¢), IMP| =r sen¢, donde r= ICPg! = ICPI.

Teniendo presente que MP es perpendicular al plano determinado
por los tres puntos O, Py, C, es decir, perpendicular a los segdos u, OPq,
puede demostrarse que, MP = u x OPg sen¢. Por otra parte, considerando
que PoM es perpendicular al plano determinado por O, M, P, es decir,
perpendicular a los dos segdos u, MP, puede demostrarse que PoM = u x (ux
OPy) (1 - cosd). Entonces, podemos escribir

OP = OP; + P)M + MP = OP,, + uxOP; sen¢ + u x (uxOP,) (1 - cosd) (14)

Sean el vector u” = (u1, ug, us), donde u~ = WS, y la matriz an-
tisimétrica

Entonces puede demostrarse que: i) Uv™ = u"xv™ para un vector v~
arbitrario, i) U? v~ =u"x (u™xv"), iii) U =-U, iv) U% = -(-1)k U? donde
k es un entero positivo, iv ) U+l = (L1)k U, parak > 0.

Definamos el operador de rotacién (que en S estd representado por
una matriz)

R (u, ) =I + U send + U? (1 - coso) (15)
entonces la expresion (14) toma la forma:

OP =R (u, ¢) OPg (14a)

Propiedades de la matriz de rotacién

Para verificar que R (u, ¢) es efectivamente una matriz de rotacién,
deberd demostrarse que los puntos Po y P se encuentran sobre un plano
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perpendicular al eje de rotaciéon, OP.u = OPg.u, y sobre una misma superfi-
cie esférica, |IOP1%2 = |0Pgl2

Teorema 1
Para dos vectores cualesquiera, a, ¢, se cumple que

<R (u, ) a, R(u, ) c>=<a, c>

En efecto, tener presente que:

1) <uxa, c> + <a, uxc> = 0,

11) <a, u x (uxc)> + <ux(uxa), c> = -2 <uxa, uxc>,
111) <uxa, ux(uxc)> + <ux (uxa, uxc> = 0,

iv) sen?p + (1-cosd)® = 2 (1-cosd)

Teorema 2
También se cumple: [R (u, ¢) a] x [R (u, ¢) c] =R (u, ¢) [axc]

Tener presente que:

Jax(uxc)+(uxa)xc=ux(axc)
Haxux(uxe)]+ux(uxa)]xc=ux[ulaxc)l-2<u,axc>u
m)(uxa)x(uxce)=<u,axc>u,
iv)[ux(uxa)lxfux(uxc)l=<u,axc>u
viuxa)x[uxuxe)l+ux(uxa)lxuxce)=0

Teorema 3
R (u, ¢) R (u, w) =R (u, ¢ + y). Niotese que se trata de un unico eje.

Efectivamente [I + Usend + U? (1-cos¢)] [I + Useny + U? (1-cosy)] = 1
+ U (send + seny] + U? [2 - cosd - cosy + send seny] + U [(1-cosh) seny +
send (1-cosy)] + U? (1 - cosd) (1 - cosy) =1 + U [send + seny - (1 - cosd) seny
-send (1 - cosy)] + U?[2 - cosd - cosy + send seny] - (1 - cosd) (1 - cosy)] =1
+ Usen (¢ + ) + U2 [1 - cos (¢ + y)].

Corolario 1. R(u, $)* =R (u,-4), R(u,0)=1
Corolario 2. <a, R (u, ¢) c> =<R (u, -¢) a, c>

Corolario 3. ax[R (u, ¢) c] =R (u, ¢) {[R (u, -¢) a] xc}
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Corolario 4. R(u,$)u=u
Corolario 5. 10P 1% = <R (u, ¢) OPy, R (u, $) OPy> = <OP;, OP;> = |OP, | g

Corolario 6. OP.u = <R (u, ¢) OP,, u> = <R (u, ¢) OP, R (u, ¢) u> = <OP,,
u> = OPOOU.

Teorema 4

Sea w = R (v, 6) u, entonces R (w, ) =R (v, 8 R (u, ) R (v, -0). En
efecto, teniendo presente que, para un vector arbitrario ¢, se cumple:

1) ¢c=R(v,0){R (v, -0) c],

1) wxec=[R(v,0)ulxc=R(v,0) {uxR(v,-0)cl,

1) wx(wxe)=[R(v,0) ulx{R(v,0)[uxR (v,-0)clt =
R(v,0){ux[uxR(v,-0)c].

Es decir,

R (w, ¢) ¢ = ¢ + wxc send + w x (wxu) (1-cosd) = R (v, 0) {uxR (v, 0) ¢
send + ux [uxR (v, 0) ¢ (1-cosd)l) =R (v, 0) (R (u, &) [R (v, -0) ¢} = [R (v, O) R
(u, ¢) R (v, -6)] ¢, donde ¢ es un vector arbitrario.

La matriz de Euler

Por otra parte, consideremos un cubo (de pléstico transparente) en el
que las tres aristas unitarias QA, QB y QC conforman una referencia
dextrégira (regla del tirabuzén), que constituyen vectores unitarios de
base, de manera que, para un punto P°, fijo al cubo, podemos escribir

QP° = x1QA + x2QB + x3QC, (16)

lo cual, por supuesto, es independiente de la posicién que tenga el cubo en
el espacio.

Inicialmente consideremos el cubo colocado coincidentemente con
una referencia cartesiana So, con origen O y vectores de base e, es, es. Sea
Po el punto de So coincidente con P°. Ahora rotemos el cubo (y con ello,
rotaran sus aristas y el punto P°, fijo al cubo) alrededor del eje de rotacién
(O, w) en un dngulo ¢. Entonces podemos escribir (nétese que Q coincide
con el origen O)

QA=R(u,¢)e;, QB=R(u,¢$)e, QC=R(u, ) e;, QP° =R (u, ) OP,
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A continuacién aplicaremos al cubo tres rotaciones, de manera que
QP?, inicialmente en la posicién OPo pasard sucesivamente a las posiciones
OP;, OP2, OPs3:

1) Posicién inicial: OPy, ek,
ii) Luego de la primera rotacién: OP1= R (es,$) OPo, ex'= R (es, d) ex.

ii1) Luego de la segunda rotacion:
OP2=R (e1!, 0) OP1, ex*=R(e1" 0)ex’,

iv) Posicién final, luego de tres rotaciones:
OP3 = R (e3?, y) OPy, ex’ = R (e3?, ) ex’. Entonces,

OP3 =R (e3%, y) R (e1', 0) R (e3, ¢) OPo (17)
e’ =R (e32, v) R (e11, 0) R (es, d) ek (17a)

Desarrollemos la matriz § = E (y, 6, ¢) = R (es?, y) R (e1’, 0) R (e3, ¢).
Por el Teorema 4, teniendo presente que e3> = R (ei’, 0) es', podemos
escribir, E (v, 0, ) = R(e1, 0) R(es’, w) R(ei},-0) R (e1!, 0) R (es, ¢) =
R (e1}, 0) R (e3', w) R (es, ¢). Pero es! = R (es3, ¢) e = e3; e1t = R (e3, &) e;
implica que R(e1’,8) = R(es, §) R(e1, ) R (es -¢), de donde R (ei'.0)
R (e3!, w) R (es, ¢) = R (es, ¢) R (e1, 0) R (es, -¢) R (es3, W) R (es, ¢).

Por el Teorema 3, los dos ultimos factores conmutan. Es decir,
E (v, 0, ¢) =R (e, y)R(e;}, 0) R(ey, ¢) =R ey, ¢) R (e}, 0) R (eg, y) (18)

que llamaremos matriz de Euler, la misma que permite reescribir las
igualdades (4),

OP3=E (y, 0,$) OPo, ex’=e (v, 0, ) ek (19)

A continuacién se muestran las posiciones del cubo QABC, produci-
das por las rotaciones mencionadas. En todo instante el vértice Q per-
manece fijo en el origen de coordenadas O.
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C C
|
]
' B
/l ..... - m———
o! B
/
/
, /
A
Posicion inicial, coincidente con Posicién luego de la rotacién producida
sistema de coordenadas So, QA = e, por R (es, ¢), QA = e1,, QB = ez, QC = es
OB =ez QC = es El cubo coincide con Si.
=
Q
A
Posicion luego de dos rotaciones Posicion final, luego de la rotacion
producidas por R (e, 0) R (e3, ¢), QA = ex, generada por E (y, 5. ¢), QA = ez, QB = ez,
QB = ey, QC = es,. El cubo coincide con Sz. QC = e3. El cubo coincide con Sa.

Fig. 4. Posiciones: inicial, intermedias y final del cubo QABC

Ahora, la posicién final del punto P°, fijo al cubo, puede ser escrita
como

OP° = x1 e13 + X9 e23 + X3 e33 (20)

Formulas para los nueves vectores de base

3

Calculemos la forma que tienen los vectores ex® en Sp. Para ello

calculemos previamente R (es3, §) ex y R (e1, 0) ex.
R (e4, ¢) e, = ejcosp + e send, R (eg, ¢) e, = -e;5end + e,cosd,

R (e}, 8) e, = e,cos0 + egsend, R (e, 0) eq = -e,send + eycos0,

ademds, R(e,;, d)eg=e;, Rie;, 0)e;=¢;
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Entonces,
el3 =E [y, 6, ¢l e; =R (eg, §) R (e,, 0) [e, cosy + e seny]
= R (eg, ¢) {e;cosy + [R (e, 0) e,] seny} =
= (e cosd + e,send) cosy + R (eg, ¢) [e,c080 + e;senb] seny
= (coscosy - send seny cos0) e, + (send cosy + cosd seny cosO) e, +
(seny send) eq

e23 =E [y, 9, 0] e, = R (eg, ) R (e, 0) [-e; seny + e cosy]

=R (es, §) {-e, seny + [R (e;, ) e,] cosy)
= -(e; cos + e,send) sen y + R (e, §) [e,c0802 + egsenb2] cosy3
= - (cos seny + send cosy cosb) e, + (-send seny + cos cosy cosbH) e,

+ (cosy senb) e,.

e, =E[y, 0, ¢le;=R (e, &) R(ey, 8) eg=R(e5 ) [-e,5en0 + ezcos6]

= -(-e;send + e,cosd) send + e4cosb.

Tabla de las componentes de los segdos e, ® en la base de S,

3 & € eq
o1 cosd cosy — sengsenycosd send cosy + cosd seny cosh | seny send
e —cos ¢ seny — send cosy cosd | ~Send seny + cos¢ cosy cos@| cosy send
e"é send senb — cosd senb cos0

Recordemos que:
QP°pos inic = OPo = x1€1 + X2€2 + X3€3

QP® pos final = X1 €1° + x2e2 + x3e3° = x19e1 + x2Je2 + x3es,

es decir,

QPOpOS final = E (\.}/, 9, (1)) onpos inic (21)

o también,
OP3 = E (v, 0, ¢) OPo (21a)
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Las matrices de velocidad angular y el vector de
velocidad angular

Ahora, suponiendo que los dngulos de Euler son funciones del
tiempo, determinaremos la velocidad de rotacién del cubo. Previamente
demostraremos algunos teoremas.

Teorema 5

R, ¢) = d/dt R (u, $)=¢"UR(u,d)=¢"R(u,$p) U

En efecto R (u, ¢) = ¢" Ucosd + ¢* U? send = ¢" [-U? cos¢ + U? sen¢ + U
+ U% = ¢ U [-U% cosdp + Usend + I + U] = " UR (u, ¢). Ademés hemos
tenido presente que U conmuta con sus potencias.

Teorema 6
Sean Eg, Ei’, Es” matrices deﬁn‘idas de manera que
Eyv-=e¢,xv", E/=R(e, ¢ E, R (e, -¢),
E;" =R (e3, ¢) R (e, 0) E5R (e, -0) R (ey, -¢), entonces
E/'vi=e/xVv", E/V =e" xVv7, donde‘para estos vectores se cumple:
e;'=Reg d)e;, e;"=Rles ¢)R(e}, 0) ey

En efecto, E1'v'=R (e3, ¢) E1 [R (e3,-¢) v7] = Rles, ¢) [e1xR(es, -¢) v]
=[R(eg, P e;lxv =¢e, x v~

Por otra parte tenemos que
E;"vi=R(es, §) R(e;,0) E;[R (e}, -0) R(ey -0) viI=R (e, ) R (ey, ) {egx
(R (e;, -0) R (e, -¢) v71} = R (e5, §) {[R (e, 0) eg] x [R (eg, -9) v71} = [R (e, §)

Re, 0 e xvi=ey" xv.

Nétese que,
e, = cosd e; + seng ey, e5”" = (seng e, - cosd e,) send + cosd eq
0, sise prefiere,

E,"=E, cosp + E, send, E," = E, sen¢ sen0 - E, cos¢ send + E; cos0
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Teorema 7

E (y, 6, 0 =Qy, 0, d E (y, 0, ¢), donde
Qy,0,0=¢ E;+0"E +y" E”

Efectivamente, aplicando el Teorema 5 obtenemos * = E (y, 6, ¢)* =
¢* Es [ + 0% R (e3, ¢) E1 R (e1, 0) R (e3, w) + v* R (es, §) R (e1, 0) E3 R (es, v)
=¢* E3 { + 0% R (e3, &) E1 R (e3, -9) R (e3, §) R (e1, 8) R (es, v) + ¢v* R (es, ¢)
R (e}, 0) E; R (eq, -0) R(eg, -9) R (e5, ) R (e}, 0) R (e5, y) = ¢* By T + 07 E/’
R (eg, ¢) R (e}, ) R (eg, ) + w* E;" R (eg, §) R (e}, ) R (eg, w) = ¢* E5 T +
*E, T+ y*Ey" 1=Q(y, 0,9 .
Nétese que podemos escribir,
Q (y, 0, §) = (6% cosd+ y* send senB) E; + (0% send - y* cosd send) E, + (§* +
y* cosB) Es. (22)

Teorema 8
E (y,0,0) =E (y, 0, $) T (y, 0, ¢), donde
I (y, 0, 0) =¢" Ej5* + 0" E*+vy E,

E *=R(ey, -y) E;R (g5, v), E;** =R (eg, -w) R (e, -0) EgR (e, 0) R (eg,y)
o también,
E,* = E, cosy - E, seny, E;** = E; seny send + E, cosy sen0 + E; cos0
I (y,0,d) = (¢" seny send + 0" cosy) E; + (¢" cosy sen0 - 0" seny) E, +
(¢" cosO + y') B,

Ademds T (y, 0,d)=E (y, 0, &) Q (y, 6, &) E (v, 0, ¢)
[Queda como ejercicio]

Consideremos un punto fijo del cubo QP° = x1 QA + x2 QB + x3 QC
0, en su posicion final, como se muestra en (20) y (21a)

_ 3 3 3.8
OP3_x1e1 + Xy €,° + X° €4

donde, por tratarse de un punto fijo del cubo, las coordenadas x, no se
alteraran cuando el cubo cambie de posicién con el tiempo.

Es decir, (OP3)" = x1 (e12) + x2 (e2®)” + x3 (e3®) .
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~ Ahora, teniendo presente que los ex son vectores fijos, tendremos
(ex®) =(E (g, 0,¢) ex =E (y, 0, 9)" ex = Q (y, 0, §) E (v, 0, ¢) ex, de donde
(ex®) = Q (y, 0, ¢) ex’, con lo cual, reemplazando,

(OP°) = Q (y, 6, d) (x1 el +x2e® +x3e3) =0 (y, 8, ¢) OP°  (23)

Por otra parte, teniendo presente que las matrices Ex satisfacen Ex v
= ek x v para cualquier vector v, podremos escribir

(QP3)" = w (y, 0, §) x QP3 (24)
donde, segin (22) tenemos

w (y, 0, ) = (0" cosd + v send send) e, + (0" send - y' cosd send) e, +
(¢ +y cos0) e, (22a)

que es la velocidad angular de rotacién de los segdos fijos al cubo (por
ejemplo, sus aristas) con respecto a la referencia S, (ademas, expresada en
dicha referencia, ya que es combinacién lineal de sus vectores de base).

Conclusiones

1. Las rotaciones no se realizan alrededor de los ejes (O, ey), sino,
sucesivamente, alrededor de los ejes es, e1’, es”, obteniéndose la matriz de

rotacion R (e3>, w) R (e1!, O R (es, ¢), como se muestra en (17).

2. Por aplicacién del Teorema 4 (y del Teorema 3) tal producto de
matrices es igual al producto de las matrices de rotacién alrededor de los
ejes (O, ex), produciéndose un intercambio de los dngulos correspondientes
al tercer eje, como se muestra en (18)

E(y,0,d=R (e32, v) R (ell, 0) R (e3, &) =R (e3, ¢) R (e1, 0) R (e3, w) (18)

3. Como se muestra en los teoremas 7 y 8, existen dos matrices de
rotacion de velocidad angular Q y I' que cumplen

EW,0,0)"=Q0,0,0)E (y,0,0)=E(y, 0,9 T (y, 0, d)

donde, si w y w' son los correspondientes vectores de velocidad angular, Qa
= wxa, [a=w"xa,entonces se cumple que w=E w’', es decir se trata de la

velocidad angular expresada en las referencias inicial y final, respecti-
vamente.
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Comentarios

En los textos mencionados como referencias bibliograficas se procede en
forma extrana, como se detalla a continuacion.

1. En [1] se describe correctamente el proceso de construccion de las
rotaciones alrededor de los ejes (O, e3) en un angulo ¢, luego alrededor del
eje (O, e1’) en un angulo 6, luego alrededor del eje (O, e3”) en un angulo .
Pero, sin mayor justificacién (el autor dice simplememente que asi debe
ser), en las dos ultimas rotaciones no se usan las matrices R (e1’, 0), R (e3”,
y) sino las matrices R (e, 0), R (e3, y), respectivamente. Ademéds se in-
vierte, siempre sin justificacidn, el orden de las matrices, y con estos dos
“trucos” se obtiene la matriz de rotacién correcta E (y, 6, ¢) = R (es, ¢)
R (e1, 0) R (es3, ), como se muestra en (18). Ver en [1] la formula (37) de la
pagina 158.

2. En [2] se describe correctamente el proceso de construccion de las
tres matrices de rotacién, pdgs. 107-109, alrededor de los ejes (O, e3),
(O, e1), (O, es”) y se construye el producto de las matrices en el orden
correcto, pero suponiendo que ellas se realizan alrededor de los ejes (O, e3),
(O, e1), (O, es), respectivamente. La formula (4-46) asi obtenida es
incorrecta; la matriz transpuesta, formula (4-47) si coincide con nuestra

E (y, 6, ¢).

3. En [3], paginas 178-181, se procede como en [2], pero considerando
la segunda rotacién alrededor del eje (O, e2) en vez del eje (O, e1).

4. En [2] se presentan ciertos comentarios en una nota, en la pagina
108 (pagina 145 en la segunda edicién). Ello sugiere que el autor se per-
caté que la féormula obtenida no era satisfactoria; pero no pudo encontrar el
origen de, entre otras cosas, el intercambio de los dngulos ¢ y v, como se
puede apreciar aqui al deducir la férmula (18).

5. En [4], en forma muy escueta se presentan correctamente las
transformaciones con operadores, y se obtiene el orden correcto de los
operadores referidos a los ejes de la referencia principal.

6. Consideremos los dos problemas diferentes (pero muy ligados en-
tre si): i) Dado un segdo OPg se quiere hallar un nuevo segdo OP, obtenido
por rotacién del primero, OP = E (¢, 6, ) OPo, donde OP = 5 xk ek, OPo =

S Xok ek, obteniéndose x~ = E (¢, 0, y) xo7, ii) Dadas las referencias S y S/,
donde S’ se ha obtenido por rotacién de S, ex’ = E (¢, 0, y) ek, se desea
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hallar las nuevas ternas coordenadas del segdo, OP = ¥ xx ex = ¥ xx’ ek’

Aqui también se obtiene x™ = E (¢, 0, y) x'~, pero las nuevas coordenadas
sonx" =E (-y, -0, -¢p) x~.

En ninguno de los textos aqui referidos queda claro de cuél de los
casos, mencionados en el comentario anterior, estd siendo considerado.
Ello parece ser la razén de un parrafo adicional incluido en la nota
sefialada en el comentario 4: “many authors of quantum-mechanical dis-
cussions appear to use clockwise rotations, rather than the counterclock-
wise convention observed here”.
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