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Dresentacién
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Matematica Aplicada y Optimizacién, en homenaje a Eugen Blum.
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como aprovechar de este evento internacional para desarrollar
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ingenieria, la economia y de otras ciencias.
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varios paises; entre ellos podemos resaltar a: V. Oetli, A. Joffre, A.
ITusem, R. Conunetti, F. Flores, etc.

Creemos que si continuamos de este modo, este evento sera a no

dudarlo importante en la regiéon.
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An optimality IKarush-Kuhmn
Tucker condition for the bilevel
programming problem

José Arica (" and Susana Sheimberg (2)

ABSTRACT

The bilevel programming problem (BLPP) is a model of a leader follower
game in which play is sequential. 1t can be formulated as a sequence of two
oplimization problems where the constraint region of the first is determined
implicitly by the solution to the second. Several algorithms have becn
Sformulated for particular cases and, only lately, optimality conditions for the
general BLPP hawve begun to be studied. Here, it is proposed a necessary
optimality condition of Karush-Kubn-Tucker (K-K-T) type under a local
version caalmness for the BLPP.

Introduction

The Bilevel Programming Problem can be formulated as

(BLPP) : ming.yyexxr™ F(x,y)
St G(xvy)<o0, (1.1)
y € arg min { f(x,y)/g(x.y)<0}
yERnz
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where X ¢ D < R™, D is open and X isclosed; F.£ D x R” - R; G: D x R™
— R™ g DxR” 5 R™ F, Ge C"” (DxR™);and, f, g e C* (DxR™).

Function F 1s called objective function of the first level problem (or leader
problem); f and g are the objective and the constraint functions of the second level
problem (or follower problem), respectively.

It will be used, for x € D, the following notation

Y(x):= {ye R%/g(x,)<0} , O(x):= arg min f(x,y)

y € Y(x)

The follower problem, for fixed x € D, can be written as the parametric one

(P): min { f(xy)/yeY (x)}

The marginal function of the follower problem, (P,), is defined by

v (x):= inf, (v, £(x.y), where v(x):=+0,if Y(x)= ¢

The marginal function is, in general, neither differentiable nor convex and, in
fact, 1t could not take finite values. To guarantee an adequate behavior of v, it is
imposed the following simple inf-boundedness condition on (P,):

ASSUMPTION 1.1

For eachx € D and o € R there exists an € >0 such that
{(xy)eDxR™/ |x=x|| < e, f(x,y)< a.g (x,y) < €, Vi}
1s bounded (where ||.|| denotes the Euclidian norm).
This assumption ensures (Rockafellar [7]) that v is lower semicontinuous (l.s.c.)

on D (but can take the value +0), that v is lower bounded on D and that O (x) is not
empty and compact, for x € D such that v (x) < +co.

In the following it will be assumed that (BLPP) has a solution. Thus, (BLPP) is
equivalent to the problem

(P1): mmmn  {F(xy)/G(xy) 20, f(x,y)-v(x)=0, g(x.y)<0}

n;
(x y)e XxR

Hence, in general, (BLPP) 1s a nonconvex and nondifferentiable program.




AN OPTIMALITY KARUSH KUHN TUCKER CONDITION FOR DE BILEVEL PROGRAMMING PROBLEM.

It will be-useful to recall some concepts of nonsmooth analysis. It is said that
the function h: Z< R" — R is Lipschitz near x, € Z, of module k. if there exists
€ >0 such that h 1s Lipschitz, of module k, on x,+ €B, where B denotes the open

unit ball in R". When h is Lipschitz near each point x € Z, it is said that it is locally
Lipschitz on Z.

Let h be Lipshitz near x, (of module k) and p € R". The Clarke (generalized)
directional derivative of h at x, 1n the direction p 1s defined by

h (x + tp) = h (x)
t

R’ (X0; p) := lim sup
X —> XO

tdo0

IA

It is easy to see that | h” (x; p)| < k |ip]|. for all p € R".

REMARK 1.2

Assumptions made for (BLPP), in (1.1). include continuous differentiability of

F, G, f and g, so these functions are locally Lipschitz on D x R™ (Corollary of

Proposition 2.2.1, Clarke [4]).
The generalized gradient of h at x, 1s defined by
Oh(x):= (Ee RV/h' (x5p) = (E.p) VpeR"),

where ( , ), denotes the usual inner product in R". It is proved that 6 h (x,) can be

expressed as
Conv {EeR"/x, — x,,%x, € Q. E= lim Vh(x)],

X, = X

where Q is the set where h is not differentiable (which has Lebesgue measure 0) and
Conv denotes convex hull.

It i1s known that being h Lipschitz near x, of module k, then dh (x,) 1s a
nonempty, convex and compact set, with |[§|| <k for all & € dh (xy). It also holds

that h” (x,; p) is the support function of @ h (x,), i.c.,

h' (xg;p)= max (E p)

& e dh(xy)
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If h is a convex function, h (x,; p) coincides with the classic directional
derivative

b7 ap)is B h (%o + tp) — h (%)
td 0 ¢

The following two examples show some differences between h’(x,;p) and
h”" (x; p)-

Example 1.3 (Existence of h’ and not existende of h’) Let

)= { Ix| sin (In |x]) , if x#0

0 ,1f x=0

The function h is Lipschitz near x = 0, with k=2, dh(0)=[-V2,V2 ] and
h’ (0; — 1)=v2. But it does not exist the limit
£(0—1t) = £(0)

lim = lim sin (In t),
tdo t i} tdo

Le., there does not exist h' (0; - 1).

Example 1.4 (Existence of both h” (x,; p) and h'(x,p), but h'(x4;p) <
h” (xo; p)). Let h (x) = 1 - |x[, for x € R. Then h’ (0;1)=-1 and h"(0;1) = 1.

The function h is said to be Clarke regular at x, if h ' (x,; p) exists and equals
h” (xo; p) forall peR".

Given a set C < R", the distance function from x to C is defined by

dc (x):= inf {|x—c|, xeR"}.

ceC

The function d¢(x) is Lipschitz of module 1 on R" and it holds that
0dc (x)={Vdc(x)} = {0} for x € int (C) (where int (C) denotes the interior of C).
When C is a convex set, dc (x) is a convex function.

Let x be a point in C, the Clarke tangent cone to C at x, denoted T, (x), is
defined by

Te(x):= {peR/d? (x;p)=0}.
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It is clear that zero belongs to T (x). It is proved that T, (x) is a closed convex
cone. When x € int (C), it holds T (x) = R

Since
ddc(x)= {£ eR/d¢ (x;p) 2 (& p) Vp € R")
1t 1s obtained that
peTc(x) & (& p) <0, VE e dd. (x). (1.2)

Other characterizations of the tangent cone can be found in Clarke [4] and
Aubin-Ekeland [1].

The normal cone to C at x, denoted N¢ (x), is defined as the polar cone of
Tc (x), 1€,

Ne(x)={EeR"(Ep) < 0, VpeTe(x)). (1.3)

It is proved that N (x) is the closure of the cone generated by 0 dc (x), i.e.,

Ne(x)=U,;,, A0 dc (x),
where te overbar means closure..

A nonzero vector n is said to be perpendicular to C at x € C, denoted by
n 1L C at x, if dc(x+n)=||n]||. It is satisfied that

N¢ (x)= Conv {A lim “—n'—l/h 20,n LCatx ,x,— x,n,— 0}
n.

1

(The proofs of propositions presented in this work and not explicitly referenced can
be found in Arica [2]).

Karush-Kuhn-Tucker necessary optimality conditions for BLPP

Optimality conditions for program (BLPP) has begun to be studied recently.
Some works in this line are Chen-Florian [3], Dempe [5], Outrata [6], Yezza [8]. Zhang
[9] and Ye-Zhu [10] (this last work presents very similar results to those gottten here).
To begin the discussion on optlmallty conditions, some previous concepts about set
of multipliers will be needed.

Considering the associated ordinary Lagrange function for (P,):

F(x,y,m) = f(x,y)+(m g(x,y)) for (y. 1) € R"x R :12
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it 1s defined the first-order multiplief sét of (P,) associated with y € Y (x), as the set
of K-K-T multipliers of (P (x)). It is denoted by n' (x, y)

To define the second-order multiplier set, consider y € Y and M (x, y), as the
collection of subspaces M < R™ that can be expressed as limits of subspaces M’
(in the sense that dy (z2) > dy(z), Vz e R"™), where M'= {weR™/
/(W V, g, Y)=0, Vi el(xy)}, with (x.y) > (x,y) and I (x, y): =
{i/g; (x,y)=0}.

The second-order multiplier set of (P,) associated with y € Y (x) is defined

as
2

M (xy):= [rell (xy)/3M e M(x.y)
with (w,V;y lx,h,m)w) 20,V we M

The singular multiplier sets, IT} (x, y) and T2, are defined in analogous way,
but the singular Lagrangean |, (x, y, n) := (&, g.(x, y)): for(y, 7) € R™ x R:nz, is used
instead of the ordinary Lagrangean.

Another multiplier set that will be needed is the augmentable multiplier set. It
1s related to the augmented Lagrangean function:

Ly mn= fy) +H(ngc))+5 ¥ (& &I

" % Y (m+rgy)] ’ - [m+rg xyI')

i=1
for (y,n, 1) € R” x R™ x (0, + ),

where [a], := max {a, 0}, for a € R. The augmentable multiplier set associated with
y € Y (x), denoted by IT°(x,y), is defined as

a

(meR™/(y.,n) is a local saddle point of }
IT (x,y) = i L.(x,.,., r), with r sufficiently large.

The next theorem establishes conditions that turn possible to characterize

o v (x).
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THEOREM 2.1

Letx, € X and Y (x,) #0. If O(.)1isls.c.at x, and forall y € O (xy) 1t1s
satisfied that T1¢ (x5, v)= {0} and T1° (x,,y) < IT' (X, y). then

2

Ov(xg)+ Conv {V, 1(x.7.71)/y € O(x). me Il (xX,.Y)}

Now, consider the problem

xeC
where Cc D <R, C is closed, D is open, and all the involved functions are locally
Lipschitz on D.

Following Clarke [4], Chapter VI, it can be obtained the next proposition.

PROPOSITION 2.2

Let x be a local optimal solution of (P). Then, there exist A >0, r=0 and s,
with (A, r, s) # 0, such that (r, H(x))= 0 and
I 1
0erd]Jx)+ Y r,6H (x)+ > s 0L, (x)+Nc(x). (2.2)

1=1 1=
REMARK 2.3

Note that the above proposition establishes the Fritz John necessary optimality
condition. The aim of this section is to formulate regularity conditions, on (BLPP),
to assure that the multiplier & is nonzero. i.e., to establish the Karush-Kuhn-Tucker
(K-K-T) necessary optimality condition.

It is defined the Multiplicr set of index A at a point x, by

(r,s)eR""7"/0e LO)J(x)+¥,., 1,0 H, ()

M (x):= +3.0,5, 8L, (%) + Ne (). - (2.3)
(r.H(x))= 0, r>0 J

Note that in (2.3) we have, essencially, only two different cases: A =0 and
2 = 1. Because, if (A, r,s) is a multiplier, for A#0, (1. r/A, s/A) 1s also a multiplier.

Observe that 0 € M’ (x).




REVISTA DE CIENCIAS - UNI

. s « 0 b « . B
The interest, in relation to M~ (x), as mentioned in Remark 2.3, is to formulate
3 i@ 0 B
conditions to get M (x) = {0}. On the other hand, when all the envolved functions

are smooth (continuously differentiable), the condition M’ (x) = {0} is equivalent to
the Mangasarian-Fromovitz constraint qualification (MFCQ), Rockafellar [7]. Thus
1t appears natural to consider some extension of MFCQ, to the nondifferentiable case,
to assure the K-K-T optimality condition. Unfortunately. MFCQ is not satisfied by
problem (BLPP). Therefore, it 1s necessary to establish a weaker condition on (BLPP),

such that M" (x) could be reduced to the set {0} or, as will be done here, to get

M' (x) # ¢. The next local concept of calmness will be suitable for this objective (the
global concept of calmness was first given by Clarke [4]).

Let x feasible for (P), € 20 and consider the following parametrized mathe-
matical programs family

(Pc (p,q;x)): min {J(y)/yeS, (p,gx)},

where, (p,q) € R"™".S_ (p.qx):= {(ye Cn(x+ eB)/H(y)+p <0,L(y)+q=0)}
and all the assumptions for problem (P) are satisfied. It is clear that x is a local solution
of (P) if, and only if, there exists € > 0, sufficiently small, such that x is a global solution

of (P.(p.q;x)).

DEFINITION 2.4

Let x be a local solution of (P). The problem (P) is said to be calm near x, if
there exist positive reals € and M, such that, for all (p, q) € <B and for all
x' € S.(p,q;x), 1t holds that

Jx) = () + Mgl = 0

The marginal function of problem (P, (p, g; x)) 1s defined by V_(p.g;x):=

mmf {J(y)/y e S. (p,q; x)}, where V_(p,q;x):= +oo, if S_(p,q;x) is the empty
set.

Note that function V_ (., .; x ) does not need to be Lipschitz near (0, 0). Thus,

0V, (0,0; x) could be the empty set. To overcome this difficult, denoting the epigraph
of V_(.,.;x) by Epi V. (.,.;x) and following Rockafellar [7] and Clarke [4], it
1s defined the next extension of the generalized gradient of V_(.,.;x) at(p, q).
which also will be denoted by 0 V_ (0, 0; x),

OV (p,sx)= {&e R /(& -1) € Nywo (. o (P2 Ve (prg )}
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Let x be a local solution of (P) and € > 0. Consider

(P.(p. g x)): min J+0ly—xID (2.4)
y € Se (p.qix)

where 0:[0,®) — [0, ) is an increasing convex function, such that 0 (0) =0 and
6'(0)=0.

Observe that being x a local solution of (P) and e > 0, sufficiently small, it
holds that x 1s a global solution of (P, (0, 0; x)) and the unique global solution of
(P, (0, 0; x )); on the other hand, for V_ (p, q; x), marginal function of (P, (p, q; x)).
it 1s satisfied that

V. (0.0,%)= ] (x) = V. (0.0; %)

Vo(p.gx) 2V (p.gx). V(p,q) = (0.0) (2.5)

REMARK 2.5

The multiplier sets associated to the program (P, (0, 0; x )) at point x, denoted
by M”" (x), for A=0, 1, satisfy
M (x), = M" (x) (2.6)

where M™ (x) for A =0, 1, are the multiplier sets at x associated to (P, (0. 0; x)) .

As a consequence of Definition 2.4, Corollary 1 an Corollary 3 of Theorem
6.5.2, Clarke [4], Remark 2.5 and since x is the unique global solution of (P_ (0. 0; x)),

the following result is obtained.

PROPOSITION 2.6
Let x be a local solution of (P), where (P) is calm near x, then M' (x) # ¢.

Note that M' (x) # ¢ establishes the K-K-T condition for problem (P). Thus,
Proposition 2.6 says that under the assumption of calmness near x, K-K-T 1s a necessary

condition for local optimality of x. The application of this proposition to problem
(BLPP), yields the K-K-T condition for this.

THEOREM 2.7

Let (BLPP) be calm near the local solution (x*, y*). Assume that T1 o (x*,y) =

myp+ m

{0}, for all y € 0 (x*). Then, there exist a scalar s € R and a vector r € R
such that
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mi . m)
0 e V,EGry)+3 r V. G &EayH)+3 1., Vg (x%,y%) +

s[V f(xx, yx) =0 v (x¥)] + Ny (x*), (2.7)

mj m)

0 = V3'F(x*’Y*)+Z rl v)’ G’ (x*'Y*)+Z rm|+i V}' gi (X*’ y*)_’-

i=1 i=1

sV, f(xx,y*), (2.8)

0 = f(x* y")-v (x%), (2.9)
0 <{GEMy) gty ). | (2.10)
0 = (1. G (", y), gx", ) (2.11)
0 <, (2.12)

where
2

Ov(x*¥) € Conv {V I(x*,y,n)/y € O (x¥), = € IT (x*x,y)} (2.13)

In addition, if 0 () is lower semicontinuous at x* and I1° (x*, y)
< 17 (x*,y), forally € O (x*), then equality holds in relation (2.13).
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Una introduccion al
calculo de variaciones:

el método directo y uno indirecto’

Fabizn Flores Bazan(”
RESUMEN

Este manuscrito contiene las notas de tres lecciones de un mini-curso concebido
como una introduccion al Calenlo de Variaciones. En primer lugar, sc pre-
senta (s6lo para conveniencia del lector) el Método Directo Clisico del Célculo
de Variaciones debido a Tonelli, de una mancra elemental, entendido para
aquellos que pretenden iniciarse en la materia. Ademds se estudia una clase
de funcionales integrales no-convexos mediante un método indirecto es-
tableciendo resultados de existencia de minimo. Lo #ltimo corresponde a una
version unidimensional de lo que se expone en [F2].

KEYWORDS

Método directo, semicontinuidad inferior, funcion no-convexa, funcion

bipolar.

Parte del tema expuesto en estas notas estd basado en el material de investigacion financiado
parcialmente por CONICYT a través de FONDECYT 195-1148.

Universidad de Concepcion, Departamento de Ingenieria Matematica, Facultad de Ciencias Fisicas y
Matematicas.

Casilla 4009, Concepcion - Chile.
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UNA INTRODUCCION AL CALCULO DE VARIACIONES: EL METODO DIRECTO Y UNO INDIRECTO.

Introduccion al calculo de variaciones

iy n los dltimos 15 afios el estudio de problemas variacionales: problemas de
minimizacion dentro del dmbito del Calculo de Variaciones, se ha incre-
mentado notablemente. Esto porque muchas situaciones concretas que surgen de la
aplicacion en diversas ramas de la ciencia y de la ingenieria, se dejan modelar como un
problema de minimizacién que en algunos casos particulares - especialmente en la fisica
- tal problema de minimizacion recibe el nombre de principio variacional, y requieren
nuevas técnicas. El Calculo de Variaciones, se puede decir que nace (y tal vez antes)
con la formulacién del problema de la Braguistécrona que uno de los hermanos
Bernoulli hace a la comunidad matematica de ese tiempo.

Un método clasico para tratar problemas de minimizacién es aquella que
requiere de la bien conocida ecuacién de Euler-Lagrange: el anilogo a la ecuacién (en
dimension finita) que la derivada de la funcidon debe ser nula en un punto donde la
funcién es un minimo. Asi, la ecuacion de Euler-Lagrange viene a ser una condicién
necesaria para que un elemento sea un minimo. De modo que bajo ciertas hipétesis
adicionales sobre la funcional (integrando) el problema de encontrar un minimo para
la funcional es equivalente al de resolver una ecuacién diferencial. Sin embargo, sélo
en situaciones muy especiales, aunque por cierto no banales y de considerable
significado, es posible dar solucién a la ecuacion diferencial. Conviene notar que no
toda ecuacion diferencial es la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a algin problema
de minimizacién. Este tltimo, da origen a los llamados Problemas Inversos. Pero,
para una gama muy amplia de ecuaciones diferenciales, es posible resolverlos mediante
su problema de minimizacién asociado. En este caso el método directo juega un rol
muy importante, aunque se requiere de un analisis adicional que se refiere a la
regularidad del minimo en consideracién. En la siguiente seccion se describe el método
directo clasico en un contexto general. En la tercera seccion se demuestra tal método
debido a Tonells, para el problema elemental del Calculo de Variaciones usando técnicas
nada sofisticadas siguiendo la linea del libro de Cesari [Ce]. Existe una vasta literatura
al respecto. En la seccion 4 presentamos un método indirecto que es una version
unidimensional de algunos resultados expuestos en [F2] donde el método anterior no
puede ser aplicado.

La forma del presente manuscrito se debe a que su versién original fue escrita
por el mismo autor para ser impartida en un mini-curso’, realizado en ocasién de las
IX Jornadas de Matematica de la Zona Sur, en la Universidad del Bio-Bio, Chillan-Chile,
desde el 26 al 28 de abril de 1995, compuesto de tres lecciones, y dirigido a un puablico
que pretende introducirse en la materia. Al final se da una lista de referencias
complementarias.

£ {1
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Descripcion del método directo clasico

Estamos interesados en estudiar el problema

min ] (u) (P)

ueM

mas concretamente, estableceremos condiciones sobre ] para las cuales (P) tiene
soluciodn, 1e. st existeu € M tal que minyJ (u) = J(u). Aqui,J: M — R, donde M
es una clase de funciones. A fin que el problema tenga sentido asumiremos que

A= min J(u)> -
ueM
1.e. que J sea acotado por abajo. Por definicién de infimo existe una sucesioén (uk),

k € N, de M tal que J(uxy > A cuando k — . A tal sucesion se le conoce como
una sxcesion minimizante.

La primera cuestion que surge tiene que ver con la existencia de una funcién
limite u de la sucesiéon (uy). En el caso que las funciones sean curvas en

R™ (u: [0, T] = R™), Hilbert fue el primero que establecié algunas condiciones bajo
las cuales la existencia de una funcion limite es garantizada.

Supongamos que una funcién limite u € M exista. Entonces, si
J (u) = limy J (uy) tenemos

J(u)=2 (2.1)

Asi u seria un minimo (absoluto) para J en M. Aparte de precisar la topologia
en M para el cual se cumple u, — u, observamos que (2.1) se satisface si ] es continua.
Sin embargo, en general, ] no sera continua. En efecto, Labesgue fue el primero en ver
que la continuidad no es necesaria sino que basta la semicontinuidad inferior’. Previa
introduccién de una nocién de convergencia en M, se dice que J es semicontinua

inferiormente, en breve s.c.l., en u si para cada sucesion (uy), ux —> u se tiene

J(u) < lim inf J (u,)

k= «©

como veremos a continuacion. Claramente se tiene

A < J(u) (2.2)

> (@
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Por otro lado, asumiendo que J es s.c.i. en u:

J(Uk)ZJ(E)—e

Vk suficientemente grande. Luego

A=J(u)-¢ Ve > 0. (2.3)
Asi, (2.2) y (2.3) implican A = ] (u).

De lo expuesto, se deduce que el método directo clasico consistiria en 3 pasos:

1. La construccion de una sucesién minimizante.
Demostracion de la existencia de una funcién limite para la sucesién, en verdad
basta que sea para alguna subsucesion.

3. Demostracion de la semicontinuidad inferior de la funcional en la funcién limite.

El problema elemental del cilculo de variaciones
Sean I=[0, T]; g: Ix R"— R" f: I x R"x R" = R funciones continuas: I, a,
b e R" fijos. Se supone ademaés que existen o > 0, B & R y algiin p > 1 tales que:

ftbuu)2a |u|P+B Viel V(uu) € R"xR" (3.1)

Se define

T
J ()= IO £ (6 u(t), v’ (1) de

El cual tiene sentido para funciones # absolutamente continua. El problema que
estudiaremos sera

min ] (u) (P)
uelU

donde
T
U= {u e AC (I):u (0) = a,u(T)=b,J- g (t,u (t))dt=l}
0

Aqui AC (I) denota el espacio vectorial lineal de las funciones absolutamente
continuas definidas en I.

Por simplicidad nuestro analisis se limitara al cason = 1.

15
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Primer paso. En virtud de la condicién de crecimiento sobre f (ver (3.1)),
obtenemos, que Vu € U.

T
J(u)ZaJO WP +B 2 B

Asi,

A= inf J(u) 2B > -
ve U

Segundo paso. Sea (ux) una sucesibn minimizante, es decir uy verifica
limg J (ug) = A . Entonces (J (ug)) es limitada. En consecuencia, existe B> 0 tal que

T
[ 1w, @ de<B® vkeN.
0

Por otra parte, se tiene, usando la desigualdad de Holder

t" t"
g () = uy (t)] = lj W6 ds| < [ )] ds <
t t

t'

’ 1/p
' [u’, (s)lp ds}

< It” _ t’i]/q {I

donde 1/p+1/q=1, 0<t' <t”"<T. En particular,

t

lu(t)-b| < [t-TIY*B< T/ By
g (€ -uy ()] < B[t -4
Las dos ultimas desigualdades nos dicen que la sucesién (ug) es equilimitada y
equicontinua. El teorema de Arzela-Ascoli implica que (uy) admite una subsucesion

(atin denotada por el mismo sub-indice) que converge uniformemente a alguna funcién
continua u.

T
Probaremos que u € U. Claramente u (0) =a,u (T)=b yJ- g(t, u(t)) dt = 1.
0

Veamos ahora que u € AC (I). Sea [t';,t';] < I, i=1,..., m, disjuntos. Entonces

m m t”| ]VP
L Iale) = w )] € 1= o ay s

1=1 1=1
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1/q 1/p 1/q

- 1 e
AN EACILES BT 1= 1,
d =1 j

[m 1
l ' |
< 412 |t i”t'i|i>
l Jooeer N j

i=1

Lo que prueba lo deseado haciendo k — o. Similarmente se prueba que
u e LP (]o, T|).

Tercer paso. Ahora necesitamos una nocién de convergencia para la sucesion
(ux) en AC (I). Probaremos que u'y converge débilmente a u’ en LP (]0. T[), lo que
denotaremos por u’y — u’ en LP (]0, T[), méis precisamente probaremos que

T

lim | W (O -0 (0] v () de= 0 (3.2)

k— o 0

para cadav e L%(]0, T[). Visto que el conjunto de los polinomios es denso en LY (en
la norma de L9, (3.2) serd demostrada para v polinomial. Usando integracion por
partes, se obtiene

T T

.[ [U’k(t)—a' (t)J v (t) dt = __I

0 0

U (9= (O] V' (9 dt

La integral del lado derecho converge a cero cuando k — o debido a la

convergencia uniforme de (uy). Asi u'y — u’ en LP.

De la discusion hecha anteriormente parece razonable introducir Ja siguiente
nocién de convergencia en U, la que denotaremos por ux —> u en WP (Jo, T]) v
se define como up — u en C°([0, T]) con la norma del supremo vy u'y = u' en
LP (J0, T[). Esta definicion de convergencia toma en consideracién la condicién (3.1).
Si en lugar de tal condicién se tiene f (t, u, u’) 2 y (|u’|), donde la funcién y es una
funcién s.c.i., convexa y verifica y (|u’])/|u’| = 40 cuando |u'| — +o , se
considera la misma nocién de convergencia poniendo p = 1. A tal funcién y se le
conoce con el nombre de funcién de Nagunio.

Ahora bien, una vez introducido una nocién de convergencia en U, demostrare-
mos que J es s.c.i. en u. Para tal fin, necesitamos que la funcién u’ — f (t, u, u’) sea
convexa y por cuestiones técnicas asumimos que también sea de clase C'. Probaremos
que J (u) < lim infy J (ux) para cada sucesién (ux) en U con la propiedad que
ur — u uniformemente y u’y = u’ en LP(]0, T[).
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Sea En={t e [0, T]: |u' () <N} y consideramos la identidad

St ue w') - B = f(e u,w) - B+ AL uk ') - At uku’)] + [ (6 uk @) - £t T w) ]
(3.3

N—

donde B es la constante que aparece en (3.1). Teniendo en cuenta que ux = u
uniformemente; dado &€ > 0 existe ng € N tal que Vk > no,

.[E [/ (& uu'y) - Blde > IF [f (t,u,v")~B] dt +

[ U u) - floue 0] de - eT (3.4)

En
Pero como f(t, u, .) es convexa y de clase C', se tiene
ftouu)-f(tuu () > fotuu ) (u-u () Yo' e R
Usando esta desigualdad en (3.4), obtenemos

J Utwewp-praz ] eww-plas

N E,

+j =) [, () - £, (tuu)]dt+j W, =) £ (tu,a)di—gT

(3.5)

Veamos que las dos Gltimas integrales del lado derecho de (3.5) tienden a cero
cuando k — oo. En efecto, la tercera integral converge a cero porque u’y — u’ en
L? (]0, T[) y basta ver que la funcién v definida como v (t) = fur(tu (t), u' (t)) si
te Enyv()=0sit e [0, T]\ Ey pertenecea L%(]0, T[). Que la segunda integral
converge a cero, resulta de usar la desigualdad de Hélder a tal integral y de tener en
cuenta que u'y, u estan en LP, ademiés que fu (t, ug (1), u' (£)) = for (t, u (£), u’ (1))
converge a cero uniformemente en EN. Teniendo en cuenta que f (t, u,u’)—p >0, se
tiene

lim mfj [f (t. u, (0), w', (1)) — B] dt >j [f (t. u(0). 0 (6) = B] dt - €T. Ve >0

k— o n

En consecuencia, s1 N — oo obtenemos

lizg mff F(tuy (). 0", (0) dt 2 j 76 T(), 7 (1) dt— €T, Ve >0,

k>«
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lo que prueba que J es s.c.i. en u. Esto nos permite concluir que u es un minimo para

Jen U.

El resultado de existencia apenas demostrado fue establecido primero por
Leonida Tonelli, y se le conoce como el método directo (clasico) del calculo de
variaciones. Esta técnica, hoy en dia, es usada en diversas ramas de la matematica.
Para una demostracién del teorema de Tonelli sin hipotesis de regularidad sobre f
referimos a cualquiera de los libros [Ce, Da, E-T].

Observacién 3.0. Hacemos énfasis también que la hipétesis de convexidad de
f (t, u, .) es una condicidn necesaria para que la funcional asociada sea s.c.i. relativo a
la nocién de convergencia que introducimos previamente. Para una demostracién de
tal resultado el lector puede consultar a [Ce, Da, E-T]. Sin embargo, a continuacién

presentamos una demostraciéon en el caso mas simple: f (t, u, u’) = h (u) y
prescindiremos de las condiciones de frontera.

Sea £ un punto donde 4 no es convexa, luego existen &, &, y A € 0, 1[ tales
que &= A& +(1-2)& vy h(§)> Ah (&) +(1-2) h (&)

Consideremos la funcién u tal queu’ =& en [0, T]. Dividimos el intervalo
[0, T] en % subintervalos de igual longitud. Luego, cada subintervalo lo dividimos en
dos, cada uno de ellos de longitud proporcional a A y a 1-A. Ahora, consideremos
las funciones uy definidas en [0, T] tal que sus derivadas asumen los valores &, y &,
alternadamente en cada subintervalo. Claramente uy — u uniformemente y
u’y = u’ en LP(]0, T[). También se tiene

T T
lim | h,(®)de=T (b (&, +(1-2)h (&) <Th (&)= jo h (@' (1)) dt.

k4o O

Luego J no seria semicontinua inferiormente,

Ejemplo 3.1. Consideremos el problema

1
min | [u?(0+ u'(9)]] dt
welU 0

donde U= {u e AC ([0, 1]): u (0)=0, u(1)=1}. Claramente

1 1
Jw= [ WoO+vmld2] wel 21 Vue U
0 0
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Consideramos para cada k € N,

L ri-k s 1oL <<

uk(t)={0, siOStSl—k -

Obviamente, u, € U para cada k € N. Ademas,

1

b, 2 1
J(uk)=j0 w (O de+1= [ | (ke 1=k des 1= o= 41

3k
i

Por lo tanto, limy» J (u) = 1. En consecuencia (ux) es una sucesion
minimizante para J. Supongamos que exista u € U tal que ] (u) = 1. Entonces

u'(t) 2 0 ctp. Delo contrario seria posible construir 0 € U tal que J (u) <J (u)
I

lo que contradice el hecho que u sea un minimo para J. Luego J () dt+1 = 1.
0

El cual implica que u = 0. Pero ésto no puede ser de acuerdo a las condiciones de
frontera. Asi la funcional J no tiene minimo.

Observacion 3.2.  En el ejemplo previo se observa que la condicién de
crecimiento superlineal del integrando no se verifica.

- PR 2 2

Ejemplo 3.3. Sea la funcién integrando f (t, u, u') = u® + |u’|* y U como en
el ejemplo anterior. En este caso la sucesién definida como antes no es mas una
sucesiOn minimizante:

lim J(u)= 0.
k— o

Sin embargo la funcional correspondiente admite un minimo en U por el
teorema de Tonelli.

Ejemplo 3.4. Consideremos el problema de minimizar

1

Jw= | v @ -1 de

0
en U= {ue AC ([0, 1]): u(0)= u(1)=0}. Claramente, J(u) > 0 para todou € U.
No es dificil ver que cada funcién uk definida mediante,

i=12 ..., 2
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21-2 | 21-2 21—-1 1
u, ()= <t— F . sl o <t< ¥ tz—k—t

21—1 211 21
- L , S1 - StST
2 2 2

uk (0) = uk (1) = 0, es un minimo para la funcional Jen U, 1.e. ] (ux) =0 Yk € N. En
particular, la sucesion {uk) es una sucesién minimizante para J. Ademés, como

lu, ()] s% Vi e [0.1]

se tiene que la convergencia ux — 0 es uniforme.

Veamos que u’y — 0 en L° (]0, 1]), o equivalentemente
1

limg I u'k (1) p (t) dt=0 paratodo p e L Para ello basta, como antes, considerar
0
p un polinomio. Integrando por partes, se obtiene

1

1
[ we@p@di= -] wp @ d
0 0

Asi,

Ml\ Vk e N

1
<M [ Ju @] de < =
0 2

U; u’, (1) p (1) dt

lo que demuestra lo deseado.

También se observa que

1=](0) > lim J(u)=0
k— o
nos lo dice que J no es semicontinua inferiormente, con respecto a la convergencia
. : : 2
débil, en cero. Evidentemente no es cierto que u’x — 0 en L°,

Observacion 3.5. Notamos que el tltimo ejemplo corrobora que la nocién de
convergencia débil introducida al 1nicio estd ligada a la convexidad de la funcidén
integrando respecto al argumento de la derivada. Por otro lado, el mismo ejemplo nos
muestra que atn cuando la funcién integrando no es convexa, la funcional J (u)

1
2 . , . :
= j [|u'(t)|2 - 1] dt tiene minimo en U. Por lo tanto la convexidad del inte-
0

grando con respecto al argumento de la derivada, no es una condicién necesaria para
la existencia de minimos. El siguiente ejemplo muestra que no siempre se puede esperar
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que exista un minimo para una funcional cuya funcién integrando no sea convexa en
el argumento de la derivada.

Ejemplo 3.6. Sea la funcién integrando:

ftou,u)=u’+ | -1)(u' +1)|,y consideramos el problema

1
min | f(tuu) de )
velU O

donde U es como en el ejemplo previo. En este caso la sucesién de funciones definidas

en el ejemplo 3 forman una sucesién minimizante porque ux — 0 uniformemente en
[0, 1]:

1
lim J(u)=min | f(tu(t), u'(t)de=0.

k> o uel O

Si la funcional J tuviera un minimo u en U, se tendria

)

I [Ez(t)"‘](E'(t)—l)(a(t)'+1)|]:0

0

Lo cual implicariau = 0 y |u'(t)] =1 el que es un absurdo.

Un método indirecto

En la seccién previa concluimos que si estamos interesados en encontrar
soluciones para problemas de minimizacién, el método directo clsico apenas descrito
resuelve e] problema para una clase de funcionales con funcién integrando convexa en
el argumento de la derivada. En el caso que la funcién integrando no sea convexa,
vimos que no siempre se puede esperar existencia de minimos. Sin embargo, es posible
encontrar una clase especial de funciones integrandos no necesariamente convexos para
las cuales se obtiene existencia. La exhibicién de una tal clase sera el objetivo de la
presente seccion,

Antes daremos algunos resultados preliminares.

En lo que sigue h: R — R denotard cualquier funcién boreliana y h** ser4 la
funcién bipolar de h y esta definida como la funcién convexa y s.c.i. méas grande pero
no mayor que h (ver [E-T]). Los siguientes lemas fueron extraidos de [F2], compare

con los de [A-C].
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Lema 4.1. Sea I =)0, 7] y sea | una medida positiva no-atémica de Radon sobre 1.
Sea z una funcion medible tal que t — b ** (2(1)) estd en LI([ ). Ademas, sea Ja, bf un intervalo
tal gue —0 < a < b <+, h** (&) <h (€) para & € Ja, b, h** (a) = b(a), b** (b) = b (b).
Ponemos E={t € I: a <z(t) <b}, el cual suponemos diferente del vacio y de medida positiva.
Entonces existe una funcion medible w que toma valores en {a, b} para t en E, tal que

(a) JE wt)dp= JE z (t) dp,

ONIEICIOETES IO

y para todo t € |

t T

(©) IO w(s) e (s)dp < JO 2(s) %, (s) d.

Demostracion. De la definicidon de E y h™ (ver por ejemplo [E-T]), existen
funciones medibles pi: I — [0, 1], 1 =1, 2 satisfaciendo: py(t) + pa(t) = 1, y tal que

2(6)=py () a+p, ()b, h" (2() = py (1) h(2) + p, () h(b), t & E.

T

T T
Definimos (1) = j ayg (t)dp+J by (t)dp—_[ z (t) ¥ (t) dp.
0 T 0

Claramente y es funciéon continua de [0, T] en R, y w (0) > 0, w(T) < 0. Por
eso existe 6 € I tal que y (8) =0. Ahora, nosotros consideramos la funcién w (t) =
a%g Ao, 5 () T DY A 5.1y (1) Esta es medible de la definicion de 8, (a) sigue. Por otro

lado, podemos escribir, para t € E, h™ (z(t)) = ¢ (z(t) - a) + h(a) con ¢ =[h(b)- h(a]/(b
-a). Teniendo en cuenta (a) y w(t) € {a, b} en E, tenemos, por la definicién de ¢

J h™ (z(t)) %k (t) dsz' c(z(t) —a)du +I h(a) dp=J' c(w(t) —a)dp +_[ h(a) dpzj
I E E E E E
y asi (b) se cumple. Fijamos tenI;s1 t <38.

| 6)=2() 2, ) dn= [ @=2() 7, (5) du <0,
0 0

si t> O entonces
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t t ' T T
[ (w(s)=2 () %5 (5) dn = Jow () %e () dp= | 205 (5) du+ [ 2(5) %z () da
0 0 t

aqui hemos usado (a) y la demostracién del lema queda completa.

Observacion 4.2. Si cambiamos “a” por “b” en la definicién de la funcion
v
y w, obtenemos la misma conclusion a menos de cambiar “<” por “>” en (c).

Lema 4.3. S7 ademas de las hipétesis del Lema 4.1, asumimos {& € R: /J@ <h (&)}
=U, Ja, b, donde tales intervalos son supuestos disjuntos, —oo < a; < b; < +oo, con i recorriendo
en un conjunto a lo mas numerable. Adicionalmente asumiremos que la funcion b satisface la
siguiente condicion de crecimiento: b (€) 2 o |& |7 - B, para algunas constantes o, B, o > 0 y
1 <p <+, Entonces, si la_funcion z esté en L7 (0, T]), existe una funcion w en L7 (J0, T])
que toma valores en \U; {a; b;} sobre {t € I z (1) € U Ja, b} tal que

@ [ wodu=] 20 dn

G) | b du= [ 0" @) dn

t paratodot e I

t

(c) '[o w(s)du < _[; z (s) dp.

Demostracion. Poniendo E;= {t e I a; <z(t) <b;}; aplicamos el Lema 4.1 para
obtener una funcién medible w; que toma valores o bien a; o b; sobre E; tales que
para cada i

()] widn=| oxe, ©dn

() [ b @du=] 0" @m0 du

y para todo t € [

t t

i) | w0 O dw s | 260,60 dn
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Ponemos Eqg =1\ U E; y definimos w:I - R mediante

w(t) =z (t)XEo () + 3 w. (t)XE| (t).

Tal funcién satisfacera los requerimientos del lema. El hecho que w esta en LP
es una consecuencia directa de la condicion de crecimiento sobre h.

Observacion 4.4. Por la observacion 4.2, concluimos también que existe una
funcién, atin denotada por w, en LP (]0, T[) tal que (a), (b) y (c) se cumplen, a menos
de cambiar el sentido de la desigualdad.

Hipaotesis (H).- Se asume +o0 > p > 1.

La funciéon g: [0, T] x R > R es tal que

(g1) ges L ® B (R)- medible;
(g2) u — g (t, u) es semicontinua inferiormente para casi todo t en [0, TJ;

(g3) u — g (t, u) es mondtona para casi todo t en [0, T};
Ademas:

(ga) Existe una constante o tal que
g (t,u)= —a; [u]P-PB; () dondeB; estden L' (J0, T[).

La funcién h: R — R es tal que

(h1) h es semicontinua inferiormente.
(h2) Existen dos constantes; oy, 2 con a; > 0, tales que

h(€)zaz [E]7 - B

.. o
Adicionalmente, se asume que 1-2P TP — > 0.

o2
Consideremos el problema:
T T
min | g(tu(®)dt + | h @) de (Po)
uelU 0 0

donde U = {u e AC ([0, T]): u(o) = a, u(T) =b}.

Notamos que se admite como funcién h la funcién indicatriz de cualquier
conjunto cerrado.

Se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 4.5. Sea gy b funciones que satisfacen la hipitesis (H) enunciada anterior-

mente. Asumimos que la funcional '[ gt u(t)) dt + J h(u'(1)) dt tenga un valor finito para
I I

algitn u en U. Entonces el problema (Py) admite al menos una solucién.

Observacion 4.6. La hipotesis de monotonia sobre g(t,.) no puede ser quitada
en general. Para ver esto, basta tener en cuenta el ejemplo 3.6 de la seccién previa.

Demostracion del teorema 4.5,

a) Nosotros primero consideramos el problema convexificado

T T "
min | gtu®)de+ [ h™ (o) de (P§")
velU 0 0
El razonamiento efectuado en la demostracién del teorema de Tonelli permite

concluir, en virtud de la hipétesis (H), que el problema (P;") admite al menos una
solucién, la cual denotamos por u.

b) Aplicamos el lema 4.3 a la funcion u" para obtener una funcién w en LP (J0, T])
que satisface

T T

[ wyde= [ @ de 4.1)
0 0

T T
[ hev@yde=[ 0™ @ () dg (4.2)
0 0

y para todo t en |0, T]

t

J‘0

¢) Ahora, consideramos la funcién continua u, solucién del problema

u'(t) =w (t) u (0) = a. (4.4)

w(s)ds < It u’ (s) ds. (4.3)
0

Claramente u € AC ([0, T]) porque w e LP. Pretendemos que la funcién u sea
una solucion del problema (Pg). Para tal propésito, probaremos que

T T
u(T) = b; jo h** (a(0) dt = jo h (u'(1)) dt (4.5)
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y

T _ T
jo gt u(M)de= | g(t u(t) de. (4.6)
0

La primera igualdad de (4.5) es una consecuencia directa de (4.1) y la segunda
resulta de (4.2).

Veamos la prueba de (4.6). Teniendo en cuenta (4.4), (4.3) se convierte en

u(t) < u (t) parat en )0, T]. De modo que si g (t, .) es una funcion no-decreciente
para casi todo t en [0, T}, lo anterior implica

g(tu(®)<g(ta()) Vi e [0 T (4.7)
Por lo tanto
T T
jo g (t, u(t) dt < jo g (t. T (1)) d. (4.8)

Por otro lado, como u es una solucién de (Pg"), por definicién de h | se

tiene
T

T T T
| gu@)de+[ b)des | g (L a(O)de+] b (G() de.
0 0 0 0

El cual, junto con la segunda igualdad de (4.5) y (4.8) permite concluir que (4.6)
se cumple. Esto prueba que u es una solucion del problema original (Py). Si g (t. .) es
una funcién no creciente para casi todo t en [0, T}, aplicamos la observacion 4.4 para

obtener u(t) > u(t), t e [0, T]. Entonces (4.7) se cumple, luego se repite el argumento
hecho anteriormente.

En la demostracion del teorema previo, el lema 4.3 (resp. obs. 4.4) fue usado
para construir una funcién u € U solucion del problema (Pg) a partir de una funcién

u € U solucién del problema (Pg"), tal que u < u (resp. u > u). Por eso, tenemos
el siguiente resultado.

Corolario 4.7. (Problema con obstaculo). Si, ademés de las hipétesis del
teorema 4.5, asumimos que g (t, .) es no-decreciente (resp. no-creciente) para casi todo

; - 1 . ;o
t. Entonces, dada cualquier funciéon y e L' la funcional en (Pg) alcanza su minimo
en el conjunto convexo

{ueU: u<y (resp.u> yl.
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Ejemplo 4.8. Consideremos la funcional
T T )
Jw= | gwde+ | (-1 @) dy
0 0

donde g(u)=0 si u<0 y g(u)=u 20,y nosotros buscamos el minimo de J en U
con datos homogéneos en 0 y T. Nuestro teorema afirma que J tiene al menos un
punto de minimo. En realidad, uno puede encontrar tal minimo explicitamente.

Observaciones finales

| El lector interesado en el estudio de problemas de minimizacién no-convexo y
unidimensionales (u: [0, T] = R™) podra consultar [Ce, A-T1, M1, M3, Ral, Ra2, C-C,

C-M, AC]. Enel caso que u: Q = R" = Ry las funcionales dependan del gradiente
referimos a [A-T, C1, C2, C-P, M2, M3, Ra2, Ra4, T] y si dependen del laplaciano,
algunas referencias son [A-T2, A-T3, C-F, F1, F2, F5, R, Ra2, Ra3]. Finalmente para el
operador de la ecuacion de la onda citamos [B-F].

Algunos resultados de no-existencia de minimo pueden ser encontrados en [M1,
M2, F3, F4, C1, Fr]. En realidad no podemos pretender en dar una lista completa de
referencias, sin embargo el lector encontrard una extensa bibliografia en los trabajos
citados.

Debemos decir que el presente manuscrito es una versién unidimensional de
los resultados expuestos en [F2] y estan ligados con los de [M1].
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Primcipio de maximizacion
de la informacion de
Alkaike

Rosa Maria Inga Santivafiez ()

RESUMEN:

Se propone una justificacion rigurosa del criterio que propuso Akatke para
seleccionar el mejor modelo. Ademas presentamos el estudio del error del AIC
€N VAarios casos.

Palabras llaves: Criterio de informacion de Akaike (AIC), Minimo AIC
(MAIC), Medida de Discriminacion de Kullback-Letbler.

Introduccion

osotros presentamos un desarrollo del estadistico asociado al Criterio de

Informacién de Akaike (AIC) para el estudio de dos tipos de modelos:
modelo no restringido (cuando no existen restrictones en los parametros del modelo)
y modelo restringido (cuando existen restricciones en los parametros del modelo).

(*) Universidad Nacional Mayor de San Marcos, Facultad de Ciencias Matematicas.
Av. Venezuela s/n. Lima 1, Peru.
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Ademas se presenta el criterio de selecciéon que propuso Akaike para determinar
el mejor entre varios modelos propuestos. Dicho criterio estd basado en el minimo

AIC (MAIC).

St bien los resultados basicos que se presentan son una recopilacién de los
trabajos de Akaike (1973, 1977, 1991) y Sakamoto, Ishiguro y Kitagawa (1986) en este
trabajo se proporciona una justificacion rigurosa del criterio que propuso Akaike para

seleccionar el mejor modelo, los resultados obtenidos son presentados en las secciones
[ylIl

Sakamoto, Ishiguro y Kitagawa (1986) estudiaron el error del AIC cuando 0

es 07,...,0 0,...,0) yla matriz de informacién de Fisher, ., es la matriz unidad.
Nosotros complementamos el estudio del error del AIC analizando los siguientes casos:
nNe; =@©;,...,0 5 0,...,0) es una matriz definida positiva;
2)0 el | AT 0, Ousyso .-, Ok)y ., es la matriz unidad;
3)6;=(6:....6 v+ O+ -, Ok)y J., es una matriz definida positiva.

Estos resultados se presentan en la seccion III.

I. - PRINCIPIO DE MAXIMIZACION DE LA INFORMACION DE AKAIKE EN EL
CASO DE MODELO NO RESTRINGIDO

Considérese el espacio estadistico (3. B, . P, Joco, ¥ sea f(x/0) con
0= (0, 0Og) € O ladensidad de P, con respecto a una medida o-finita v. Sea
X=(X,,...,X,) una muestra aleatoria simple y sea 8" = (0 e 05) € O elvalor

del vector de parametros que el estadistico propone como verdadero.

Sea Z=(Z,,...,Z,) una variable aleatoria con la misma distribucién de X,

luego la funcién de densidad de Z dado 8" es f (z, , ..., z,/0"). La funcién de densidad
de Zdado O esf(z,,...,2,/0). S10(z,,...,2z,) es un estimador de 0, la funcién de
densidad estimadade Xsera f (x,, ..., x./0(z,..., z,)) con esta notacion el logaritmo
de la funcién de verosimilitud sera

0 )= log f(x;,...,x,/0)= Y log f(x,/0) (1.1)

t=1

y el logaritmo de la funciéon de verosimilitud estimada por

00, ...,2z,)=3 log f(x/0(z,..., z.)) (1.2)

1=1
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- ’ - . . . r /\ b4
El estimador de maximo verosimilitud se denotara por 8, (z,.. ... z,) que bajo
condiciones de regularidad

Vn (0 (z,...., z)-0") —L>N(0,j:‘) (1.3)

donde ], es la matriz de informacién de Fisher. Ademas,

07(0) = By, (0(0)) (1.4)
070 .....2.0) =B L O(2....2.))] (1.5)
0 (K) = Epe 00k @2, (1.6)
0= (K)= Eyo 0@Bc(xinnx, )] (1.7)

Supongamos que se desea saber si un vector de parametros
= (B ;s nss Ok ), O € Oy seaproximaa@. Este problema se podra resolver mediante
el siguiente contraste de hipotesis.

Hy: f(x,..... x./0)= f(x,..... x,/8)

frente a
H,: f(x..... x,/0)# f(x,..... x,/0") (1.8)

equivale a analizar los modelos

Modelo (0): f(x,,..., x,/87) . 8 =(67.....6")

Modelo (K): f(x,,..., x,/0), 0=(0,...., Bk) € O
(1.9)

Y una medida natural de contrastar las hipotesis dadas en (1.8) es la medida de
discriminacion de Kullback-Leibler.
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= Ey 0" (log £(x,,.... x,,/e‘)) ~Ey 0" (log f(x, ..., x./0 (2, ..., z.)))
I(f(xl ..... x /0 ) £(x;s... %/0(zp. 2, ))): F@y-0'0@,....2.)
(1.10)
Min E, . (I(f(xl,...,xn/e' ) f(x, ..., x,/0 (zl,...,zn)))) (1.11)
B(z;...., z,)
equivale a
Max Bl 0C.....2,)) (1.12)
By 55 wun z,)
Analicemos esta ultima expresion.
St 6x (z,,..., z.) es un estimador maxima verosimilitud de 6 y 8 (z, v Zy)
un estimador de 0, entonces
log f(x,,..., R A0 (B o004 z.)) < log f(x,,..., X/ 0 (z;,..., zNYz,.... z,
Tomando esperanza en X/0", se tiene .
A
0 ®(@,..., z ) <0 (0 (z...., z.))
Volviendo a tomar esperanza en Z/0°, se llega a
Ero' {0 (z...z)) <L (K),
luego
Max Ezo' (0(O(z1,....2,)) £ (7 (K). (1.13)
B8(zy..... z,)

Efectuando el desarrollo de Taylor de { :}(9) = nEy 4 (log f(x;/0)) alrededor

de O, se tiene

0 ©)=00) - 5 ¥a [6-07]].Va [6-07T +R, (1.14)
P
donde R, —— 0
n-— o
Tomando 6 = /9\,( (zyy..., z,) en (1.14) y como
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y luego tomando esperanza en Z/0" se tiene para un n suficientemente grande que

00 (K)y= 0°(0) - % (1.15)

Como K/2 > 0, entonces

£K) < 06 . (1.16)

De otro lado, si se efectiia el desarrollo de Taylor del (0) = log f(x,.....x,/0)
alrededor del estimador de maxima verosimilitud 0y (x,,...,x,) se obtiene para un
n suficientemente grande que

A t

10)= (6, (xl,...,xn))*% Vo (004 (x,evix)] Jo Vi [8=0, (x,. .. x)]

+R (1.17)

n*

Tomando 6= 0" en (1.17) y tomando esperanza en X/0" se tiene para un n
suficientemente grande que

)= g7 ) -5 > )< gt (1.18)

Sustituyendo (1.18) en (1.15) se llega a
0, X)= g (K)-K (1.19)

Como K> 0 se tiene que

0 (K) > 0. (K). (1.20)

De (1.13), (1.16), (1.18) y (1.20), se obtiene

Max Epo 0 (O(z,,..., z,)) <l *(K) 9" (6" <0 (K).
0(z..... z,)
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AIC (K)
De (1.19) se tiene
A
Evo (0(0k (x,,...., Xa))) = Q; (K)+K
es decir, Q(é\K (Xyyevnn, X)) es un estimador sesgado de 0 (K.

Asi, el estadistico asociado al criterio de informacion de Akaike (1973) del
modelo (K) es

AIC(K) =200 (x,,.....xa)) +2K

AIC (K) es un estimador insesgado de -2 { * (K).

El maximo del logaritmo

AlIC = =2 | de la verosimilitud del +2 Nﬁmero de pardmetros \
libres del modelo
modelo )

St se tuvieran varios modelos MODELO (K), el criterio que propuso
Akaike es el sigutente: primero calcular el AIC (K) y luego seleccionar aquel modelo
que tenga el minimo AIC (K) a este criterio se le conoce como el criterio MAIC.
Observemos que al tomar el minimo se estd tomando el modelo que tenga

mayor {(0 (x,,.... ,%n)) lo cual; implicara que se seleccionara el modelo cuyo

(0 (6}( (GO Xa )) esté mas proximo de Q*(O') que es lo que se busca.

IL. CRITERIO DE INFORMACION DE AKAIKE EN EL CASO DE MODELO RES-
TRINGIDO

Espacio paramétrico restringido

®,=0e0:/0,,,=0,,,,....0, =04 . 1<k<K
y e=(91,...,9k, Ok+l ..... OK)E®k . ISI(SK
donde O, es un valor dado del parametro 6, para j=k+1,...,K

Un caso particular de este espacio paramétrico restringido es el dado por

©,='0e0O /0, =6, =...=0,=0,1<k<K
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luego 6= (6,,..., 6,,0,..., 0) € ©, esel vector de parametros.

Y 6= (6°,..., 0:,0,..., 0) € O, es el valor del vector de parametros que

el estadistico propone como verdadero.

El contraste que interesa efectuar es

Hoi (08 onses 28} = £ (% vunes x,/0/) ., 8, € ©,,0e0,,

frente a

IIL

1 <k<K
H,: f(x,,..., x/0) # £(x;,...,%,/0) , 6:€0©,,0e0,,
1 <k<K
(2.1)
Los modelos asociados a este contraste de hipotesis son
MODELO (0): f(x,,..., x,/07) , 0 € O,
MODELO (K): f(x,,..., x,/8) ,0 € O,
(2.2)
Se obtuvo que el AIC (k) del MODELO (k) es
AIC(K)= 20(8, (x,,....x. ) + 2k . k=1.....K. (2.3)

El AIC (k) es un estimador insesgado de 207 (k).

ERROR DEL AIC (k)

Como AIC (k) es un estimador insesgado de -2 [ * (k) por tanto —% AIC (k) es

un estimador insesgado de Qn (k).

— -;— AIC (k) puede ser descompuesto en
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SSAICK) = 0; (0+[0@) - 7]
2 n
) . . A t
o8 - 610,10 - B )
+Xne -6 =k
2 (n]l k_ k(xl """ Xn)” - )]
1 Media del logaritmo - _
__EA[C (k)= (de verosimilitud ) + (gomﬁnj + (Fnd?vidual)
| esperado )

Los términos de error dados en (3.1) pueden ser estudiados en las siguientes

situaciones:

NP 8:,0,..., 0) yJ. esla matriz identidad (Iy)

Error Comun = {(8) - 0 ")

Ey o (Error Comtn ) =0

Error Individual = -n[8; - 0°]7. [0 -0k (x,,..., X,)]
1 A
+5(n 10: -8, (x,..... x,)|I* - k) (3.2)
Se tiene

Ey o' (Error Individual) = 0y

K
. k
Vy,* (Error Individual) = n ¥ (9[‘)2 t5
1=k+1
u) 8 =(67,..., 6:,0,..., 0) yJ, es una matriz definida positiva

Error Comtn =1{ (8") - { ' Ch)

Ey " (Error Comin) = 0.

38



PRINCIPIO DE MAXIMIZACION DE LA INFORMACION DE AKAIKE.

Error Individual =

K
donde C(l) =% 6

1=k+1

Se tiene que

I[—_Ex- . [dz log f(x,/G)J T]
] de, de, ]

Ey,o (Error Individual) =0 vy

Vi, (Error Individual) =

K
on [T 1COF s+ T Oy Cl ]+

kl:]

™o |

11#12 )

donde a;; es el (I, 1) -ésimo elemento de ]

all 1z

Error Comtn ={(8

es el (I, 1) -ésimo elemento de J7'.

I

V-0
0

Ey,s" (Error Comin) = 0.

Error Individual =

K
=-n Y (0,-6°[0

)=k+1

Se tiene

. A 1 . A 2
] — I (%) weess x")]+5 (n 10, — 8, (x;voox )l = k)

Ey 0" (Error Individual) =0 vy

Vi, (Error Individual) = n Y (O]—Ol‘)'Z + =

K
k

2

j=k+1
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..... 6, O¢si1res Ox) v J. es una matriz definida positiva.

»

Error Comtn={(8")- { )

Ey/e* (Error Comun) = 0.

Error individual =

: . A 1 . A 2
=-n 310, = 8 (xp x)] D (D=7 (n][@k—Gk Xy ..., x ) - k)

[=1

donde D=3 0, -0 | ~Ee (d T Z(S'/G)J |
I (

1=k +1 L (). J
Se tiene
Eye (Error Individual) =0 y

Vi, (Error Individual) =

N | =

K
=n (Z DO a, + 2. D) D) a, ‘2) *
kl:l hh=lh )
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Proximal interior point
methods

Alfredo Noel lusem'”

ABSTRACT

Proximal interior point (PIP) methods are generalizations of the classical
proximal point method. Instead of the Euclidean distance, then use a
generalized distance which guarantees that the generated sequence lies in the
interior of the feasible region. Because of the interior point nature of the PIP
algorithms, their analysis has several features in common with the analysis of
interior point methods. The latter methods became a subject of intense
investigation after Karmarkar in 1984 introduced a projective scaling
interior point algorithm for solving linear programming (LP) problems in
polynomial time.

The classical proximal point method

he origins of the classical proximal point method can be traced back to the
early fifties in connection with regularization of ill-posed problems. A

survey on the subject can be found in [Lem]. For finite dimensional optimization,
the basic 1dea is to replace the problem

min f(x) 0.1)

n
s.t.x € R

(") Instituto de Matematica Pura e Aplicada. Estrada Dona castorina 110, Jardim Botanico. Rio de Janeiro,
RJ, CEP 22460-320, Brasil.
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with f: R" = R, byasequence of subproblems, whose solutions give rise to a sequence
{x*} defined as ¥’ € R", and

k+1

x = argmin {f(x)+A, |]x—xk||2 :x € R") (0.2)

. .« kq -
where A , is a bounded sequence of positive real numbers. The sequence {x"} is expected

to converge to a solution of (0.1). The purpose of this approach is to obtain
subproblems which are better behaved than the original problem, and this goal is’
achieved, for instance, when f is convex and bounded below, in which case (0.1) may
have infinite solutions or no solutions at all, while (0.2) always has a unique solution.
The method can be extended to the problem of finding zeroes of monotone operators

T:R" = P(R") (i such that (u-v,xy)>0 forallx,y € R", ue T (x), veT(y)

in which case (0.2) becomes the problem of finding "' such that
e A T+DT () (0.3)
When T = of, 1.e. T is te subdifferential of a convex function f, (0.3) reduces to (0.2).

The following results have been established in [Roc2].

o Ifthereexistsz € R"such that0'e T (z) then the sequence {x'} generated
by (0.3) converges to a point x* € R" such that 0 e T (x*).

o Under the hypothesis of (0.1=, if T~ is Lipschitz continuous at 0 then the
sequence {(x") generated by (0.3) converges linearly, and superlinearly if
lim, ., A, =0.

o If T=0f for some convex polyhedral function f (i.e., the epigraph of f is

a convex polyhedron) bounded below on R", then convergence is finite.

These three results also hold, as proved in [Roc2], when each subproblem 1s
solved only approximately, in the following sense. Let

P,=Q7 T+D)7 (0.4)
and consider a sequence {x‘} such that
(PR AYES (0.5)
with
doe <o (0.6)
k=0

Then 1.1 - 1.3 hold for any sequence {x") satisfying (0.5) and (0.6).
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Since no -differentiability assumptions are made on f for problem (0.1), the
method can in principle be also applied to constrained convex optimization problems.
Assume that the problem at hand is

min f(x)
(0.7)
s.t.x € C
with f convex and C < R" closed and convex. First, (0.7) is reduced to
min f(x
[T o
s.t.x € R
with
- f 1
f(x)z{ (x) 1f x e.C (0.9)
+o0  otherwise

and the method is applied to (0.8). The final effect of this trick is to replace (0.2) by

“+

x = argmin {f(x)+X, [x—-x|":x € C} (0.10)

Using standard convex duality results (e.g. [Roc1]) it has been proved in [Roc3]
that the dual sequence generated by the Augmented Lagrangian method for constrained
convex programming (see e.g. [Avr]) coincides with the sequence generated by the
proximal point method applied to the dual problem.

Generalized distances

In general, the proximal point method as presented in section 1 should be seen
as a conceptual tool rather than a computational procedure, because the subproblems
(e.g.(0.2),(0.10)), though better conditioned than the original problem (e.g. (0.1). (0.7)),
are in principle as hard to solve as these. The method becomes an interesting numerical
procedure only when the subproblems are structurally simpler than the original
problem. The case of the Augmented Lagrangian method mentioned in section 1 is
an example of this situation, because the subproblems have just positivity constraints,
while the original problem has general convex constraints. The methods discussed in
this section are devised to deal with problem (0.7) for the case in which C has a
nonempty interior, so as to obtain unrestricted subproblems. This goal is achieved

o : : K k2
through substitution of a "generalized distance" between x and x* for |x—x || in
(0.2). This "distance" (which in general is not symmetric and does not satisfy the
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. . . . : ' '. . k
triangular inequality) is defined between points of C and guarantees that x ' belongs
to the interior of C, so that the constraint x € C becomes redundant in the
subproblems. Thus the interior point nature of the method.

Let C° be the interior of C. 1f d (., .) 1s such a "distance", (0.2) (becomes)

k+1

"' = argmin (f(x)+ 2, d(x,x): x € R) (0.11)

with x € C°. The term d (x, x') in (0.11) has therefore a double purpose: it
regularizes the subproblems (which have unique solutions if f 1s convex and bounded

. . . k .
below on C), but also has a penalization effect, forcing the sequence {x } to remain
in the interior of C.

Two families of "distances” of this type have been considered. First we have
Bregman distances, which originate in [Bre]. Starting with a strictly convex and

continuous function g: C > R, D,: Cx C* — R, is defined as
D, (x.y)=g(x)—gy) - (VI(y)x-y) (0.12)

It follows from strict convexity of g that D, (x,y) 2 0 for all x, y, and that
D, (x.y) = 0 if and only if x =y. Some additional technical assumptions on g are
required for (0.11) to work with d= D,. The function g is assumed to be twice
continuously differentiable in C° (though not necessarily in C) and to have nonsin-
gular Hessian matrix atallx € C°, D, (x,.)and D, (.,y) are required to have bounded
level sets, and some regularity conditions are imposed regarding the behavior of D,
near the boundary 6 C of C. One of them, called boundary coerciveness (see [Ius4],
demands that lim, _, ,, D, (v, y)= 0 if ye C°and {y'}, contained in C°, converges
to a point in  C. This condition ensures that the sequence {x"} generated by (0.11)

with d = D, staysin C°, so achieving the penalization effect. As examples of boundary
coercive Bregman distances we have:

Example 2.1

C =R’ g (x) =x Mx with M symmetric positive definite. Then D, (x, y)=
Ix=yll}. (0.11) withd =D, and M =T i1s just (0.2).

Example 2

C=R] (the nonnegative orthant of R"), g (x) = Z;n-_-l x; log x, (with the
convention that 0log0 = 0). Then D, (x,y)=% "

=1 [X

log (x/y)+y, — x,] which is

I
the Kullback-Leibler information divergence, widely used in Statistics (see [Lie]).
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Example 2.3
C=R,g(®=%", "-x)with a > 1, B (0,1).
Example 2.4

C= [a;, b;] x...x[a,b,] (a,be R" a<b), g(x)=3% ,n=1 ((x,—a)
log (x,—a) — (b,—x) log (b,-x)]

The PIP method with Bregman distances ((0.11) with d = D,) was first suggested

in [Eri] and fully analyzed in [Egg] for g as in example 2.2, the method with general
C and g was first presented in [Cen2], where convergence is established for the case in
which (0.7) has all its solutions in C°. The case of solutions in the boundary was
studied in [Che] under a hypothesis on g slightly stronger than boundary coerciveness,

namely zone coerciveness (meaning that for all y € R” there exist x € C° such that
(Vg (x) =y) and in [Ius4] under boundary coerciveness.

It has been shown in [Ius2] that the PIP method with Bregman functions, with
g as in Example 2.2 is dually equivalent to the exponential method of multipliers (sce
[Ber]), in the same way as the standard proximal point method is equivalent to the
Augmented Lagrangian method, as mentioned in section 1.

The second family of "distances" consists of the so called @-divergences,
which originate in the results of [Csi] and were formally introduced in [Teb].

It works only for C=R" (an extension to the case of C={x e R"; Ax < b}
with nonsingular A € R""" was recently presented in [Aus]). Starting with a
strictly convex ¢ ; (0, 0) = R, satisfying ¢ (1)=¢'(1)=0, ¢ (1) > 0, we define
d,: R., x R, > Ras

©
n

do . ¥)= 2y, 0 (x/y) (0.13)

In this case the penalization effect is achieved by the additional condition that
lim, ,, ¢ ' (t)= —oo. This condition, equivalent to boundary coerciveness, ensures that
the sequence (x") generated by the PIP method with ¢-divergences for the problem
min f(x)s.t. x> 0 (ie (0.11) with d =d,) remains in R, (the strictly positive

orthant of R"). The PIP method with ¢-divergences was introduced in [[us2].

We present next some examples of ¢-divergences.
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Example 2.5

¢, ()=t log t—t+ 1. d,, (x,y)= D, (x,y) with D, as in Example 2.2.

Example 2.6

0, (t)=t-log t—1.d,, (x.y)=d,, (y.x) with ¢, asin Example 2.5. .
Example 2.7

P ()= (Ve =1)". doy (y) =3, (Vx = V)’

The PIP method with @-divergences with ¢ as in example 2.6 is dually equivalent
to the modified barrier method of Polyak (see [Poll]).

Convergence rate results for PIP methods

Since these methods generalize to constrained optimization the standard
proximal point method (0.2), the goal is to achieve results as close as possible to 1.1 -
1.3. The following results have been established this far for the PIP method with
Bregman distances, under convexity of f.

a) If problem (0.7) has solutions and g is boundary coercive then the sequence
(x“} generated by (0.11) with d = D, converges to a solution of (0.7) [Tus4].

b)  Under the hypotheses a if the limit point x* of {x‘} belongs to C°, fis
twice continuously differentiable and the Hessian matrix of f at x* is

nonsingular, then convergence is linear, and superlinear if lim, , A =0
[Tusi].

¢) In the case of LP problems (i.e. C=R and f (x) =c¢' x if Ax=b, f(x)=

o otherwise) 1f g (x)= Z,":, g (x) and lim,_, tg ' (t) < oo forall;j
(e.g. g as 1n example 2.2) then convergence is linear, and superlinear if
lim, ,, A, = 0 [Bur].

The following results are available for the PIP method with ¢-divergences
for the problem min f(x)s.t. x> 0 with convex f.

d) If the problem has solutions and additionally either.

(@) " (t) <9’ (1) logt and {1 .} is bounded away from zero, or
b) " (MHA-1/) <" () <" (1) logt,
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then the sequence (x‘} generated by (0.11) with d = d,, converges to a solu-
tion of the problem ([Ius2]) for hypothesis (a) and [Ius3] for hypothesis (b)\.

Under the hypotheses d, if the limit point x* of {x*} belongs to R ... fis

twice continuously differentiable in R}, and the Hessian matrix of f is

nonsingular at x*, then convergence is linear, and superlinear if
limy , » A, =0 [Iusl].

Under the hypotheses d, for the case of linear programming convergence is
linear, and superlinear if lim,_, , A, =0. Furthermore, if the problem has

auniquedual optimalsolutiony, and there exists a primal optimal solution
x, such that the pair (x,y) is nondegenerate, then the sequence of
Lagrange multipliers for the constraints Ax =b of the subproblems converges
to y [lus3].

The case of linear programming deserves further comments. Using g as in
Example 2.2 the subproblems become

{min [(ck)l X+ Z,n:l x, log x,]

0.14
s.t. Ax=b ( )

where ¢ = A’ ¢, — 1 — log x:( (see [Ius5]. An implementation of the

method for multicommodity transportation problems,where the subpro-
blems are solved with the row-action method called MART (see [Cen1]) has
achieved excellent computational performance (see [Nie], [Zen)]).

For the cases of linear and quadratic programming, some results have been
obtained in [Ius4] on the characterization of the limit of the sequence
generated by the PIP method with Bregman distances, namely

Consider problem (P):
min % X Qx+¢ x+7y (0.15)

with Q e R""" symmetric positive semidefinite, A € R™*", b e R,

c € R", vy € R and assume that the set V of solutions of (P) is nonempty.

Let x* be the limit of the sequence {x} generated by the PIP method with

Bregman distances, where C= R, and g is boundary coercive. Then x*

belongs to the relative interior of V and is a solution of the problem
{min D, (x xo)

s.t. x e V

(1.e. x* 15 the closest solution to the initial iterate in the sense of D,).
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The PIP method can be applied to optimization problems subject to convex
constraints. Formally, the objective function is modified so that it takes the value

+00 outside the feasibe set (all the results discussed in B3 hold in this case). In
practical terms, this means that the convex constraints are passed over to the
subproblems. When the k-th subproblem is solved, we obtain not only its solution
K k i :

x"" but also a vector (say y') of KKT multipliers for the constraints. The problem

. . . . k .
of interest here is the behavior of this sequence {y'}, expected to converge to an optimal
solution of the dual of the original optimization problem. We review first existing
results on this subject. First, we consider ergodic results, (i.e. convergence of a

subsequence of the sequence (v} defined as v' = ZLI n,k y for some nf such that
k K

2=1 N, = 1). The PIP method with the Bregman function g of example 2.2, is dually
equivalent to Betsekas’ exponential multipliers method, and convergence of any
subsequence of v* with ns = 1/k to an optimal dual solution (assuming that the dual
optimal set is bounded) has been established in [Tse]. Similarly, the PIP method with
the @-divergence of example 2.6 is dually equivalent to Polyak’s modified barrier
method. Convergence of the sequence of dual functional values to the optimal dual
value has been proved in [Jen] (this result follows also easily using 3.4 and standard

duality arguments). An ergodic convergence result for the dual sequence generated by
this method, under some nondegeneracy assumptions, can be found in [Pol1] (in this

k . . . . k g
case v 1s the average with certain weights 1, of an appropriately chosen subsequence

of {y'}). Recently, this result has been extended in [Pol2] to the PIP method with a
rather general class of @-divergences (it is required that —y ' be log-convex, where
1s the convex conjugate of ).

Regarding convergence of the whole dual sequence ('), the only existing results
deal with the case of linear programming. For the case of PIP with the ¢-divergence
of example 2.6, it has been proved in [Pow], without any nondegeneracy assumption,
that {yk} converges to the Chebyshev center of the set of optimal dual solutions under
the condition that such set i1s bounded. In the case of PIP with a general @-divergence,
convergence of {y‘} to an optimal dual solution has been proved 1n [Ius3], as
discussed 1n 3.6, assuming both uniqueness of the dual solution and existence of a

nondegenerate primal-dual optimal pair. No results are available for the PIP method
with Bregman functions.

PIP methods for the variational inequality problem

The natural extension of the constrained convex optimization problem (0.7) to
monotone operators 1s the variational inequality problem (VIP from now on) which,
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given T: R" = P (R") monotoneand C < R" closed and convex, consists of finding
z € C such that

(u,x-2) 20
for some u € T (z) and all x € C. When T = 6f with f convex, VIP reduces to (0.7).
When C = R" VIP reduces to the problem of finding a zero of T. When C = R VIP

reduces to the nonlinear complementarity problem, i.e. finding z such that

zZu>0 (0.17)
z20 (0.18)
u>0 (0.18)

for some u € T (z2).

Since the standard proximal point method can be used to find zeroes of
monotone operators, it 1s to be expected that in the constrained case proximal point
methods with generalized distances will find solutions of VIP. The iterative step of

these methods is of the following form: find x**' € C” such that
0 e [T+A, V, d(xx)] " (0.20)

with x € C°. To guarantee that the sequence {xk} generated by (0.20) is well
defined, it is assumed that the domain of T (i.e. the set of x’s such that T(x) is nonempty)
1s closed and intersects C°.

This method, with d being a Bregman distance, was first considered in [Eck],
where convergence of {xk} to a solution of VIP is proved in the case in which all
solutions of VIP are in C°, i.e. are zeroes of T. For the case of d being a ¢-divergence,
(0.20) was introduced in [Aus], where only the case of ¢ as in example 2.5 is considered.
The general case is treated in [Bur]. For the case of solutions in the boundary of C,
two conditions on T are required. The first one, which is stronger than monotonicity
(but weaker than either strict or strong monotonicity) is paramonotonicity, introduced
in [Cen3), meaning monotonicity plus

x-y,u-v)=0, ue Tux),ve T(y) implies ue T(y), ve T(x) (0.21)

It has been proved in [Cen3] that if T = 6 f with f convex then T is
paramonotone. This result implies that VIP with a paramonotone operator T can
have more than one solution, which is not the case for either strictly or strongly
monotone operators.
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The second one is pseudbmonotinicity, introduced in [Bro], meaning
that for any sequence {x'} converging to a point x, any u‘ € T such that
limsup, _, » W x-%x)>0 and any y there exists u e T(x) such that
liminf, _, (uk. xk—y) > (u,x—y). If T=0f with f convex, or if T is point-to-point
and continuous, then T is guaranteed to be pseudomonotone.

In addition, for a general @-divergence or boundary coercive Bregman distance
D,. another assumption must be made on T (see 4.1 (i1) below). This assumption can
be removed if g is zone coercive or if lim, ., ¢’ (t) = © The following results have
been proved in [Bur].

a)  Assume that T 1s z both paramonotone and pseudomonotone, that VIP has
solutions and that {x"} is the sequence generated by (0.20), where d 1s either
a boundary coercive Bregman distance D, or a ¢-divergence. Assume also
that ¢ satisfies hypothesis (b) of 3.4. If

(i) D, iszone coercive or lim,,, @' (t) = o, or

(i) sup {(u,y-x):xe C,uet(x)} <o forally e Cand {yk} is bounded

| ky - .
away from zero, then {x'} converges to a solution of VIP,

b)  Under the hypotheses of b, if T~ is Lipschitz continuous at 0 and the limit
x* of {xk] belongs to C° then convergence is linear, and superlinear if
[imk_*w 7\"( = 0.
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ABSTRACT

An O (n log(n)) trust region method to solve 0-1 nonlinear programming is
presented. Optimality conditions and numerical resull are reported.
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Introduction

§ N /¢ present an approximation method to solve the following class of 0-1
nonlinear programming problems as follows:

(PNL-01): F = Min f(x)
st: xeB'= {0,1)"

where f: R" = R isaconvex function. Many alorithm have been developed to solve
(PNL 0-1). A Review can be found in [3, 5. 6]. However, the great majority of method
are consider approximated and work well on special structure of f and a few variables.

It is proved that many exact algorithm to solve (PNL 0-1) are highly expensive
and sensible in processing time to initial chosen point ([3, 4, 8, 10]). Considering these
difficulties, in this work we have developed an approximated method, fast and efficient.
which uses the inexact linearization and trust region concept.

This work 1s organized as follows. In the next section, practical conditions of
optimality are described. In section 3 the method is showed. The conclusion follows
In section 4.

We denote by |.|| the Euclidean norm and call the set &, f(x)= {seR":

f(x)> f(x) +(s,x—x)xeB"}, x € B" by discrete subdifferential of the function
fat the pointx. Anelement s € 8, f(x) is called discrete subgradient of the function

f at the point x. We also denote the set of feasible solutions of a given problem P by
D (P).

Optimality conditions

In order to verify necessary and sufficient optimality conditions to the class of
nonlinear integer programming problems, we consider in our method the following
practical conditions:

Theorem 1: Let § =min {f(x)-f:f(x)>f, x € B"} and s€d, f(x). x € B". If
min {s' (x - x): x € B"} > -8, then x is a optimal solution for (PNL-01).

The theorem 1 above present an optimality sufficient condition and was
established at [7]. In some case, § can easily be determined; for example, if f is a
polynomial function with integer coefficient, 8 can be fixed as the unit. When the

& computing is as hard as solving the studied problem, we can use the following weaker
optimality condition established at [10]:
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Theorem 2 Letx= (X,.%;,....x,) € B and s = (51,55, ...5,) € 0, f(x). If x,= 1
fora such that s, < 0,0r x,=1, forisuch that s, < 0, thenx isan optimal solution

of (PNL-01),

The method

THE MODEL

A local approach of fat point x* € B" is given by the following linear function:

F(x)+s (x=x"), for s € 8. f(x")

Thus, a linear integer local model for (PNL-01) at x* e B" is given for some
Yy 2 0:
ML (x",v ): Minimize s'x

st flx=x <y

x € B"

By the philosophy of trust region method, the parameter y (trust region radius)
must be update, the model ML (x", y) tries the produce a better solution than x'.

Wecanobservethatl]x—-xkll e {0, V1,V2,....Vn) forxandx* e B". We

just pointed out that “x-—xk”: 0 < x=x, and ||x—xk|[= Vn & x=e—x"

where e = (1,1,...1)t e R". All other different values of x e B" give

[x - ka e {V1.V2,...,Vn=1). Then the local model ML(x", ) can be solved by
sequence of problems:

ML (x", V1) Minimize s'x

st flx—x= V1

x € B,

for 1=0,1,2,... n.

The following result established at [9] shows that local model ML (x*, V1) for
I € {1,2,...,n} can be solved by a sequence of simple problems.
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Theorem 3: Suppose s, (1-2x") < éiﬂ (1-2x* ). 1=1,2,...,n-1and L = (1,

2, ..., 1}, X' = l«xf‘, i e L and X! = x:‘. ie {1,2,...,n} = L then x is an

optimal solution for ML (x*, \T).

Using the theorem 3 we can find an algorithm of O (n log(n)) ([1,11]) complexity
to solve the sequence of problems ML (x,VI),L=1,2,...,n

THE ALGORITHM

Now we present a trust region algorithm to solve 0-1 nonlinear programming
problems. This model 1s based on the fact that the cost to solve the local model for
fixed radius is the same for 1ts many values. That 1s, given an initial point, next point
is determined at the best descent solution given by local model for all trust region
(y=1,2,..., Vn ). Proceeding continues until some stop rule 1s verified, we
consider optimality test shown in section 2, and heuristic stop test that is satisfied
when a descent solution cannot be found.

(0) Start: given x’ € B", § 2 0, s’ € 8, f(x), set ki =0.
(2) Optimality test:
if x* verifies theorem 1 or 2 then x* is an optimal solution, STOP.
(3) Search a better descent solution
take s* o, f (xk)
set y:=x"
forl:=1ton
compute z € arg min ML (xk, VI') (theorem 3).
if f(z) <f(y) then y:=z
end-for
(3) Heuristic test

if f(y)= f(xk) then x* is a best heuristic solution, STOP

(4) Next point

k+1 .

: =y, ki=k+1, goto (1).

Conclusion

We presented a heuristic algorithm based on inexact linearizationn concept and
trust region to solve nonlinear 0-1 programming problems. Numerical experiment
reported at [9] over 10 problems over 1024 variables shows that our algorithm converge
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to an optimal solution in few seconds, that is our method is efficient and efficacious.
But for some problems in our sample the optimality conduction not verified. In the
last case optimality has to be tested using enumerative method which can be found (7.
10, 2]. When fis not convex, it is always possible convert it to (PNL-01) form, adding
a penalty term, see, for example, [10].
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ONDICULAS
Algoritmos de
descomposicion y simtesis

Alejandro Ortiz Fernandez (%)

Introduccidon

]El objetivo de estas notas es continuar introduciendo la teoria de ondiculas
("wavelets") y sus relaciones con ciertos sectores de la matematica aplicada
y con otras areas. Actualmente se estd produciendo un crecimiento acelerado de la
teoria asi como de sus aplicaciones al interno y externo de ella. Dado que las ondiculas
es una alternativa, con suceso, al clasico analisis de Fourier localizado ("Short-Time
Fourier Transform", STFT), ella estd contribuyendo al desarrollo tecnoldgico en el
campo de las comunicaciones, en el procesamiento de sefiales e imagenes, en la
medicina, entre otros dominios. En paises como el nuestro, el inicio y estimulo al
estudio de las ondiculas y de sus aplicaciones puede ser de significativa importancia al
desarrollo de nuestros propios recursos.

Motivaciones generales

Existe una intrinseca relacidn entre ideas de la teoria de ondiculas y las existentes
en algoritmos para procesar sefiales, imégenes; de un modo general, las aplicaciones de

(*) Pontificia Universidad Catdlica del Pert, Universidad Nacional Mayor de San Marcos.
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las ondiculas a los sistemas de comunicacién son cada vez mas relevantes, ello debido
a que es un instrumento matematico que se adapta muy bien a los métodos clasicos
del analisis para procesar sefiales. El estudio de la sefial es muy vasto; nuestra vivencia
esta vinculada a las sefiales. Existen sefiales: sonoras, eléctricas, sismicas (vibraciones
del suelo), econémicas (cambios del indice de la bolsa), médicas (electrocardiogramas,
evolucion del pelo); en fin, el estudio de las lejanas galaxias es hecho a través de sefales
llegando a través de la luz. En estos ejemplos las sefiales dependen del tiempo. Una
fotografia en blanco y negro es una sefial que depende de dos variables.

El objetivo del anélisis de la sefial es extraer la informacion deseada y que esta
dentro del objeto de estudio. Asi, por ejemplo, el analisis de Fourier utiliza una
cantidad infinita de ondas sinusoidales y cosinusoidales para interpretar sonidos,
imagenes, entre otras aplicaciones. Sin embargo, el analisis segun las ondiculas utiliza
un solo elemento fundamental, que es precisamente la ondicula elegida segin la
conventencia al problema que se estudia.

La expectativa de la teoria de ondiculas es su optimizacién en la compresion de
datos, lo que es debido a su capacidad para condensar en buena forma la informacién
proveniente de las sefiales. Por ejemplo, las imagenes se descomponen a nivel de
detalles; cada parte de la imagen contiene informacién sobre las demés partes.

Analisis de la sefial

Disponiendo de una sefial, su tratamiento consiste en devolver las informaciones
o datos que ella contenga, y que pueden haberse formado y acumulado por muchos
anos. Por esta razon podemos considerar la variable tiempo t para representar la sefial
s (t); esta representacion de la sefial podria informar poco sobre sus periodicidades y
sobre sus frecuencias, por ello se usaron otros tipos de representaciones como la
frecuencial lo que se consigue con el analisis de Fourier (series y transformadas de
Fourier), analisis que fue el sustento de investigaciones en la tecnologia por muchos
afos y cuyo proceso llevo al analisis seglin las ondiculas.

Como sabemos, las series de Fourier analizan sefiales periédicas, es decir, aquellas
sefiales que se repiten cada cierto periodo de tiempo y ello, en forma indefinida. Por
esta razon, tales sefiales periddicas son superposiciones de ondas (seno y coseno); las
amplitudes de esas ondas son llamadas coeficientes de Fourier, las que se calculan por
las férmulas conocidas.

¢Qué hacer para los casos no-periédicos? En este caso se recurre a la repre-
sentacion integral de la sefial, esto es, consideramos superposiciones de ondas sinusoi-
dales de todas las frecuencias posibles. Cada amplitud, asociada a cada frecuencia de
onda, contienen la respectiva informacién de la onda dentro del total de la sefial. Asi.
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nos estamos refiriendo a la transformada de Fourier de la sefial s (t), que sabemos es
de la forma

$E) =] " s (1) dt

(o en otra notacién). Esta transformada representa el espectro continuo de la
frecuencia de la sefial. Observemos que la transformada de Fourier descompone la
sefial en funciones sinusoidales, las que oscilan indefinidamente en el tiempo y
cualquier perturbacion en alguna region del eje-tiempo afectara la informacion deseada.
Esto es un inconveniente de la transformada de Fourier.

En conclusién, tenemos una representacion en el tiempo que describe a la sefial
en forma directa, pero tenemos también una representacion frecuencial que describe a
la senial por su transformada de Fourier via una superposiciéon de funciones sinusoi-
dales, las cuales vibran sin amortiguamiento alguno en el eje del tiempo. Asi obtenemos
una representacion "tiempo-frecuencia” la que consiste en operar con dos operaciones
reciprocas: el analisisy la sintesis. Via el analisis. la sefial es descompuesta en elementos

simples y universales, que son llamados funciones elementales (por ejemplo, ¢ en
el analisis de Fourier). La representacion tiempo-frecuencia trabaja con dos para-
metros: a, ligado a la frecuencia, y b ligado al tiempo. Via la sintesis se dan las "recetas”
que permiten reconstruir la sefial conociéndose sus "coeficientes de ondiculas" (o de
Fourier, en el analisis de Fourier) los que son obtenidos en la etapa del analisis.

La idea y la metodologia "ondicula" se remonta a afios atras a su formulacién
matematica (1984) hecho por el geofisico francés Jean Morlet, quien propuso un
método revolucionario para investigar sefiales que provienen de indagaciones petro-
liferas. Estas ideas fueron rapidamente extendidas para resolver problemas en otras
aplicaciones.

Algunos argumentos matematicos

El punto de partida es la nocion de Analisis Multiresolucion (AMR), el que
podemos considerar como un "microscopio” o "telescopio” matematico.

DEFINICION:

Un analisis multiresolucion en R es una sucesién de subespacios cerrados
2
(V), ez V,cL" (R) tal que:

(1) ...V,eV,cV,cV,cV,c..
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3) nv={0}

4 fx) eV o f2x) eV,

5) fx)eV, < f(x-k)eV,,VkeZ

(6) 3¢ eV, tal que (d0.1), . ; € una base ortonormal (b.o.n.) para V,, donde,
de un modo general, ¢, , (x)= 276 27 x-k)

Un personaje importante: y, llamada la ondicula (o "wavelet") y que es el
fundamento de la teoria. ¢Coémo se la construye?

Veamos el siguiente camino: ¢ € V, < V_,, luego

¢=> hy ¢ (pues(d_,,), ., esunab.o.n. paraV,). Al tomar transformada
K
: .. .. 172 —iEf
de Fourier en la anterior igualdad aparece el término 2™ Y h, ¢ °", que llamaremos
k

m, (&), la misma que es una funcion 2 - periédica y que estd en L* ([0.2 7t]).

DEFINICION:

v es definida via su transformada de Fourier en la forma:

A -5 g A G
y(E)=e mo (3+7) ¢ (%)
) W A
Se tiene que y € W,, donde W, es el complemento 0
ortogonal de V|, con respecto a V_,. v,
Asi,V_ =V, ®W,. Y
v da origen a una b.o.n. de L’ (R). | —>
VO

Veamos (suscintamente). Sea f € L’ (R). Se verifica que:

Fo=ve < mfen]dlvoio
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donde v (§) es 2 m-periddica, lo que .permite escribir ?(&):( > Ve e_iék) \?1(&), de
k
donde antitransformando f (x) = v; y (x — k). Se verifica que (y (x = k)), . ; es una
k
b.o.n. para W,. Ahora usamos la propiedad f(x) e W, < £(2'x) e W, (W, es el
complemento ortogonal de V, con respecto a V| _) para concluir que (y, ), ., es una

b.o.n. de W, donde y, | (x) = 27y (2" x=k),j. k € Z. Desde que L* (R) = > W, (se

[C]
1€ Z

verifica), se concluye que (y; ) ., es una b.o.n. para L’ (R).

Veamos ahora un algoritmo para realizar el analisis y la sintesis usando
ondiculas. Se verifica que y (x)=3 (-1)"h_,,, ¢_;, x)= 3 g.¢_,,(x). Luego.

Y =277y (@ x=K)=2"" T g 27 $ @7 x-2k-n)=

= Z En ¢;—l.2k+n (x) = Z Bn - 2k ¢;-1.n(x)-

Por tanto, < f,,, > =3 go_n < £ O_ 1> . (1)

En forma similar, < f, ¢, >=> h,_5 < £_,,> .. (2)

n

Las férmulas (1) y (2) nos permiten establecer el siguiente procedimiento:

<y
< §or X o /<f’\l’z.k> _
<f 0, > PN
N
<f, ¢y > ~
<oy >
En general, <f,d,_,>
<f. ¢, >
W, A \V)
| N O
v g
o8 keZ
El siguiente grafico nos (W) r a
ilustra lo hecho.
3 : —>
(¢1¢) V‘
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Sifel’(R), seaf la proyeccion de f sobre V.

A L (R)
Luego f° e V=V, & W,; asi o
££=f+3. Loe W,
f‘ ........... :’/'/
Por tanto, Vv, r \Y;

f° :ZC:d)O.n ! fl:zci d)l.n ’ Slzzdrlx Vin

n n

Se verifica que:

Con las notaciones a=(a,), ., a= (a_,).., y (Ab) = > ay_, b, (3) se

1
Cc

1 .
c

2

1
. c
escribe en la forma 4!

Q| T
Q| I

ol , C
. analogamente, I
C =

Graficamente:
0 1 2 3
c—>Cc —> ¢ —> c — ...
\dl\dz\dx
representacion grafica de (3)

Las formulas (3) es el analisis. La operacién inversa, la sintesis, es dada por

cit= 3 [honc) + g d}] (4)

k

~ Las formulas (3) y (4) tienen la misma estructura que algunas féormulas que
aparecen en la teoria de la sefial, que pasamos a dar una idea.
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Filtros y algoritmos de analisis y sintesis

A. Sea el espacio L’ ([0.2 7]). Una funcién filtro es H e L’ ([0.2 7] ); luego
existe (h), .z € p2 (Z) tal que H(E)= > h, ek Reciprocamente, para todo
k

(h), ., € ¢ (Z), H e L’ ([0,2 7t]). (h,)es llamada la respuesta impulso de H, y H

es la funcidon de transferencia de (h,).

Sea H € L™ ({0.2 m]) una funcién filtro con respuesta (h,). Entonces un filtro
F es definido via

F: 0 (2Z) - V@

, donde y, = ¥ x,_, h, (convolucion discreta
(x) = (V) V= 2% ‘ /

heZ

Decimos que F es el filtro asociado a H y que H es la representacion de F. Sean
ahora las asociaciones:

(h) & H(E
() & X(©)
() & Y(©)

El grafico X (§) = | H (€) [ Y (&) representa un filtro lineal invariante por
translaciones.

B. Algoritmo de descomposicion (analisis)

La sefal (x,), _, entra el proceso de filtramiento via dos funciones filtros H, y

H, obteniéndose dos subsefiales (o), ., ¥ (1i)eoz las que a su vez son sub-

muestradas seleccionandose los indices pares; asi obtenemos las sub - sefiales

: 4 21Ek
Yoahez VY Vi2diep @ las que asociamos las series Y, (&) = Z Vo € Y

keZ

Y, (&) = Y vin " las que satisfacen:
kez

Y, (&)= 3 [H (€)X () +H, E+m) X (E+m)]
Y, (&)= 1 [H EXE+H E+mXE+m)]

donde X (§)=> x, e,
K
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§ 3

Las dos sefales Yo(%)z Y Yoo ey, (3)= S yi.¢ € constituyen la
K k

"salida" de la etapa del analisis.

Y, es la sefial de "bajas" frecuenciasy Y, la de "altas" frecuencias.

C. Algoritmo de reconstruccion (sintesis)

Las sefales Y ( %) y Y, (%) son codificadas y transmitidas nuevamente, las

que al ser recepcionadas son descodificadas e interpoladas, poniéndose cero entre dos
muestras.

Ast recuperamos Y, (£) v Y, (§) en el caso ideal de que no tengamos pérdidas.
El éxito de la operacién consiste en recuperar la sefial (x,), _, con su mejor aproxima-
c16n.

Asi continuamos. El canal de baja frecuencia es filtrado por una funcion filtro

G, v el canal de alta frecuencia por un filtro G,. La accion resultante es la suma de

tales dos canales filtrados. Sea X' la transformada de Fourier de tal senal resultante.
Se obtiene

N —

[ (Ho (&) Go () + H, (6) G, (&) X (&)
+(Hy(E+m)Go(§)+H, (E+m) G, (E) X (E+m) |

X' (&)

Por razones técnicas asumamos la condicién
Hy (E+m) Gy (§) +H, (E+7) G, (§) =0,

lo que implicara

X' (€)= 5 (Hy (§) Gy (&) +H, (§) G, (&) X )

y obtendremos la reconstruccién exacta si tuviéramos
Hy (8) Gy (&) + Hi(®)G,(8)= 2¢*" [ ke Z

18k

Se remarca que el términoe ~ es la "demora" entre la sefial original y la sefial

reconstruida.
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Comentarios finales

Las ondiculas puede ser interpretada como una teoria que unifica diversas
técnicas que fueron desarrolladas, antes que la teoria fuera formalizada, en diversas
areas de la ciencia y la tecnologia. Asi, por ejemplo, en la visiéon computacional se usan
técnicas del procesamiento de la senal multiresolucion; en el estudio de la voz y de la
imagen se usan los codigos subbandas. Ultimamente técnicas "wavelets" estan siendo
aplicadas en ciertos sectores de la medicina, realizindose multiples reuniones en donde
participan matematicos especializados en ondiculas asi como meédicos investigadores
que utilizan tales técnicas. Existen argumentos fundados de que las proyecciones de
la teoria de ondiculas son de gran expectativa.
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Programacion lineal
emtera pura algoritmo
fraccional y totalmente

entero de Gomaory

Rolando Raul Palomino Vildoso (*)

RESUMEN
Se desea resolver el programa:
Mix b'u
ATU € Coeveeeesessesssin (L)

u 2 0, entero.

Para solucionarlo se trabajara con la siguiente tabla:

0 -b
(1]
u 0 -I
v c AT

Tabla 1

(*) Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria, Casilla postal 31-139. Lima.
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Pues la restriccion (Plano de corte) que se agregue después de cada iteracién se
omite porque se convierte en lrivial, a diferencia de la tabla siguiente:

T
C Xp d

2]
Uy (AT A" | B

Tabla 2.

En cuyo caso no se convierte en trivial y por lo tanto aumentan el nitmero de
Silas y de columnas. Para efectos computacionales se nota la diferencia, Iucgo
para solucionar el Problema (L) estudiaremos los Algoritmos Fraccional y
Totalmente Entero de Gomory basados en los Planos de Corte.

La figura I, muestra graficamente cémo actitan los Planos de Corte en el
espacio de Soluciones Factibles del Problema de P.L.C. asociado a (L). Se
observa que el punto C da la solucion optima correspondiente al Problema

P.L.C. que tienen como Espacio de Soluciones Factibles OABCD y funcion
objetivo Z.
Una vez impuesta la primera restriccion S, , que es un Plano de Corte ya gue
tnicamente descarta Soluciones No Enteras del Espacio de Soluciones Factibles

la Solucion del Problema de P.L.C. asoctado que tiene como Espacio de
Soluciones Factibles OAGC\D pasa el punto C, y como sus coordenadas no

son enleras es necesarto imponer otra restriccion.

Sea ésta la que se indica en la figura 1 por S, que también descarta puntos
no enteros del espacio de soluciones factibles, y reduce éste a OAGC,HD y cuya

Solucion Optima es el punto C, de coordenadas u, = 4, u,= 2.

Introduccion

en los planos de corte como son:

- Algoritmo fraccional.
- Algoritmo totalmente entero.

| objetivo de la presente es implementar dos de los algoritmos para
solucionar Programas Lineales Enteros Puros ambos de Gomory, basados

Respecto al algoritmo fraccional éste genera planos de corte (nueva restriccion)

con coeficientes fraccionarios si al aplicar el Método simplex la solucién 6ptima no

es entera (no negativa); pues de serlo resulta ser la solucién buscada.
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El algoritmo totalmente entero parte de una tabla dual admisible, si la tabla no
es primal admisible entonces se afiade el plano de corte (nueva restriccidon) con
coeficientes enteros, de lo contrario se obtiene la tabla éptima deseada.

Para que se utilizan estos algoritmos?

Pues en muchas situaciones practicas, los valores no enteros pueden carecer de
sentido. Asi, por ejemplo, para una empresa que fabrica pantalones de los tipos Ay
B el saber que para maximizar la ganancia necesita fabricar semanalmente 45.3
pantalones del tipo A y 55,7 pantalones del tipo B, aunque constituya una solucién
Optima, no resulta una solucién util. Légicamente, la empresa necesitara tener una
solucién expresada en nimeros enteros positivos.

Algoritmo fraccional de Gomory

Primero se resuelve el P.L.C. asociado a (L) por el Método simplex, y si la solucion
no es entera, se construye el plano de corte correspondiente, para lo cual consideramos
la sigulente ecuacién [1]:

N

UB= UB_ TN UN ........................................... (0.)
Ty= |ITyll +Fy
Se sabe: , ,
N N
ug = [lug|| + f3
donde: 0<Fy<1, 0<fz<1 y |.]| esel miximo entero.

Reemplazando en (o) se tiene:

up= [Tl + f5 — (|| Tl + Fy ) uy

A
ug = [Jugll+fp — | Ty |l uy = Fy uy

= up — |Gl + [ Tall uy = f5~Fy uy < f5 < 1

Entero

= S = =+ By Wiy
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Se elije el plano de corte con mayor fy ,, se afiade la nueva restriccién v se resuelve
por el Método simplex primal, hasta que se llegue al 6ptimo entero.

Se asegura la convergencia por el método Dual Lexicografico [2].

Algoritmo totalmente entero de Gomory

Se inicia con una tabla admisible dual y luego se construye el plano de corte
correspondiente [1]:

Sea: V= G = D Ti, U e (B)

1=1 A
l: 1 + £
Se sab *
€ sabe que:
B
<)
A A

donde: 0 <f, <1, 0<f, <L
Reemplazando se tiene:

(-2 &

1=1

T,

—=1

A

+fk,J u,

Obviando la parte fraccionaria se deduce lo siguiente:

1 i + Y L, u]S&
A A N

Entero
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Tomando maximo entero a ambos miembros se obtiene:

! T
IR I e I T | (R)
! A A
Multiplicando la expresién (8) por ||—
}\-
=l l
- Vk + Z - Tky LI, = - CL‘ ...................................... (S)
}\1 ,=1 A }\t
Restando de (R) la expresion (S) se tiene:
i T l c l
= = T | w < 2] - =
ZH A n ] b .||

. 1 . ; i
Considerando X > 1 entonces —’ ' =0, eintroduciendo la variable de holgura
A

Sy se tiene la siguiente expresién:

Cy

U|+Sk=

: |

Ty,
A

Para una mayor eficacia del plano de corte anterior, se tomara como A el
sigulente:

mr

%= Mix {—&L/Tk, <o}, m = 'lT—mL
m, T..

’, T,,= min {T, /T, > 0)

Ademas se considera el plano de corte asociado al ¢, més negativo.

La convergencia se determina suponiendo apriori que el valor de la funcién
objetivo Z estd acotado inferiormente [3].

Resultados y discusion

En el algoritmo fraccional se presenta errores de redondeo computacionales a
diferencia del algoritmo totalmente entero en donde solamente se restringe el tipo de
problema.
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u;

Funcion objetivo Z

uy

Figura 1

Los algoritmos anteriormente mencionados basados en los planos de corte,
permiten obtener la solucién éptima de manera directa, es decir afadiendo una nueva
restriccién a la tabla solamente a diferencia del algoritmo de Dakin (Ramificacién y
acotamiento) [1] en donde se subdivide los dominios de los programas, mas aun
haciéndose necesario hallar las cotas que dan un criterio acerca de la busqueda de la
solucion optima.

Conclusiones:

o El algoritmo fraccional produce errores de redondeo computacionales, pues
se opera con numero reales.

o Por los errores de redondeo tal vez nunca se llegaria al 6ptimo entero, por lo
tanto se debe imponer un margen de error.

o Con el algoritmo totalmente entero se evita los errores de redondeo. ya que
se opera con numeros enteros, pues la construccién de los planos de corte
tienen como pivot a -1.

o El algoritmo totalmente entero inicia con una base dual admisible, por esta
razén solamente puede ser aplicado para un determinado tipo de problemas.
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Control optimo fuzzy

Marko A. Rojas-Medar'’

RESUMEN

Presentaremos una posible manera de abordar el problema de control éptino
fuzzy. Discutiremos los aspectos matemdticos involucrados con esta
problematica, donde introduciremos el concepto de inclusion diferencial fuzzy.

Introduccion

s bien conocida la amplia variedad de aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales y control éptimo en el dmbito de las aplicaciones. Sin
embargo, en algunos casos, tales sistemas deterministicos parecen ser muy restrictivos
para describir la evolucion de una gran clase de macrosistemas o microsistemas que
surgen en la realidad, donde frecuentemente aparecen problemas del tipo siguiente
(“fuzzyness”):

1) Desconocimiento del medio ambiente futuro del sistema.

2) Falta de determinismo (incluyendo, en algunos casos, la imposibilidad de dar una
descripcion cabal de la dindmica del sistema).

3) Desconocimiento de las leyes que gobiernan el control para los posibles estados del
sistema.

4) La variedad de dindmicas “admisibles™ del sistema.

(*) Departamento de Matematica Aplicada IMECC-UNICAMP, C.P. 6065, 13081-970,
Campinas - S.P. Brasil.
Trabajo parcialmente financiado por el CNPg-Brasil y por DIEXA-UTA, Proyecto 4741-95.
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Es posible, en parte, traducir tales problematicas en términos matematicos
haciendo uso de las llamadas inclusiones diferenciales del tipo.

x(t) e T (4 x) (1)

donde x: [0, T] - R"es una funciény T: [0, T] x R® — P (R") es una multifuncién;

x denota la derivada de x con respecto al tiempo y P (R") el conjunto de subconjuntos
de R".

Ellas describen, a grosso modo, como la velocidad depende, de modo multi-
valuado, de la tendencia del estado del sistema en el tiempo.

Este problema ha sido intensamente estudiado en los ltimos afios y se conocen
diversos métodos y técnicas para su resolucién, entre las cuales sobresalen técnicas de
punto f1jo y de seleccién continua.

Bajo ciertas hipotesis puede probarse la equivalencia entre el problema de control

x () = (6, x (t), u (t))
u(t) e U, (2)

donde f: [0, T] x R" x R¥ - R™ es una funcién yu: [0, T] —» R (el control). con el
problema (1), considerando

Ftx)=f(txU)={veRY/3IweU talque v=7F(t x w).

siendo U ¢ R" una restriccion geométrica (fisica o econdmica) del sistema en el sentido

queu(t) € U, Vte [0, T].

También, es bien conocido que un criterio esencial para determinar puntos
optimos en el problema de control es el llamado “Principio del Maximo de Pontryagin ™.

Si bien es cierto, el uso de las inclusiones diferenciales permite flexibilizar el
problema propuesto y por ser este de naturaleza intrinsicamente fuzzy, creemos que el
contexto ideal para su solucién es plantearlo en el ambito fuzzy. lo cual nos lleva a
seftalar el objetivo central de esta conferencia, cual es estudiar el problema de inclusiones
diferenciales fuzzy siguiente:

x (1) € F (t.x (1)) (3)
donde x: [0, T] - R" y F:[0, T) x R" — E" es una “variable fuzzy", siendo
E'={u:R">[0,1] | L,ue K(RY 0<a<l},
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donde KR ={Ac R A=¢ y compacto} y L= {x € R"[u(x) > ales el
nivel o deuyLou={xeR"|u((x)>0}.

Es claro que este problema es una extension del problema (1) via la “inclusion
canoénica’: '

AcR"— yx e E" donde 74 es la funcidn caracteristica de A.

Se hace necesario entonces desarrollar la infraestructura conceptual fuzzy que
permita abordar este problema, lo cual supone extender las ideas y conceptos usados
en el contexto multivaluado al ambito fuzzy.

En las proximas secciones discutiremos brevemente las inclusiones clasicas y el
principio de Pontryagin, como también los conceptos basicos de la teoria fuzzy y
mostraremos algunos resultados para el problema (3) obtenidos por el autor y su grupo
de colaboradores.

Finalmente desearia agradecer las conversaciones sobre el tema tenidas con los
Prof. Dr. Heriberto Roman-Flores de la Universidad de Tarapac2, Arica (Chile), Prof.
Dr. Rodney C. Bassanezi de la UNICAMP (Brasil) y Prof. Geraldo Nunes Silva de la
UNESP, Sio José do Rio Preto (Brasil).

Consideremos, por ejemplo, la técnica que utiliza Teoremas de punto fijo. Dada
la inclusion diferencial (6), vamos a introducir un operador integral Y, (en verdad una
multiaplicacion que hara el papel correspondiente en el caso de ecuaciones) actuando

sobre C ([to, T)) = {Z: [to, T) = R", continua} es decir:
Y: C(to.T) = C (o, T))

dada por:

Y (Z ()= {Z e C ([to, T)/Z(.) es absolutamente continua y x'e G (t, Z (t)) para casi
todo t & [to, T]}.

Entonces, si x (t) es solucién de (6), debemos tener:

x () e Y (x()),

esto es, x(.) debe ser un punto fijo de la multiaplicacién Y (la definicion de punto fijo
de una funcién g es sustituida por la pertenencia de x € G(x) en el caso de una
multiaplicacién). De esta forma, somos llevados a estudiar condiciones que garanticen
la existencia de puntos fijos y, en particular, un teorema equivalente al resultado clasico
de Schauder para operadores compactos, actuando sobre convexos, como también
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extender las nociones del grado topolégico de Brouwer y de Leray-Schauder para el
caso de las multiaplicaciones, ver Borisovich y alg [7].

Otra técnica bastante utilizada es aquella basada en el siguiente resultado, el cual
es verdadero para ecuaciones (bajo ciertas restricciones de regularidad):

x es solucidén de x es solucién de
= — f (t, X) c> t

x (t)=x(0)+ (s, x) dx.
x (0) =xo J.0 /

En el caso multivoco, debe estudiarse que sentido puede tener la integral de una
multifuncion, para tranquilidad de los lectores, existe una nocién debida a Aumann
[4], Debreu [8], y con esta nocién se prueba que:

x es solucidn de x es soluctén de

z Eg)) i io(t’ () ¢ x (t) € xo+ '[0 ["(s,x(s)) ds

Existen otras técnicas (aproximaciones, poligonales, etc.), cada una de ellas con
sus particularidades: no obstante, el objetivo y limitacién de estas notas nos impiden
describirlas. Los lectores interesados en mas detalles podran consultar la bibliografia
sigutente [2], [5], [7], [15].

Otro tipo de ecuaciones tienen su correspondiente al nivel de multifunciones:
para inclusiones integrales, tenemos, por ejemplo, [1], [15]; para inclusiones con retardo
[12], [13], [21] y las referencias citadas alli.

Para resultados sobre inclusiones de evolucién del tipo:
dx (t)
dt

donde {A(t)}tel es una familia que genera un operador de evolucién, consulte por
ejemplo [18].

e A x () +T (t.x (1)

Consideremos el siguiente resultado de estabilidad para ecuaciones debido a
Lyapunov.

“Sea f: R® - R™ una funcién, con f(0) = 0, continuamente diferenciable en

una vecindad del origen, con diferencial de Fréchet f" en el 0. Supongamos que todos
los autovalores de f” tienen partes reales negativas, es decir, el origen es asintoticamente
estable para:

x=f (x)
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Entonces el origen es asintéticamente estable para:
x=f(x)

Una generalizacion de tal resultado precisa, primero, de una generalizacion de
diferenciabilidad. Asi, somos llevados nuevamente en forma natural a considerar
derivadas de multiaplicaciones (noétese que el problema grave aqui es el siguiente; si

T:E3 F

es una multiaplicacion, donde E, F son espacios vectoriales, satisface T (ox + By)
=oT (x) + BT (y), paratodox,y € E, o, B € R. Entonces T es una funciéon. En
efecto, para-a=f =1y x=y tenemos T (x) + T (x) =T (0). Como T (0)=0 se sigue
que T(x) es un singlet6n para cualquierx € E). Luego, la definicién de diferenciabilidad

para funciones no puede extenderse al caso de las multiaplicaciones palabra por palabra.
No obstante, consulte [7].

A seguir restringiremos al caso de dimension finita por simplicidad.

Sea K (R") = {A < R", A# ¢ ycompacto}. Sobre este conjunto podemos
definir la llamada distancia de Hausdorff:

H (A, B) = max {sup d(a, B), sup d (b, A)},

aeA beB

puede probarse que (K (R"), H) es un espacio métrico completo y separable.

Asi, podemos definir el concepto de multifuncién Lipschitz:

U < R* - K(R" es Lipschitz Vuj, uz € U se verifica
H (T'(u1), T'(u2)) £ Ad (x,y)
en particular, si 0 < A <1, decimos que I' es una contraccion multivoca.
El analogo del teorema de punto fijo de Banach-Picard fue probado por Nadler

[43] en los afios 60 y dice lo siguiente.

Teorema. Sea I R* — K (Rk) una contracciébn multivoca. Entonces I' tiene punto
fijo. es decir existe x € R* tal que

x e I' (x).
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Para algunos refinamientos del teorema anterior puede consultarse Istratescu
[44], donde también se encontraran los anilogos multivocos de los teoremas de
Schauder, Kakutani, etc.

Una herramienta esencial para el estudio de multifunciones con valores con-
vexos compactos es la llamada funcional soporte del anélisis convexo, la cual ahora
definiremos.

Definicion. Sea A un subconjunto no vacio de R", Definimos su funcional soporte
Oal R"—-> R U {+oo} por

o4 (y) = sup {x,y)

xeA

Algunas propiedades importantes de esta funcional son dadas en la proxima
proposicion.

Proposicién. Sea A un subconjunto no vacio de R", o, (.) su funcién soporte y
D(oa (.))={y € R"/64(y) <+»} sudominio efectivo. Entonces lo siguiente se satisface

(a) D(c4 (.)) es un cono convexo con vértice en 0,

(b) s (Ay)=Aoa (v), VA 20 (homogéneamente positiva),
(c) o4 (.) es convexa,

d) o (.) es semicontinua inferior y o, # +oo.

e) Ca () = OoxA (),

(
(

donde co A indica la envoltura convexa cerrada de A, es dectr, la interseccidn de todos
los conjuntos convexos cerrados que contienen a A.

El nombre de funcién soporte esta justificado por el siguiente teorema.

Teorema. Sea A un conjunto convexo compacto no vacio de R" y sea o (.) su funcion
soporte. Si u € R" es arbitrario fijo, u # 0, entonces lo siguiente se satisface

(a) existe un punto xy € R" tal que
oa (u) = (x,, u)

(b) El hiperplano H = {x € R" |6, (u) = (x, u)} soporta A en xu.
perp P
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Otros resultados interesantes soh:
Proposiciéon. Sean A R", A=¢, Bc R", B # ¢. Entonces se verifican

1) oa(y)20 Vy e R" & 0 e coA

2) Si p, A, > 0, entonces
Gra+pb (¥)= Aoa(y)+pos(y)

3) AcB = oca(y) < op(y), Vy € R" reciprocamente, si para todoy e R" se tiene
caly) <, os(y), entonces coA ¢ coB. En particular si A, B son convexos cerrados

no vacios se verifica
Ac B & oaly) < os(y), Vy € R
4) Si {Ai|i € I} es una familia de subconjuntos no vacios de R", entonces
6u, A, () = 04, (¥)

5) A es simétrico (es decir, A =-A) siy solo si ca(.) es par (es decir, Ga(y) = ca(-y)
vy e RY).

6) oa() € R" < A sereduce a un punto.

7) Suponga que A = A1 x...x Ap, entonces

n

cal(y)= 3 o4 (y)

1=1

Ahora vamos a explicitar el concepto de integral de una multifuncion en el
sentido de Aumann.

Consideremos un espacio de medida completo (Q, ¥, p), para cualquier

multifuncion T': Q@ 3 R”, denotaremos por Sl(r) el siguiente conjunto

sSsMy={(fe L} (Q, R")/f(w) € T (w), it - c.t.p.)

donde n es la medida sobre Q,.

Definicion. Definimos la integral de I', denotada porj " (w) dp como el siguiente
Q

subconjunto de R"

| Tewdp=1(] fmdufes )

Q
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Definicién. Una multifuncién I se dice limitada integralmente, si ella es medible (es
decir, para todo subconjunto medible @ de R", T ()= {x e Q/ T (x)Nnop=0)
pertenece a la c-algebra 3) y

IT Ol =sup (Nf O/ f(w)yeT (W)} e L,
es decir, existe una funcion integrable z: Q — R+ tal que

ITw)|<z(w) p-ctp. enQ

Las principales propiedades de la integral multivoca son dadas en el siguiente
teorema.

Teorema. J' I" (w) d pes un conjunto convexo. Siademés I es integralmente limitada
o

OET R consecuentementej I (w) d p # ¢; s1 suponemos también que los valores
Q

de I son cerrados, entoncesj I'(w)d p es un subconjunto compacto de R" y
Q

[ Twydu=| orw)dp.
0 Q

Un resultado de suma importancia es el siguiente.

Teorema. SiT es integralmente limitada y con valores compactos, entonces

O reoan (=] o1 (W dn

Con el resultado anterior es posible calcular explicitamente algunas integrales.
Para esto, es suficiente construir la funcién soporte o (), integrar la funcién

0 n
O, (W) (la cual ahora es una funcién) con respecto a w para cada valor y € R", y

entonces reconstruir el conjunto convexo compacto no vacio'[ I (w)dp dela funciéon
[9]

soporte resultante. ~ Veamos algunos ejemplos que aclaran, atin, mas este pro-
cedimiento.
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Ejemplo. Sea A un conjunto convexto, compacto no vacio de R", entonces

t2
[ Adi= (-wA, o>,

t

En efecto, por el teorema anterior tenemos que

St s (W)= | on (y) de

3

=0oa (V) Jtz dt

t

=oa (V) (tz—t1)

Luego por el teorema, tenemos que

t2
| Adt= x e RV(x.y) <07, (). Yy € R7)
t 3

={x e RY/(x, y) S oa (¥) (.~ tr), V)
=(t—t;) {x e R" | (x, y) < 0a(y), Vy}
=(t;—t;) A.

Si A no fuese convexo, entonces

JAZ Adt = J"Z coAdt = (t; — t;) coA

1 1
Ejemplo. Sea I': [-m, n} 33 R’ definida por

F{)=U(t) {-v,v)

cost! cotgt

donde U(t)=(sent t‘”‘“g’J, v=(1,0)

Entonces

jn I () dt=B(0,4)={x e R |]x]| < 4)

T
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En efecto, tenemos que

-
hs

Gf_l‘mdx (y)= J. Gry (W) dt

=J | Wisent + y, cost|dt

=4y
donde y = (y1, y2)
Asi

[ T®di=2(xeR/o [, ()2 )Yy & R

= co {x e R4 |ly|| 2 (xw)V v e R%)
co {x e R4 |Ix[| 2 [|x][*)

B (0, v).

Observe que en este ultimo ejemplo es imposible calcular la integral de T’
haciendo uso directo de la definicién de integral multivoca.

Conceptos de la teoria fuzzy

Desde que el concepto de conjunto fuzzy fue introducido por Zadeh [45] en
1965, un gran numero de publicaciones fueron dedicadas a extender los conceptos
clasicos al nuevo campo y para resolver los nuevos “problemas fuzzy”. La idea principal
del nuevo concepto de conjunto fuzzy es la de medir, en algiin sentido, cosas subjetivas.
es decir, ampliar el sentido de la pertenencia clasica al de “grados de pertenencia”. Para

ello Zadeh recurrié a lo siguiente:

Los conjuntos usuales pueden ser caracterizados por la llamada funcién carac-
teristica, es decir, por la funcién

1 xeA
Yo (x)= 0 xgA

donde A es un subconjunto usual de X (conjunto ambiente). Asi la pertenencia de un
elemento arbitrario x de X al conjunto A se traduce en 0 (si no estd en A) o 1 (si esta
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en A). Zadeh tomd definicion de conjunto fuzzy cualquier funcion u: X — [0, 1}. De
esta forma los grados de pertenencia se traducen en el valor u (x) que varia entre 0 y
1. Esta definicion extiende claramente el concepto de conjunto usual.

Asi fue necesario extender las operaciones entre conjuntos, tales como comple-
mento, union, interseccion etc. (vea [46]).

Denotamos por Lou= {x € R"/u(x)>2a} el conjunto de nivel a de u
(0 < o £ 1). Ademas, denotamos sopp (u) el soporte de u, es decir, la clausura del
conjunto {x € R"|u (x) # 0}. Asi

sopp(u)= {x € Ru(x)#0} = {x € R"/u (x)>0).
Por conveniencia en la notacién, colocamos Lou = sopp(u). Observe que
Lou 2 Lou 2 Lpu,V B2 a 2 0. ()

Asi, a cada conjunto fuzzy u: R™ — [0, 1] le asociamos una familia no enumerable
{Lqulo € [0, 1]} de conjuntos usuales.

Reciprocamente, tenemos el siguiente resultado debido a Nagoita y Ralescu [46].

Teorema. ([46]) Sea M un conjuntoysea {M,|a € [0, 1]} una familia de subconjuntos
de M tal que

(1) Me=M
(1) o < B implica My € M,

ol

(u)a; £ 0, <..., Iim a, = ammplica Mg= N M,,.

n— o n=]|

Entonces, la funcién @ : M — [0, 1] definida por @ (x) = sup {a € [0, 1] x
e M,} tiene la propiedad que {x € M/¢(x) > .} =M, para todo a € [0, 1].

Luego, por el teorema anterior, vemos que es posible, via niveles, mostrar que
cualquier “concepto fuzzy” puede ser identificado con una familia de “conceptos
clasicos™ del mismo tipo.

Como una extensiéon de K (R") definimos el espacio E" de conjuntos fuzzy
u: R" = [0, 1] con las propiedades:
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a) u es semicontinua superior;
b) sopp (u) = Lou es compacto;
o) {xeRVux=1}= ¢

En términos de la familia de niveles o de u, las condiciones anteriores se
traducen en:

a') Lou es compacto para cualquier a € [0, 1].
b’) u # %0 (u es no vacio en el sentido fuzzy).

a’) Se deduce de la propiedad (*) en conjunto con a) y b). La condicién ¢'), se deduce
de c).

En resumen, tenemos

ueE o Lwue KR"),Vace01]

Como veremos més adelante esta caracterizacién es esencial para abordar las
cuestiones levantadas en la introduccién.

Podemos definir una estructura meétrica sobre E® colocando

D (u,v) = sup H (Lou, Lv)

a>0

Es facil ver que:

(R", d) - (K (R"), H) - (E", D).
Son inclusiones continuas (a través de x— {x}, y A—> ¥4 respectivamente).

Antes de hacer la generalizacién al contexto fuzzy de K (R"), veamos la siguiente
definicién.

Definicion. Un conjunto fuzzy u: R" - [0, 1] se dice fuzzy-convexo si Vx.y e R™,
0 <A <1 se verifica
u(Ax+(1-A)y) 2 min {u(x), u(y)}.

Esta definicion es bastante natural si pensamos u(x) como el “grado de
pertenencia’ de x el conjunto fuzzy u.

Tambieén, es facil ver que la definicién anterior es equivalente a decir que L, u
es un subconjunto convexto de R" para todo o € [0, 1].
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Ahora daremos la generalizacién prometida. Definimos

E! = {u € E"/u es fuzzy convexo}
Claramente K¢ (R") = E! via la inclusion canénica: A — 7a.

Asi u e E' < Lo e Ko (R"), Va e [0, 1]. Una estructura lineal en E" es

definida por las relaciones

1) Suma: (u + v) (x) = sup min [y (y). v(z)];

y+z=x

u(x/A), st A#0

2) Producto por escalar: (A = )
) P () () {X{o, (x), si A=0

donde u,ve E;, A € R,
Estas operaciones, a primera vista, pueden parecer un poco extraias, pero son

naturales si pensamos en términos de los conjuntos de niveles, la suma se traduce en:

1') Ly (u+v)=Lou+Lav
y el producto por escalar en:
2') Ly (Au) =X Lau
con u, ve E., A € Ry a e [0,1].

Algunos resultados importantes son:

Teorema (E", D) es un espacio métrico completo y no separable.
Una prueba puede encontrarse en [23] y [33].

Teorema. ( E., D) es un subespacio métrico cerrado de E".

Recordemos que una propiedad importante de (K¢ (R"), H) es el Teorema de
Inmersion de Minkowski. Para poder generalizar este resultado al contexto fuzzy

precisamos restringir un poco mas el espacio E_.

Asi, vamos a considerar el subespacio de E, el cual tiene niveles continuos, mas

precisamente consideraremos el siguiente conjunto.
El.= {ueE//o e[0,1] = Lqu es continua de ([0, 1], |.|) en (K¢ (R™), H)}.

|.| denota el valor absoluto en R.
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Una propiedad importante de este subespacio es:
Teorema ([31]). (E.., D) es un subespacio métrico completo de (E;. D).
La generalizacion del Teorema de Inmersion de Minkowski es:

Teorema ([31], [32]). Existe una funcién j: E{. = C ([0, 1] x $™) tal que. j es una

1sometria, aditiva y positivamente homogénea.

La prueba es realizada via la “funcional soporte fuzzy” Sy: [0, 1]x$™ > R
definida por
Se (a0, X) = or,y (x).

Como consecuencia del resultado anterior deducimos:

Corolario. E{_ es separable.
En resumen, tenemos

Teorema ([31], [32]). (E.., D) es un subespacio métrico completo y separable (E’, D).

Ademas, es el subespacio maximal de (E?, D) que puede ser inmerso a través de j en

C ([0, 1] x S™1).

Definicién. Sea F: X — E (X) una multifuncién fuzzy. Decimos que F es una

contraccion si existe A € [0, 1) tal que

D (F(x), F(y)) < Ad (x,y) Vx,y e X.
También diremos que x € X es un punto fijo de F si X(x} < F ().
El analogo del Teorema de Nadler es

Teorema ([34], [35]) sea (X, d) un espacio métrico completo. Si F: X — E(X) es una
multifuncion fuzzy contractante, entonces I' tiene punto fijo.

El problema de estabilidad es resuelto por el teorema que sigue, el cual es
importante para estudiar la estabilidad del problema de inclusién diferencial fuzzy,
como también para el estudio de la estabilidad del problema de control fuzzy. Antes
de enunciar el resultado, tenemos que definir el concepto de conjunto de puntos fijos
fuzzy. Para ello, usaremos las siguientes proposiciones:

87



REVISTA DE CIENCIAS - UNI

Proposicion. Sea F: X — E(X) una multifuncién fuzzy contractante con constante
L. Entonces para cada a e [0, 1], la multifunciéon F,: X — K(X) dada por
Fo (x) = Lg F (x) es una multifuncién contractante.

Proposicion [34]. Sea F: X —» E(X) una multifuncion contractante. Entonces existe
un Gnico u € E (X) tal que '

Lou= S, = { puntos fijos de F,}

Para poder probar el teorema anterior, es necesario usar el teorema de repre-
sentacion de Nagoita y Ralescu [46].

Ahora, la definicién prometida.

Definicion. El conjunto fuzzy u dado en la proposicion anterior es llamado el
conjunto fuzzy de los puntos fijos asociados con la multifuncién fuzzy F.

Una caracterizacién del conjunto de puntos fijos de una multifuncion fuzzy
contractiva F es dada:

Proposicion [34]. Sea EX— E X) vy u e E (X) tal que L,u = S,, oo € [0, 1].
Entonces

u(x) = (F (x)) (x) Vx e X.
Ahora el teorema prometido.

Teorema [35]. Sea X un espacio métrico completo y Fo, Fi: X — E (X) una sucesién
de multifunciones fuzzy contractivas con constante A (1 =1, 2, . . .) tal que Fi — Fo
uniformemente sobre X, entonces D (uj, ug) > 0 cuando 1 — .

Ahora daremos la extension de la integral de Aumann para el caso multivoco
fuzzy debida a Ralescu. Para ello, primero definiremos la nociéon de medibilidad.

Definicién. Sea (0,5 , ) un espacio de medida completo y F: @ — E" una
multifuncién fuzzy. Diremos que F es medible si F,: Q — P(R") definida por

Fo (W)= Lo F(w)

es medible Vo e [0, 1]. También diremos que F es integralmente limitada s1 cada Fq
lo es (Recuerde que F, es una multifuncién usual).
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Teorema (Ralescu [23]). Si F: Q — E" es una multifuncién fuzzy medible e
integralmente limitada, entonces existe un Gnico u € E" tal que

Lou={peR%u(p)2al}= _[ F,

para todo a. € [0, 1].

Definicion. El inico conjunto fuzzy u, cuya existencia garantiza el teorema anterior,

se define como la integral de la multifuncién fuzzy. Es decir, ,[ Fdp se define via

niveles, de tal modo que

L [F=[F. Vae[o1].

Un resultado importante es:

Teorema. Si F es una multifuncidn fuzzy medible entonces, en condiciones razonables
(por ejemplo, p no atdmica y F integrablemente limitada), se tiene que J- Fdp es un

subconjunto fuzzy-compacto y fuzzy-convexo.

Este teorema es consecuencia inmediata de las propiedades de la integral de
Aumann.

Ademis, a partir de las definiciones de suma y producto por escalar en E", es
trivial ver que esta integral fuzzy-multivoca es lineal en el sentido que:

L [[F+G)l= L JF+L. ]G
Lo([ 2 F]= AL [ E.
Un resultado interesante también, dado en [31] es:

Teorema. Sea F: — E_. una variable aleatoria fuzzy integralmente acotada, entonces

_[I"e E.. vy

Sjr (0ux)= | Sy (%) dp(w)

Para mayores detalles acerca de las propiedades de esta integral, se puede
consultar [31], [22], [23], [47], [33].
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Algoritmos para [a
imsercion de modos de
B-splines por el concepto
de formas polares

Rolf Schréder’”

¥

n el disefio geométrico (CAGD - Computer Aided Geometric Design), el
ingeniero manipula el disefio de una curva o superficie por el cambio de
los llamados puntos de control. Las superficies y curvas se construyen por polinomios
de Bézier o B-splines. En ambos casos estas superficies o curvas se encuentran en la
capsula convexa de sus puntos de control. Las curvas pasan por lo general por el primer
y el ultimo punto de control y las superficies son limitadas por curvas de Bézier o
B-splines.

J-—4

Mientras mas puntos de control hay, la construccion es mas flexible. Entonces
surge la pregunta: {Como se puede obtener a misma curva o superficie que esta dada
por un cierto niimero de puntos de control, si se afaden unos puntos de control
adicionales? En el caso de B-splines se habla de una insercion de nodos. Vamos a
conocer distintos algoritmos para la insercién de nodos de B-splines en base a una
representacion en la forma polar (blossom) que fue descubierta por de Casteljau [4] y
Ramshaw [10] y [11]. Los algoritmos seran comparados y discutidos. Primero
definiremos los B-splines y presentaremos las ideas principales del disefio geométrico.
Las formas polares seran introducidas a través del algoritmo de de Boor para la
evaluacién de una curva de B-splines.

(*) Universidad Nacional de Ingenieria, Lima - Peru.
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Construccion de los B-splines
Definicion:

Sea T: = {t}, _, una secuencia de nodos infinita y monoétonamente no

decreciente, {t.}, ., € R con lim _, t=to. Para 1€ Z y k €N, se define

171 e

B.,:R>Ry w,: R>Rpor

I. st t.£t<t.
Bi i (t): — 1 1+ l.
) 0, de lo contrario

t—-'t:l .
» SUE<E gy

|
o, (t):= {I bak-17 b
L

0, de lo contrario

Entonces las funciones
B =y By +(T-o,, ) B, 1

definidas recursivamente parai € Z y k € N, B, .: R = R, son llamados B-spli-

nes del orden k respecto a la secuencia de nodos T= {t;}; . ,.
Estos B-splines tienen las propiedades siguientes (vea Dierckx [6] o Stoer-Bur-
lirsch [15]):

(a) B,y es por partes un polinomio de grado menor que k y B, desaparece
fuera de [t;, t;,,]. Especialmente es B, =0, si t; = t;, . Solamente en los
nodos t, ..., t;,, B, puede ser no continuo.

(b) Parat <t,, secumple B > 0 Vx € (t; t;,) es decir: el intervalo [t;, t;,] es
el soporte de B, .

(c) Para todos k € N se cumple

>, B (=1

1==00
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En realidaq esta sumatoria es segiin (a) y (b) finita. Para t e [t. to.] se
puede escribir entonces

I

>, B (=1

1=)-k+1

(d) Los B-splines del orden » + I forman una base del espacio lineal de los
splines de grado m respecto a la particién

A Pa=Xp<x;<...<Xx

. ; < x, = b. Mas exacto:

n-

Sea

Sw(A):i={s€C™" "[abls |y, &, j=0,....,m-1)

el espacio lineal de los splines de grado # (que son m-1 veces continuamente
diferenciables en [ a, b ] y cuya restriccién al intervalo [x;, ., ] es un
polinomio del grado < m), entonces se obtiene con

T={t}, .z t,:=x,i=0,....,n y

¢ B Sy S-S E,; St <458, &
Stn+lS"'Stn+m<tn+m+I < ..
que
Sm (An): Span[a.bl [B—m.m+1""’ Bn—l.m+l]
Definicion:

Sea keN, T={t},., con t <t ,, Vi eZ Larestriccion de

x()=3d; B, (). d e R o deR’
1€ Z

al intervalo [a, b] = R es llamada una curva de B-splines. Los coeficientes d, son
denominados puntos de control o puntos de de Boor.

Otra vez, los B-splines B; | desaparecen fuera de [ t;. t,, ] y por eso la sumatoria

es finita, es decir
)]

x()= 3 d B (1) para t € [t,t ]

1t=)—k+1
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Ejemplo:

Sea k € N. Elegimos los puntos finales del intervalo [a, b] como k-mltiple
nodo y n-1 nodos interiores, entonces:

a=ty=... =t <t <. <t <t T Tty 5= b
Con los puntos de control d, . .. d,,,,, resulta para t € [a, b]:
k+n-2

x()= 3 d; B, (0.

1=0

x (t) pasa entonces por el primer y el tltimo punto de control dyy dy.,» Graciasala
propiedad (c) de los B-splines, x (t) esta en la capsula convexa de sus puntos de control,
es decir

En caso de que los nodos tengan al inicio del intervalo una multiplicidad menor
que k, la curva no empieza en d, y la curva tampoco termina en d, ., si tiene al final
una multiplicidad menor que k.

Graficol v
CURVAS DE B-SPLINES CON CAMBIO DE UN PUNTO DE CONTROL

d4

ds5° 4

d6
d1
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: Grafico 2
CURVA DE B-SPLINES QUE NO PASA POR LOS PUNTOS DE CONTROL EXTREMOS

9
d4
6
ds
e d7
d3
d2
d1
El algoritmo de de Boor y las formas polares
La evaluacion de la curva de B-splines se realiza por el algoritmo de de Boor.
©  Sean dados k€ N y los nodos bger S -0 St <t S S
t € [t, t,,] y los puntos de control dp oo d,
© Parai=j-k+1,....]sedefine
d? (t): = d,
o Parar=1,...,k-1yparai=j,...,j-k+r+1sedefine
[ty :
| . o S Nk
mi,k-r+l(t):={, i+k-r 1
| 0 de lo contrario,

dlr(t):z (Di.+k—r+l(t) dir—_1 (t)+[1_(’01,k—r+l(t)] dlr:l1 (t)

Entonces resulta:

df' (0= i d, B, (1)

1=1-k+1
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La prueba es por induccién. Supongamos que x ()= d'~' B, .,

ieZ
parar € {1,...,k-1}. Esto es correcto para r = 1. Finalmente resulta
. r—1
x(t)=3 d By s
1e 2
_ r—-1 -
- Z di [mx.k—-r+1 Bi.k—r + (1_('0i+1.k—r+1) Bx+l.k—~r]
1eZ
_ r—1 r-1
"Z [(Di.k—r+] d1 + (l”mi.k-ml) dl-—l] Bi.k—r
1€ Z
T
:Z di B].k—r
reZ

7 . _ k -
Después de k - 1 pasos se tiene x (t) =Y , d. : B, Para te [t, t,]

1t €

es entonces X (t) = d;‘"l ().

El esquema de de Boor es el siguiente en el caso de k=4, t e [t t}:

0
di_y=:di;(0) > diI

5 (1)
d_,=:d, (1 1 > d2, (1) 3
. > di_1 (t) ) > dI () =x(t)
d,_=: di_l (t) > d; (t)
d =:d%0 ~ d; ()

Ahora vamos a ver este algoritmo a la base de las formas polares (blossoms).
Las formas polares fueron descubiertas por Jolles [8] en 1886. La aplicacion
a curvas de Bézier y B-splines fue desarrollado por de Casteljau [4] y
Ramshaw [10] y [11], y después también por Seidel [14].

" El truco consiste en el hecho de que para cada curva polinomial x (t),
x: R > RY de grado < n, existe un polinomio multivariante anico
X[t,....t] € R? llamado el blossom o la forma polar de x (t), con las
propiedades siguientes:

N
X[ty .o ot (l-a) t, b, .... t]

N
= X [ttt b bl FUL =) % [6, =0 e s Buinvns t,)

P ol

para todos los indices i y, o € R (multiafinidad).

98



ALGORITMOS PARA LA INSERCION DE NODOS D B-SPLINES POR EL CONCEPTO DE FORMAS POLARES.

® x{t....t]= x [tray - -+ tymyl Para cualquier permutacion n de (1.
2....,n} (simetria).

o x|t ..., t]=x(t) (diagonalidad).

Ejemplo:

Calculamos la forma polar para el polinomio

x()=70+2¢-3¢-5

Por la multiafinidad no hay potencias mayores que 1, entonces
X[t tp ] Tap ty Gty ag ity tag titytat G
Taygo t; T ag10 & T gy t3 F 2ggg

Por la simetria resulta a,,0=a,5;=ay, ¥y a;,09= ag10 = aggp PoOr la diagonalidad
finalmente

2
%[t b t5] =7t t21:3+§(t2t3+t1 ty+t; ) - (t; +t,+t5) -5,
La relacion entre curvas de B-splines y formas polares todavia no es clara.

Primeramente hay que tomar en cuenta que el B-spline es un polinomio por partes.

Denominemos con x; la restriccién de la curva de B-splines x al intervalo {t,t )y

con x[...] laforma polar correspondiente. Poniendo
di:=xi[ti+l"°"ti+k-1]’ i=j‘k+1,...,j,
se obtiene finalmente las curvas de B-splines (Barry [1]).

Vamos a estudiar esto en el esquema y el algoritmo de de Boor. Para el mismo
esquema anterior resultaria entonces (k = 4):

diy=:x [t , ¢, t]
> x; [t 6, t]
dip=: %[t .t t,] > x; [t t,t]
> x [ttt > x; [t t, ]
di =1 %[t ity > x [ttt
> % [t t, g t,,)
d; =1 x; [t b, tiya)
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donde, por ejemplo, x; [t} t; t] es calculado por

t—t. t.,—t
-2 +1
x [ttt = x et - t + . ti_,]
1+1 -2 +1 =2
t—t. t. . —t
-2 +1

= % [ttt 0]+ % [t 5t t]

1+1 -2 j+1 =2

lo que es exactamente la descripcidn del algoritmo de de Boor.

Por la introduccion de las formas polares se puede entender algunos algoritmos
mas facilmente. Vamos a trabajar con este concepto, entonces, para los algoritmos de
la inserci6n de nodos.

Algoritmos para la insercion de nodos

El algoritmo mas conocido para la insercidén de nodos es el algoritmo de Boehm
[3] del afio 1980:

Sea ke N, T={t};_, unasecuenciadenodoscon t <t, Vi €Z

N A _

Definiendo
t, para 1 < g
/\‘_ N -
tt:=4t para1=j+1
t_, para 12 j+2

: : A :
se obtiene una nueva secuencia T := {t.}, .z Sean entonces ﬁi_k los B-splines que

pertenecen a esta secuencia.

Con una nueva secuencia de puntos de control

rdI para 1<j—-k+1
? t t t
B i+k—1 : ‘s
4= — d = d_, para j—k+2<i1<]
‘ to =t ot oo—t
i+k-1 1 i+k-1 1
d,_, para 12]+ 1
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resulta finalmente:

/N
2. 4 Bi.k = Z di Bi.k’

1eZ e Z
es decir. se obtiene la misma curva de B-splines por introducciéon de un nodo y un

punto de control mas y de tal manera mas flexibilidad para el disefo.

En la forma polar la prueba para este algoritmo es muy facil (vea Seidel

[13]):

. . " N
Paraj-k+2<1<j esport < t <t

N /\ N
di= %[t tign] X[t g t]
A A
i t—t, Stk 7€
= X [t v on bgg P it F Foo et 4l
1+k=1 1 1+k-1 1
N
= . X[t ot + . % [t - ]
toy =t Gak1 7 &
4 g = ©
-t i+k -1
=———d + — diy
tik-1 7§ tisk—1 7 §;

un punto de la curva y corresponde entonces exactamente la formula de Boehm.

Graficamente se puede escribir el algoritmo de Boehm de la manera siguiente
(para el caso cubico).

4= 4= 4=

=1 ]

N
x [ty t, t] [ttt ] tt,H. s o]
x; [t 61, 6] [tiops st X; [t G Gzl X5 [ttt
= aj—lz -3 = dj, =di = gm =d,

101



REVISTA DE CIENCIAS - UNI

Grafico 3
INSERCION DE UN NODO

En el mismo afio 1980, Cohen/Lyche/Riesenfeld [5] propusieron el algoritmo
- Oslo. En términos de las formas polares ellos insertan a un intervalo [t, t;,))

maximalmente los k-1 nodos t. tl+k N reemplazando asi la secuencia de nodos

= {t.} por los nodos ? = {t} Después de la insercién se tiene t =t parai<].

,+1,...

. N
Siguen los nuevos nodos ti+1’ .oyt ¥ finalmente resulta ti+k_1 =t para1>]. Los
puntos de control idénticos son 81 =d, parai<j-k+1yd, =d parai>) El
resto de los puntos de control se calcula en el caso k=4 por el esquema siguiente:

di—3 = [ti_z, t_ps tl]

> x [t 1.t t+1] A
dj~2 = X [ti~l’ t" tj+1] " I [t t|+1‘ t|+2] /\ 8
> X [t t,+1't' > X [t1+1' j+2° x+3] i
di—l [t t]+1‘ ]+2] N x[tl+1’ j+2° I+1]
d = X [tj+1’ +1° tj+2
= X [t b tj+3]

donde se ha puesto x [...]=x[...]. Los puntos de control d., y d;; resultan de la
primera fila oblicua.

De tal manera se puede calcular completamente los nuevos puntos de control
{3]]. En caso de que se quiera insertar mas nodos y puntos de control, se recomienda

el algoritmo de Sablonniére [12]. Originalmente Sablonniére transformé una curva
de B-splines en una curva de Bézier. Barry/Goldman [2] muestran, como también se
puede utilizar para este algoritmo el concepto de las formas polares.

Tedricamente se puede calcular los k nuevos puntos de control respecto a nuevos
nodos por el algoritmo de Oslo (calculando k tridngulos como arriba). Sin embargo,
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por la simetria de las formas polares se puede hacer este algoritmo mas eficiente. Esto
es ya el algoritmo de Sablonniére, cuyo esquema es el siguiente (tomando otra vez el
caso cubico, es decir k = 4):

X 1 1’ j |+l] [t t;«l‘ 1+2]\
: /\
di—3 =& [tj‘z' tl‘l' t)] j+1‘ 14-1 [t]+]‘ j+2° )+1]——’ X [tH—]’ +2° ;+3]
N N N N
dj—z =X [ti—l‘ ti‘ ti+1] N { j+1° 1+1‘ 1+2 X [t|+3' t;+3' t|+1] X [t;+2* t1+3‘ t1+4]
N VA N /N N
dj_l =X [t t,+1’ ,+z] X [ -1 1+3‘ 1+1] X [t;+3’ tj+4‘ ti+I] X [ti+3‘ t1+4‘ t|+5]
N N /\
di =X [ti+l‘ t]+2, ti+3] X [ +3 ;+I’ |+]] ~ [tj‘ t)+4‘ ti+5] [t|+4‘ 1+5° 1+6]
N N
X [ty+l‘ 1+4° |+2] X [t1+4‘ t1+5’ ti+l]

Otra vez se ha puesto x [. . .] = x, [ . .]. Ya hemos conocido los algoritmos
principales para la insercion de nodos. Sin embargo, para casos especiales existen varios
algoritmos mas. Consideremos, por ejemplo, el caso en que se da una secuencia de
nodos {t},_, Queremos solamente cambiar algunos de los nodos y aplicar el

algoritmo de Oslo. En su forma general se repiten muchos calculos. Entonces se puede
desarrollar una forma mas eficiente del algoritmo de Oslo (Lyche Mdrken [9]). Otras
dos versiones del algoritmo de Oslo fueron propuestas por Goldman [7]. Son también
versiones mas eficientes que combinan ventajas del algoritmo mejorado de Oslo y del
algoritmo de Sablonniére. Estas y otras versiones mas son presentadas en el trabajo de
Barry/Goldman [2]. Todas estas versiones fueron desarrolladas en la forma polar, lo
que demuestra la importancia que tiene este concepto, hoy en dia. en el disefio
geométrico. Sin el uso de las formas polares, las formulas de todos estos algoritmos
se vuelven muy complicadas y son mucho menos entendibles.
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Conversion entre
triangulos y rectamgulos de
Bezier

y N

Johnny Moisés Valverde Montoro (*)

RESUMEN

El propésito del presente trabajo es exponer dos métodos de conversion:
la conversion de tridngulos a rectangulos de Bézier y viceversa, los cuales
consisten en una subdivision de estos. El primero de los métodos es una
conversin de un pedazo rectangular integral de Bézier de grado m x n en dos
subpedazos triangulares integrales de Bézier de grado (m+n) cada una. El
segundo consiste en subdividir un pedazo triangular racional de Bézier de
grado n en 3 subpedazos rectangulares racionales de Bézier de grado n x n
cada uno (del mismo grado).

Introducciéon

I presente trabajo tiene como objetivo principal presentar un medio por el
cual los sistemas CAD pueden darle un tratamiento uniforme a los
tridngulos y rectangulos de Bézier. El problema que se ha tenido en el disefio

(*) UNI, Facultad de Ciencias, Escuela Profesional de Matematica.
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geométrico con respecto a modelar un objeto se puede expresar muy bien por medio
de la siguiente pregunta: "Qué usar, pedazos triangulares o rectangulares?".

En sus inicios los sistemas CAD fueron desarrollados para la industria auto-
motriz; sus primeras aplicaciones fueron para disefiar las partes del cuerpo de un carro
(puertas, techo, etc.) que tienen una geometria rectangular, quizas esta sea la principal
raz6n de la predominancia de los pedazos rectangulares en la mayoria de los sistemas
CAD (sus rutinas se basan en estructuras rectangulares). Luego de haber tenido éxito
con su primera labor, su uso se extendi6 a otras tareas; disefiar las partes interiores del
carro, que en realidad no tenian una geometria completamente rectangular, por lo que
no fue un modo natural de modelarlos. Sin embargo, como los esquemas rectangulares
ya existian (y se iban enriqueciendo cada vez mas), se les forz6 a realizar dichas tareas;
lo cual lograron con ciertas dificultades (como en el caso de los llamados pedazos
rectangulares degenerados). Los pedazos triangulares en cambio, no sufren de tales
degeneraciones y son mas adecuados que los rectangulares para describir o modelar
objetos de geometrias mas complejas. Es asi como se aconseja a los desarrolladores de
sistemas CAD a agregar en sus rutinas estos esquemas triangulares.

Pero alli surge un gran obstaculo, los pedazos triangulares tienen una estructura
geomeétrica totalmente distinta a los rectangulares, por lo que necesitan rutinas propias
que son muy diferentes a las ya existentes en los sistemas CAD (los cuales se basan en
rectangulos). Desarrollar dichas rutinas significa crear nuevos sistemas CAD que
contemplen ambas estructuras, lo cual, ademas de ser una enorme tarea, implica un
gran costo (stendo esto Gltimo lo méas importante para nosotros). Por esta razéon nos
sentimos motivados a buscar un medio de interaccién (una interface) entre estos dos
esquemas de disefio.

Se han realizado investigaciones en torno a este problema, tales como las de
Goldman y Filip (1987) [3] que consisten en convertir pedazos rectangulares de Bézier
en pedazos triangulares de Bézier; otro trabajo de investigacion es el de Brueckner
(1980) [1] que muestra una conversidon de pedazos triangulares a rectangulares, para
ello define al pedazo triangular como una superficie recortada (trimmed surface) de
un pedazo rectangular, pero esta conversion no logra particionar el pedazo triangular
en pedazos rectangulares; finalmente tenemos el de Iino y Wilde (1991) [5] que si logra
particionar un pedazo triangular de Bézier en 3 pedazos rectangulares de Bézier en
forma exacta.

Rectangulos y triangulos de Bézier

Las superficies rectangulares de Bézier de producto tensorial (llamados rectan-
gulos de Bézier) de grado m x n estan representados paramétricamente por

™" (w,v)=3 ¥ b, B™ (u) B (v) (1.1)

1=0 j=0
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Donde los puntos u, v € [0,1] x [0,1] (dominio rectangular). A los coeficientes
b,,(1=0...,m;j=0, .., n)seles llama puntos de Bézier o puntos de control y al
conjunto de los puntos de Bézier {b, } se le conoce como la red de Bézier (red de
control).

A las sucesiones {b, } en una red de Bézier correspondientes a un io j fijo se
les llama hilos de la red de Bézier. Los puntos by, b, o, by.. b, » son los puntos

de esquina de la red de Bézier (estos puntos siempre pertenecen a la superficie
rectangular de Bézier). Los conjuntos de puntos {by,}, (b, o}, {b,,}. {b, ) (con

1=0,..,m;j=0,..,n)son los puntos de Bézier de las curvas de frontera que yacen
sobre la superficie de Bézier.

Donde B™ (u), B* (v) son los polinomios univariantes de Bernstein de grados
m y n (ver Farin [2], Hoscheck [4]).

Se define una superficie racional de Bézier de producto tensorial como la

< 7 § i & . 4 3,
proyeccion de una superficie de Bézier de producto tensorial en R* a R, ésto es
similar al caso de las curvas (Farin [2]). Una superficie racional de Bézier de grado

. . . v . 3
(m, n) tiene la siguiente representacién paramétrica en R’

2: 2: Wi bL] Brx(u) B?(V)
X (u,v)= ==2 (1.2)

m n

Y Y w, B"(u)B" ()

1=03=0

donda

- b;; son los puntos de control de la superficie.
- w,; son los pesos respectivos (nlimeros no negativos).
- B™ (u) y B" (v) son los polinomios de Bernstein.

! ]

Este tipo de superficies es Gtil para poder manipular la forma de una superficie
(esto se logra en forma similar al caso de las curvas cambiando el valor de los pesos).
Poseen las mismas propiedades que las superficies no racionales de Bézier, pero para
el caso de la capsula convexa los pesos w, , deben ser no negativos.

Las superficies triangulares integrales de Bézier (llamados triangulos de Bézier)
de grado n estan representadas por

b" (=Y by B (v (1.3)

[Tl =n
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Donde t=(u,v,w), 0<u,v,w< 1, [t =u+v+w=1y
I=(3%k), 0<1,5,k<n, |I|=1+)j+k=n

Los coeficientes b, son llamados puntos de control del tridngulo de Bézier, y

los B; (t) son los polinomios bivariantes de Bernstein (Farin [2]).

Podemos extender el concepto de superficies racionales de producto tensorial
de Bézier a los triangulos de Bézier denominandolos superficies racionales triangu-
lares de Bézier. Si indexamos los pesos del mismo modo que los puntos de Bézier
b,, luego (1.3) generalizado a la forma racional tiene la siguiente férmula paramétrica

Z w; by BT (1)

b (t)= bl (t) = X (1) ='—2 (1.4)
Z Wi B;’ (t)

[T =n

con t=(u,v,w), |t| =1; I=(1,y k).

Donde los w; son los pesos asociados con los vértices de control b,. Este tipo

de superficies es util para poder manipular la forma de una superficie (esto se logra en
forma similar al caso de las curvas cambiando el valor de los pesos).

Meétodo I: Conversion de rectangulo a triangulo de Bézier

El problema a ser solucionado es el siguente: dado un rectangulo de Bézier de
grado m x n con vértices de control b,, (0<i1<m, 0<j<n), hallar los vértices b,

de un triangulo de Bézier de grado (m+n), (el cual representa la misma superficie sobre
el plano de parametro) en términos de los vértices b, ,.

Tebdricamente este problema debe tener una solucién porque los polinomios
bivariantes de Bernstein de grado (m+n) forman una base para el espacio de todos los
polinomios bivariantes de grado (m+n), y los polinomios del producto tensorial de
grado m x n pertenecen a este espacio.

Este problema se soluciona por medio del siguiente teorema:

Teorema: Sean {b, } los puntos de control de una superficie de Bézier de

producto tensorial de grado m x n. Luego el triangulo de Bézier de grado (m+n) con
puntos de control b, , donde los b; estan dados por
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min {q.n—-p+1)

e 5 B OO e

m+n Jjlm+j—1—gq
n

donde I"'=(p,q.l), |I'| =p+q+1=m+n,
representa la misma superficie sobre el plano de pardmetro.

y=max {0,q—m +1)

Prueba: Se sabe que una superficie de Bézier de producto tensorial puede ser
escrito como un triangulo de Bézier (Goldman [3]).

> > b, Bi(u) B'(v)

h+1)(k+j)(m+n-h~-i-k~—j
o “"b i ] m—i-k

m+n
1=0 =0 k=0 h=0
n

B;",”’ (u. v, w)

donde: I'=(h+1, k+j,m+n-h-i-j-k). I | =m + n.
El punto de control b, es por definicién el coeficiente del polinomio bivariante
Bmf,n (u,v, w)
donde: |I' | =m + n.

Estableciendo I' =(p, q,1) se obtiene:

p=h+1 = h=p-i
q=k+j) = k=q-j

Como

0<h<n-j= 0<p-i<n-j= i< p< n-j+i
0<k<m-i= 0<q-j< m-i= j< q< m-i+]j

pero 120 y j >0, entonces tenemos las desigualdades
0<i<p<n-j+i=> j<n-p+i
0<j<q<m-i1+j= j>2q-m+i

Por lo tanto se cumple que:

0<j<pymax {0,q-m+1i} <j<min {qn-p+i)
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De ello se sigue que b, esta dado por:

min {q.n—p+1)

ek T () ()

j 1+]—1—
[m+n) 1=0 y=max {0.q—m +1) kl & ] 4

donde I'=(p,q,l), [|I'|=p+q+l=m+n.

En la practica, ya que una superficie de Bézier de producto tensorial tiene un
dominio parameétrico rectangular y las superficies triangulares de Bézier tienen un
dominio parameétrico triangular, se necesitaran dos triangulos de Bézier para repre-
sentar un rectangulo de Bézier. La primera superficie triangular es obtenida del
arreglo rectangular de los puntos de control del rectangulo de Bézier

{b,; 0<1<m,0<j<n} y la segunda superficie triangular del arreglo opuesto
{bn-1n-,; 0<1<m, 0<j<n}. Ejemplo: Sea una red de control {b, } 1=0,..,2;
j=0,.. 2 de una superficie rectangular de Bézier bicuadratica (m=n=2), usando (2.1)

obtendremos la red de control {b;) de la primera superficie triangular de Bézier de
grado 4. Estos puntos son:

bgos = bag
03 = l/z[bm'*bm]
= 1/6 [by, +4b,y + by)

[
f=1
o

|

= 1/2 [byg + by}

(%)
=
|

= bzo
= 1/2 {boo + bm]

Lo
2
S

I

|

= 1/6 [Zb(m + bo] + bl() +2bll]

|

= 1/6 [bgy + 2by, + 2b,, + 2b,,]

= 1/2 [b,y +by]

w
=
|

= 1/6 {by, + 4by, + by,]

IS
~
|

= 1/6 [b(m +2b01 + an + bu]

|

= 1/6 [by, +4b;, + by}

[
[
S

!

= 1/2 [bm + boz]

<

o
=1
[

= 1/2 [by +by,]

cc o v v o g o o o o o o g o
!

(1511 A bOZ
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[ ]]
[ 7]

\

Fig. 1 A la derecha se muestra un rectangulo de Bézier bicubico. A la 1zquierda se muestran los
dos triangulos de Bézier de grado 6 cuya union representa la misma superficie bicubica.
(Tomados de Goldman [3]).

Meétodo II: Conversion de tridngulos a rectangulos de Bézier

Se toma un pedazo triangular de Bézier racional de grado n, ecuacion (1.4).
Subdividimos el triangulo de dominio del siguiente modo: primero tomamos un
punto p=[a b c]' en el interior del triangulo de dominio (0 < a, b, ¢ < 1). Luego
trazamos 3 segmentos de linea colineales con las lineas conectando p y los 3 vértices
del triangulo, del punto p a los lados del triangulo (ver fig. 2). Esto divide el triangulo
de dominio en 3 cuadrilateros. Sélo se analizar4 el subpedazo sombreado en la figura
2, acotado por u=0, v=0, u= (a/c)w, y v= (b/c)w. Las ecuaciones para los otros dos
subpedazos se obtienen a partir de la simetria.

Se obtiene una nueva parametrizacién al definir o y B tal que:

u=aw (3.1)
v=PBw (3.2)
y se permite a o variar de 0 a (a/c), y a B de 0 a (b/c), es decir
o € [0,a/¢] (3.4)
B e [0,b/c] (3.5)
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con esta nueva parametrizacion se 6bt’i‘ene
2 [?J w; by o Bi
b" (o, B) = =T - ‘ (3.6)
2 [1) wi o B

[l =n

Esto representa el subpedazo (del pedazo triangular original) con el subdominio
sombreado en la figura 2, porque o y f tienen el rango indicado en (3.4) y (3.5).

Luego, aplicamos la conversién de una base de potencias en una combinacién lineal
de elementos de la base de polinomios univariantes de Bernstein (Valverde [7]).

Fig. 2: Subdivision del dominio triangulo.

Motivados por un interés de estudio escogemos la posicion del punto p en p’
=[1/3 1/3 1/3]T el cual hace que los rangos de los nuevos parametros o y B sean

el intervalo [0,1]. Ademas, se llamara a la imagen de p° sobre el pedazo triangular el

centro del pedazo; por lo tanto p~ es la preimagen del centro del pedazo.
Obteniéndose la siguiente relacion
h l
ZZZG]( w, by B} (@) B (B)

H=n h=t I= ?N ) (3.7)
| .
Z Zz[]%—[[—%w B:(O()BF(B)

donde: 1=(1,}, k)

b" (a0, B)=

[Tl =n h=1 I=)
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Podemos reescribir (3.7) como

i z ‘ z z ( (n](n] Wi by B! (o) B" (B)

b" (o, B) = ' (3.7)

SEET U%% @

donde los indices I'= (i',j', k") estaran asociados con el pedazo triangular original;
ylos 1, (sin prima) con el nuevo subpedazo rectangular.

Ahora, definamos
1 ] n
O, = Z Z [I’J , [I"|=n (38)
1'=0 ;'=0 ’ .

como coeficientes de los nuevos pesos

W= Y o, Wy (3.9)

y los nuevos puntos de control

1
b. = ;’—l W, Wy b, (3.10)

1)

Reemplazando las expresiones de (3.8), (3.9) y (3.10) en (3.7°), finalmente
obtenemos

™" (a, p) = =122 (3.11)

Esta es una ecuacién de un pedazo rectangular racional de Bézier de
grado n x n.
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Se propone un Algoritmo de subdivisién para obtener los puntos de control
b,, (con1,j=0,...n)y sus pesos respectivos w,, de los pedazos rectangulares racionales

de Bézier en la forma de vectores en 4D (4-vector), f,,= [w,, bI,T, w,, ]T, los cuales
son combinaciones lineales de aquellos puntos de control b, (con I1=(i,j, k), 0 <1,

J, k<n, [I| =n)con sus pesos respectivos w; del pedazo triangular racional de Bézier

. T T : .
original fi= [w; b, , w,]. El cual consiste de lo siguiente:

1. Definir el tensor u,., cuyo componente j-esimo 4-vector esta dado por
] n ]
0, =y [1] £, (3.12)
)'=0 . ’

con:
[I''=1+y+k"=n, 1=0,..,n

2. El tensor f, con el componente j-esimo 4-vector f,, esta expresado por

1y

£, = Zo(ll} U, (3.13)

con:
[I'l=1"+j"+k’" =n, i=0,..,,n
j=0,...,n

Conclusiones finales:

Los métodos de conversion que hemos presentado se basan en procesos de
subdivision de la superficie original, es decir, se parte exactamente la superficie
(rectangular o triangular) en 2 o mas pedazos de superficie (triangulares o rectangulares)
de Bézier.

Debemos sefialar que hay mucho por ganar al permitir un tratamiento uniforme
de pedazos de superficies (triangulares, rectangulares). La subdivisiéon de tridngulos en
rectingulos de Bézier presentado cambia completamente la figura de lo que significa
el costo extra de incluir pedazos triangulares de Bézier a los sistemas CAD, ya sean los
existentes o los nuevos. Ya no se necesitan desarrollar subrutinas separadas para
cualquier operacién ejecutada. Para todo momento que tengamos un pedazo triangular
de Bézier dentro de una definicién de superficie, podemos partirlo precisamente en 3

114



CONVERSION ENTRE TRIANGULOS Y RECTANGULOS DE BEZIER.

pedazos rectangulares racionales de Bézier. Esto significard que sélo un paso extra
tiene que ser implementado. Cualquier operacién que sea ejecutada sobre una
superficie (modelada por tridngulos, rectangulos o combinaciones de ambas) puede ser
hecha con la rica libreria de subrutinas para pedazos rectangulares.

Nota.- Se han desarrollado unos programas en Turbo Pascal que muestran las
curvas de Bézier, las superficies rectangulares y triangulares de Bézier asi como los
métodos expuestos en esta publicacién. Dichos programas se encuentran instalados
en la Escuela Profesional de Matematica de la Facultad de Ciencias de la UNI,
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