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Editorial

ste prumer numero de la revista pretende ser el inicio de una serie

de publicaciones de la Facultad de Ciencias. Alll donde no existe
la costumbre ni la necesidad de escribir, la tarea de sacar a luz una revista como
la presente es mds dura de lo que puede parecer.

La misma Unwersidad Nacional de Ingenieria, a pesar del potencial aporte
de sus once Fucultades, carece de una revista cientifico-tecnologica que aparezca
mds o menos periédicamente. Esto no sélo es una ldstima, stno que es también
un sintoma claro de nuestra incapacidad para escnibir y publicar articulos de
nwel aceptable, no necesariamente sobre temas muy especializados.

Por otra parte, teniendo presente lo dificil que es obtener articulos de
investigacion de un nivel internacional, la revista de la Facultad de Ciencias
tiene vanas secciones: la primera es para articulos de investigacion, incluyendo
los resumenes de algunas tesis de antegrado y de postgrado, la segunda estd
dedicada a articulos de divulgacién especializada y la tercera para articulos
diddcticos o de dwulgacién cientifica.

Para la Facultad de Ciencias esta revista constituye, a la ves que un motivo
de satisfaccién, también un motivo de preocupacion, creado por el no irreal temor
de que este primer nimero se quede en una aventura aislada, sin continuidad.

Pero se trata de un desaflo que estamos dispuestos a enfrentar, a pesar de las
dificiles condiciones econdmicas en las que los docentes de la Unwersidad
Nacional de Ingenieria tenemos que trabajar

El Decano.
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Electrocromismo del NiOyx y WOy
obtenidos por rocitado pirolitico

J. Arakakl, R. Rodriguez, M. Hom y W. Estrada 0

Resunie

Peliculas de NiOx y WOx fueron producidos por la técnica de rociado
pirolitico (spray pirolisis). Las peliculas NiOx fueron obtenideas a pariiv de una
solucion acucsa de nitrato de niquel. Aquellas prodiicidas por debajo de 300°C
1o presentan picos de difraccion al seranalizadas por difractometria de rayos-x,
y las obtenidas sobre los 400°C presentan una estruciura policristalina corres-
pondiente al NiO ciibico. Sélo las peliculas producidas debajo de 300 °C
presentan e/ectrocmmzsmo Se nidio para el NiOx una ¢ficiencia cleciro-
crémica de 21 cm®/C.

Las peliculas de WOx fueron oblenidas a partir de una solucion de H2 WO
en amoniaco al 10%. Las peliculas se obtuvieron a temperaturas menores dg
300°C, y todas presentan una estructura nanocristalina (6 amorfa). Estas
peliculas presentaron un claro electrocromzsmo midiendose en ellas una
eficiencia electrocromica de 42 cm Zc.

INTRODUCCION

El fenémeno del electrocromismo ha despertado enorme interés en los
tltimos diez afios, dadas las interesantes aplicaciones que podrian realizarse
con materiales que posean esta propiedad. Dentro de estas aplicaciones
destacan el control del flujo de la radiacién solar hacia los ambientes interiores
en viviendas ("smart windows") y autos, espejos retrovisores en autes y pantallas
de informacién no-emisivas (1,2].

El electrocromismo se define como el cambio persistente y reversible de
las propiedades épticas de un material cuando este es sometido a la accién de
un campo eléctrico. Un material que puede en forma reversible variar su
transmitancia 6ptica al paso de una corriente eléctrica se denomina electro-
cromico.

(") UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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En un dispositivo electrocrémico préctico, la pelicula electrocrémica esté
integrada dentro de una configuracién de multicapas, la cual comprende un
contraelectrodo, un conductor iénico y conductores electrénicos transparentes.
La modulacién éptica estd asociada con la insercién y extraccion electroquimica
de iones del material electrocrémico.

El fenémeno del electrocromismo se presenta en muchos materiales,
particularmente en los 6xidos de los metales de transicién. Dentro de estos
6xidos los méis ampliamente estudiados son el WOx [1-3] y el NiOx [1-5), los
cuales han mostrado poseer buenas caracteristicas electrocrémicas: buen
contraste 6ptico, buena eficiencia electrocrémica y alta durabilidad. Las
técnicas empleadas generalmente han sido basadas usando alto vacie (sputter-
ing, evaporacion, etc.) o técnicas electroquimicas.

En el presente trabajo se presenta los primeros resultados de las
caracteristicas electrocrémicas del WOx y del NiOx obtenidos por rociado
pirolitico (spray pirdlisis), que en adelante denominaremos RP. Esta técnica es
simple y de bajo costo, lo cual la hacen atractiva para aplicaciones en 4reas
grandes y por consiguiente para ser implementado industrialmente.

EXPERIMENTO

Las peliculas de NiOx y el WOx se obtuvieron por RP cuya disposicién
experimental se muestra en la fig. 1. El aerosol se produce en P, al entrar en
contacto el gas portador (aire) con la solucién acuosa que contiene los iones
metilicos. El aerosol arrastrado por el gas portador sube por la tobera B
mediante un flujo laminar, llegando sobre el substrato caliente (F, en la fig. 1),
en donde se produce la reaccién pirolitica para la formacién del éxido.

El substrato empleado para la deposicién de los 6xidos de niquel y
tungsteno, fué ya sea simplemente un portaobjeto de vidrio o un vidrio
portaobjeto recubierto de una pelicula transparente y conductora de SnO2:F,
también producido por R.P. en nuestro laboratorio [6]. Tipicamente el SnO2:F
tenia una resistencia de 50 Ohms/0O.

Para los andlisis de difraccién por rayos-X se empleé un difractémetro
ZEIS JENA, de CuK o a 40KV/35 mA.

Para el estudio del electrocromismo se emplearon aquellas muestras con
substrato de vidrio recubierto con la pelicula transparente y conductora, los
mismos que fueron dispuestos como electrodos de trabajo dentro de una celda
electroquimica de tres electrodos. Los otros dos electrodos de la celda
electroquimica fueron un contraelectrodo de Pt, y un electrodo de referencia
calomel saturado. La insercién y extraccién de los iones se procedié mediante
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la voltametria ciclica con un instrumento Wenkin, POS 73. la solucién
electrolitica empleada fue una solucién acuosa de KOH 0.1M para el NiOx, y
una solucién acuosa de 4cido sulfirico de 0,1M para el WOx.

Las medidas electroquimicas fueron acompanadas con medidas in situ
de transmitancia éptica monocromdtica. Para esto se emple6 la luz de un laser
HeNe de 635 nm de longitud de onda, que luego de atravesar al sistemna, celda
+ electrolito + muestra, fue detectada por un fotodiodo. Se tomé como 100%
de transmitancia al sisterna, celda + electrolito. Todos los datos de 1a voltametria
ciclica y de la transmitancia 6ptica fueron registrados en una computadora
personal compatible mediante una tarjeta A/D.

Fig. 1 Sistema de deposicién
~— colocidn pirolttico. El aerosol producido en P
es llevado por el gas portador (aire)
hacia la columna B en donde se
equilibran las fuerzas de stokes con
las gravitatorias, produciendo un
flujo laminar. Finalmente se
produce la deposicién pirolitica en
F.

Cdmam de reacclones

RESULTADOS Y DISCUSIONES

Peliculas de NiOx

Las peliculas de NiOx fueron obtenidas a partir de una solucién acuosa
O,1M de nitrato de niquel que en forma de aerosol fue transportada por el gas
portador (aire) hacia el substrato caliente, segin el esquema descrito en la
seccién anterior. La temperatura del substrato se vari6 entre 220°C y 400°C, y
la solucién pirolitica se pre-calent6 hasta 50°C. El tiempo de deposicién se fij6
para todas las muestras en 30 minutos.

Las peliculas de NiOx obtenidas fueron posteriormente sometidas al
andlisis por difraccién de rayos-x. Las peliculas producidas por debajo de 300°C
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mostraron una apariencia gris oscura, y no presentan picos de difraccién.
Aquellas producidas alrededor de 400°C muestran una apariencia verduzca
transparente, y presentan un patrén de difraccién coincidente con la del NiO
ctbico {7]. La fig. 2 muestra los picos de difraccién para este caso, y en ella se

observa los picos de difraccién cormrespondientes a los dngulos 26 = 37,4° y
43,5°.

Las muestras obtenidas a alta temperatura (400°C) al ser sometidas a la
insercién/extraccion de cargas mediante la voltametria ciclica, a un barrido de
potencial de 10 mV/s, producen respuesta electroquimica, pero la variacién de
su transmitancia éptica entre el estado mds transparente (decoloreado) y el
estado menos transparente (coloreado) fue muy pequefia. La curva poten-
ciométrica indicé claramente los picos de reaccién anédica y catédica en 0,6 V
y 0,1 V respectivamente, sin embargo el cambio de transmitancia 6ptica fue
alrededor del 5%.

(111)

°
k:}
af
<
=
72}
Z
2L :
Fig. 2 Patrén de difraccién de
rayos-X para una muestra de NiOx
e producida a 400°C. Los picos
5w @ 2 ot 3 3B I % IS corresponden a la estructura cibica
ANGULO DE DIFRACCION de NiO.

Las muestras obtenidas a baja temperatura (< 300°C) si presentan un claro
efecto electrocrémico. La fig. 3 muestra los resultados de las medidas in-situ
de la voltametria ciclica y de la transmitancia éptica para una muestra de NiOx
obtenida a 220°C. Aqui también podemos observar que a medida que el barrido
de potencial varia de negativo a positivo (fig. 3b), la transmitancia (fig. 3a) va
disminuyendo progresivamente desde 50% hasta 15%. Cuando se llega a 0,6V
se produce la reacci6n anédica, después del cual no hay més variacién de la
transmitancia, indicando que la reaccién electrocrémica se ha completado, con
una variacién total de la trasmitancia del 35%. El pequefio pico que empieza
a evolucionar después de 0,6V cormresponde a la evolucién del oxigeno.

4
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il Fig. 3 Transmitancia éptica a una
iy longitud de onda de 635 nm para
una muestra de NiO; obtenida a
226°C. Esta medida ¢z hizo in-situ
con la voltametria cfclica, bajo un
barrido de 10 mV/s, indicada en
(b). Las muestras tuvieron una drea
de 0,5 cm? y se usé como electrolito
KOH; 0,1 M.
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Cuando el barrido de potencial varia de positivo a negativo, 1a transmi-
tancia Optica aumenta paulatinamente desde 15% hasta 50%. La reaccidén
catédica se produce a 0,1V; de modo que cuando esta termina la pelicula ya
alcanz6 el miximo valor de su transmitancia, esto es que nuevamente se obtiene
un 35% de incremento total de la transmitancia. Este proceso ciclico continda
reversiblemente, y no se ha observado cambio significativo en la transmitancia
éptica ni en la cantidad de carga anddica y catédica (drea positiva y negativa
respectivamente de la curva voltamétrica) después de haber efectuado mis de
100 voltametrias ciclicas, indicando buena durabilidad de la pelicula electro-
cromica.

La fig. 4. muestra los datos de la densidad 6ptica (-log. T) en funcién de
la cantidad de carga extraida por unidad de 4rea (mC/cm?). A partir de ella
podemos deducir que el NiOx pirolitico posee una eficiencia electrocrémica de
21 cm?/C (pendiente de la curva), indicando un buen comportamiento electro-
crémico de la pelicula.

El proceso de insercién y extraccién de cargas en el NiOx ha sido
ampliamente discutido en numerosos trabajos, por el gran interés que desperto
este material para aplicaciones en las baterias de Ni/Cd [8,9]. De acuerdo a
ellas el 6xido de niquel adopta dos estructuras bisicas que se diferencian por
el estado de valencia del Ni. El estado transparente o decoloreado comesponde
2 una fase en donde el niquel estd con valencia +2, y que globalmenie se la
representa como Ni{OH)o, y el estade colorcado corresponde a una fase en
donde el niquel estd con valencia +3, v que globalmente podemos representarla
como NiCCH, de modo que las reacciones anddica y catédica se producen por
un intercambio de electrones y cationes (protones, H') de acuerdo a la siguiente
reaccién [8,9]:



Ni (OH), <> NiOOH + e~ + H' (D
(decoloreado ) (coloreado )

Lo anterior implica que la pelicula original de NiOx después de produci-
dos los primeros ciclos voltamétricos se transforma en hidréxido de niquel,
NiOxHy, a partir del cual se produce el intercambio de cationes y electrones,
segin la reaccién (1). ‘

En conclusién, el NiOx pirolitico es un material electrocrémico de
coloracién anddica y de buena durabilidad. Por otro lado el grado el
electrocromismo en esta pelicula depende de las caracterfsticas estructurales
del material que a su vez dependen de los parimetros de fabricacién. Asi
estructuras nanocristalinas (o eventualmente amorfas) son favorables para la
insercién y extraccion de los cationes, y por consiguiente la aparicién del
fenémeno del electrocromismo; en cambio estructuras policristalinas dificultan
la insercion i6nica, produciendo un escaso efecto electrocrémico. Finalmente
debemos sefalar el bajo nivel de transmitancia éptica para el estado transpa-
rente. Atribuimos este hecho al cardcter rugoso de la superficie de la pelicula,
el cual estaria provocando pérdidas por "scattering” de la radiacién transmitida.
Actualmente estamos trabajando para disminuir estas pérdidas, introduciendo
innovaciones en los parimetros de deposicién.

1L
Q5
<
Q
= ag-
a
(=]
Q wk
2
)
& o Fig. 4 Densidad éptica en
funcion de la carga extraida
B —— para una pelicula pirolitica de
CARGA EXTRAIDA (mC/em? ) NiO.Hy, correspondiente a la
fig. 3.

Peliculas de WO,

Las peliculas de WOx se obtuvieron a partir de una solucién de 4cido de
wolframio (V1) en amoniaco al 10%. La proporcién empleada fue de 10 grs de
HaWO4 en 500 ml de amoniaco. Se procedié de una manera similar a la
obtencién del 6xido de niquel, obteniéndose las mejores peliculas cuando se
precalenté la solucién pirolitica a 40°C, previo al rociado del aerosol sobre el
substrato caliente. La temperatura del substrato se vari6 entre 150°C y 250°C,
y el tiempo de deposicién enmpleado fue de 30 minutos.
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Las peliculas de WOx depositadas fueron analizadas por difraccién de
rayos-X, y no mostré la presencia de picos de difraccién. Indicando también
en esle caso el cardcter nanocristalino de la muestra, aunque no se descarta
una estructura amorfa.

Para el estudio del electrocromismo se emple6 la misma disposicién
experimental que para el caso del NiOx, usdndose para este caso una solucién
acuosa 0,1M de icido sulfirico.

La figura 5, muestra los datos de la voltametria ciclica in situ con la
transmitancia optica. En este caso también se empled un barido de potencial
de 10 mV/s. De la parte inferior de la figura podemos observar que cuando
el barrido se realiza del potencial negativo al potencial positivo el proceso
anddico se produce alrededor de -0,6V, y yendo de positivo a negativo el
proceso catédico se produce alrededor de -0,4V. De la parte superior de la
figura, se observa que el coloramiento se produce durante la reaccién catédica,
y al decoloramiento durante la reaccién anédica, indicando que a diferencia
del NiOx, el WOx es un material electrocrémico de coloramiento catédico. Esto
abre la posibilidad de utilizar ambos materiales simultineamente dentro de un
dispositivo electrocrémico.

W,

«l-

i _~—

TRANSMITANCIA (%)
8

og. ° Fig. 5§ a) Transmitancia éptica
| para una pelicula pirolttica WO,
50 paralalongitud de onda de 635 nm.
a O b) Medida in-situ de la voltametria
oo ciclica, a una velocidad de barrido
od de 10 mV/s. La2muestra posee un
drea de 0,5 cm®, y el electrolito
& T empleado fue HSOy ; 0,1 M.
.

F L B | P S S A 1)
POTENCIAL (V)

La transmitancia varia desde un 30% hasta un 56% durante el proceso

anddico, obteniéndose una variacién total de la transmitancia de un 26%. En

el retorno, durante el barrido catédico, se logra variar la transmitancia en los

mismos niveles, desde un estado completamente transparente hasta un estado

completamente coloreado. Este proceso ciclico continda de una manera
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reversible, no observindose degradacién en las peliculas después de 100 ciclos
consecutivos.

La fig. 6 (parte superior) muestra los datos de la densidad 6ptica del WOx
en funcién de las cargas por cm? introducidas (coloramiento), y en la parte
inferior de la misma figura se muestran los datos de los mismos parimetros
pero durante la extraccién de cargas (decoloramiento). De ellas podemos
deducir que hay una mayor eficiencia electrocrémica (pendiente de las curvas)
durante el proceso catédico. La eficiencia electrocrémica durante la coloracién
es de 42 cm?/C, valor comparable a las reportadas para el WOx obtenidas por
otras técnicas [10].

En conclusién el WO, pirolitico ha probado poseer buenas caracteristicas
electrocromdticas. Sin embargo, al igual que en el caso el NiOx, el estado
transparente ain mantiene valores relativamente bajos de la transmitancia
ptica. Nuestros trabajos actuales estin encaminados a resolver este problema,
y los resultados serdn presentados en una préxima publicacién.

(a) coloracién
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a Fig. 6 a) Densidad éptica versus
carga insertada, para una muestra
o de WO.. Elelectrolito empleado fue
H3S0y4 ;0,1 M. b) Densidad ptica

3 @ % versus carga extralda, para una
situacién similar en (a).
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Conclitsiones

Mediante una técnica simple y de relativo bajo costo, pero potencialmente
una técnica con muchas posibilidades de ser utilizada para la fabricacién de
recubrimientos en 4reas grandes, se han fabricado peliculas delgadas de NiOx
y WOx. Estos materiales piroliticos presentaron eficiencias electrocrémicas
buenas, del orden 21 cm?/C y 42 cm?/C respectivamente, y con cambios de la
transmitancia &ptica entre los estados transparente y coloreado del orden del
35% y 25% respectivamente, para una longitud de onda de 635 nm.

Las peliculas de NiOx y WOx electrocromicas presentan una estructura
nanocristalina, sin descartarse la posibilidad de que sean amorfas. Para
temperaturas altas de deposicién el NiOx adopta una estructura claramente
policristalina, con una estructura ciibica correspondiente al NiO, pero pierde
su capacidad electrocrémica. Peliculas depositadas a 400°C no presentan
electrocromismo.

Tanto las peliculas de NiOx como las de WOx presentan niveles muy
bajos de transmitancia éplica, para el estado transparente. El factor atribuible
mis relevante para este efecto es el caricter relativamente rugoso de la
superficie de las peliculas.
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El rol de la convexidad en
elasticidad finita

Fabldn Floros Baz4an 0

Resumen

En esta nota presentamaos algunas consecuencias de la falta de convexidad
en un problema de elasticidad finita, asociado con las deformaciones de un
sélido eldstico, incomprensible, bomogéneo e isotropico. Se presenta también un
resultado de existencia de soluciones para un problema del Calculo de Variacio-
nes en ausencia de convexidad.

INTRODUCCION

El propésito de este articulo es, de algin modo, justificar el estudio de
problemas de minimizacién de funcionales del tipo integral que no son
semicontinuas inferiormente en la topologia débil (dentro de un espacio de
Banach), lo que equivale a decir que la funcional a ser minimizada no es
convexa en la variable donde aparece la derivada de mayor orden de la funcién

de estado.

Funcionales que satisfacen las condiciones anteriores aparecen, por
ejemplo, en elasticidad finita: el estudio del desplazamiento en un problema
de valor de frontera asociada con deformaciones del tipo "anti-plane shear” (ver
la definicién mis abajo) de un sélido homogéneo, isotrépico, incompresible
y eldstico. En este caso, puesto que la energia no es convexa (en el argumento
del gradiente), sucesiones minimizantes del funcional pueden converger a una
funcién limite no necesariamente una solucién. Sin embargo, tal funcién limite
ser4 una solucién de algin problema variacional asociado al original (ver [E-T)).
Para una descripcién en detalle del fenémeno presentado en esta situacion

citamos los trabajos [Gur-T], [Er].

A groso moedo, uno puede intuir que debido a la falta de convexidad, las
soluciones, de existir, no podrian ser soluciones clisicas (regulares) de la
ecuacién de Euler-Lagrange asociada (asumiendo que ésta pueda ser escrita).
Evidentemente la falta de convexidad de la funcién integrando en la variable
del gradiente da lugar a que las soluciones posean gradiente discontinuo.

) UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Matematicas.
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UN MODELO EN ELASTICIDAD FINITA

A continuacion presentamos a grandes rasgos un modelo en elasticidad

finita. Consideremos un cuerpo Q c R elistico, homogéneo, isotrépico e
incompresible. A causa de la isotropfa e incompresibilidad la energia de
esfuerzo W debe reducirse a una funcién de los dos primeros invariantes:

I=TrB I = %-[(TrB)Z-TrB’]

del tensor de esfuerzo izquierdo Cauchy-Green B = FF, donde Fes el gradiente
de deformacién. Nos limitamos a materiales para los cuales Wes independiente

de II, ie. W(I I) = W(I). Asumiremos que Q es un cilindro con generatriz
paralela al eje x, y con seccién transversal @ suficientemente regular.

Definicion.- Una deformacién f: Q — R de la forma f (x) = (xz, x2
x3 + u (x1, x2)), x = (x1, x2, x3) es llamada "anti-plane shear”,

El correspondiente gradiente de deformacién es F = V f

1 0 0
0 1 0
Un Ug, 1
Asi,detF=1,1=3+|Vu|.
EL PROBLEMA. VARIACIONAL

Asumiendo que el desplazamiento u es prescrito sobre la frontera de ®:
t =g sobre OR, el problema variacional es y=0x,x):

min WG+ Ve G dy + [ cO)u)dy,
we w'? ry * R
donde Wes como antes, ¢ representa la fuerza externa actuando sobre las caras
laterales del cilindro Q y
WP (R ={ue [ (R) u, , u

*2

€ LP(R), u=g sobre 0R),

P es un ndmero real mayor que 1 e indica el grado de crecimiento -mis que
lineal- de la funcién Wen el infinito. Tal hipétesis garantiza que la funcional

12



sea ceercivo, i.e. que las sucesiones minimizanics admitan puntos limites en la
topologia débil de W7 (), ver [Brel.

Resultados de existencia de minimo de funcionales dependiendo del
gradiente se pueden encontrar en [A-T1, A-72, A-T3, Ma, C1, C-P].

UN PROBLEMA VARIACICNAL DONDE APARECE
EL OPERADOR DE LA LATTACE

Las secciones anteriores {fueron dedicadas a la descripcién de un modelo
de elasticidad finita, la cual justifica, matematicamente, el estudio de las mismas.
Entonces, se trata de encontrar condiciones suficientes a fin que el problema
de minimizacién (no-convexo) admita soluciones. En esta direccién, sin
presentar un modelo concreto, se enunciard un resultado de existencia de
minimo para el caso de una funcional con simetria radial y dependiente del

laplaciano. Aqui Q={xe R": |x| <1}

Hipdotesis (H). Seal=[0, 1), n e N. La funcién c: [ - R esual que
r— r""lc(r) estd [P' (I) con p' siendo el exponente conjugado de p > 1.
La funcién b: I x R = R verifica

(hp) b esL ® K (R)- medible;
(h2) & — b (1, &) es semicontinua inferiormente para casi todo ren I;
(h3) Existe una constante positiva v, tal que

b(r,8)2 y|Ef - B () dondela funcién r = 7' B(r) estd en .

Teorema. ([C-F]) Sea b y c¢ funciones que satisfacen ia hipOtesis
(H) y sea A no-negativo. Asuminos que la funcional [ b (x|, A u(x)

- A u(x)) dx tiene un valor finito para algin u en W' (Q) A \%’P (Q) tal

que Z—L-“ =0 sobre dQ. Entonces el problema
n

win [ c(ud) u(de + [ b(xl, b u(x) - u(R)dx
n n

we WP (Q) A W Q) > (P)
Qﬁ:o on 0Q
on

admite al menos una solucion radialmente siméirica.

13



La demostracién de este teorema se deduce demostrando que el
problema convexificado (P~) (que es el problema (P) con b= en lugar de b,
ver [E-T] admite al menos una solucién radialmente simétrica. Entonces, de la
solucién radial encontrada de (P*), nosotros construimos una funcién radial
usando el teorema de Liapunov (ver [ce]) sobre el rango de una medida
vectorial, que serd una solucién 2 nuestro problema.

Resultados de otro tipo pueden ser encontrados en [F1, F2, Ra, R1, R2,
R3].
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Datacion por buellas nucleares (de fision)
aplicado a vidrios volcdnicos (obsidianas)

Manuel Brocca Pobes (7

El propésito del siguiente trabajo es el de utilizar la técnica de huellas de
fision para datar material arqueolégico, en este caso se ha trabajado con tres
vidrios volcdnicos (obsidianas), 2 procedentes del Cusco y 1 de Arequipa; para
lo cual se tuvo que construir la curva de calibracién que nos permita la
obtencién de los parimetros de tiempo y ataque quimico, obtenido estos
pardmetros se pasé a datar las muestras.

La muestra de Arequipa arrojé resultados coincidentes con el obtenido
en el laboratorio del Instituto Dolomieao de Francia; este resultado nos permite
afirmar que las edades halladas en las dos muestras del Cuzco son correctas
comprobindose de esta manera la confiabilidad y reproducibilidad de dicha
técnica en el pais.

INTRODUCCION

Durante la dltima década se ha venido desarrollando una técnica para la
datacién de material geoldgico y arqueoldgico, utilizando las trazas dejadas por
los fragmentos de fisién. Las primeras investigaciones fueron hechas por R.
Fleischer, P. Bufard Price y Robert m. Walker en el afio 1971.

Una traza es la zona de dafio formada cuando una particula pasa a través
de un sélido, su tamano y su forma depende del tipo de particula que la forma.
En particular una traza de fisién se forma cuando el nicleo original (?*® se
fracciona en dos nicleos ligeros de aproximadamente igual masa, liberando
cerca de 200 MeV de energia y provocando el retroceso de los fragmentos en
direcciones opuestas.

Los fragmentos formados al momento de Ia fision son nicleos fuerte-
mente cargados que rompen el balance electrénico de los dtomos en el sélido
a lo largo de su camino; cuando el fragmento pasa, deja una zona de cargas
positivas en su recorrido, produciéndose una repulsién entre ellas y formdndose
la huella.

(") UNI - Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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Escogiendo el reactivo quimico apropiado es posible disolver la zona
danada y no el cristal, esto con la finalidad de hacer visible la traza con un
microscopio 6ptico.

Entonces si conocemos cuantas trazas hay en el sélido y el tiempo de

vida media del U*** podemos calcular el tiempo transcurrido o edad de la
muestra desde su formacién mediante la ecuacién:

A i
t=——In |28 N5 Py oy
}"da )‘fg NB pl

235

donde ¢ es la seccién transversal de fisién inducida de U™, Aig Y Ay Son

+

respectivamente las constantes de decaimiento total y de fisién de y?**® y Ng

» ” - 38 .
y N, son el nimero de dtomos de U™’ y U™*® por unidad de volumen al
tiempo t respectivamente.

Por lo tanto, para calcular la edad de la muestra son necesarios tres
pardmetros: las densidades superficiales de trazas p, y p, formadas por la

o » 238 5 . 235 .
fision expontdnea de U™, e inducida de U™”’, respectivamente.

El tercer parametro es el flujo ¢ con que se irradia la muestra.

Esta técnica puede utilizarse en forma rutinaria debido a su simplicidad
y al hecho que se cuenta con el reactor de 10 MW de Huarangal.

OBTENCION DE LOS PARAMETROS DE TIEMPO Y ATAQUE QUIMICO
TRABAJO EXPERIMENTAL

Para la obtencién de los parimetros, se trabajé con la muestra Ne 1 Rajchi
del Cusco; nuestro propédsito era averiguar el comportamiento de una obsidiana
tipica frente a la concentracién del dcido HF y el tiempo de ataque quimico.

Se preparan distintas concentraciones de HF al 25%, 30%, 35%, 40% en
peso, la muestra es introducida en el 4cido ya preparado durante tiempos que
van desde 20 hasta 140 segundos en intervalos de 10 seg; inmediatamente
después que la muestra es atacada, ésta es lavada en un agente neutralizante
a fin de cortar el poder corrosivo del dcido y posteriormente colocado en un
flujo de agua para limpiar el dcido residual que pudiese quedar en la muestra.

Realizando finalmente un contaje de las trazas con el fin de obtener su
densidad.
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y E% irea del reticulado o del campo visual de trabajo en este caso fue de
10 " cm”.

Obtenido el dato de la densidad se vuelve a atacar la muestra incremen-
tando el tiempo de ataque quimico en 10 seg.

Los datos obtenidos se muestran en la tabla I.

LA TEMPERATURA EN TODO MOMENTO FUE DE 22,5°C

La grifica correspondiente a la densidad de trazas encontradas como
funcién de la concentracién del 4cido fluorhidrico y el tiempo de ataque
quimico es la que se indica en la figura 1.

Tabla I

En la tabla se indica los valores encontrados de la densidad para distintos
tiempos de ataque quimico y distintas concentraciones del dcido fluorhidrico.

Concentracion Tiempo | N® Campos | Cueatas Densidad Error

(1IF) (scg) Promcdio | (tr/cm?)

20 500 0,024 240 70

30 100 0,51 5100 714

40 502 2,26 22600 670

25% 50 500 2,54 25420 710

60 500 2,70 26940 734

70 500 2,87 28680 757

80 500 3,02 30160 777

90 500 3,05 30340 782

100 500 2,97 29660 770

110 500 3,00 30540 782

20 100 0,33 3300 574

40 500 1,99 19960 632

50 300 2,48 24800 909

60 564 3,02 30200 732

30% 70 500 3,38 33800 822

84 500 3,47 34700 833

90 500 3,67 36740 857

100 500 3,54 35360 841

110 500 3.54 35440 842

120 500 33,71 37100 861
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Concentraciéon Ticmpo | N’ campos | Cuentas Densidad
[89) (seg) Promedio | (tr/cm?)

20 500 0,794 7940 399

30 500 2,7 27100 734

40 500 3,16 31660 7%

35% 50 500 3,38 33800 822

60 500 3,58 35820 846

70 500 3,78 37800 869

80 500 3,62 36280 852

%0 500 3,90 39040 883

100 500 3,31 35140 838

120 500 3,92 39240 885

20 507 2.87 28700 763

30 500 3,34 33440 817

40% 40 506 3,61 36106 845

50 500 3,78 37980 872

60 500 4,12 41180 908

70 500 3,97 39720 891

80 501 3,81 38123 874

CARACTERISTICAS OBTENIDAS DE LAS GRAFICAS

1. Cuando la concentracidn del dcido es baja el crecimiento del valor de
la densidad de la muestra se incrementa hasta saturarse.

2. Cuando la concentracién del dcido es relativamente alta la zona de
saturacion se alcanza mds rdpidamente, pero el incremento de la densidad
indica que se estin contando también impurezas como trazas, esto producird
un error en el cilculo de la densidad de trazas.

3. Cada curva tiene su zona de trabajo, definida como la zona, donde Ia
revelacion de las trazas permita distinguir ficilmente una traza de una falla del
material.

4. Mientras mis se incrementa la concentracién del 4dcido, la zona de
trabajo, disminuye mis, tornindose critico la eleccién del tiempo de ataque
quimico.

5. la zona de trabajo para cada curva es:

para ¢ = 25 el tiempo de ataque estd entre 50 y 100 seg.
para ¢ = 30 el tiempo de ataque estd entre 60 y 100 seg.
para ¢ = 35 el tiempo de ataque estd entre 40 y 70 seg.
para ¢ = 45 el tiempo de ataque estd entre 20 y 30 seg.
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DATACION DE LA OBSIDIANA

Obtenidos los pardmetros de trabajo para una obsidiana tipica, nuestro
siguiente propdsito es encontrar la edad de las muestras de obsidiana para lo
cual escogimos los siguientes pardmetros:

Tiempo de ataque (seg)
60

Concentracion del HF (%)
35

Los datos obtenidos en cada uno de los tres casos fueron:

I. Nombre de la Muestra:

Muestra N2 1 AREQUIPA

Lugar de datacion: Laboratorio de Datacion R2-120

Tipo Campos | N® Cucntas | Cuentas/ | Densidad |Diimetro
Campo | (tr/cm?) )
Fésiles 1500 194 0,1293 1293 3,245
+ 93
Inducidas 500 2507 5,104 50140 3,892
+ 1001

Flujo de Neutrones
(Neutr/cm®)

0,77 + 0,002) 10V

Edad de la
Muestra °

1,22 + 0,07

Lugar: Instituto Dolomieu - Grenoble Francia

Razdén Edad *®
DF/DI
0,81 1,34

* En millones de arios.
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II. Nombre de la AMuestra:
Muestra N¢ 2 Procedenciz: RAJCHI - CUSCO
Tipo Campos | N? Cuentas | Cuentas/ | Densidad |Diimetro
Campo (tr/cm?) (1)
Fésiles 1500 317 0,2113 2113 5,85
+ 121
Induddas 500 2761 5,522 55220 6,22
t 1071 |
Flujo de Neutrones 0,77 £ 0,002 10"
(Neutr/ cmz)
Edad de Ia 1,84 £ 0,08
Muestra X 10°
III. Nombre de la Muestra:
Muestra N2 3 Procedencia: BATAN ORQUIO - CUSCO
Lugar de datacién: Laboratorio de Datacién R2-120
Tipo Campos | N? Cuentas | Cuentas/ | Densidad | Didmetro
Campo (tr/cm®) N
Fésiles 1500 243 0,162 1620
+ 107
Inducidas 500 2945 5,89 58900 5,90
+ 1085
Flujo de Neutrones 0,77 + 0,002
(Neutr/cm2) X 10%°
Edad de la 1,30 £ 0,07
Muestra °

* En millones de anos.
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En el caso de la muestra N2 1 se ha agregado la datacién obtenida en el
Instituto Dolomieau-Grenoble Francia como una manera de comparar nuestros
resultados.

Conclusiones

Se puede observar que el resultado obtenido con la muestra N2 1
(Arequipa) concuerda bastante bien con el hallado en los Laboratorios de
Francia, esto indica pues la eficacia y reproducibilidad del método y la
confiabilidad de las edades encontradas en las muestras 2 y 3.

Como una manera de ver que tan confiables son nuestros resultados, se
procedié a datar una muestra cedida por el Dr. Gerard Poupeau (Arci 4/81)
obteniéndose los resultados que se indican en la tabla IV 4.

Tabla IV.4

A. En latabla se indica los valores ballados en la densidad de buellas fGsiles e
inducidas, para la muestra ARCI 4/81.

Tipo Campos | N® Cuentas | Cuentas/ | Densidad |Diimetro
Campo (tr/cm?) ()
Fosiles 701 351 0,500 5007
+ 287 -
Inducidas 400 2163 5,4075 54075
* 1097 -
Flujo de Neutrones 4,458 £ 0,025

(Ncutr/cmz) x 10°

haciendo uso de la ecuacién de la edad y de la constante de decaimiento de
8
U**® obtenemos:

Edad de la
Muestra ¢

2,73 £ 0,11

Relacién de diametros DF/DI

Correlacién 0,89

* En millones de aros.
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B.  Enlatablase indica los valores de la densidadd de huellas fGsiles e inducidas
asi como la edad, balludas en los laboratoras del Instituto Dolomieats
Grenoble Francia, de la muestra Arci.

AR 4/81

Lugar de datacién: Grenoble Francia

(Neutr/cm?) x 107

Tipo Campos | N? Cucatas | Cuentas/ | Densidad | Didmetro
Campo
Fésiles 700 408 E— 4410 —_—
Inducidas 400 2410 _— 45560 —
Flujo de Neutrones 4,458 £ 0,025 I

haciendo uso de la ecuacién de la edad y de la constante de decaimiento del
uranio 238 obtenemos:

Edad de la
Muestra °

2,55+ 0,20

LA MUESTRA FUE IRRADIADA EN EL
CENTRO NUCLEAR DE HUARANGAL - RACSO

Estos resultados confirman una vez mas la confiabilidad de nuestro

trabajo.

El método de datacién por huellas de fisién nos permite de esta manera
poder calcular edades de muestras de tipos arqueolégicos tales como cabezas
de flechas o de tipo geolégicos que son de gran utilidad en el estudio de eventos
geoldgicos; es asi que este método que es de gran utilidad para el gedlogo
como el arquedlogo puede ser utilizado en el pais con grandes perspectivas.

®* En millones de anos.
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Estabilidad de soluciones de una
ecuacion diferencial no-lineal

Armando Bernul O

Resumen

Estudiamos una ecuacion diferencial ordinaria no-lineal. Esta ecuacion
posee 1 soluciones las cuales son alternadamente asintéticamente estables e
inestables. La importancia de esta ecuacion es que puede ser utilizada para
modelar (i.e. interpretar, comprender) procesas en los cuales un aparato de
medicion inleractua con un sistema fisico cuyos pardmetros caracteristicas son
Junciones continuas y sin embargo el aparato detecta (i.e. mide) sélo valores
discretos de estos parametros.

Abstract

We study an ordinary non-linear differential equation. This equatior
possesses n solutions which are alternatively, asymptotically stable and unstable.
The study of this equation is important because it can be used to simulate processes
in which a measure device interacts with a physical system baving continous
characteristic parameters, bowever the equipment detects only a set of discrete
values.

INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos el comportamiento del conjunto de soluciones
de una ecuacién diferencial no-lineal. La principal caracteristica de estas
soluciones es que son alternadamente asintéticamente estables e inestables.
Esta caracteristica puede ser utilizada para entender procesos de interaccién de
sistemas fisicos con aparatos de medicién, resultando de la medicion de cierta
variable un conjunto discreto de valores, y sin embargo el modelo tedrico
prevee el caracter continuo de dicha variable.

La ecuacion diferencial la obtenemos al derivar el determinante de una
matriz nxn. El nimero total de soluciones (asintGticamente estables e ines-
tables) es n. Los cofactores del desarrollo de este determinante son los
determinantes de las matrices de Vandermonde. Esta caracteristica serd usada
para encontrar propiedades interesantes de las soluciones.

(") UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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La ecuacién diferencial que estudiaremos es de la forma:
ay (= f) (1= ) o = [ (= )+ 0y (= ) () o (= f) (= £) .

v, (U=f) (U=f) . (u=f) (=) =y T (u~f)

donde u = u(®) es la funcién incégnita de la ecuacién, € (¢, «> es la variable

independiente, f; = f; () son funciones arbitrarias de t, o; son constantes
arbitrarias.

LA ECUACION DIFERENCIAL Y SUS SOLUCIONES

Sea la ecuacién diferencial (n 2 3):

1 1 1
a, a, a,
a12 azz o a 2
" =y (1)
n-2 -2 -2
a, a, a,
InG-f) In-£) In (u-f)

donde u=u (), fi=f @®, t € [t,, ©>ya; € R. Asumimos que:

dn > Ap-1> 4p2> ... > a2> a1 @

Si desarrollamos el determinante obtenemos:

1 1
al an n .
=Y o - lnwm-£f) 3
j=i
aln-z ann—z
In (u-f) In (u-fy




donde a, son los cofactores de la matriz dada, o sea:

1 1 1 A 1
a, a, , a., 1
a. =
J
-2 n-2 s—2 L. n-12
a‘l aj_‘ aj‘l an

Pero este determinante es el de la matriz de Vandermonde.

apéndice I se demuestra que:

o, = [T (x,—x) = [1 (a,—a) = o,>0
1<i<k<sn-1 1<i<k<n~-1

usando la condicién (2). Luego de (3):

1

. n I+
S lu-fl o, (<1 =t (T Ju-g™" V)
J=1 J=1

Usando (4) y (3) en (1):

la. o 1
Nl = o

|
s
®
|
=

n J+
Un (T Ju-f7"
J=1

y por lo tanto (ver apéndice II):

RS SR A
lu_j; Zu-j; nu_j;

(o

o equivalentemente:

En el

€Y

©®)

(o, (=) (u—fs),“(u—};) (u’--_f;)+c.2 (u=-f) u=f)...(u=f) (t;—_/;)‘*'---

b () (e (u= fy) D) =y T =f) D

que fue la ecuacién mencionada en la introduccion.
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PROPOSICION 1. u =f; son soluciones de .

Demostracién. Probemos ahora que u = f; es solucién de la ecuacién
diferencial (7). Siu=f; Vi= 1, .., n, entonces u = f;

De este modo en (7) tenemos:

{a,.0+a,.0+ ... +q, (=f) (u=L) ... (u=f_)(u-f.)...

e (U=fY(u=-f)+..) =0

Y por otro lado:

Yy II (u-f) =0
/=1

con lo cual se verifica que u = f; es solucién de @D Vi

Observando la ecuacién (5) notamos que:

2
=1 ¥~ =1, %7
v+z—‘-i°‘f
. 7
= u= i 47 ®
o
—
,=Zl u-f

ANAILISIS DE LAS SOLUCIONES

Analicemos ahora las soluciones u;i = fi. Integrando (5) obtenemos:

1 1

n g+ n I+
In {10 e f] 0 a/}:ya‘-}-ﬁ,£o=0:>H]u—_};](_l) Y=4d" ©
/=1 J=1

Primeramente haremos un andlisis heuristico de dichas soluciones, luego
haremos una demostracién rigurosa de sus propiedades.
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Supongamos en (9) que Y <0;sit— o = A ' - 0 entonces

n /o
I1 lu—f/]('” T 50> lu~f1 = 0 siempre que (—1)"1a1> 0.
f=1

Como por definicién o, > 0 entonces debemos tener que (-1)’"'> 0, de
lo cual se deduce que |u— f] =0 siempre que j sea impar.

Entonces las soluciones u = f; con j impar son asintéticamente estables
n J+1
parat>0. Sit— -o = A¢ ' -+ o entonces I] lu- £V * - o entonces
=0
I +1 1
= a . + . .
PR 7> 0si(-1Y o, <0 = (-1)’"" < 0, debiendo j ser par entonces

u-fl = 0 = u = J; con j par son asintéticamente estables parat <0

Geométricamente tenemos:

< £i
o f; \ \ >t
-‘\
4_-—-"—-— fj - s
/
]Cj-z
\’\

T \

Resumiendo:

Parat>0Q,u=*f

,jimpar y t <0, u = f; j par son asint6ticamente estables.
Parat>0Q, u = fi

,Jpary t <0, u = f, j impar son asint6ticamente inestables.

Probemos esto mis rigurosamente; para ello hagamos uso de las de-
finiciones de estabilidad asintética e inestabilidad segin Liapunov.
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Definicion I. Sea un sistema dado de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

J’.;=8a(t.y1,}’z,----yn) im 1,2,...,72

a -
donde 28 ,i, k=12, ..., n, existen y son continuas. Sea ademis $,®la
Ve
solucién de este sistema que para t = t, satisface:

¢l (to)= ¢‘l’r i=1,2,...,ﬂ

La solucidén ¢, (), i=1,2 .., % del sistema de ecuaciones diferen-
ciales se dice que es estable segin Liapunov si para cualquier >0, 3 un

8 (e) > 0, tal que parz cualquier solucién yi () del sistema dado, cuyos valores
en t = i, son tales que:

7{)~¢] <8(), é=1,2,..., 1

obtenemos que: [y, () ~ ¢, (] < &, V £2 ¢, (es decir que las soluciones que son
proximas segiin los valores iniciales permanecen préximas para todo t 2 to).

Si ademds la solucién ¢, (1), i =1, 2, . . ., n satisface:

lim |y, ()-¢,()|=0

t— o

entonces la solucién ¢, () es llamada asintéticamente estable.

Sien cambio, para cualquier § > 0 arbitrariamente pequefio no se cumple
que:

7. ()~ 6. (] <e

al menos para alguna soluci6n y; (1), entonces la solucién ¢, @, i=1, 2, ..., n
es llamada inestable.
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PROPOSICION 2. Si <0, t>0, 1,=0, j impar, a >0, entonces u = I
j = impar, es una solucién asintéticamente estable.

Demostracion. Supongamos que |u - f} < §, entonces como:

S>> Vg = u-fil <8, + - Al ®)

Aé'
G b as- Gs.1 Qn
L= fl o u=fia] T = frea] L S

= |u—ﬁa/ —

A e A

< = - s
k=1 Iu—ﬁla*’

- - = k#j
M |u-f|'
1

k=

V j =impar.

Perode (9): 6, < |u-fi] <8, + |- Al =

= A. 1 , peroy o, = — o (ver apéndice 11D

Z % kz f
_ A _ ay l/a.j 10)
"S—a/_As" = |lu-fl < A7, (

Podemos normalizar, o sea poner A = 1. Entonces basta definir 5. =€y
asi para cualquiere >0, 3 8,=¢>0 de modo tal que si:

lu-f] <8, = |u-f] <e para todo j impar, de acuerdo a (10).

Yy Yoy
Pero ademds, como |u - fl= —; k= j. ¥ jimpar, ¢,>0
(TT Ju= ™)
k-1
1!/(1.]
entonces lim |u(f) - fj(§]= lim —; =0 V j impar, y<0
11— o0 — © { n |u_ﬁ|ab }ui

k=1
pues el denominador siempre es finito y no nulo.
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Luego u = fj, j impar, y<O0, V j impar es una solucién de (1)
asintoticamente estable.

PROPOSICION 3. Siy<0, t>0, tt=0 y j par:a, <0, entoncesu = f
j = par es una solucién inestable.

Demostracion. Supongamos que |u-f] < 8., veamos si |u - f|

permmanece acotada V t>to.

AeT' . n "0-1.-/0'1 . .
= |u-f]= /.00 |u-fi , V kzj V j

= f|¥ = -
k=1

I |u-f™*

k=1
par tal que o <O.

Comoy <0, ;<0 = y#/a,>0el producto es dominado por la funcién
exponencial que siempre crece, luego:

lu~fil 2 I |u~fil * ¥ k=jjpar, o0;<0
k=1

Luego, para §.>0 arbitrariamente pequefio, 3 €>0 tal que
|1 () - f, (9| sea acotado, es decir [u () - f(f)| <&, que u (D esté tan cerca
como se quiera de fj () V t > to con j par.

Luego u =fj, V jpar, y<0 es una solucién de (1) inestable.

De modo semejante, si j es par, o, <0, para t<tc=0 se prueba que las
soluciones: u = f; son soluciones asintéticamente estables del sistema (1) pues
{u - f] es proporcional a €' “®/ | y1/0,<0y dado que la funcién exponencial
es predominante una solucién u cerca de f; en to permanecerd siempre
cerca para cualquier t>to. Igualmente se prueba que sijes impar, o, >0

y para t < to = 0 las soluciones u = f; son soluciones inestables del sistema
dado (1).
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APENDICE I

Demostremos la relacién para el determinante de Vandermonde:

1 1 1
x, x, x,
—_ 2 2 2
II (xj -x) = X3 X, T X,
n-1 n-1 n-1
1 X2 n

Por induccién, para u = 2:

= x,-x,; se cumple.

1 1 1
X, X3 X,
I_I (xj - x') = 2 2
x’l x2 xn
n-1 n-1 n~1
1 2 n
(X, = xp41) (%= Xpe1)
n
_ -1 X (0 —x,.,) X (- x,,,)

Gns1=21) @nar = %) . .. (Xas1 = %) xi (€ Y x; (%, = %, 1)

n-1

n-1
X (xl-xn+l)x2 (x2*xn+1)

_ (__1)271
(e = 2) (i1 =) .« (Xyiy — )
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1 1 . .. 1 . % a 1
Xp = Xpay X3~ Xy X=Xy Xy = Xy
X (X = X)) X (X —X,.) - Xp(xp=Xpiy) 0 Xy (X = Xy,4)

2 2 2 2
X, (xl _xn+l) X, (xz —xn+l) te x] (xj_xxwl) Tt Xy (x,,—x,,H)
| 34
n-1 n-1

n-1 n-1
xl (xl—er»]) xz (xz_xn+1) e xj . (xj_xn+1) e x,, (xn-er-I)

_ (_1)2n
(xn+l - xl) (xn+l -‘xl) .. ‘(xu+1 -xn)

1 1 . % 1 C e 1
X1 7 Xpin X2 = Xy Xy~ X Xp = Xpay
xl (xl _xn+1) xZ (xz _xn-o-l) c e xj(xj—x~+1) R xn (xn—xn-o-l)
2 2 2 2
x; (xl -xn+l) xz (xz-xn-O- ]) cee xj (xj-xn+l) e xn (xn—xnﬁl)
r=-1

L n-1 n-1
x1 (xl -xn-b-l) xz (xz_xn+ 1) e xj (xj-xn+1) e x,, (xn_xn+l)

_ 1
(xn+l—x1) (xnn—xz)“ ‘(xn+1—xn)

1 1 . 5 1 e 1

x, X, PR X, 6 x, X
xl (xl—xn+1) x2 (xz—xn+1) t ot xj(xj-xn+1) e xr:(xn-xn-i»l)
n-1

n-1 -1
'xl (xl_xn+1) xz (xz-xrn-l) X (xj_xn+1) o x: (xn— n+1) 0

B (xn+1-x1)' "(xn+l_xrx)
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1 1 1 1
X, X, X, X, =
2 2 2 2 2
% . x, X, i
x? (xl—xnél) x; (xZ—xn+1) sz (xj-xnol) xn (rn xn*l) 0
0
1 1 1 1
X X2 Xy Xpi
1 ‘rz rz 2 2 0 (
= 1 =*2 Co Xp Xperf = o ol —-xl
(xn+]—xl)“’(xn+l—xn) 1<1 <y <n 4 )
A %, K
Vemos que se satisface para n + 1, luego estd probado.
APENDICE II
Demostrar que:
d(In |x]) d(Inx)
dt —  dit
; d(|x]) dx d | x|
=l = 2 g = 2l T = = g
; . C ;
- xzx _ ]tzx] - X ];c[: din|x| _ dlinx
l.q.q.d.
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APENDICE Iif

Sea:
1 1 1 1
@y a, P a,
2 2 2 2 n n
a, a, a,_, a, [=Cnl+cCn2+... +Cnn=z C,j = Q;
; Jj=1 j=1
n-2 n-2 n-2 n-2
@y a,; a,., 4,
1 1 1 1
Pero este determinante tiene dos filas iguales, luego:
n n
2L =0=% or=-a
k=1 k=1 k=g
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Andlisis de variancia para datos
colineales @

Allplo Ordonez Mercado @

Resumen

Este trabajo presenta el uso de la"Ley de los Cosenos”, para realizar el
andlisis de variancias de modelos de regresion, en las cuales existe entre las
variables explicativas el problema de"Multicolinealidad”. También se presenta
una aplicacion numérica para detallar la implementacion de la técnica.

Palabras claves: Analisis de Variancia, Datos Colineales, Regresion,
Grados de Libertad Fraccional.

INTRODUCCION

El anilisis de la variancia, es una de las técnicas estadisticas que mds se
ha extendido entre los investigadores de las diferentes disciplinas cientificas.
El objetivo principal que se persigue es el de realizar la prueba de hipdtesis
siguiente:

Hy: 3= = ...= pug k22 %)
Hy:p,#p ; para algin i=1,2,...,k

Para el modelo de regresién lineal maltiple, se considera el siguiente
modelo:

Ynxl= }(nxP Ble + Euxl (2)

Donde las variables X e Y, estdn definidas en su forma correlacién, como
se explica en Ordofiez (1993). La técnica del andlisis de variancia aplicado al
modelo (2), proporciona un medio para realizar la siguiente prueba de hipdtesis

Hy:Bi= By= ...= By; k21 3)
H:B,#p,; paraalgin i=1,2,...,k

! Subvencionado por el FEDU N2 4117-93-406 del Instituto de Investigacién de la Facultad
de Ciencias, Univ. Nac. de Ingenieria. Lima - Peru.

2 UNI, Facultad de Ciencias. Escuela Profesional de Estadistica.
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Es muy conocido, que bajo las suposiciones usuales, los estimadores
minimo cuadriticos para B y 67, son dados por

B=XX"'XY; 6*= (Y- (¥-¢)/a-p-1) @

y se constituyen como los mejores en un sentido estadistico.

Sin embargo, en casi todas las aplicaciones pricticas de la vida real se
tienen con frecuencia, matrices disefios X™X, con determinantes préximos de
"0" y los estimados por minimos cuadrados ordinarios se tornan inestables en
signo y magnitud, y se utilizan procedimientos alternativos como el de
Regresién Ridge, cuyos detalles tedricos y précticos se describen en los
trabajos de Hocking (1976), y Hoerl and Kennard (1970).

La Regresi6n Ridge, es una familia de estimadores indexados

B ()= (XX+KI" XY k20 )

Expresiones alternativas para esta ecuacién, se encuentran realizando las
siguientes definiciones '

W=XX+kD)", Z= WX'X

Observa que existen dos expresiones itiles para Z

D Z=WXX=XX+kD? XX + kI - ki)
= I-k XX +kD! 6)

2) Z=WXX={XX WYl (x0T xx+ kD!
= { Ik XX @)

estas expresiones, conducen a otra expresién muy Util para el estimador de
regresion ridge

B () =WXY=2p ®

La matriz "Z", hace las veces de una ponderacién de los estimadores

A
clasicos B, , y por lo general las reduce en magnitud, por lo que es llamado de
"Factor de Reduccién de los B, ".
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LEY DE LOS COSENOS EN LA DESCOMPOSICION
DE LA VARIACION TOTAL

La no ortogonalidad de la matriz X, lleva a aplicar, la famosa ley de los
cosenos, para descomponer la suma de cuadrados del total de la siguiente
manera:

vy= Y -xzBexzfif = [ (v-xzby+xz ] [ ov-xz e xzf]
A A A A A A A A
= (Y-XZBY(Y-XZB)+(XZB)" 2B + (Y-XzBY X2 + (xzBy (¥ - xz)

= Y -XZBIP +IXZ B + 2(Y-x2B) Xz B

= SC. Residual + SC. Regresi6n Ridge + Non €)
donde:
A L A
(Y-XZB)"ZBp Non/2

. ~
|y -xzBl [xzB| {1 - xabpe pxzbie]

Cos 0 =

también observe que:
>0 si <90°
CosO= { =0 si 6=90°
<0 si 8>90°

La descomposicién de la suma del total, segiin la ley de los cosenos,
usando el estimador de regresién ridge, involucra a tres componentes no
ortogonales: una suma de cuadrados debido al residual, otra debido a la
regresion ridge, y finalmente otra debida a la parte no ortogonal de los dos

A A
vectores; (Y - XZB) y XZp;
A AA A A A
Y'Y= (Y -XZB)T(Y-XZB)+ BT ZTX XZP+2 (Y -XZB) XZB (11

De otro lado, el uso de la Regresién Ridge origina el problema de asignar
grados de libertad fraccionarios, a cada fuente de variacién, estudios prelimi-
nares relacionados a este punto se encuentran en; Garmer and Hsieh (1978)
Hoerl and Kennard (1990), y Ordoiiez (1993).
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ASIGNACION DE GRADOS DE LIBERTAD FRACCIONAL

La no ortogonalidad de la matriz X"X, obliga a distribuir una parte de los
grados de libertad correspondientes a la regresién, entre las otras fuentes
restantes. Asi los grados de libertad debido a la regresién, serd fraccional y
menor que "p".

La determinacién es realizada en forma andloga a la confeccién del
cuadro del anilisis de variancia; sin embargo se requiere definir el concepto de
grados de libertad en forma general.

En el cuadro N2 1, se observa que el nimero de los grados de libertad
Vi, €s el divisor de las sumas de cuadrados respectivamente, en la columna de
los cuadrados medios; de forma que el cociente en ausencia de los B, son
simplemente los estimadores insesgados para o.. Esto es, sobre la hipétesis
nula; Hy: =0,

E{SCy/v,) = e, para cada h. (12)

o equivalentemente

vy = EISC,} /o, para cada h. (13)

Por tanto, sobre la suposicion de que la hipdtesis nula H,: =0 sea

verdad, entonces el multiplicador de o., enE(S. C) constituyen los grados de

libertad. Este principio se aplicard en la secci6n siguiente, para obtener los
grados de libertad para cada una de las fuentes de variabilidad, consideradas
en el cuadro del anilisis de la varianza.

CuadroN®1: Tabla tradicional del andlisis de varianza

TERMINO EN EL GRADOS DE SUMA DE CUADRADO
MODELO LIBERTAD CUADRADOS MEDIO
1. T v, $.G SG /v
2. I v, .G S.G/ v
h. T, Vi S.G $G /W%,
Total n-1 Y'Y
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Grados de libertad para el residual

La aplicacién de la ecuacién (13), sugicre el cilculo de la esperanza de
las sumas de cuadrados para cada fuente y evaluarla sobre la hip6tesis nula.

Bajo las siguientes suposiciones:
Y™ M {XB; o I

BTN, 1B ()7 o)

Y usando la expresién de "Z" en la ecuacién (6), se tiene:
A a4 A
Y-XZB=Y-X[I-kXX+kD]P

A 1A A A
- (v -3 I K+ K B = v - ) + texw

Luego:
A A A A A A A A
(Y-XZB)" (Y-XZB) = (Y-XB)T (Y-XP)+ kY'XWP - kB'X'XWB + kB'WX'Y
A A A A HA A
KBTXTXWB + kBTWX'XB + k“BTWX XWB

y por uso de la ecuacién (7), se obtiene:

2AT ZT

A A A
= (Y - XB) T (Y-XP)+ kBT Z7 (XX Zp

=Y {I-X XXX Y + kzﬁ’ Zr (X’X)‘lzﬁ

Por tanto aplicando el operador de esperanza para esta dltima expresion:
E((Y-XZB)T (YXZB) ) = (a-p-1) & + 1@ [TH{Z" (X0 'Z (XY o
+ BT XX ZB)
= (n-p-D o + kK Tr [W'W] o} + K2 BT Z7 (XX 'z

p 1 2
= (n-p-1) o’ + Kk E Gen k2T Z XXz Q49
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Y sobre la hipétesis nula H,: B =0;

E {SC. Residual} / 6 = n-m-1 (15)
donde:
2 2 1
m=p-k
{?1 (ki+ k)z

Grados de libertad para Ia Regresién Ridge

En forma aniloga el procedimiento de la seccién anterior, se necesita
hallar la esperanza de la suma de cuadrados debido a la Regresién Ridge

A, A A A A
E{|XZB]I'} = E(XZB]T [XZBl} = E{BTZX"XZB}
=Traza { ZX'XZ XX) Y &> + BTZTX'XZB

= Traza {AA+kD AA+kD") o +BZXXZB

y sobre la suposicién de que la hipétesis H, : B =0, es cierta se obtiene que:

S.C.Regr.Ri S
E{ C Regl; Rxdge} _ - 16)
o, o A +k)
Grados de libertad para Ia componente no ortogonal

De la ecuacién (9), la suma de cuadrados debido a la componente no
ortogonal es:

A A A A A A A
NON = 2 [Y-XBK)I" XB (k) = 2 [Y-XB (K)]' XZB = 2 [Y'XZB - B"Z'X"XZB]
A A A A A A
=2[BTZ"X" XZB - B (1+kW) X" XZB ] = 2kp™ [WX" XZ] B
= 2kB [T + k OC XY 7B = 2K AL 17)
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Por tanto:
E (NON) = 2k E{B 7 Z'ZB | = 2k (Tr |Z7 Z (KXY o + p" Z7 2B

= 2k o Tri{A (A+kD)3 + 2k B" Z" ZB

2 L A A
= 2k o, ()«.—+L1’—)? + 2kB7Z7ZB
1=1 E

y sobre la suposicién de que la hipétesis nula es cierta:

NON| _ i A
E{ . }_ 2%k ¥ (lﬁk),—zkr (18)

i=1

Observe que los grados de libertad del total, también obedece a la regla
aplicada para las otras fuentes de variacién, y ademds verifica la aditividad del
modelo; esto es

(n-1) = (n-1-m) + q + 2kr, a9

Asf la descomposicién de la "Ley de los Cosenos”, produce un cuadro
andlogo al del teorema de "Pitidgoras”:

Cuadro N°2: Anva segin la “Ley de los Cosenos”

FUENTES DE G.L SUMA DE VYALOR ESPERADO DE LOS
VARIACION CUADRADOS CUADRADOS MEDIOS
Regresién q IX ﬁ f qo’+ B ZT X" xZB
Sesgo 2kr 2k B ()7 2kro” + 2k BT 2" Z
Residusl nlm v xBaof  |ond-mo® + kP12 X" Zp
Total n-1 |Y|2 (n-Do’ + B' X" XB




APUICACION: DATOS ESTATURA DE UN BEBE

Para ilustrar el comportamiento de los estimadores de Regresién Ridge
en la construccién del cuadro del ANVA, via la aplicacién de la "Ley de los
Cosenos”; se usard un conjunto de datos referentes a un bebé€, nacido el
01/02/1993 en la clinica de San Pablo; los datos tomados por el pediatra fueron:
la estatura, peso, edad y perimetro cefilico durante los meses de febrero a
noviembre. El problema que se plante6, fue el de obtener un pronéstico de la
estatura del bebe para el mes siguiente en funcién de otras variables;

Estatura = f (edad, peso, y perimetro cefalico) 0

La matriz de correlaciones para este conjunto de datos fue:

1,0000 0,9806 = 0,9658
XX = 1,0000 09916
1,0000

Cuyas raices caracteristicas son:
Ay =0,005693, A,=29587, A,=0,0356

la magnitud A,, estd indicando que el problema de multicolinealidad esta
presente en la matriz de datos y en consecuencia se usard el estimador Ridge
‘con k = A_, para combatir los efectos perturbadores de la colinealidad, los
resultados se muestran en los siguientes cuadros:

Cuadro N* 3: Estimados de los pardmetros (forma correlacion)
Datos: estatura de un bebé.

PARAMETRO MINIMCS CUADRADOS REGRESION
EN MODELO K=0 RIDGE K=0,005693
61 = 0,273875 = 0)130204
ﬁz 0,975851 0,689624
ﬁ 0,290499 0,433115
3




Cuadro N? 4: Estimados de pardmetros (forma original)
Datos: estatura de un beb<.

PARAMETRO MINIMGS CUADRADOS REGRESION
EN MODELO K=0 RIDGE K=0,005693
ﬁo 17.7774 11,5544
ﬁ: - 0,6261 - 02977
ﬁ: 3,5932 2,5393
ﬁ} 0,5685 0,8476

La forma original es obtenida de la forma correlacién o viceversa, aplicada

la siguiente relacién:

A Ay "
Bk)=PB (k) {S.-Cx / SCxx)

Cuadro N° 5: Anva para los datos, estatura de wun bebé
Mninos Cuadrados Ovdinarios, k=0

2D

FUENTES DE G.JI. SUMA DE CUADRADC RAZON F
VARIACION CUADRADGS MEDIO
Regresidn 3,0 505,2176 168,4059 595,761
Residual 7,0 1,9787 0,28267
Total 10,0 507,1963
Regresidn Ridge k- 0,005693
FUENTES DE G.L. SUMA DE CUADRADO RAZON F
VARIACION CUADRADCS MEDIO
Regresion 1,98954 £00,8474 251,7398 262,017
Sesgo 0,74146 0,0826 8,9804
Residual 7,26899 6,2664 0,8621
Total 10,00000 507,19637 0 = 89,96
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Las ecuaciones para obtener los prondsticos se obtienen, desde el cuadro
N2 4, y son:

= 17,7774 - 0,6261X1 + 3,5932X2 + 0,5685X;,

Q0 = 11,5584 - 0,2077X1 + 2,5393Xz2 + 0,8476Xs,

Conclusiones y recomendaciones
Las siguientes conclusiones se reportan para el presente trabajo:

1. 1larazbn "F", para la Regresién Ridge se reduce en aproximadamente el
104,02%.

2. Segun el punto N2 1, la aplicacién del teorema de Pitdgoras, en presencia
de la multicolinealidad, puede conducir a tomar decisiones incorrectas en

la prueba de hipétesis H, : B = 0.

3. la razén "F" para Regresién Ridge debe obtenerse mediante integracién
numérica de la expresién:

P {(Y'AY/Y'BY) < z} = P {Y" (A-zB)Y<0}

4. Invesligaciones adicionales se requiere para determinar la distribucién
exacta de la razén "F" para el caso de la Regresién Ridge.
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Fenomenos Homoclinicos

Fellx Escalante Del Aguila ©)

INTRODUCCION

La idea es ilustrar que si bien el comportamiento (Dindmica) de un
difeomorfismo en la vecindad de un punto fijo hiperbélico, es bastante simple;
esto no ocurre desde el punto de vista global.

Sea fe DifT(M),r21 pe M un punto fijo hiperbSlico de tipo silla
Ge. dimE* > 1y dim EY> D

El teorema de Grobman - Hartman, asegura que f es localmente
conjugado con dfy; por lo tanto la dindmica de f en una vecindad U (p) es

bien entendida.

Esto es:

xe W, (p) = f"(x) > p cuando n = +w
x € WSE ® = f (x> p cuando n = +w
x ¢ WZ v W; (p), entonces existen ky, k, € N tales que:

@ e up), 0 ¢ v
pero fl() e UW) Vj e | —ky+1,., k-1

(") UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Matematicas.
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Surgen naturalmente varias preguntas:

- ;Existen puntos en U (p) que retornan después de un tiempo a U?

- ;Existen puntos periédicos # p cuya 6rbita intercepta a U?
- ;Existen puntos no errantes en U?

En efecto estas tres situaciones pueden ocurrir, cuando:

W@ n (W ON(p))#¢

Definicion.- Sige W" ()~ (W (p)\ [p/), entonces g se denomina punto

homodlinico asociado a p. Si W’ (p) y W (p) son transversales en g, en este

caso se dice que ¢ es un punto homoclinico transversal; si no lo son entonces
q es una tangencia homoclinica.

Q ge WP (W' (P \[p)) implica que f(q) € W () (W ON(p))

es decir también es homoclinico.

O Observemos que si g es un punto homoclinico asociado a p, entonces
o (g)=a(q)={p) y puesto que W (p), W (p) son f-invariantes, enton-

ces f* (g) también es homoclinico para todo £ € N. Asi, es evidente que

la existencia de un punto homoclinico implica respuesta afirmativa a la
primera pregunta.

Proposicicn

Sea f € D; f* (M) y pun punto fijo (periédico) hiperbdlico. Si g s un
punto homoclinico asociado a p, entonces g € (-

Este resultado es consecuencia directa del A - Lema, que dice lo siguiente:
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Proposicién: (- Lema)

Sea f € D; f" (M), pun punto fijo hiperbélico. Sea D un disco transversal

a W’ (p) en g, de dimensién igualal de E¥ y D *un disco compacto contenido
en W (p), con pe D"y dim (D¥) = dim (E¥).

Entonces, dado €> 0, existe n, € NV tal que para cada n2 n, existe un
disco compacto D, c D con q € D,,; satisfaciendo:

f"(Dn) estd e~ c'- préximo de D

La siguiente figura ilustra el resultado.

Prueba de la Proposicion:

Sea p punto fijo hiperbdlico de £y g, un punto homoclinico asociado.
Sea V(g)una vecindad cualquiera de ¢q; y escojamos D c Vun pequefio disco

transversal 2 W* (p) en g € D; con dim (D) =dim (E™). Por el A - Lema, existe
m, € N tal que f" (D) V#¢. Como Dc V, entonces existe z€ V tal que

f™(2) e V: lo que implica que: f~ ™ (V) V= 4. Como V fue arbitraria se
sigue que g es no errante, esto es g € Q (f).

Comentario:

Es intuitivo que la creacion de una tangencia bomoclinica, impide la
estabilidad estructural ya que el conjunto Q (f ) puede "explotar.
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Es posible construir una familia a un pardmetro de difeomorfismos
fu, € Rtal que f_; es lineal, Q (f;) = {(0,0)} para ¢y, <u<1 y Q (f,) noes
finito para 2w, En estas condiciones es claro que f, no puede ser

estructuralmente estable.

u=-1 I<u<l ue=j u>1

Para evitar este tipo de situaciones se considera el siguiente subconjunto
de difeomorfismos:

KS" (M) ={f € Di fT(M): todos los puntos periédicos son hiperbélicos
y Vp g € Per (f), W’ (p) y W"(4) son transversales}

El conjunto K™ (M) se denomina conjunto de difeomorfismos de
Kupka - Smale.

Teorema: (Kupka - Smale) - KS™ (M) es C" - residual en D; f™ (M);

es decir es interseccién de conjuntos abiertos y densos de D; f" (M).

Finalmente observamos que si f es estructuralmente estable, entonces
f es de Kupka - Smale.

» .’ « . 1
El reciproco es falso; en efecto una rotacién irracional en §', Ra,

o € R\ Q es un difeomorfismo de K - S, sin embargo no es estructuralmente
estable. Veremos ahora que el caso de la existencia de un punto homoclinico

transversal implica riqueza dindmica.

Sea pun punto fijo hiperbdlico de f y ¢ un punto homoclinico transversal
asociado a p, como se muestra en la figura adjunta.
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Sea (R un rectdngulo, conteniendo el arco de variedad estable de p que
une p con g, y digamos que tenga altura adecuada b.

Cuando iteramos R por f obtenemos un rectingulo topoldgico cuya
altura es muy superior a la de /R y cuyo ancho es muy inferior al de R, después
de un cierto nimero de iteraciones; esto es debido a la presencia del punto

homoclinico transversal gy como consecuencia del A - Lema.

Para un cierto & y para una altura suficientemente pequena, obtenemos:
fR@ A = ¢ y obtenemos una situacién presentada en la figura de arriba.

Nuestro objetivo, es entender la dinimica de f"’ en el subconjunto

maximal invariante A c @; esto es el compacto A = N f—k" (R).
neZ

Para hacer este estudio introducimos un modelo debido a Smale que

. ; . 2 .
describe un difeomorfismo en S el cual es estructuralmente estable y tiene un
nimero infinito de puntos periddicos.

HORSESHOE DE SMAIE

Vamos a describir f: §° = $? difeomorfismo tal que el polo norte N

sea una fuente hiperbélica, con W" (V)= H’, es decir el hemisferio norte
incluido el Ecuador.

Por lo tanto, si H_ representa el hemisferio sur, tendremos que
f(H_)c H_.

Vamos entonces a describir f en H _; pero describir f en H _, es
equivalente a describir f en un disco topolégico Dc RZ.
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Sea I: R* - R%/ I(x,y)= (Ax, py) donde 0 <A <%,p>4; entonces /

es una contraccién en las lineas horizontales y es una expansién en las

lineas verticales.

Sea g: D> DcC R? que curva en U las lineas verticales; entonces
f = g ol transforma el disco D como se muestra en la figura:

g

#(D,)
(D)

Entonces observamos que O f (Q) tiene dos componentes.
Estoes: 0N f(Q=f (RDu f (R2)

También es facil ver f | es afin (lineal), contrae horizontalmente en

1 . 1
un factor A < iR expande verticalmente en un factor p> 7

Ahora en el disco 131 = f(D,) colocamos un punto fijo § hiperbdlico

A
atractor con D; € W7 (S).
Vamos ahora a analizar el conjunto Q (f ) de puntos no errantes de f.

Si xe H,\ {N], entonces x es errante, pues x estd en la variedad
inestable de una fuente.

A
Si xe D, \ [§), entonces x es también errante; pues pertencce a la
variedad estable de un pozo.

A
Si xe D; = f(x) e D;, luego x es errante. También, si

xe D, = f(x) € Dy, luego otra vez Xx es emrante.
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Por lo tanto concluimos que six e H _\ {S ), entonces x serd no - ermanic
(p puede ser no emante) si la ¢rbita de x, O (x) € Q. Asi que si

xe Q\(N,S)enoncesxe A=n  f7(Q).

nek

Descripcion del Conjunto A= f"(Q).

nek

QN Q)N F(Q)

Como Qn f(Q) liene 2 componentes rectangulares, vemos que
‘) .
O~ f(Q)  f*(Q) tiene 4 componentes rectangulares; y asi sucesivamente.

Esquemdticamente [€Nemos:

0;0nf(Q=R1u Ry QN QN f(Q=Ruv Rizu R Rz

Los indices son colocados de la siguiente manera:

F@RDA Q=Ri1u Rz y Riic@®, R2zn®i= ¢

Anilogamente:

f(R) N Q=M R22 donde 22 c R, Ro1~ R2= ¢

Esto es:

R =R u f (R, R21 = 20 f(RD
Riz=MRy U f (@), R = R [ (R2)
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En general, dado cualquier sucesién o, o, ..., de unos (1) y dos (2)
tenemeos:

Reyoran= Roy v f(@R) ... f (R, )

(Esti constituidode 2" bandas verticales de ancho 3™ )

Afirmamos que R o,..s, forma una sucesién anidada de intervalos

cerrados no vacios cuando N = «o.

Notemos también que:

chdz.‘.c,v': (Q"x ' f(@c:os...%, )

Por induccién podemos asumir que Rq,q,..s, €S un sub-rectingulo no
vacio, asi que f (s, s, ..c, ) consiste de dos rectingulos cerrados, uno en @y y

el otro en ;. Luego Rs, N f (R, o,..0y) €S un simple rectingulo cerrado.

Estos rectingulos son anidados, porque:

(chcz...oﬁc @olcz..aﬂ_lm fN((lZ,N ) c @010; -

Por tanto concluimos que:

N R o0, ¢

n20

Sea ahora o cualquier linea horizontal tal que « N Q = . Denotemos
por{a, bl =an Q.

Entonces [a, bl ~ f (Q) es dos intervalos cerrados que es obtenido de
[a, b] removiendo tres (3) segmentos disjuntos.

Cuando hacemos [a, bl N f (Q) ~ f2(Q), el resultado es remover 3
segmentos disjuntos de cada subintervalode(a, bl ~ f (Q), y asi sucesivamente.

Entonces {a, bl n f" (Q) es un conjunto de Cantor Xi.
n20

Luego A, = K, x [, donde I es un intervalo vertical.
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Procediendo del mismo modo, iterando negativamente Q, obtenemos:
-1 . s . . s
On f (Q) es un conjunto constituido de dos rectingulos horizontales de

ancho 1y altura A. De igual modo la imagen por /7', de cualquier rectdngulo
de altura dy ancho 1 (banda horizontal) da origen a dos bandas horizontales

de altura L.d. De donde se desprende que O f ' (Q) N ... fT"(Q) estd
constituido por 2 bandas horizontales de altura 1"

Luego procedemos como en el caso anterior, y obtenemos similarmente
que:
A_=Hx K,

donde H es un intervalo horizontal y K3 es un conjunto de Cantor.

Portanto A = A ;N A _ es un conjunto no vacio.

Es claro que f (A)=A i.e A es f-invariante.

Ahora, a cada punto de A asociamos una sucesién infinita de
1' y 2, { a,} del siguiente modo:

(18t fi(x)e R
a, (x) = { 2 st f (x)e R

Denotemos por ¥ (2)= {(a,), ., a,€ (1,2}) =11 {1, 2} esto es

- o0

3 (2) es el espacio I1 {1, 2} con la topologia producto; esta topologia es
meltrizable, definiendo la métrica:

d((a), ()= 2.3,+, 5 s,

neZ

donde 5 = 1 st a,=
wby | 0 Sl Q,#

" n

b,
b,
Con esta métrica, ¥ (2) es un espacio compacto, perfecto y totalmente

desconexo; esto es ¥ (2) es un conjunto de Cantor.

Hay un automorfismo natural "Shift” en 3" (2) el cual es dado por:
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c: T = TQ
(6 (a)),= @y,

Teorema.- Por otro lado, la asignacién
Ao T(Q)
x> (4,4

es un homeomorfismo; ademds el siguiente diagrama es conmutativo:

/1A
A — A

zd $n
$(2) = T

ie.m o (f,)= ¢ o w, luegon esuna conjugaciénentre f |, ¥ o. Por lo tanto,
conociendo la dindmica de ¢ conoceremos la dindmica de f|,.

Que 7 es un homeomorfismo resulta del hecho siguiente:

Si xye A yd@),n) < %", entonces 7 (a,(x) = 7 (a,(3)),

Vje { -k, ..., b} lo que implica que x e y estdn en la misma banda horizontal
de ancho 1*; de donde se deduce que d (x, y) < vz Ak

Corolario

Toda vecindad de p contiene infinitos puntos periédicos para f, puesto
que esto sucede para G.
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Aislamiento del Alcaloide
N, N-Déimetiltriptamina de la "Chacruna"’
(Psychotria viridis R. & P.)

Victor Reyna Pinedo y Virginla Torpoco Carmen )

Resumer

De la "chacruna” (Psychotria viridis R. & P.), planta colectada en la
amazonia peruana, se aislo la N, N-dimetiltriptamina. La identificacion del
alcaloide se realizé mediante sus espectros de masas, de RMN'H y de UV.

INTRODUCCION

De acuerdo a los curanderos de nuestra amazonia el brebaje "ayahuasca”,
utilizado ampliamente en sus sesiones de medicina tradicional, se prepara a
partir de dos plantas bésicas: tallos de la liana del mismo nombre "ayahuasca"
(Banisteriopsis caapi) y hojas del arbusto "chacruna” (Psychotria viridis R. &

P) (14D

Los tallos de "ayahuasca" (B. caapi)2 contienen alcaloides del tipo

B-carbolino principalmente harmina, harmalina (dihidroharmina) y tetrahidro-
harmina, mientras que el principal, y en algunas muestras el Ginico, alcaloide
presente en las hojas de "chacruna® (P. viridis) es la N, N-dimetiltriptamina,
DMT (1, 2), Figura N° 1.

N N
= N
CH30 \I\II 1\" CH3 CH3
;g CH3

I
Harmina N, N-Dimetiltriptamina, DMT

Figura N° 1. Estructuras de la barmina y de la N, N-dimetiltriptandna

0 UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Quimica. Tema Tesis de Licenciatura

en Quimica, sustentada el 16.12.93.

1 Trabajo presentado en XVIII Congreso Peruano de Quimica, Lima, 12.10.93.

2 B. caapi (Spruce ex Grisebach) Morton, sinonimias; B. inebrians Morton y B. quitensis
(Niedenzu) Morton (Gates-1986, 5).
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EXTRACCION Y SEPARACION

En la bibliografia se reportan varios procedimientos generales para el
aislamiento e identificacién de alcaloides en general (6, 7), asi como de la DMT
presente en diversas plantas (1, 8, 9). En ellos se toman ventaja de las
propicdades bisicas de los alcaloides y de las propiedades de solubilidad
diferenciada que presentan estos compuestos y sus sales para conseguir su
separacion de los otros tipos de compuestos orgidnicos presentes en las plantas.
En nuestro trabajo hemos adoptado un procedimiento similar.

El material vegetal, hojas y tallos (por separado), seco y pulverizado, se
"desengrasé” con éter de petrbleo (50-90°C), se basificé con solucién acuosa
de amoniaco al 5% y se extrajo a reflujo con etanol 96°. El extracto alcohélico
se concentr6 por destilacién simple a presién atmosférica® hasta tener unos 10
ml de extracto ("mezcla bruta orgénica”). El tratamiento de estos extractos con
4dcido sulfirico diluido (para formar las sales de alcaloides), el "lavado” con
solvente orgénico cloruro de metileno CH2Cly, y la subsiguiente regeneracién
dc los alcaloides mediante la basificacién de los extractos acuosos con
carbonato de sodio NaxCO3, permite la separacién -mediante la extraccién con
cloruro de metileno- de los alcaloides. La eliminacién del solvente orgénico
mediante destilacién simple proporciona el "extracto bruto de alcaloides”, en
forma de un s6lido o masa resinosa de color marr6n-anaranjado oscuro (Muestra
N? 2A: de 150 g de hojas se obtuvieron 156 mg. - 0,10% de extracto de
alcaloides).

PURIFICACION

La purificacion de los extractos de alcaloides (en total 850 mg) mediante
Cromatografia en Placa Preparativa-CPP (cuatro placas de Silica Gel 60F-254;
20 x 20 cm’ 2 mm de espesor; de 150 a 250 mg de extracto por placa; eluente:
Acctato de Etilo-Metanol-Amoniaco, 88:10: 2 (10); triple elucién cromatogrifica
(11); revelador: UVA y rcactivo de Ehrlich (13); alcaloide de referencia:
5-McO-DMT) proporcionaron 122 mg de alcaloide pricticamente puro (una
sola mancha por CCF, pero su espectro de RMN+H indica la presencia de

impurczas).

La ulierior purificacion de esta fraccién mediante Cromatografia en
Columna-CC (adsorbente: 6xido de aluminio Al203 activo neutro; eluente: 50%
n-Heptano/Acctato de Etilo) proporcionan 11 mg del alcaloide.

3 No disponomos do rotavapores para dostilacién a prosién reducida.

4 La DMT no prosente fluoresoncia con radiacién UV (12).
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IDENTIFICACION ESPECTROSCOPICA

La identificacion del alcaloide se realizé6 mediante el anilisis de sus
espectros de masas, de RMN'H y de UV. Estos espectros se registraron en un
espectrégrafo de masas MS50, en un espectrofotémetro de RMN'H de 200 MHz
y en un espectrofotémetro de UV Hewlett Packard Modelo 84524, respecti-
vamente.

El alcaloide aislado de la "chacruna” (P. viridis) presenta las caracteristicas
espectrales siguientes:

Espectro de masas: m/e 188 (ion molecular M”, 34,4%), 143 (36,7%),
130 (22,2%), 115 (10%), 103 (7,8%) y 58 (pico base, 100%).

Los fragmentos a m/e 130 y 58 se originan por la ruptura caracteristica
que presentan los alcaloides indélicos simples (14, 15). Este espectro es similar
al espectro de masas de la DMT, aislada de Piptadenia peregrina por Holmstedt
y Lindgren (14).

Espectro de RMN'H (200 MHz, en CD3COCD3): 8 (ppm) 2,30 (s, dos
grupos N-CH3); 2,60 (1, CHz); 2,92 (1, CH2-N); 7,06 (md, H5 y H6); 7,19 (s, H2);
7,37 (d, HY) y 7,56 (d, H?).

El espectro de la DMT, aislada de la Lespedeza bicolor, publicado por
Morimoto y Oshio (60 MHz, en CD3COCD3) (16), presenta una menor
resolucién.

La asignacién de los desplazamientos quimicos & para los protones
aromdticos H4, H5, H6 y H7 se realiza teniendo en cuenta los valores de § del
espectro de RMN'H (200 MHz, en CDCI3) para la N-metil-N-acetiltriptamina,
publicado por Kawanishi et al. (17); y la asignacion del desplazamiento quimico
del protén H2 (6 = 7,19 ppm) se realiza por comparacién con la sefial singulete
que también presenta este protén en los espectros de RMN (en CDCl3) para los
alcaloides 5-OH-DMT (6 = 6,98 ppm) y 5-MeO-DMT (5 = 6,99 ppm), y de la
diferencia que se observa en los desplazamientos quimicos § de dicho prot6n
en los espectros de RMN (200MHz) del alcaloide de referencia N-metiltriptamina

en CDCl3 (8 = 6,97 ppm) y en CD3COCD3 (5 = 7,10 ppm).

Espectro de UV: Presenta miximos de absorciéon (A ma, €n metanol) a
220 y 282 nm. Estos valores son iguales a aquellos obtenidos por Morimoto y
Oshio, en el mismo solvente (16).
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El problema de la integral
de Feynman

H. G. Valqul O

Abstract

The Schroedinger equation controls the pbysical system dynamics, by
means of a probability amplitude function (wbich expresses the probability of
the numerical values of the physical observables). Such function is well
determined at time t if one knous it at initial time t,. Feynman built
up a probabilistic operator- called the propagator -which if applied to the
Sfunction at time t, gives directly the corresponding function at time t. To
that end, Feynman bhas to realize a certain "summation” considering all
passible differentiable trajectories.

In this paper, after a short introduction, it is shown bow to achieve
that "'summation”, and it is calculated in the particular case of the free particle.
After that, the Schroedinger equation is derived, as well as a formula for
the approximated calculation of the propagator, when a potential function
is present.

Resumen

La ecuacion de Schroedinger determina la dindmica de los sistemnas
[isicos, por medio de una funcion de amplitud de probabilidad (la probabi-
lidad de que los observables fiscas tomen valores especificos). Dicha funcion
quedard bien determinada en todo instante t, sies ella es conocida en un
instante inicial t,. Feynman construyo un operador probabilistico, llamado
propagador, que aplicado a la funcion inicial reproduce directamente la
funcion en el instante t. Para ello, Feynman propuso realizar una cierta
sutna" sobre todas las trayectorias posibles, continuamente diferenciables.

En el presente trabajo, después de una introduccion, se muestra la
construccion de dicha "suma" y se realiza en el caso parnticular de la particula
libre. Luego se obtiene la ecuacion de Schroedinger y se construye una formula
para el cdlculo aproximado del propagador para el caso en el potencial es no
nulo.

(*) UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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INTRODUCCION

Para describir la dindmica de los sistemas fisicos sometidos a un potencial
V @, x), la fisica cldsica postula la existencia de una funcién lagrangiana.

1+2n

L: R - R

con la cual se construye la funcional de Accién S,
: .
52, t,3;9=f dLGq®q® O

correspondiente a cada trayectoria q : R — R, que conecta a los "puntos”
crono-espaciales (t,, a,) y (t,, a,), previamente fijados, donde t, < t,.

De entre todas las trayectorias posibles, que conecten los puntos indi-
cados, s6lo aquella (o aquellas) que proporcione a S un valor extremal resultard
fisicamente realizada (Principio de Hamilton). Tal condicién extremal implica
que la funcién L debe satisfacer la ecuacién diferencial de Euler-Lagrange (cuyas
soluciones son precisamente las trayectorias fisicamente realizables).

En cambio, en la fisica cudntica, dado el potencial V (1, x), se postula la
existencia de:

1 > una funcién compleja,
®: R 5 C,

que deberia contener toda la informacién sobre el sistema fisico en
consideracién;

2 > un operador diferencial espacial, llamado hamiltoniano, que en el caso
no relativistico tiene la forma

H=-0/2m) V +V,
donde V es el laplaciano n-dimensional y V es el potencial actuando
como un operador multiplicativo (operador diagonal); h y m son ciertas
constantes;
3 > una ecuacién diferencial, llamada ecuacién de Schroedinger,
HO + W/Dad=0 (02)

donde 9 es el operador de derivada temporal. Las soluciones contienen, en

forma probabilistica, con densidad de probabilidad igual a |®}’, toda la
informacién sobre el sisterna fisico considerado.
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EL PROPAGADOR DE FEYNMAN

En la ecuacién de Schreedinger, se debe conocer, en el instante t,, la

funcién inicial ®@ (t,), para obtener, en el instante t, la funcién @ (1). Por ello,
Feynman se propuso construir un operador, llamado propagador tem-
poral, K (t,t) cont, < t, queal seraplicado sobre el vector @ (t,) lo transforme
en el vector ® (1),

KMt) &)= 03)
o, en forma desarrollada,

'[:om dZK(t1 X, [0, Z) (D(tv, Z) = (D([., X)

(donde la integracién se realiza en todo el espacio considerado. Debe notarse
que la expresién anterior representa el producto de una matriz de indices
continuos por un vector de indice también continuo).

El mencionado propagador deberia incluir el efecto de todas las posibles
trayectorias continuamente diferenciables (y no sé6lo de la trayectoria extremal).
Con tal fin, Feynman postulé:

KXty x)= 5 e 2tenmid (04)

q

donde la "suma" deberia realizarse -de alguna manera- segiin todas las
trayectorias continuamente diferenciables.

oX

Fig. 1. Una trayectoria q, que en el instante t, parte del punto x, para llegar, en el
instante t, al punto x.
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L

t, t

Fig. 2. Una trayectoria q', conecta a los puntos crono-espaciales inicial y final, peroen
el instante dado s, debe pasar por el punto espacial r.

Fijemos un instante intermedio s, t; < s < t, y un punto espacial r.

Consideremos todas las trayectorias q°, que conectando los puntos inicial y final
pasen, en el instante s, por el punto espacial r, como se muestra en la figura 2.

Sea q, una trayectoria cualquiera que conecta a los puntos crono-
espaciales (t,, x,) y (s, D); sea q, una trayectoria que conecta a los puntos (s, r)

v (1, X). Entonces, cualquier q° puede ser considerada como la reunién de una
cierta trayectoria q, y una cierta trayectoria q, . Ahora, cualquier trayectoria q

puede ser obtenida eligiendo, primeramente y para un instante s, un cierto
punto espacial r; luego, eligiendo las correspondientes trayectorias q, y q, -

Para una trayectoria q" = q, U q, , podemos escribir,
S{b,t,aq)=5@b,s5q)+SG,r,t,3,q,)
y, también

£
ex.S(t,b,to,a;q) — et.s(t,b,a,r,q’) ' et.s(s,r,to.a;ql)

Es decir, en general, para incluir todas las trayectorias, podemos escribir,

S F(,b,t,39) = [“dr [¥ TF(b,s,5q) . Fsrt,aq,)] (05)
q

- 00 qz ql

Aplicando (05) a nuestro caso obtendremos,
Ktxt,x)=] dr K@Gxs0 KGrt,x)
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o, en forma abreviada,
KGt)=Ks) K, t) (06)

donde s es cualquier instante intermedio.

Considerando la propiedad (06) dividamos el intervalo (t, t) en N
subintervalos, con t, = t; entonces podemos escribir,

N-1

KL ) =T KQ.,,t) 07)

j=0
o, también,

N-1

K([,X7t0,xo)=,|- dx,., dx,,...dx...dx, IT K(,,, x.,t, X,)

j=0

donde

» (l/h) S(lo ] + 1L b4 X )
I\(t)+1’xj+l’ [P Xl’)uz e j+ 1 X+ 1 Y X), Qg (08)
qj

S Wur Xu by X, Q) = | : dLq®q,©@  ©9

Notemos que, en principio, algunas trayectorias q, pueden tomar, para
instantes t intermedios entre t; y ., valores q; (1) muy alejados tanto de x,
como de x,,,. Pero, por otra parte, teniendo presente la continuidad de las
trayectorias, cuando la diferencia €, = t,,, - t,, sea muy pequefa, los valores
Xp X410 Y q, (1) deberin ser casi coincidentes. Es decir, en tales circunstancias,
todas las trayectorias q; serdn casi coincidentes. Por la continuidad de la
derivada, también las velocidades q’, seran casi coincidentes.

Ahora, para los casos en los que la funcién lagrangiana sea continua, y
para valores de ¢; suficientemente pequefios, podemos aplicar en (09) el
teorema del valor intermedio,

S (tun X4, 4 X5 ) = €, L (9, q;(0), q,®), t, s 06 < .,
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Considerando lo argumentado anteriormente, sobre la casi coincidencia
de las trayectorias y las velocidades, una buena aproximacién para los valores

intermedios seria,
0=t +€,/2,q,0) = (x,+1+x)/2, q,0) = (x,,-x)¢,

[con lo cual a todas las trayectorias entre (t, X) y (t,, ,, X,, ,) les corresponde un
tnico valor intermedio; lo mismo sucede con las velocidades]

Eligiendo, por comodidad, todos los €= &= (t - t,)/N, podremos en-
sayar la aproximacién (postulado de Feynman).

K (t X ti’ Xi) = Z e(l/h) 51 ~ A (B) e(xa/h)L(tj+ £/2,(x)41 + 3))/2,(x;4 - x)/¢)

i+ Nev
1,

(10)

donde A(e) es un coeficiente que, por una parte, expresaria la multiplicidad de
las trayectorias q,, y por otra parte, debe permilir la existencia del limite cuando

¢ tienda a cero,

(1)

N-1
Kt %, t,% = lim A@E)" [ dx,_,...dx, [T " 6 2GEaen/ 2=/

t—0 j=0

Esta es una forma general para el propagador de Feynman, donde el
coeficiente A (g) todavia es una incégnita.

UN CASO PARTICULAR: LA PARTICULA LIBRE

Consideremos el caso de la particula libre, donde V = 0. Entonces,

L(4+8/2, (.1 +X)/2, (., = X)/8) = (m/2) ((x., - %) /8)’

n-13 2
fa Z (X;+ 1= %))

Para o = m/(2he), T (g) =I dy yondy. 8 5 el propagador
quedard expresado por:

K, (t, %, t, X) = lim A (g)" I (g) Q12)

c—> 0
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Ahora, teniendo presente la identidad algebrdica

/W (y-%)" +(x-2)'=(1+1/p) x-x)+ /(1 +1)) - 2),

con x° = (y + pz)/(p + 1), podemos escribir,

N-1 N
2

T (X -x) = (-x°) + T (x,,-x)

j=0 j=2

N-1
=Y Q+1/)x-x)" + A/N) (x-x,)°
j=1
de donde obtenemos
N-1 2

2 o
i{a/N)(x-x5) ta(1+1/§)(x;=-x )
FE)=e' I I dx, e

j=1

Pero, en el caso unidimensional, las integrales en el plano complejo (ver
Apéndice) tienen la misma expresién que las integrales sobre la recta real,

J: dx em2 = \l(i n/a) (13)

entonces,
N-1

o3 N-1
I IdX’ ela(l+1/l)(x'-xp =11 [in.j/a(j+])]’

ji=1 j=1

de donde,

2
[)=e“M ™ Ja/N n/a)"

lo que nos pemite escribir

AR TE=Va/inrN) AE" (/)"

o, teniendo presente que N . € = t-t,

AE)' TE=Ym/(izrh(t-t)) AE) (i2xhs/m)"”
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Entonces, con el objeto de que la expresién anterior tenga limite cuando
e tiende a cero, resulta conveniente asignar al coeficiente A () el valor

A@)= V(m/(i2nhe)) (14)

con lo cual, finalmente obtenemos,

K (%t x) =V (m/(2nh(t-t)) e e =79 ()

que es la expresion para el elemento matricial K, (t, ty), ., del propagador de
la particula libre.

EL PROPAGADOR PARA UN POTENCIAL INDEPENDIENTE DEL TIEMPO
Definiendo el operador hamiltoniano
H (@© = (-h/2m) V + V(),
donde V es un operador multiplicativo (diagonal)
VO dOQ=VO OO
la ecuacién de Schroedinger puede ser escrita
HO®O+h/)od@®)=0 (16)
(donde el tiempo puede ser creciente o decreciente; si se desea que la ecuacion

sea vilida s6lo para tiempos crecientes deberd introducirse tal condicion en
forma explicita).

Para el caso en el que el potencial V no dependa del tiempo, escribiremos

H,= (-h'/2m) V+V;

En este caso particular se cumplird que

d® () =(-i/h)H, 80 = 3" ® ()= (-i/h)" (H,)" P ()

es decir,
el o) =M o a7
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Por otra parte, suponiendo la analiticidad temporal de la funcién @, al
desarrollarla en su serie de Taylor obtendremos

Oi+1=1""1. W,
o también

O+1)= UQR.D®,
donde, el operador

Ut)= g Ha (18)

s6lo contiene operadores espaciales. Este operador U (1), debido a su efecto
sobre la funcién @, es llamado operador de propagacion temporal
(de las funciones que pertenecen al espacio de soluciones de la ecuacién de

Schroendiger).

Comparando este resultado con el del propagador Ko, para el caso en el
que V no dependa del tiempo, podemos deducir que ambos operadores son
coincidentes

V=0 = U@ = Ko (t+71, 1) (19)

(eventualmente, para asegurar que K, actie s6lo para tiempos crecientes, el
operador U debe ser multiplicado por la funcién de escalén temporal).

Claro estd que, entonces, los elementos de la matriz continua U serdn
U, x,y)= Ko(t+1,%,t,Y) (20)
o, para t crecientes

8(r).U(t,x,y) = Ko (t+1,x,4,y) (20a)

Por otra parte, ya hemos visto que para t suficientemente pequetio, por
el postulado de Feynman (ver [10]), podemos escribir

b ]
~-n.A(N) .(y-x)

U(,x,y)= Ke(t+1,x,8,y) = A(T) €
y también
O+t,x)= Ko (t+7,0). O = A .| dy.e" "7 @(,y)
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donde, en el limite, ~ se convierte en un signo de igualdad. Cambiando la
variable de integracién y = x + z, con lo cual no se alteran los limites de

integracion

Ot+1,Xx) = A(T).I dz. e 4@ * Ot x+2)

Al desarrollar @ (t, x + y) en.serie de Taylor, las correspondientes
potencias impares se anulardn en la integracién, y las potencias pares, al ser
integradas producirdn sumandos con coeficientes proporcionales a potencias

positivas de t (ver apéndice). S6lo el primer sumando, después de multiplicar
por A (1), resulta independiente de  ; de manera que al pasar al limite, cuando
1 tiende a cero, se anularin todos los sumandos, excepto el primero. Es decir,
obtenemos

OE+1,%)= Ko (t+7,0). O] (x) > D(, %)

t->0

con lo cual se verifica que

[Ko(t+7,1) = €™ L 5 §(x-y)

t->0

o, si se prefiere

(-/h)t. H - 1

t-»0

Ko(t+t,t)=¢€

es decir, en el limite como deberia ser, K (t, t) se reduce a la matriz unidad.

LA ECUACION DE SCHROEDINGER

Calculemos la derivada temporal de la funcién ® (). Para ello tratemos
de construir la diferencia

D+e)- OM)= K+, 1) @) — (),

o, en forma desarrollada

®@t+gx) = [ dy K(t+¢g,xty) @y)
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Usando la aproximacién dada en [10], podemos escribir

(le/b) L(t+e/2,(x+y)/2 (y-x)/
d)(t+s,x)=:A(s)deez (t+e/2,(x+y)/2(y x)c)q)([’y)

Recurriendo al cambio de variable y = z + x, con lo cual no resultan
afectados los limites de integracién

/h
D (t+8, X) ~ A (E)J' d= e(tz ) L{t+¢/2,x+2/2,2/2/x) (D([, X+Z)

Para el lagrangeano L (t, x, w) = (m/2) w" - V (%), con el a definido
anteriormente, podemos escribir,

O(t+e,x) ~ A (e)j dz e'®F I VR ¢ (x4 ) 1)

Con el objeto de calcular la derivada temporal, basta desarrollar las

funciones del segundo miembro de [21] en la primera potencia de £. Notemos
que no es necesario desarrollar el potencial, pues él ya estid afectado de un

coeficiente €. Por otra parte, es claro que z tenderd a cero cuando € tienda a
cero, pero todavia ignoramos la forma cémo z depende de «.

Ahora, desarrollemos ® en serie de Taylor. Entonces, considerando, por
simplicidad, el caso unidimensional

Dtx+z)= DELX)+z20, (L, %) + (2/2) (LX) +...+ 2" p(t x,2)
Ademis, teniendo presente que € es muy pequeiio, podemos escribir,
dentro del grado de aproximacién indicado

e IVERD @ (L x+2) = (1~ (/h) V (6 1) ) [ D+2D, +(22/2) D, +...]

donde, a la derecha aparecen 2n + 2 sumandos. Sélo el primero de dichos
sumandos es independiente tanto de €, como de z,

Ahora reescribiremos la expresién (21),

D(t+g,x) = A(e) I dz e“"z { ®(t,x)+2n+1 sumandos (g, z) )
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o, realizando la integracion,

®(t+e,x) ~ A€) V(2nihe/m) @ {t, x)+A(e)j dz = {2n +1 sum. (g, 2)}

Aqui nuevamente podemos apreciar la conveniencia de asignar al

coeficiente A (g) el valor dado en (14). Entonces obtenemos la diferencia
necesaria para la derivacién temporal,’

D(t+e,x)-P(,x) = A(e) f dz €'** { 2n+1 sumandos (g, 2)}

De los 2n + 1 sumandos aqui considerados, los que son proporcionales
a las potencias impares de z se anulardn al realizar la integracién.

Por otro lado, para las potencias pares tenemos que (ver
Apéndice), k=0, 1, ...

jw dx x***? €'** = i(2k +1)/(20) Im dx x** '™ (22)

-

lo cual, teniendo presente el valor dado en (13), nos permite escribir

1
k+z

t

€

[7 axx® & = (2k-1) 1. (/20)* . V(in/a) ~o* 73

~ o

donde k-1 !t=1-3-5- ...- (k- 1.

Después de multiplicar por A (¢) la diferencia resulta proporcional a una
serie de potencias de € con exponentes k = 1, 2, . .. Entonces, al dividir entre
€ y pasar al limite de € = 0 sdlo el primer sumando de la derecha no se
anulard, quedando

8 ® (1,x) = (—i/h) V (%) @ (t,x) - h/(2im) O,

o, también
(-h*/2m) VO (&, x) + V(t, x) D (t, x) + (h/i) D (¢, x) = O

-h*/72m) VOO +VO OO+ h/i)dd 1) = 0 (23)

es decir, el vector @ (1), obtenido aplicando el propagador al vector arbitrario
@ (t,), resulta ser solucién de la ecuacién de Schroedinger, correspondiente a

dicho valor inicial @ (t,).
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Finalmente, teniendo presente que ® (1) = K (t, t) @ (), podemos
escribir,

(-h*/2m) VK (t, ) @ () + VO K (1, t) D (1) + (/D) 3K (1, 1) D (1) = 0
donde @ (t) es un vector arbitrario; entonces, obtenemos
(-h*/2m) VK (L, ) + V() K (t, t) + (h/D) K (1, t,) = O 24)

es decir, este propagador de Feynman también es solucién de la ecuacién de
Schroedinger.

En la deduccién anterior no se ha considerado que el operador K (t, t)
actie solo para tiempos crecientes; ésta es una exigencia que es necesario
imponer para garantizar su cardcter probabilistico. En tal caso, considerando
el caso particular en el que V no depende del tiempo, y teniendo presente
(20a), la ecuacién de Schroedinger toma la forma

(-h*/2m) VK, (t, t) + VKo (t, t) + (h/i) Ko (t, )= i -h - & (t—t,)

lo que nos permite afirmar que, también en el caso general, la ecuacién que
asegura el efecto "hacia el futuro” del propagador debe tener la forma

(-h*/2m) VK (t, ) + V() K, t) + (/D) K (L, t)=i-h -8 (t - 1)
o, si se prefiere

HO K t)+Mh/)oK(t)=1i-h-8(t-t) (24a)

EL CASO DE PERTURBACION DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Consideremos el caso en que el hamiltoniano H (t) puede expresarse
como la suma

H @ =Ho+ W (), con Ho = -h’/2m) V+V, 6V =0

entonces tendremos las ecuaciones
Ho+ MWD AIKQ ) +W@ -K@-t)=i-h-8(t—-t)

Ho + (/D81 Kot t) =i h-8(t—1) (25)
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donde K, (i, t) estd expresado por Ho como se ve de (18) y (20a), y lo
suponemos calculable de alguna manera.

Restando las igualdades anteriores obtenemos
Ho J () + (/D8] (4 )= -W (1) " K(, t) (26)

donde J (t, t)) = K (t, t;) — Ko (t, t).

Por otra parte, expresando [25] entre los instantes t, t, y aplicando ambos
miembros al producto W (t,) K (1, t,), tendremos

Ho+ (/D 3)Ko(tt) W) K(,t)=i-h-8(@t-t)W()K(,t)

e, integrando en el intervalo (t, t), obtenemos

[H, + (h/i) 81 jh Ko, t) W) K(t,)=i-h - WOK@Gt @7

Podemos apreciar que multiplicando la ecuacién [26] por h/i, ella
coincidird con la ecuacién [27]. Es decir, la expresion integral es una solucion
para J (1, t). Asi podemos escribir

KGW=Ko () +/0) ) di K1) W) KW @)

que es una ecuacion integral para K (1, t,) en funcién del operador "conocido”
Ko @, t) y del potencial "perturbador” W ().

Escribamos la ecuacién (28) en forma abreviada

K=K, + <Ko -W-K> (28a)

Definamos las soluciones aproximadas

K?= K., K"=K, + <K,-W-K?> y en general

K'Y= Ko+ <Ko W-K”>, n=12,... 29)
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donde, la sucesién, si es convergente, deberd converger hacia K (t, t). En forma
prdctica, consideraremos que la convergencia se ha obtenido cuando la
diferencia entre dos aproximaciones sucesivas sea "suficientemente pequena”.
Es decir, para un valor de n tal que

K**" - k™ = 0 (30)
[Debe tenerse presente que los resultados anteriores también son vilidos
para el caso en el que W sea independiente del tiempo]

APENDICE

A: En el intervalo (-n/4, 0) se cumple 1+46/7 < cos 20, asi mismo en el
intervalo (0, n/4) se cumple 1-46/n < cos 20. Entonces, para a > 0,

0 < a < m/4, integrando la funcién g (z) = exp (az) alo largo de un
arco de radio R obtenemos que

I‘[:CIL dz g(z)] < (n/4aR) - g (R) - lexp (—aR2 (do/m)) - 1]

que tiende a 0 cuando R — .

B: Integrando g (z) a lo largo del tridngulo curvilineo con vértices 0, R,
R - exp (ia) o vértices 0, R, R + exp (-ia); luego de tomar el limite para
R — o, obtenemos

J: dx g(x-e“a)=[ 1/exp (tia)] 'J:dxg(x) = %‘/(n/a)/exp (i)

lo que, para oo = n/4 da

[ axe™ = V(n/a)

€ Dej': dx g(x) - X" = j"’a dx g (x) - (=x)"

podemos ver que cuando n es impar los dos miembros se diferencian
sélo en el signo, luego la integral serd nula.

En particular obtenemos,
2

2
—fax @ . © —Hax
e | =—21aI dxx-e =0
-0

—
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2
D: Notemos que para p(n, x) =x" €~ no existe

lim p (n, x)

X9

En cambio, si consideramos z = x + i g, tendremos que

. 2 . 2 2 N
-iaz =-ia(x -€¢) + a-e-x, de donde, para a > 0, obtenemos

si £<0, lim Iim p(,x)=0
€- -0 X - ®
si €>0, im Iim p(,x)=0

c—+0 X -

En este sentido escribiremos, simplemente, lim p (n, x) = 0

X —> ©

2
E: Parap(n,x)=x" e~ obtenemos

pn+l,x)=Mm+1)-pMx)-2ia-pnh+2x

de donde, para n par, integrando, y considerando la anulacién de los
limites p (n + 1, £ =), obtenemos

2

m+1)/@ia)- [7 dxox" e = [T dxox™T ™
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Movimiento de un trompo inversible
(st friccion)

Edgard Vidalon Vidalon (7

Abstract

Tbis work we give some results of the TIPTOP movement over a table not
rougous, where will proof numerical and analiticaling what the tiptop not to
invert under the aplications of the equations of Lagrange and Euler modification.

INTRODUCCION

El trompo inversible (llamado tip top) es un pequefio cuerpo esférico en
donde se ha hecho un corte reemplazando por una colita. Este cuerpo rigido
trae la atencién por que cuando se hace girar alrededor de su eje de simetria
(que inicialmente se encuentra en equilibrio estable) el tip top da una vuelta
de 180 grados girando en la nueva posicién. Todo este evento sucede cuando
el tip top estd sobre una superficie rugosa.

En el presente trabajo se analiza el caso en que no hay friccién, este
trabzajo es parte del desarrollo de mi tesis de licenciatura donde se estudia la
estabilidad del movimiento del tip top (asesorado por €l profesor Valqui).

ANAILISIS DEL MOVIMIENTO

Cuando no hay friccién existe dos formas de estudiar el movimiento del
tip top, en el primer método se aprovecha la conservaci6n de la energia, en el
segundo método se aplica las ecuaciones modificadas de Euler, en ambos
métodos las magnitudes fisicas serdn respecto a un observador $ inercial.

Método 1 (Ecuaciones de Lagranges)

Se tiene dos sistemas de ejes cartesianos X Y Z, X1 Xz X3, para cada
sistema de ejes se construyen las bases de vectores B; = {e1, ez, e3} y Bz = {u,
u2, us} respectivamente (fig. 1), como se sabe a partir de estos vectores se
construyen los dngulos de Euler:

0,¥, @

() UNI, Facultad de Ciencias, Escuela Profesional de Fisica.
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Fig.1

donde a es la distancia del centro de gravedad (G) al centro de la esfera

a=d(G,C) ¢

El observador S usari las componentes del torque, velocidad angular, etc
tanto en la base B; como en la base B2. En este caso:

x,9.6,¥, @

son las coordenadas generalizadas, donde x, y son las coordenadas variables
del centro de la esfera.

Z

— 1) —>

X
Comenzaremos buscando una ecuacién que relaciona el cuadrado de la
velocidad del punto G (Vi) con las coordenadas generalizadas para esto

usaremos la relacién obtenida en la figura 2.
OG = 0OC - GC @
GC = au3 G)
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reemplazando (5) en (4) tenemos OG = OC-ausz que derivando con respecto al
tiempo tenemos:

OG'= OC'- au3z’ pero uz’= Wxu3 y ademis OG'= VG

entonces
Vg = OC' - aWxus3 6)

en el curso de mecdnica tebrica se tiene las componentes de W en la base B
funcién de los dngulos de euler y de sus deriadas, ademds se tienen las
ecuaciones que relacionan los vectores de la base B; con la base B; usando

estas relaciones obtenemos:
V=X +Y - 2aX’ % (sen Osen &) + 2ay’ % (senBcosd) +a° (§° sen’ 6 +0%)

ademis la energia cinética del cuerpo estd dado por:

Exk =mVe/2 + 1 (W' + w,) /2+ 1, W, /2 (10)
y la energia potencial es
Ep = mgzg an
donde
zg = R-acos0 (12)

obtenida de la figura 2.

Con estos obtenemos la funcién de Lagrange:
L= % (x‘2+y’2 -2ax’ (sen0 sen¢)’ +2ay (send cosd)’ + a’ (b'*sen 20 +09) + &
donde
& =1(4 sen’ @ + 0 %) /2 + 13 (¢ ' cos® + V') 2/2-mg (r-acos 6) (13)
se observa que la funcién de Lagrange no depende de x por lo tanto su derivada
parcial respecto a X’ es una constante que llamaremos A; por lo tanto
x=asenfsend + A1t + By (14)
de la misma manera encontramos
y=-asenf cos$ + Azt + B2 (15)
donde B;, B2 son constantes.
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Mediante (14) y (15) y usando la ecuacién de Lagrange para ¢ se tiene
(lsen29+I3c0529)¢'+‘{“13cose=A3 (16)
con A3 como constante, desarrollando la ecuacién de Lagrange para ¥ tenemos

13('cos 0 +¥") =Aq4 ¢¥))

de (15) y (17) obtenemos ¢ ', ¥ ' en funcién de 6
¢’ =(-Ascos 0 + A3) / (I sen’8) (182)
W' =A4/13-(A3- A4 cos 0 ) cos O /(sen’6) (18b)

con 8 diferente de 0. Desarrollando la ecuacién de Lagrange para 6 tenemos
mediante (18)

02+G@®)=0 (19)

donde
G®) =G1(6)/Gz2() (20)

con
G1(®) =(A3-Aqcos0)’ - (As+2magcosa®)lsen’®  (21)

G2 (®) = (1 + ma%sen? 0) ( sen>6) 22)

la ecuacidn (19) es semejante a la que se encuentra cuando se estudié el trompo
simétrico. Por esta razén a la funcién (20) la llamaremos potencial efectivo.

De la figura 3 observamos que los nicos valores que el 4ngulo 8 puede tener
son aquellos G (6) <0 por lo tanto

. 6,<8<6,
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El dngulo 8 se puede encontrar resolviendo numéricamente 12 ecuacién
(19), de esta ecuacidn tenemos:

0'=kV-G(®) (23)

El valor de K = £ 1 el signo serd positivo si 6 ' (0) > 0, en este caso 0
crece hasta un valor miximo 6, luego el 4ngulo 6 decrecerd hasta un minimo

6, (K = -1) luego crecerd y asi sucesivamente, por lo tanto la funcién 8 (¢) es
periédica.

Método 2 (Ecuacion modificada de Euler)
En este caso se usa una nueva base de vectores:
B2 = {eg, e, . u3) (24)

donde e, es paralelo a la linea de nodos y e, . perpendicularae_. y us. Usando

las componentes del torque 'T" (respecto al centro de gravedad) respecto a la
base B; se demuestra las siguientes 3 ecuaciones diferenciales no lineales de
orden 2:

I, =10""+13%¥ "¢ sen0 + (i3] ¢ %sen 6 cos O (25.1)
[, =1¢""sen0+@21-19¢ 6'cos0-6"¥" I3 (25.2)
I“,,5= (6’ cosB-¢$'0'senB+¥’' )3 (25.3)

donde se tiene
[g=T,e,+I," e,.+,,u, (26)
para demostrar la ecuacién 25 se usa el concepto de vector de inercia. En esta

situacién las fuerzas que actian son el peso P y la normal N de la {igura 4
tenemos los torques:

I, =0 @7 .
W
r'"_ = GTxN (28) C
P IG
por lo tanto .
‘[ N
[,= GTxN (29) Fig4
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Para encontrar la normal en funcién de los d4ngulos de Euler se aplica la
segunda ley de Newton en el eje Z:

mz’’'= N-mg (30)

donde m es la masa del Tip Top.

Pero de la figura 2 se tiene z = R - acosd que reemplazando en (30) se
tiene:

N=mg+mab ’'"senB + ma 6 "2 cos 0 31

usando un poco de ilgebra podemos expresar GT y e3 en base B efectuando
operaciones

I"n=-amsen9(g+ae”scn9+ae’2cose) (32)
[,.=0 (33)
Fu5='0 . 64)

al reemplazar estas relaciones en las ecuaciones (25) se tiene un sistema de 3
ecuaciones diferenciales no lineales, para regolverlo se hace el cambio de
variable:

x,=6 Xy=X,'=0
x,= ¥ X; =X, =¥
X;= ¢ X¢=X3'=¢’

con esto se transforrman el sistema anterior en un conjunto de 6 ecuaciones
diferenciales no lineales de orden 1:

(con x, distinto de 0)

X, =X, (35).
X =% - (36)
X, = Xg (37)
xs = F, (X)/F; (%) 39
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donde
F,=(I-1,) X; sen x, cos X, - I, X, X¢ senx, — a m sen x, (g+ax, cosx,) (39)
I-‘z==-I+a2msen2x1
X5 "= X4 Xg senx, — (I, x; x5 + (1, — 21) x, X, cosx,) cosx,} /(I senx,) #1)

X "= {1 x¢ x5 + (I = 21) x4 x4 cosx,)/(1 senx,) (42)

que son de la forma
xk ‘= Fk (xkv t) (35)

que se resolvié mediante el método de Runge-kutta.

RESULTADOS NUMERICOS
Considerando un Tip Top de las siguientes caracteristicas:

masa = m=0,015 Kg

distancia del centro de gravedad al centro de la esfera a = 0,005 m
momentos de la inercia | = I3 = 0,00000375 Kgm2

radio del tip top R = 0,025 m

se resolvié numéricamente el sistema de 6 ecuaciones y la ecuacién (19)
encontrando (como el resultado mds interesante) el valor de ® mdximo obtenido
con los 2 métodos para distintas condiciones iniciales, algunos resultados se
muestra en la tabla siguiente:

0, (en grados) | 0'; (rad/seg) | ' (rad/scp) 0 yax (1) B e (2}
5,73 0,1 100 5,7433 5,7469
3.3 1 100 6,2335 6,2167
5,73 10 100 13,375 13,419
5,73 100 100 89,197 91,192
1,00 0,1 . 10 5,114 5,144
1,00 0,01 10 1,1242 1,124
1,00 0,01 20 1,1195 1,120
1,00 0,01 200 1,0415 1,041
1,00 1,00 20 46,236 46266
1,00 5,00 100 79,194 79,195

donde 8, 6 miximos estin en grados sexagesimales.
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Conclusiones y cbservaciones

1) Usando las ecuaciones de Lagrange se encontré semejanza (entre ellas
para el 4ngulo 8) con las ecuaciones que se tienen cuando se estudia el
movimiento del trompo simétrico esto ocurre debido a que ambos movimientos
considera que la energia mecinica se conserva. Es decir no se considera la
fuerza de friccién. En ambos movimientos se construye una ecuacién para el
sngulo 6 y se demuestra (a partir de esta’ ecuacién): que necesariamente 0 estd
limitado por un valor minimo 8., y un méiximo 0,,. 1a diferencia de estas

ecuaciones diferenciales, consiste que para el tip top el segundo miembro es
0y en el caso del trompo simétrico es una constante distinto de cero. Pero en

ambos casos el 8, , 0., dependen de las condiciones iniciales.

2) Una comprobacién de la conclusién anterior €s que también se
encuentra entre 2 valores al resolver las 3 ecuaciones ordinarias (obtenidas al
usar las ecuaciones modificadas de Euler) numéricamente con condiciones
iniciales.

3) De la tabla anterior donde se muestra los 8 ..., (encontrados con ambos
métodos) podemos confirmar que ambos son consistentes.

4) la mis importante conclusién es la siguiente: que para valores
pequefios de 6 ' (8 * < 10 rad/seg = 573°%/seg) el trompo no se invierte a pesar
de la enorme velocidad ¥’ (que fisicamente es la rapidez inicial alrededor del
eje de simetria), en el caso que hay friccién (con las mismas condiciones
iniciales) el tip top se pone de cabeza esto muestra que es la friccién la causante
de la inversion. Esto es ficil de comprobar experimentalmente al hacer girar
el tip top en una superficie con aceite para evitar la friccion y se observa que
la colita del tip top no se invierte solo oscila su eje.

5) Algunas de las ecuaciones mencionadas en el coloquio serdn probadas
con mayor detalle cuando se publique la tesis a la cual este trabajo pertenece.
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Series de Fouriery sus aplicaciones
en la Instrumentacion

Fernando Camino M. ()

Abstract

The uninterruptable power supply (UPS) gives energy to equipments that
need excellent quality of tension. For example, medical instrumentation,
nuclear instrumentation, elc.

Uninterruptable power supplies using the technique of filtering bigh order
barmonics from a square wave, give good quality of tension at a bigh cost. Using
the technique of sinusoidal moaulation oﬂ a bigh frecuency triangular wave we
can reduce dramatically the cost of the power supply, maintaining bigh quality
of tension (voltage).

This work details the mathematics bebind this technique, using Fourier
series and some computer numerical methods.

LAS FUENTES DE ALIMENTACION ININTERRUMPIDAS
CONVENCIONALES

Un sistema de alimentacién ininterrumpida (abreviado SAl), se considera
de buena caidad cuando cumple con una distorsién total de arménicos menor
o igual 2 5%. La distorsién total de arménicos (DTH), se define como:

DTH= S a (1)
k=2

Las SAI comunes, filtran los arménicos altos de una onda cuadrada (ver
Fig. 1) con el fin de aproximarla lo mejor posible a una sefial sinusoidal.

Un desarrollo en series de Fourier de esta onda cuadrada nos arroja los
siguientes resultados:

V)= 3 b, sen (kwt) 2
k=1
donde
0 si k es par
by = {4D/7tk si k es impar 3

0 UNLI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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v © fs = 60 Hz
D
1/2fs 1/fs
t
-D
Figura 1

Las amplitudes de los arménicos estin dadas por la siguiente tabla:

Armonico Varlos como % del
fundamental
3ro 33 1/3%
Sto 20 %
7mo 14 %

Tabla 1 .- Valorde las amplitudes de los arménicos como porcentaje de la amplitud de la funda-
mental para una onda cuadrada.

Para cumplir con la condicion de una DTH menor o igual al 5%, tenemos
la necesidad de filtrar desde el tercer arménico en adelante (ver Tabla 1). Como
consecuencia se hace necesario el uso de filtros de grandes reactancias y
capacidades en cascada para disminuir la aportacién de cada arménico. Esto
trae consigo el aumento del tamafo y del costo del SAL

Una alternativa a este problema la proporciona la técnica de modulacion
sinusoidal de una onda triangular de alta frecuencia.

LA TECNICA DE MODULACION SINUSOIDAL DE UNA ONDA TRIAN-
GULAR DE ALTA FRECUENCIA (TMSOTAF)

Los SAI que utilizan la TMSOTAF, envian a la etapa de potencia y de
filtrado un tren de ondas que es el resultado de la comparacién de una onda
sinusoidal (de 60 HZ) con una onda triangular de alta frecuencia (en la practica
7680 Hz). La Fig. 2 muestra estas sefiales. El resultado de esta comparacion
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se muestra en la Fig. 3. Esta comparacién se efectda por medio de circuitos
electrénicos, cuyo resultado (onda de la Fig. 3) se expresa matematicamente
por la relacién siguiente:

Vo oS Ve () 2 V()
Ve (0 = @
0 s Ve <V

esto siempre que 0 < t S 1/2 {. (el anilisis en este semiperiodo es suficiente ya
que el otro semiperiodo es el reflejo del primero con respecto al eje .

Utilizar una onda tal como la de la Fig. 3 (descrita por la ec. (4)) presenta
las siguientes ventajas:

2) La TMSOTAF presenta una importante mejora en la disminucién de
arménicos comparativamente con la onda cuadrada.

b) La cancelacién es mayor cuanto menor sea la relacion  A./A,, que
éptimamente debe de aproximarse 2 la unidad.

©) El aumento de la relacién f/f, disminuye enormemente el contenido

de los arménicos mis bajos (37 5'°, 77° etc) y por lo tanto reduce
ostensiblemente el tamafio del filtro.

Con el fin de comprobar tedricamente las ventajas arriba mencionadas
(ventajas que se observan en la prictica), no cabe duda que el Gnico camino
es el de desarrollar la serie de Fourier de la onda descrita por la ec. (4).

DESARROLLO DE FOURIER DE LA ONDA DE SALIDA DE LA TMSOTAF

La funcién sinusoidal de la Fig. 2 tiene por ecuacion:
Vo (0= A, sen (W) &)

donde w = 27 f..

La funcién triangular de la Fig. 2 puede expresarse matemiticamente por
la siguiente ecuacion:
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2AT(Nf,t—M)M ite [M 2M+1J

| sen (wt) | Nf,” 2Nf,
. | (06)
_sen(w) o [2M+1 M+1
ZAT(M+1 Nfst)lsen(wt)l [ZNf; 2 Nfo}
donde:
Naf‘r/fe’Npar'
ME{O,I,Z,...N"I}
0<t< 1/,

Observando la Fig. 2, vemos que los puntos de interseccién de las
funciones V. y V,, determinan los intervalos en los cuales la funcién

modulada V_, cambia de valor.

out

El valor de estos puntos s6lo puede encontrarse por métodos numéricos.

Para 0 < t < 1/(2f,) existen N intersecciones que llamaremos t, (i = 1, 2,
3, ...N). Calculemos los t,.

En los intervalos [2M/C, (2M + 1)/C], busquemos cuando

Vi (1) = ZA; (N f t - M)

En los intervalos [2M +1/C, 2(M+1)/C], busquemos cuando

V() = 2A,(M+1=-Nf1)

donde C=2Nf: M=1{0,1,....,(N/2-1)

En los intervalos sefialados encontramos los valores de t, utilizando el
método Newton-Raphson o el Half-Interval Search.
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Por ejemplo con los siguientes datos: A;=5V, A =4V, f,=60 Hz y
N = 10; las intersecciones tienen como valores:

t, (107 seg)
0
1,34
2,15
2,76
4,00
4,33
5,57
6,18
6,99
8,33

e

O N0 O N OV \WN b W N =

(S

Tabla 2

Utilizando los valores de las intersecciones, la funcién de salida se puede
escribir (siempre 0 < t < 1/2fe):

\Y si t€ <bLiy.ny Lgenan™>
Vo (1) = B | Lausny a+1)+1) 7
0 s1t e [t1|+]. [2(l+1)] v [[2(141)+1:t2(l+2)]

dondei={0,1,2,....N/2-2}.

Procedamos a efectuar el desarrollo de Fourier de V_,, dada en la
ecuacién (7).

1
2f;
b, = % J Vo (O sen (kwt) dt

0

Zo2 Ligen+a

by=4fVs ¥ [ sen(kwyat (8)

Vv
bk= 27[—]3 Z (COS (kWt/z(””)“‘ cos (kWLz(l+l)+l))

1=0
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Se observa ademds que V,_ es simélrica con respecto a la recta

t = 1/ (4fo), luego los coeficientes de Fourier se pueden escribir segin
la ec. (9), donde t,.,., s el simétrico de t, con respecto al punto t = 1/(4fe).
N
2v, ? |
b= X (cos (kwt) - cos (kwty,,.)) (1) ®
1=2

Ademis por simetria, se cumple que,
Wity = T=WY
Entonces,

(cos (kwt,) — (-1)" cos (kwt)) (-1)' )

™M wiz

bk_z__&

A\
nk

1=2

i

Si k es par, entonces bk = 0.

Si k es impar, se tiene

b= 2V 5 (1) cos kwt) an

Con esta tltima relacién podemos encontrar (previamente conocidas las
intersecciones t) las amplitudes de los arménicos del desarrollo en serie de
Fourier de V_,,. Con estos valores podemos corroborar (utilizando algunos

programas simples) las ventajas enunciadas en el punto 2, lineas arriba.

Los programas mnecesarios para las demostraciones, asi como el disefio
electronico de SAI (wtilizando el microprocesador Z80), estén a disposicion de
los interesados. Favor escribir a:

Fernando Camino M.

Las Magnolias 601 - Residencial San Felipe
Lima 11 - Perd
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Nuevo uso de la coca: Vino de coca

Gladys Escobedo Torres y Otilla Acha de la Cruz 0

INTRODUCCION

La coca, mundialmente conocida, ha sido considerada como una planta
dafiina para la salud y como aquello que destruye al hombre. Se ha tratado de
erradicarla, pero su fortaleza y antiguedad de mis de 2000 afios no lo ha
permitido, formando parte aun de la cultura autéctona.

Actualmente por investigaciones cientificas realizadas, se sabe que esta
planta al contrario de ser daiiina, es beneficiosa para la salud cuando se
encuentra descocainizada; debido a la gran cantidad de constituyentes quimicos
que presenta (proteinas, taninos, Na, K, Ca, P, vitaminas, silicatos, etc.).

Es por esta razén que hemos buscado una nueva manera de usarla,
aprovechando las virtudes que presenta. De este modo hemos visto la
posibilidad de formular un vino de coca, que sirva para el consumo humano
sin provocar efectos daninos para la salud.

El término vino se aplicé en el pasado al zumo fermentado de las uvas,
sin embargo actualmente se llama vino al zumo fermentado de muchas frutas,
y también se emplea este témino al zumo de fermentacién alcohdlica de
materias vegetales que contienen azicares, ya sean mono o di-sacéridos.

DEFINICION

Vino natural.- El vino natural es considerado como el producto
fabricado por la fermentacién alcohdlica normal del zumo de uvas sanas,
maduras, sin adiccién ni abstraccién, excepto las que puedan ocurrir en el
tratamiento de bodega para su clarificacion y envejecimiento.

Vino .- Producto fabricado a partir del zumo de uvas sanas y maduras
por fermentacién completa del mosto, bajo un tratamiento adecuado de bodega
y corregido por la adicién de una solucién de agua y azicar al mosto o al vino
para corregir las deficiencias naturales, siempre que estas adiciones no aumen-
ten el volumen del producto resultante mis de 35% y que el producto no
contenga mis del 13% de alcohol después de la fermentacién completa.

() UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Quimica.
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Vino de firutas.- Bebida proveniente de frutos frescos distintos de la
uva, sometidos a la fermentacién alcohélica y que han sufrido procesos
semejantes a los exigidos para los vinos. La cantidad de azicar agregada para
la elaboracién de estos vinos depende del contenido natural de azicar en los

frutos.

Vino de bierbas y bortalizas - Son vinos fortificados (encabezados)
secos o dulces a los que se agregan hierbas o extractos de hierbas. Las hierbas
en el vino deberdn ser perceptibles, pero no habré de predominar el olor de
ninguna de ellas.

Clasificacion

Los vinos pueden clasificarse segin el lugar de produccién, color,
contenido de alcohol, métodos de produccién o variedad del fruto o de Ia vid.
Por ejemplo pueden clasificarse segiin el contenido de alcohol: -

- Vinos con menos de 14% de alcohol, se clasifican como vinos de mesa,
porque normalmente se consumen con las comidas.

- Vinos con mis de 14% de alcohol, se les denomina vinos de postre o
aperilivos, porque se consumen ordinariamente antes o después de las
comidas.

Se los puede clasificar también teniendo en cuenta la coloracién:

- Vinos tintos, son los vinos obtenidos por fermentacion del mosto prove-
niente de uvas tintas, en contacto con los orujos.

- Vinos blancos, son los vinos de color pajizo, pajizo verdoso o amarillento
mis o menos dorado, obtenidos por la fermentacién del mosto de uvas
blancas, o a partir del mosto blanco de uvas de ollejo rosado o tinto
elaborado con precauciones especiales.

- Vinos rosados o claretes, son los vinos de color rojo poco intenso obtenidos
por fermentacién del mosto de uvas tintas y blancas, que han estado muy
poco tiempo en contacto con los orujos.

Por su contenido de aziicares reductores los vinos pueden clasificarse en:

- Vinos secos, son aquellos cuyo contenido de azicares reductores es menor

de 5 g/l.

- Vinos abocados, son aquellos cuyo contenido de aziicares reductores estin

entre 5-6 g/l.

- Vinos dulces, son aquellos cuyo contenido de aziicares reductores es mayor

de 60 g/1.

94




Clasificacién de vinos 2 Jos que se han agregado hierbas

Comn color rofor

- Tipos de marca. Incluyen ciertos vinos que contienen quinina.

Sir color rofo:

- Secos o casi secos. Vermut seco o tipo francés.

Dulces (ordinariamente con sabor a moscatel).

Vermut dulce o tipo italiano.

Tipos de marca. Vinos de postre aromatizados con hierbas.
Tipos medicinales.

]

FORMULACION

Son muchas las férmulas que se dan en los recetarios industriales, pero
ninguna de ellas dan recetas completas. Entre las formulaciones encontradas
tenemos:

a. Hojas de coca pulverizada ..........ccooooeveeeevnean . 100 p
VNG €& JOrEZ woues smcssanssnssunsssssnsonysosmenpansessmnmessossisss 1000 p
b. Hojas de coca pulverizada ...........cccooeovmveeeeiiii . 50 p
Vino de JErez .......cooiiiviceiiiiieeeeceen. 950 p
AZUCAT enirreeeee et e eeeeerteaesemee e eeeeee e e e e o SOp
c. Extractos fluido de COCa ..ooummmneeemmneeeeiee S5p
Vino de Jerez ......cccocceviviinniieeeecieeeeeeeeeeeeee e 95 p

TECNOLOGIA DEL PROCESO
Materia prima

Para obtener un vino de coca de buena calidad ésta debe tener un color
verde oscuro, de apariencia fresca, sin coloracién amarillenta.

Segln el sistema Cronquist (1967) la especie coca investigada tiene la
siguiente clasificacién taxonémica:
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Divisi6én XVI Antofitas
Clase Dicotiledéne_as
Orden Rutales
Familia Erythroxylon
Especie E. Coca Lam
Cultivar E. Coca Lambrén
Proceso de Fabricacion
Vino Seco
VINO
Hojas de coca
Reposo (hasta 15 dias)
Separacion.
l
Hoja de coca
(desecho) turbio
Filtracion
{ 1
Vino filtrado Residuos
Estabilizacion

Nota.- Para vino seco se usa vino de color claro y de moderada acidez total

VINO DE COCA

basta un contenido de 17-18% de alcobol, con 12% de aziicar.

Vino Dulce

VINO MOSCATO

Vino enturbiado

VINO DE COCA
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Extracto de coca transparente
Reposo (unos dias).

Clarificacién bentonita.



ANAILISIS QUIMICO

Para que el vino pueda salir al mercado, tiene que cumplir con una serie
de normas (normas técnicas dadas por INDECOPI) para lo cual es necesario
realizar ciertos andlisis:

Humedad y materia seca

Se puede determinar en una estufa a presién atmosférica a 110°C durante
24 horas, por diferencia de pesos o por densidad.
Densidad

Se la determina utilizando un densimetro.

Acidez total

Se puede determinar utilizando el siguiente método: Se calienta hasta
ebullicién una cantidad de vino, luego se valora con una base hasta la
saturacién, lo que se comprueba cuando una gota del liquido aplicada sobre
papel tornasol, produce un anillo azul.

Acidos volatiles

Se determina mediante destilacién con corriente de vapor. El destilado
obtenido se valora con una base y se utiliza como indicador fenolftaleina.

Acidez fija

Se refiere a la acidez obtenida de la diferencia entre los 4cidos totales y
los dcidos volatiles.

pH

Se determina haciendo uso de un potenciémetro, utilizando como indi-
cador un electrodo de hidrégeno y como referencia un electrodo de calomel.

Azucares reductores

Se determina de la siguiente manera: Se trata una cantidad de vino con
sub-acetato de Pb, después de agitar fuertemente, se separa el liquido del
precipitado. Luego se anade suficiente cantidad de Na2SO4 para precipitar el
Pb en exceso y poder separar el liquido por filtracién. Se pasa la solucién a
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un matraz y se le agrega 10 ml de reactivo de Felhing y se calienta a ebullicién
por 2 minutos, luego se diluye a 100 ml con H2O fria y se filtra. Después de
enfriar en el desecador, se pesa el 6xido ciprico formado y se determina la
cantidad de azicar invertida en el vino.

Cenizas totales

Para su determinacién, se coloca el extracto seco una mufla a 600°C
durante 6 horas. Los residuos que quedan corresponden a las cenizas totales.

Acido tartirico

En una cdpsula de porcelana se elimina el alcohol en bafio marfa. El
residuo se pasa a un vaso de 100 ml y se le agrega CH3COOH al 20% y KCl,
se disuelve y se afiade alcohol al 96%, se deja reposar a 10-15°C durante 15
minutos, luego se lava el precipitado con sofucién de KCl-Alcohol-H20 y se
pasa el precipitado a un vaso para su valoracién con una base.

Potasio

Se realiza calcinando la muestra a 450°C por 3 horas, atacindolo luego
con HCI concentrado, diluyendo luego el residuo con HNO3 (1:5) para luego
filtrarlo y llevarlo a un volumen adecuado para la lectura en el fotémetro de

flama.

Furfural

Para su determinacién se puede provocar en la destilacién, una reaccién
con la anilina conteniendo HCl(c) luego se compara la coloracién desarrollada
con las correspondientes de soluciones tipos de furfural puro para lo que se
puede realizar una curva de calibracién a una longitud de onda de 520 nm.

Esteres

Se neutraliza una cantidad de vino con exceso de NaOH 0,1 N; se calienta
a ebullicién por 2 horas y luego se enfria a temperatura ambiente, el exceso de
dlcali se valora con HCl 0,1 N.

Aldehidos

A un determinado volumen de vino se le agrega bisulfito de Na 0,05 N
y se le deja reposar por 30 minutos agitando periédicamente, luego se adiciona
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un exceso de solucién de iodo 0,05 N y se valora este exceso con solucién de
tiosulfato de Na 0,05 N.

Minerales

Calcio - Se trata un volumen de vino como cenizas y se disuelve en
HCl(o), luego se le agrega algunas gotas de fofato sédico. Se afiade solucién
de acetato aménico al 10% y se calienta lentamente a 70-80°C, se separa el
precipitado. El filtrado se trata con oxalato aménico al 5% hasta que todo el
Ca precipite.

Magnesio .- Al filtrado del oxalato de Ca se le calienta para eliminar las
sales amonicas. Luego se le agrega NH4Cl y se calienta a ebullicién, en este
momento se afiade amoniaco y se continda calentando. Después se agrega
fosfato de Na al 10% y se deja enfriar.

Fierro.- Las cenizas se disuelven en HCl(), se le afiade 1 a 1,5 g de KI
y se calienta 5-10 minutos a 60°C. Luego se agrega H2O y se valora la cantidad
de iodo libre con tiosulfato de Na (utilizando almidén).

Conclusiones

- La coca (sabor) deberd ser claramente perceptible pero no habrd de
predominar el olor a ella.

- Parala elaboracién del vino seco, se usari vino de color claro y de modera-
da acidez total hasta un contenido de 17-18% de alcohol.

- La extraccién dura desde unos cuantos dias hasta una quincena, esto de-
pende de la cantidad de sabor que se desee en el vino acabado. Un
periodo demasiado largo no es de desear, porque también se extraen los
taninos y otras sustancias amargas.

- Es conveniente cierto grado de envejecimiento.pero el color deberd con-
servarse claro.

- Para el vino dulce se usa el vino Moscatel.
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Estudio de la Hidratacion del
Anbidrido Acético

Gino 1. Picasso E. (*)

Resumen

Se estudia la cinética de bidratacion del anbidrido acético con ayuda de
un colorimetro (specktrom visible con A = 550 n.m.) y un ph-metro digital.
Se determinaron la constante de velocidad de esta reaccion a diferentes
temperaturas, la energia de activacion segin la ecuacion de Arrbenius yel orden
de la reaccion.

Abstract

The kinetics of hydrolysis of acetic anbydride is followed by a colorimeter
(pecktrom, visible light . = 550 n.m.) and by a PH-meter. The value of the
rate constant of this reaction with the change of temperature, the activation
energy from Arrbenius plot and the order of the reaction are determined.

INTRODUCCION

La hidratacién del anhidrido acético representa un excelente modelo para
un curso introductorio en cinética quimica por la simpleza experimental para
determinar el curso de la reaccién y por el aparato matemitico sencillo que
describe la velocidad de la reaccidn.

Cualquier estudio cinético de un proceso implica establecer el mecanismo
molecular de la transformacién de reactivos a productos y deducir modelos
matemdticos que describan la evolucién del proceso quimico evaluando la
cantidad de productos en el transcurso del tiempo. El conocimiento del orden
de la reaccién permite introducir la dependencia exponencial entre las contrac-
ciones de las sustancias reaccionantes en el tiempo.

Estudiando la dependencia de la constante de velocidad con la tempera-
tura se puede calcular experimentalmente la energia de activacion. Esta

() UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Quimica.
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E,
corresponde a la conocida ecuacién de Arrhenius: In k= InA- ﬁ donde k&

es la constante de velocidad de la reaccién, A4 es una constante independiente
de la temperatura (en el intervalo de temperaturas establecido) y E, es la

energia de activacion.

Nuestro trabajo persiguié el cdlculo de los pardmetros cinéticos anterior-
mente mencionados: La constante de velocidad, la energia de activacién y el
orden de la reaccién. Reconocemos que nuestro aporte representa un estudio
bésico de una reaccién pero fundamental para la comprensién de la cinética
de un proceso quimico por parte del estudiantado en ramas de quimica en
ingenieria quimica.

Parte experimental
Reactivos:

Anhidrido acético Q.P.
lodato de sodio
Cloruro de potasio
Agua destilada

Instrumentos:

Colorimetro Specktrom con A = 550 n.m.
Ph-metro
Ultratermostato

Método:

Se prepararon soluciones de KI 0.02M y de NalO3 0.004M y se vertié
anhidrido acético puro en una microbureta graduada. Se calibr6 dicha bureta
para determinar el volumen de reactivo que corresponde a una gota.

El experimento modelo se realizé de la siguiente manera: Se agregé 5Sml
de KI y 5 ml de NalO3 y a continuacién, 2 gotas de anhidrido acético (para
otros experimentos se agregaron 3y 4 gotas). El proceso quimico se monitore6
con ayuda de un colorimetro para la temperatura igual a 20°C y con ayuda de
un ph-metro para la temperatura 35°C y 42°C. Las condiciones isotérmicas
fueron alcanzadas con un ultratermostato en donde se introdujo el electrodo
para el estudio de la reaccién a 20°C (temperatura ambiental).
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Fundamento tedrice

Al combinar KI y NalO3 en medio 4cido se tiene la siguiente reaccién:

51" + 10, + 6H" - 3, + 3 H,0 €))

La hidratacién del anhidrido acético ocurre del siguiente modo:

O O] )
Il Il 1

H,C-C-O-C-CH; + H,O & 2H,C-COH 419

Al inicio al mezclar KI y NalO3 no se produce todavia I mientras no se
introduzca algin medio 4cido y por lo tanto la mezcla es incolora. Al agregar
gotas de anhidrido acético se produce la mccxon (D). Como se produce
mediante esta reaccién 4cido acético y se genera H' siguiendo el equilibrio:

CH;COOHZ H' + CH,COO~ (I

Estos iones H' reaccionan siguiendo reaccién (I) por lo que por un lado
facilita la disociacién del CH3COOH (la disminucién de H® conlleva a un
desplazamiento del equilibrio de la reaccién (II) a la derecha) y por el otro,
se genera Iz gradualmente siguiendo la reaccién (I). Midiendo por el co-
lorimetro la tramitancia se puede saber la concentracién de Iz formados, que
permite conocer H™ consumidos por el equilibrio (II) se halla a partir de [H"],
la concentracién de [CH3COOH] y con este dltimo, la cantidad de anhidrido

acético gastado siguiendo la reaccién (II). Esquemdticamente se resume asi:
o 0

) (i an I I
[I]—HH]—)ICHCOOH]% [CH,-C-0O-C-CH,]

La cinética del proceso consiste en el estudio de la concentracién

O O
I (N

[CH, — C - OC - CH,] en el tiempo.

Estrictamente hablando la reaccién (ID) es reversible pero en las primeras
etapas de hidratacién pricticamente {CH3COOH] es bien pequena en relacién
a la del anhidrido acético y por lo tanto se puede considerar irreversible. (1)

La cantidad de anhidrido acético que ha reaccionado segin la reaccion
(ID se considera igual a la cantidad de 12 que se forma segin la reaccién (D).
Esta suposicién se justifica considerando que el proceso de hidratacion es
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bastante lento y la reaccién (I) es pricticamente instantdnea e irreversible. Por
lo tanto, la cantidad de anhidrido acético gastado se puede calcular del siguiente
modo:

CH,COOH & CH,COO™ +H"

La constante de equilibrio £k de esta reaccién es:

_HIICH,cO0™ ) H1Y y )
k= [CH,COOH] ~ [CH,COOH] 1,8.10 7 (OI25°C)
Entonces:
[CHsCOOH] = [ka

Pero segiin reaccién (I): Q [H'] — 3 [I2]
H7 — 1/2[12]

Luego:

18§
— -2
[CH,COOH] = -

Segin reaccién (1D): [anh. - ac.] — 2 [CH3COOH]
1/2 [anh. - ac.] — [CH3COOH]

Luego:
l[anh _;1C]=[—13—1—2--—r;[amh—ac]z—z—“]2 ey
2 : ' 4k ' T2k

La concentracién de [I2) se puede monitorear a partir de la medicién del
porcentaje de tramitancia en un colorimetro.

También es posible conocer la cantidad de anhidrido acético que ha
reaccionado midiendo el pH del proceso:

CH,COOH & CH,COO™ +H’

[H*]°

k= icn,cooml
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[anh. —ac.]

Segin reaccién (II): [CH3COOH] = > —, luego:
2 +
[F] - [anh. —ac.]= 2 [I};I*] @)

k=
[anh. — ac.]/2

Si se considera la cantidad inicial de [anh. - ac.] igual a2 A entonces:
[anh. - ac. ]+ H,O — 2 CH,COOH
Parat =0 A O

Parat A-X 2x

Entonces la cinética del proceso se rige por la siguiente ecuacién:

_d(A-x) _

1t k(A -x)° 3

donde:

n es el orden de la reaccién
x es la cantidad de anh. ac que ha reaccionado y calculado segin

ecuacién (1) 6 (2).

Hallando experimentalmente la cantidad A-x en funcién del tiempo se

puede establecer segin (3) la forma de variacién del proceso de hidratacién,
es decir, su cinética.

El orden de la reaccién se calculé por el método de las vidas medias (2).

Si se supone que la reaccién de hidratacién del anhidrido acético es repre-
sentada por €l siguiente esquema:

A +B — PRODUCTOS

Si x es la cantidad de A que ha reaccionado, luego:

dx n
G = ka-x (4)
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Resolviendo la ecuacién diferencial e integrando de 0 a ty de 0 a x se

tiene:
1 AT -a-x"]

n—]’ An—l(A_x)n-l

ke =
t

Parat= ‘—;;, luego t = 1 (tiempo de vida media)

Despejando x, entonces:

n-1
11 @ n._ll)
kK n-1 A
n—l_l
log 1= log ——— - (n-1) log A
o8 °8 Lo (n-1) log

Si se grafica log T versus log A se tendrd una recta: negativa:

Log T 4 igd=-(n-1
2
\<I§ n=-g¢+1
> Log A

Los valores de T se calcularon a partir de la ecuacién (3), graficada.

®)

La energia de activacion segin Arrhenius se calcul6 mediante la relacion

Ink= In A — -2 donde k -constante de velocidad, A- constante independiente

kT’

de la temperatura y Ea-energia de activacion. Graficando la k versus se tendrd:

Ln R E
g tg9=——}f——>Ea=—ktg9

<
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Para construir la dependencia de Arrhenius es necesario estudiar el
proceso a diferentes temperaturas. En nuestro caso se estudio a la temperatura
de 20°C, 35°Cy 42°C.

Discusion y resultados

Un diagrama tipico obtenido de la experiencia se observa en la fig. 1.
Como se aprecia existe una dependencia lineal de la funcién Ln (a-x) versus
tiempos hasta un determinado intervalo de tiempo t. A partir de este tiempo
t, Ln (a-x) permanece constante. La dependencia lineal nos induce a afirmar
que la reaccién transcurre con un orden igual a 1, a pesar de ser una reaccién
bimolecular. Tal como se dijo anteriormente, cuando la concentracién de
algunos de los componentes estd en gran exceso en relacién al otro entonces,
la concentracién de este puede considerarse constante y por lo tanto puede
figurar dentro de la constante de velocidad:

fanh-ac] + H2O - 2 CH3COOH

B d [anh. — ac]
dt

= k' [anh. - ac.] [H;O]

[H20] en exceso luego k' [H20] = k, entonces,

_ dfanh. — ac.]
dt

= k’ {anh. — ac.}

Por lo tanto, esta reaccién se comporta como si fuera de orden 1. La
literatura denomina a este tipo de reacciones con una reaccién de seudo orden
1 {1}. Nuestros resuitados confirman con este orden de reaccién.

2840
N
-2.861 ¢
Fig. 1 q%%,
-2.88 Y

£00 1000 1500 2000 25C0



Tabla N* [

GOTAS VOLUMEN MASA CONCENTRACION
(ml) (gr) (mol/1t)
0,0375 0,0397 0,03892
0,05625 0,06086 0,05966
4 0,075 0,0811425 0,0795514
1 gota=0,01875 ml.

Densidad [anh.-ac.)a 0°C: : 1,082 gr/ml.

La constancia del Ln (2-x) luego de un intervalo de tiempo, en la fig. 1,
por ejemplo, después de 1200 seg. se explica como la posibilidad de la
existencia de un estado estacionario en variacién de concentracién del
CH3COOH, que tendra relacién con el establecimiento de equilibrio en la
reaccion de hidratacién del anhidrido acético. Haciendo un célculo aproxi-
mado, si reaccionase todo el volumen agregado (correspondiente a 3 gotas) de
anhidrido acético, se tendria: {CH3COOH]} = 2 (0,5466) = 0,11932 moles/litro
(ver tabla 1) de la fig. 2 el valor correspondiente a la constancia de Ln (a-x) es
igual a 0,0135885 moles/litro que seria igual a la concentracién de 4cido acético
en equilibrio. Esto representa en relacién a la cantidad total de 4cido acético
que se obtendria si reaccionase todo el anhidrido acético, un 11,38%. Esto es
posible considerando que la reaccién de hidratacién del anhidrido acético es
sensible al cambio de concentracién del dcido acético siguiendo una relacién
exponencial cuadritica:

[anh. - ac] . H2O -+ 2 CH3COOH

_ [CH,COOHT’
[anh. ac.]

Calculo de energia de activacion

105 &
000315 00032 000325 00033 000335 00034 000345

107



Al finalizar los experimentos a diversas temperaturas (20, 35 y 42°C) se
confeccion la siguiente tabla N2 2.

Tabla N 2
ki1 (1) ka (S&1) k3 (&-1)
T (0C) 2 GOTAS : 3 GOTAS 4 GOTAS
20 35x 107 545 x 107 0,000127
25 0,00039 0,00031 0,00022
42 0,0012 0,0013 0,00032

Con la tabla 2 como se observa la constante de velocidad k est4 en funcién
de la temperatura. Si se grafica In k versus I/T para 2, 3 y 4 letras se obtiene
rectas de tipo de la fig. 2. Con ayuda de la férmula (6), la energia de activacién
se obtiene a partir de la pendiente de la recta obtenida. Para los 3 volimenes
que estan pendientes son:

2 gotas : m = -14795,53
3 gotas : m = -12828,828
4 gotas : m = -3781,95

Este dltimo dato se rechazé por su gran diferencia con los 2 primeros.
Entonces la energia de activacién para cada uno de los volimenes son:

Para 2 gotas: Ea, = -Rtg 0 =-1,987 -I%a(;ll- x (-14795,53)
Ea, = 29398,718 cal/mol

Para 3 gotas: Ea, = -1,987 mioll x (-12828,828)
Ea, = 25490,881 <2
mol
Promediando E, = 27444,8 cal/mol
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Este valor comesponde al resultado experimental de la energia de
activacién de la reaccién de hidratacién del anhidrido acético.

Hay que mencionar que en los grificos tipo fig. 1 cuando t = 0 se obtiene
para x = 0, In a que serfa el logaritmo natural de la concentracién inicial del
anhidrido acético. Por ejemplo para el caso de la fig. 1, Ina es igual a: Ina =
-2,84779. Como corresponde a tres gotas entonces, de la tabla 1, In a = -2,819;
que es un resultado bastante aproximado al hallado experimentalmente.

Conclusiones

1. Se obtuvieron los valores de la constante especifica de velocidad de la
reaccion de hidratacién de anhidrido acético a las temperaturas de 20, 35
y 42°C.

2. Se demostré que esta reaccién sigue un orden igual a 1 por la linealidad
de la dependencia de In (a-x) versus tiempo, considerando que uno de
los componentes de la reaccion se encuentra en gran exceso.

3. A partir de la dependencia de Arrhenius, In k versus I/T se calculé la
energia de activacion de la reaccién igual a: 27444,8 calorias por mol.
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Colorantes y saborizantes
del aji panca
(Capsicum Sinense)

Elsa Diaz Flores y Oftilia Acha de la Cruz 0

DESENVOLVIMIENTO BISTORICO
Origen:

Centro América : México

Sud-América : Perd
- Satipo (Junin)
- San Miguel (Cajamarca)
- Pachacamac (Lima)

El Pert figura como el pais que posee gran nimero de variedades de la
familia solanicea.

Desde épocas remotas el aji era conocido en el Peri como condimento
y estimulante; aprecidndose estas en representaciones de cerdmica y tejidos de
las antiguas culturas del Peri, donde el artista indigena plasmé su huella
perdurable.

En la actualidad el aji se utiliza como condimento y saborizante en todas
las comidas criollas, encontrindose su cultivo generalizado en todo el territorio
peruano debido a la gran demanda de los consumidores; sin muchas veces se
tenga la idea de su alto valor alimenticio.

CLASIFICACION BOTANICA

Clasificacion segin Alvistur, A. (1973).

Division  : Fanerégamas o Antdfitas
Subdivisién : Angiospermas
Clase : Dicotiled6neas

0 UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Quimica.
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Subclase  : Simpétala o Gamopétala
Orden : Tubifloras

Suborden : Solaninas

Familia : Solaneanas

Subfamilia : Solaneanas

Género : Capsicum
Especie : Sinense
COMPOSICION QUIMICA

La composicién quimica de algunos ajies peruanos, tal como se muestra
en la tabla N2 1. Los resultados difieren unos de otros por los diferentes
contenidos de humedad, lo que dificulta su comparacion.

Los capsicum son una fuente de vitamina C y su contenido depende de
los siguientes factores: madurez del fruto, condiciones climdticas, oriundez y
adaptacién.

Tabla N° 1 Corposicidn del Aff
(Por 100g de la parte cowiestible)

Aji Verde | Aji Amarillo | Aji Colorado | Aji Amarillo

Entero Fresco | Seco (Panca) Scco
Calorias 46 40 270 301
Componentes mayores (g)
Humedad 86,3 88,9 20 16,6
Proteinas 1,9 0,9 7 73
Grasas 0,7 0,6 7,7 6,2
Carbohidratos 10,0 8,8 61,8 64,8
Fibras 24 24 223 32,1
Cenizas 1,1 0,7 6,5 0,5
Mincrales (mg)
Calcio 16 31 141 122
Fésforo 48 21 209 166
Hierro 22 0,9 4,9 8,2
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Vitaminas (mg)

Caroteno 1,66 : 2,89 28,62 6,4

Tiamina 0,04 0,06 0,14 0,12
Rivoflavina 0,08 0,58 1,78 1,48
Niacina 1,56 1,25 3,55 4,15
Acido Ascorbico

Reducido 57,8 60,0 450 6,0

Fuente: "La Composicién de los alimentos peruancs”. Instituto de Nutricién. Ministerio de Salud
Puiblica, 1962. Lima - Per.

COLORANTE Y SABORIZANTE DEL AJI PANCA
(CAPSICUM SINENSE)

Colorante

Los responsables del color de aji panca son los carotenos; se conocen
también como lipécromos o cromolipidos a causa de ser soluble en las grasas
o solvente no polares. Dan color azul intenso con H2504(c) y con una solucion
cloroférmico de tricloruro de antimonio (Rxn de Can-Price). Esta reaccidon
constituye [a base de un método de valoracién cuantitativa de los carotenoides.

El color de los carotenos se atribuyen a la extrema conjugacién de la
cadena central.

Por otro lado, los carotenos de ocurmencia natural, se transforman in
vivo en vitamina A y, por consiguiente, poseen actividad de vitamina A.

El B-caroteno tiene la capacidad de descomponerse en el interior del
organismo (mucosas intestinal originando dos moléculas de vitamina A).

) Y Vel 7 V% VA O % W N

B - Caroteno
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EXTRACCION DEL COLORANTE

Diagrama de Flujo

MUESTRA FRESCA
ENTERA

Secado bajo sombra a
temperatura ambiente.

Reduccién de tamarnio.

Muestra seca y molida

50 g.
Extraccién
Macerado en etanol con 250 ml de
per UWaa, Setldiia n-Hexano usar equipo de
sowhlet hasta

decoloracioén.

Pruebas preliminares

Filtracién

Pruebas cromatogrificas

Concentrado del
extracto n-Hexano.

Pruebas preliminares.

Extraccién del colorante
por cromatografia de
capa delgada.
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Saborizante

Los responsables de dar el sabor pugente al aji panca son los capsaici-
noides; entre los que se mencionan:

CAPSAICINA:
Datos fisico-quimicos:
a) Férmula molecular = Cig H27N03
b) Peso molecular = 305,42

¢) Punto de fusién = 65°C

Andlisis elemental:

C = 70,80%
H= 891%
O = 1572%
H= 459%%
Estructura: _ ,CH,
Ol H\ /CH\
] C:C CH3

I
CH,~NH-C-(CHp,”

OCH,
'OH Capsaicina

APARIENCIA.- Cristales finos, lustrosos, casi blanco.

SOLUBILIDAD.- Insoluble en agua fria, sorbitol liquido, glicerina liquida
?' parafing; soluble en alcchol, éter, etanol, isopropanol, cloroformo y benceno;
igeramente soluble en disuifuro de carbono, y 4dcido clorhidrico concentrado.

APTICACIONES Y USCS DE LA CAPSAICINA

- La capsaicina en particular ha ganado gran importancia cosmética (una
aplicacién especial es como ténico para el cabelio) y farmacolégica, depen-

-+ diendo de la dosis. Pequerias dosis de capsaicina producen un ligero efecto
estimulante sobre la secrecién del jugo gistrico. Alta dosis producen diarress.
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- lLa circulacién es incrementada y el metabolismo estimulado.

- Exteriormente es aplicado en la forma de unguento y/o emplasto. Un-
guento, pasta, crema, emulsiones, para los siguientes tratamientos: Artritis
crénica, reumatismo crénico, golpes, torceduras, etc.

- Su toxicidad es relativamente baja, excepto para lesiones locales en
que puede ser severo si la dosis terapéutica se excede y/o la administracién es
prolongada. En concentraciones de 0,5% de capsaicina, afecta al nervio.

Experimentos clinicos han demostrado que la capsaicina puede inhibir
el crecimiento de tumores en ratones.

Extraccion de la Capsaicina:

Muestra sin grasa 50 g
en saquito: equipo de sowhlet

Extraer con 200 ml de etanol al 95%,
hasta decoloracién.

Extracto etandlico

/%
Sélidos .
desechar Solucién
Concentrar: por des-
tilacion simple.
Concentrado
Ensayos cromatogrificos usar: + 10m! de KOH/EtOH al 1%
(1) Extracto etandlico. Filtracion: si hay
(2) Capsaicina Merk. precipitado.

ADSORBENTE: Silica gel G. - —
FASE MOVIL: Solucién etandlica

Eter de petrdleo/Acetona (3:1)

Dejar en reposo
guardar
a < 5°C.

REVELADOR: lodo. Precipitado de la capsaicina.
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Conclusiones

- El ajf panca constituye el condimento principal de las comidas peruanas
por su intenso color y sabor pugente y se puede considerar como dieta
popular porque tiene un alto valor alimenticio.

- Actualmente la Capsaicina est teniendo gran importancia desde el punto
de vista de su aplicacién en la industria farmacolégica.

Sugerencia

- Contribuir con el mejor aprovechamiento del aji en nuestro medio, di-
fundiendo su alto valor alimenticio y paralelamente se estaria fomentando

el cultivo de la especie en nuestro pais.

- Por su importante aplicacion en la industria farmacoldgica, es conveniente
investigar, realizar estudios sobre los métodos para la extraccion de la
Capsaicina.

- Existe la posibilidad de industrializar al producto como saborizante y
colorante ecolégico, ya que en nuestro pais encontramos las condiciones
climiticas y agrolégicas adecuadas para su desarrollo. Actualmente los
colorantes ecolégicos estin muy difundidos; en general la demanda de
éstas, van cada vez en aumento en la industria alimentaria de los paises

desarrollados.
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Evaluacion del propagador

cudntico de sistemas
I- Dimensionrales en el formalisiino de Path-Integral

Rodolfo Casana Slluentes 0

Abstract

The evaluation of the general term of the series expansion is perform.
The Kernel for a one-dimensional repulsive delta-function potencial is
obtained by an exact summation of the expansion series. Later, I consider
the scattering of a wave plane and one-dimensional Gaussian wate

packet.

INTRODUCCION

El presente trabajo propone un método de expansién para solucionar los
problemas en Mecinica Cuintica, partiendo del formalismo de Path-Integral.

En este procedimiento el término general de la serie puede ser expresado
en forma analitica y por consiguiente el problema de la convergencia puede
ser examinado en detalle. Generalmente, para casos de interés prictico, la
suma de esta serie no puede ser realizada explicitamente; excepto en algunas
situaciones especiales. Pero conociendo la expresién formal para todos los
términos de la serie, podemos determinar, al menos en principio, el propagador
del sistema con el grado deseado de precisién.

Para jlustrar el método daremos la descripcién cudntica del §-potencial;
partiendo del formalismo de Path-Integral.

Nuestro primer paso serd calcular el propagador K (x, t; x,, 0) para el

8-potencial; luego haremos la descripcién de scattering de una onda plana, y
de un paquete gaussiano causado por dicho potencial.

METODO DE EXPANSION EN EL FORMALISMO DE PATH-INTEGRAL

Partiremos del propagador K (x, {; x,, 0) expresado como una Path-Inte-
gral

K(x 6%,0)= [ exp[% I;L(x, X, t)dr} Dx (1) ')

O UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profaesional de Fisica.
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Donde la integracién es realizada sobre todas las trayectorias posibles
para la particula entre los puntos (x, D) y (x,, 0).

L (x, }.{, t) es el lagrangiano del sistema y asumiremos que tiene la forma
e 1 -
L (x, X, t)=§mx2-V(x, t)
Tomando en ec. (1) la expansién en serie de la funcién exponencial

expl(-i/h) j; V [x (v)ldt ], se obtiene

K (X, 6%, 0) =K, (%, t; %, 0) + T K™ (X, ; X,, 0)

n=1

donde K™ (x, t; x,, 0) es dado por

AN
1

K‘“’(x,t;xo,O):-r%—! (—-}-{) j:’")o) j; de ... j; di, V(x(t)) ... V(x(t))*

i fol 2
*exp[h Jo 2mx d-r] Dx (1)

y K, (x, t; x,, 0) es el propagador de la particula libre expresado por

KO(X,t;Xo,O)-‘-\/ﬁ xp[zr}?t (x- Xo)}

K™ (x,t,%x,0), para0 <ty ... <ty <l se expresa como

K (x, t; x,, =(-%) [tag [Bay . [0ay | dx, ... [ dx, K, (x, t; %, t,)

« V(%) Ko (g ty Xaon tao1) V(Xaoy) -2 V (X, 6) Ko (X5, 45 X, 0)

reemplazando K, (x,, t,; X,_,, t,_,) en la ecuacién anterior obtenemos

n+1
a Ll

K™ (x, ; %, 0) = (—%) (Z;nih) ’ I dxn...J‘dx1 H, (V)
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_ t % t; " im (Xk« —Xk)z
Hn(t)—fodtnjo d[n_l...jo dt, exp{zé—ﬁﬁJ
k=0 +1

1/2 172 172 172
@-tn) Cn-@n-pD . C2-1) 4

cont,=0, t =t

n+l ’ n-+1

En la Gltima ecuacién, observamos que las funciones integral son del tipo
F () = exp [-a/t/ Vt, cuya transformada de Laplace es
fG)=vVn expl-2V(as) I/Vs;

Ademis sabemos

M (@) = f; F(t-=1) G(t)dt=L" {f(s) g (s), t}
entonces las integrales temporales son calculadas por medio de la Transformada
Laplace. Por consiguiente

n+1 exp [—Zon‘jgkZ %, ., x|

. n --2—- =0 k+) }’.
1 m -1
wos() (35) 0 = a
S

donde oo =¥ m/2hi. Por lo tanto

n+1

n

K("’(x,t;xo,0)=(—%j (;’—h) D fdx . da Ve Ve

.\J—S- > ka+1_xk|]
k~0

* exp [-2a — , U]
S 2

Cada término K& puede ser evaluado de la siguiente manera: primero
integrando en las coordenadas, y luego realizando la Transformada inversa de
Laplace.

APLICACION A UN 5-POTENCIAL 1-DIMENSIONAL

Para ilustrar la aplicabilidad del método de expansién propuesto en la
seccién anterior, consideremos un &-potencial repulsivo 1-dimensional descrito
por

V& =Ad(x), A>0
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Evaluando el término general de la serie K@ (x, t; x,, 0) obtenemos

n+

nno( 4 ()7 o [t S e, |

S 2
por consiguiente el propagador se expresa como

K tx, 0=K,(xtx,0) +

n+1

A _r_n_TL exp [2 o VS (|x]+ 1x,])] r
. h 2ih n+1

S 2

realizando la suma

K (x, t %, 0) =K, (%, & X, 0) = =% " exp (20 VS (x]+ Ix,])]

F e

sea f(s)= expl=20. VS ([x| +]x)| )] = 0, es un punto de ramificacién de f(s).

VS (VS +(k/h)\’(lm/2h

FO=L"[fG)e",t]

Realizando la Transformada inversa de Laplace obtenemos la siguiente
expresion para F (D).

1/

F()= [mht) I xpl:th (u+|x|+|x]) - Bu] du

Por tanto, el propagador para el potencial V (x) =18 (x) es dado por

1/2

K (x, ¢t x, )=K°(x,t;x°,0)—[3( dl J J exp{zh (ut]x]+[x,]) —Bu]d‘-‘

27wiht

donde




Scattering de una onda plana

Sient=0:
¢, (x,0) = exp (ikx)

® las particulas son enviadas desde el lado negativo hacia el lado positivo
del eje x, es decir, x,<0. La funcién de onda en cualquier instante posterior

estd dado por
Yo (0= [K 6o tx,0) 4, (x, 0) dx,
calculando la integral anterior obtenemos

W, (x, 1) = exp [ikx - iwt] ~a _[: exp [~au + ik (x| +u) — iwt] du

integrando en u, se tiene

= = exp ik [x] - iw]

Y. (x,t) =exp likx —iwt] -

reescribiendo la ecuacién anterior

Y, (x,t) =exp likx —iwt] - = exp likx —iwt); ...... x<0
o —i

Y. (x, ) = X exp likx—iwtl; ... . .. ..
k+ia

La funcién de Transmisién y Reflexién son respectivamente

2

k
T (k) =
(k) o + K
o
R (k) =
(k) FEE:
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Los resultados obtenidos en las ecuaciones anteriores son idénticos con
aquellos obtenidos por resolver directamente la correspondiente ecuacién de
Schrodinger.

Scattering de un paquete gaussiano

Sea la funcién de onda inicialent =0

1/4

¢, x,0)= (;i_z] exp lik, x - (x - x,)"/2’]
entonces la funcién de onda en todo instante posterior t, serd

¥ 0= ¥t - VO x,0

donde

a’ + 2hti/m

2
l'—(x—xo—hk,,t/m) + ikox—icoot]
) (@* + 2hti/m)""

=

o 2 1/4 €xp
a
Y, (x,0) = ( 1)
T

1/

v, )= o[
2niht

I: du I dzexp |:-au+-;%t- (u-&-]x|-—z)2 + ik, Z—Q;az&)‘]

integrando en z, obtenemos

(282/7()1/4
Y, )=¥,(xt)-a x, t
0 S (a* + 2hti/m)"”? ¢ 69
. . o i (u+|x}-x,—h t/m)°
$ (x,t) = exp lik, |x]| —io, t] Io exp [—au + ik,u - (Iaz N z;ﬁ/mk;"’ du

Observacion:

Si tomamos

%(EW=$%jjapmM¢Jhmdk
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con @, (k, 0) es la Transformada de Fourier de ¢, (x, 0), con

2 1/4

¢, (k, 0) = (—} exp[-‘z—(k~ko)2—i(l<-1<o)%]

a
27T

Calculando la funcién de onda para t > 0, tenemos

¥x, 0=, (x5 0 - Y (x, 0

: - . _hk’
(ijmfw eXp[—%OPko) ~ i (k=) %, + ik x| ?_m‘}

| o -ldu
o -ik

‘i’(u)(x,t)= .
N¥id

reescribiendo ‘P(c) (x, 1), obtenemos

2\ 174 5
¢ (g = {_a_] exp [_( x| - %, — k,/m) +ik°|x[—icoot}¢ AMP (x, 9

27 a’ + 2hti/m

o
NIE:
donde

2

2 .
exp'r-zli(az+2hti/m)1rk—21 k°2+21;|}.(/l x°)“ 1
A_I\/fP(x’t)-_-Iw ‘ L a + 2hti/m 1 1 4k

N o -ik

Las dos expresiones anteriores nos dicen que la funcién de onda esta
compuesta por dos ondas:

- Un que viaja hacia la izquierda (regién x < 0);
- Otra hacia la derecha (regién x > 0).

A continuacién mostraremos los resultados obtenidos por métodos
numéricos para el scattering de un paquete Gaussiano.

REFERENCIAS

(1] R.P. Feymann and A. R. Gibbs, Quastum nrechanics and path integral (McGraw-Hill,
New York, 1965).
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El problema de los cuatro colores

Un ejemplo del cardcter esencialmente experimental de
la actividad matemdtica

H. G. Valqul O

La Matemitica suele ser presentada como una ciencia l6gico-deductiva,
abstracta, precisa y rigurosa. Posiblemente dichos calificativos pueden ser bien
aplicados a ciertos aspectos de la Matemitica; sin embargo, aquellos calificativos
suelen ser usados con una connotacién ingenuamente exagerada. Ver, por
ejemplo, [3].

Desgraciadamente, y por muy variadas razones, dicha imagen mitica es
tesoneramente cultivada por quienes se dedican casi exclusivamente a la
ensefianza de la Matemitica. Tanto es asi que la "ensefianza” de esta ciencia
es convertida en un verdadero proceso de domesticacién matematica: el alumno
debe memorizar docenas o cientos de teoremas y "aprender” sus demostracio-
nes; igualmente debe tratar de dominar variadas tecnicas que le permitan
"resolver” gran nimero de problemas tipicos. Todo ello, supuestamente, dentro
del (equivocado) espiritu mencionado al comienzo de esta nota.

Diferente es el testimonio de los matemiticos activos en la construccién,
reconstruccién, ampliacién, critica y retoque de la estructura matemitica, y en
el andlisis de los problemas que desafian la potencia y elasticidad de dicha
estructura. Quizds una afirmacién del matemitico L. Schwartz -ocurrida en una
de sus conferencias ofrecidas en su visita en la UNI en la década del 60- pueda
resumir significativamente mi argumentacién: "La Teoria de Distribuciones
(Funciones Generalizadas) la creé propiamente en una noche...", anadiendo,
luego de una calculada pausa, "... después de trabajar cinco afios en el asunto".

Considero que es importantisimo destacar el soporte experimental de la
Matemitica. Con tal fin he elegido exponer el llamado Problema de los Cuatro
Colores, cuyo planteamiento es tan elemental, que estd al alcance de un nifio
de siete anos (que posea cierta experiencia en el coloreado de mapas), pero
cuya solucién ha exigido mds de un siglo de experimentacién por parte de
calificados matemiticos y de numerosos aficionados atraidos por la sencillez
del enunciado del problema. La solucién del problema se obtuvo como
resultado del trabajo interactivo entre matemdticos y computadoras, que tuvo
lugar entre el afio 1972 hasta mediados de 1976.

0 UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.,
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A B E

Figura 1

La historia comienza propiamente en 1852, cuando un alumno del

matemitico de Morgan le presenté una pregunta -que le habia sido planteada
a aquél- acerca de la posibilidad de demostrar matemdticamente lo que los
cartégrafos ya conocfan por la via experimental: Todo mapa, sobre un plano o
sobre una esfera (la Tierra), puede ser bien coloreado con sélo cuatro colores.
En tal sentido es necesario aclarar lo siguiente,

Al)

A2)

A3)

A4)

A5)

AG)

Dos paises vecinos por una frontera comtn, como €s el caso de los paises
Ay B, deben ser pintados con colores diferentes.

Dos paises que no poseen una frontera comuin, por ejemplo Ay E, o dos
paises que s6lo tienen uno o varios puntos en comun, por ejemplo Ay D,
pueden ser pintados del mismo color.

Si el mapa en consideracién se encuentra sobre un plano (mapa planar),
entonces la zona exterior al mapa debe ser considerada como un pais
suplementario -o como un océano- al que, por lo tanto, se le debe asignar
un cierto color, distinto al color dado a cada uno de los paises del borde.

Se trata de colorear, segiin las especificaciones anteriores, cualquier mapa
hipotético, que podria estar constituido por tres o cuatro paises, o por
algunos billones de paises.

Una cosa es demostrar la posibilidad de poder pintar cualquier mapa planar
con sélo cuatro colores; otra cosa es construir técnicas de coloreado que
permitan pintar con sélo cuatro colores cualquier mapa dado. En este
sentido, si el mapa es complicado y de muchos paises, puede resultar
sumamente dificil, con la sélo guia del "buen criterio”, pintarlo bien con
menos de siete u ocho colores.

Por razones de comodidad puede resultar mis conveniente asignar a cada
pais un nimero en vez de un color. Aqui usaremos los numeros 1, 2, 3,

4, 5.
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A7)

Como un pequenio desafio se ofrecen, a los interesados, en la Figura 2,
dos mapas que deberian ser pintados con sélo cuatro colores, respetando
las especificaciones mencionadas anteriormente.

A continuacién presento algunas consideraciones que deben facilitar la

comprensién de algunas de las caracteristicas del problema:

l | l

Fig.2 Ensayepintar cada uno de los mapas usando sélo cuatro colores. Tenga en cuenta
que el "océano” exterior también debe recibir un color.

2a)

2b)

2¢)

Llamaremos Regién a una parte conexa de un mapa (es decir, una regién
no posee subpartes, alguna de ellas aislada de las otras); entonces debe
notarse que existen regiones constituidas por cuatro paises mutuamente
vecinos y que, por lo tanto, deben recibir cuatro colores diferentes. Es
decir, para poder pintar un mapa cualquier (de mis de 3 paises) resulta
necesario disponer de, por lo menos, cuatro colores diferentes. El
problema se reduce entonces a verificar si dichos cuatro colores son
suficientes para un buen coloreado.

La necesidad de un minimo de cuatro colores no proviene de la existencia
de regiones constituida por cuatro paises mutuamente vecinos. La region
mostrada en la Fig. 3b no posee subregiones constituidas por cuatro paises
mutuamente vecinos, pero requiere ser pintada con, por lo menos, cuatro

colores diferentes.

Ni sobre el plano, ni sobre la esfera se pueden construir regiones
constituidas por cinco paises mutuamente vecinos; pero ello no implica
-como equivocadamente han supuesto algunos "solucionadores” del
problema- que no sea necesario recurrir a cinco colores para pintar ciertos

mapas.
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Fig. 3a Regién constitutda por cuatro - Fig. 3b Regién que no contiene cuatro
pafses mutuamente vecinos. Se requieren pafses mutuamente vecinos, pero que no
cuatro colores. puede ser pintada con menos de 4 colores.

Aparentemente de Morgan debi6é reconocer su incapacidad para de-
mostrar la correccién o falsedad de la conjetura de los Cuatro Colores, y planted
el problema a otros matemdticos. Uno de ellos fue A. Cayley quien, luego de
agotar sus esfuerzos presenté el problema, en 1878, a consideracién de la
Sociedad Matemdtica de Londres. Segtn los archivos del caso, antes de
transcurrir un afio, el abogado y miembro de la Sociedad, A. B. Kempe, public6
un articulo en el que demostraba la validez de la conjetura en el sentido
afirmativo. El trabajo de Kempe se reducia a demostrar que la existencia de
un mapa necesariamente pentacromitico implicaba una contradiccién. A
continuacién desarrollamos dicho argumento:

3a) Supongamos que para pintar un mapa cualquiera fuesen necesarios (por
lo menos) cinco colores.

3b) Es facil ver que la exigencia anterior no es vélida para un mapa constituido
por un ndmero pequefio de paises, por ejemplo, tres o cuatro paises. Es
decir, la exigencia de los cinco colores serfa vilida s6lo para mapas
constituidos por un nimero de paises que no sea inferior a un cierto
nimero minimo ne, a partir del cual ya aparecen (jo pueden aparecer?)
mapas que requieren cinco colores.

3¢) Entonces, un mapa constituido por menos de n® paises, deberfa poder ser
pintado con menos de cinco colores.

3d) Sea M2 un mapa constituido por n? paises y que requiere ser pintado con
cinco colores.

3e) Supongamos que M2 posea un pais que, sin modificar los colores de los
paises restantes, pueda ser anexado a uno de los paises que le son vecinos.
En el mapa de la Fig. 4a es posible anexar el pais A al B; pero, sin modificar
los colores de los paises vecinos, no se lo puede anexar al C.

3f) El mapa reducido, M=, obtenido al haber anexado A a B, posee sélo n°-1

paises y, por lo tanto, puede ser pintado con sélo cuatro colores. Para el
ejemplo considerado, la Fig. 4¢ muestra una posible recoloracion de M=,
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3g) Ahora supongamos que exista una forma de recolorear M= (con sélo
cuatro colores), de manera que el espacio correspondiente al pais ante-
riormente suprimido quede rodeado por paises de sélo dos o tres colores
diferentes. Entonces el pais suprimido puede reaparecer asignindosele el
cuarto color.

3h) Como consecuencia de lo anterior deduciriamos que, en verdad, M2 no
requeriria cinco colores, ya que hemos podido colorearlo con sélo cuatro.

31) Bajo las dos suposiciones anteriores (la existencia en M? de un pais
anexable, y la posibilidad de recolorear M de manera que el "rastro™ de
dicho pais quede rodeado por vecinos de sélo 2 6 3 colores diferentes) se
puede ver que la existencia de M? ha producido una contradiccion.
Entonces, M® no podria existir. (Excepto para los mapas en los que no se
cumplan las mencionadas condiciones).

3j)  Es decir, no existiria un pais que necesite ser pintado con por lo menos
cinco colores. Bastaran cuatro colores.

| | I
2 5 2 5 D) 1
A2 BE 1 1 2
c| B c| B c | B
5 5 5
4 4 1

Fig.4a El mapa Mposece  Fig.4b M posee sélon®-1 Fig. 4c M** ha sido repin-
n® paises y exige cinco paises; luego puede ser tado con sélo 4 colores. El
colores. Sélose muestrael recoloreado con sélo 4 pais suprimido puede rea-
coloreado de ciertos colores. parecer con el color 4 6 con el

palises. 5.

Asi A. B. Kempe redujo su demostracién a la verificacion de las dos
mencionadas suposiciones. Para ello, primeramente definié un mapa normal,
Mn, que es un mapa en el que no existe un pais que encierre totalmente a
otros, ni existe ningin punto en el que concurran mis de tres paises. Luego
demostré que todo mapa es normalizable, en el sentido que todo mapa puede
ser convertido en un mapa normal, por medio del mecanismo de afadir algunas
nuevas fronteras, sin necesidad de incrementar el nimero de colores empleados
en el pintado del mapa original. Después de ésto, y sin perder generalidad,
todas las operaciones y demostraciones del caso se pueden realizar consi-
derando sélo mapas normales.

Veamos cémo "normalizar® una regién en la que existe un punto donde
concurren m paises. Como ilustracién mostramos un ejemplo con m=21.
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El procedimiento es el siguiente: Alrededor del punto en consideracién
trazamos una circunferencia (o un rectingulo), de manera que, ahora, la regién
ha quedado constituida por m+1 paises. Luego, de entre los paises que rodean
al rectingulo en consideracién elegimos un conjunto de ellos que posean un
mismo color. Suponiendo que, por ejemplo, los paises P1, P3, P7, P9, P13, P16
y P19 posean todos el mismo color c1, los aislaremos del pais rectingulo,
creando los correspondientes paises intermedios (con "estrella®), como se
muestra. Ahora la regién es normal, aunque posee m + 1 + 7 paises.

P3

Pl p — P4 =3

* p7
G P
P20

. [P
P1gl *

P10
P18

P11
i Pi5| P14 P12

P16 P13

Por supuesto que ahora podemos pintar al pais central con el color c1.
Cada pais "estrella” posee cuatro vecinos, dos de los cuales son del color cl;
los otros dos tendrin los colores c2 y ¢3, que eventualmente pueden coincidir.
Entonces, cada pais "estrella” puede tomar el color c4. Es decir, la regién ha
sido normalizada, sin que se haya incrementado el nimero de colores.

En la siguiente etapa, Kempe demostré que en todo Mn existen nece-
sariamente paises con menos de seis vecinos. Como tal hecho constituye un
punto clave en la argumentacién de Kempe, presentamos aqui la correspon-
diente demostracién.

=17+1=18
=48 v=32
p2 =2 p3=0
pd =5 p5=5
p6 =3 p7=0
pd =1 p9=1

plo=0 pll=0
pl2=1 pl3=0

ptv=f+2=50
3 k pk =96

Fig. 5 Ejemplo de un Mn con p = 18 paises, f = 48 fronteras y v = 32 vértices. En él

existen inevitablemente paises con menos de seis vecinos.
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Sea p el nimero de paises que constituyen un cierto Mn, incluyendo el
pais suplementario exterior; sea f el nimero de fronteras entre dichos paises
(teniendo presente que dos paises vecinos pueden tener mis de una frontera
comun, como en el caso mostrado en la esquina superior izquierda), v el
niamero de vértices en el que concurren tres paises (no existe otro tipo de
vértice, ya que se trata de un mapa normal); entonces, de acuerdo a la férmula
de Euler para poliedros (un mapa normal, en el plano, complementado con el
"océano”, constituye topoldgicamente un poliedro), deberd cumplirse que p +
v=f+2

Por otra parte, si pk es el nimero de paises que poseen k vértices (y,
desde luego, también k fronteras), entonces svf = 5k -pk, conk =2 .. p, es
la suma de todos los vértices (y la suma de todas las fronteras) que poseen
todos los paises del mapa en consideracién. Ahora, teniendo presente que las
fronteras son contadas dos veces (pues cada frontera pertenece a dos paises)
y los vértices han sido contados tres veces (pues cada vértice pertenece a tres
paises de un Mn), podemos escribir,

svi=2-f=3-v p=Y pk
k=2

Reemplazando en la férmula de Euler,

> pk+(1/3) - k -pk=@1/2)-57 k-pk +2

k=2 k=2 k=2

de donde,
> (6-k -pk =12

k=2

y también
4-p2+3-p3+2-pd+p5=12+y (k-06)-pk212

k=7

donde vemos que es imposible que simultineamente se anulen p2, p3, p4 y
p5. Es decir, en todo mapa normal -y por lo tanto, en cada mapa- existen
necesariamente paises con dos, tres, cuatro o cinco vecinos.

Fig. 6 Regiones donde aparecen paises con dos, tres, cuatro o ctnco vecinos.
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En el caso de paises con dos o tres vecinos se pueden anexar dichos
paises a cualquiera de sus vecinos. Posteriormente, al recolorear el correspon-
diente mapa M=, dichos paises reaparecerin rodeados por vecinos que poseen
no mis de tres colores distintos.

Para el caso en el que exista algiin pais con cuatro vecinos, p4 # 0, &l
reaparecerd en M2 rodeado por cuatro paises. Si, por lo menos dos de ellos
poseen el mismo color, no existe mayor dificultad para asignarle un color al
pais que reaparece. Si, en cambio, los cuatro vecinos poseen colores distintos,
entonces surge la necesidad de investigar si es posible recolorear M* de manera
que dos de dichos vecinos adquieran el mismo color. Kempe demostré que

tal cosa era siempre posible.

Por dltimo, en el caso que exista algin pais con cinco vecinos, p5 # 0,
Kempe demostré que el correspondiente mapa también era coloreable con sélo
cuatro colores. Con ello habia demostrado afirmativamente la conjetura de los

cuatro colores.

Unos afios mis tarde, en 1890, P. J. Heawood encontro que la de-

mostracién de Kempe para el caso p5 # 0 era incorrecta y mostro que el
procedimiento correcto debfa ser harto laborioso. También demostré que cinco
colores eran suficientes para pintar cualquier mapa sobre un plano o sobre una
esfera; ademis demostré que para pintar bien un mapa sobre una superficie
toroidal (por ejemplo, la superficie de una cimara lisa, sin véilvula ni costuras),
donde pueden existir siete paises mutuamente vecinos, era necesario y sufi-
ciente disponer de siete colores.

Posteriormente otros matemiticos se ocuparon del problema, sea para
complementar el trabajo de Kempe, sea desarrollando otros métodos de
demostracién. En 1913 ya se habfa demostrado que n2 > 22y en 1950 se lleg
a n? > 36 (es decir, cualquier mapa con menos de 36 paises puede ser bien
coloreado con sélo cuatro colores).

A partir de 1936 el matemitico H. Heesch comenz6 a trabajar en el
problema; en 1950 estimaba que serfa necesario analizar unas 10 000 configu-
raciones de regiones reducibles para poder obtener conclusiones definitivas.
Heesch creé nuevos métodos para atacar el problema (entre ellos, el grafo dual
de un mapa y el llamado proceso de descarga de vecindades), recurriendo
inclusive al auxilio de computadoras (de ese tiempo), pero sin poder alcanzar
el objetivo propuesto.

En 1972, los matemiticos K. Appel y U. Haken, siguiendo las sendas
trazadas por Kempe y Heesch atacaron el problema dispuestos a servirse
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significativamente de las ventajas que se obtienen del uso de las computadoras.
En un largo proceso de interaccién, entre matemiticos que planeaban ciertos
experimentos y computadoras que los realizaban, proporcionando de esta
manera informacién para que los matemiticos prepararan nueves experimen-
tos, la Conjetura de los Cuatro Colores quedd, por fin, demostrada afirmati-
vamente en Junio de 1976.

En tal trabajo que les habia tomado cuatro afios, los matemiticos Appel
y Haken habian analizado manualmente miles de situaciones diferentes (lo cual
les permitia preparar los experimentos que deberian realizar las computadoras)
y usado unas 1200 horas de tres computadoras.

Después de mis de un siglo de experimentacién, los matemidticos habian
logrado demostrar la validez de una conjetura "casi evidente"; pero, habian
tenido que recurrir a herramientas que se salen de los marcos convencionales.
Los matemiticos que deseen o necesiten verificar la demostraciéon de Appel y
Haken no lo pueden hacer sin el auxilio de la computadora. Por tal razén
algunos matemdticos opinan que la validez de la demostracién debe ser
mantenida en suspenso, hasta que se construya una demostracién conven-
cional, o una demostracién convencionalmente verificable.

Pero, como manifiestan Appel y Haken, quizd sea ésta la Gnica manera
de demostrar la Conjetura de los Cuatro Colores, y de demostrar otras conjeturas
matemdticas ain pendientes, o que surjan en el futuro. Si ello fuese asi, las
computadoras habrian abierto nuevos senderos en las argumentaciones y
demostraciones matemiticas, lo que permitiria a los matemiticos alcanzar
ciertas regiones (de la estructura formal del pensamiento matemitico) antes
inaccesible para ellos.

Mis de un siglo de experimentacién alrededor de un problema
cartogrifico concreto, de demostraciones ilusorias (no sélo por parte de
aficionados ilusos, sino también por parte de ilustres matemiticos), de
ensayos y errores, en un esfuerzo inductivo por plantear y resolver miltiples
problemas conexos; y una demostracién que no puede ser fdcilmente
aceptada por todo el mundo matemdtico; ni, de hecho, cualquier matemaitico,
a pesar de poseer toda la informacién bisica sobre el tema, puede verificar la
validez de aquella. Sin embargo, para muchos, lamentablemente, la Matemdtica
seguird siendo sélo el epilogo (o la punta del iceberg) del trabajo de los
matematicos.

Finalmente, quiero dejar escrito que la experimentacién matemadtica no
es (necesariamente) una actividad de alto nivel, sino una actividad en la que
precisamente deberia insistirse y que deberia fomentarse desde los niveles mis
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elementales, en vez de crear en los nifios y en los jévenes, amargura y
resentimiento contra lo que (explicablemente) les resulta ininteligible.
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JExiste la longitud de una varilla?

Holger G. Valqul O

La pregunta del titulo no parece ser tuy sensata. Enlo que
sigue frataremos de mostrar que ella es pertinente, pues la
propiedad "longitud” no existe como ingenuamente solemos
imagindrnasla. Pero si existe, porque ba sido inventada. Y tal
invencion ba revolucionado la jQz?iia, y sus "alrededores”.

A todos nos parece natural que los cuerpos alargados posean una
propiedad que hemos bautizado como longitud. Otra propiedad que solemos
reconoer en los objetos es aquella que conocemos como belleza.

Una de las tareas de la ciencia consiste en tratar de descubrir las
caracteristicas objetivas que posea una propiedad que es atribuida a los diversos
objetos del universo. Es decir, en lograr que dicha propiedad sea reconocida,
usada y transmitida sin mayor deterioro. Para realizar tal objetivo se ha
inventado lo que se conoce como medicién.

Una medicién consiste en un procedimiento, o cadena de procedimien-
tos, que aplicados a un objeto dado -teniendo en la mira a una determinada
propiedad del mismo- permite representar a la citada propiedad por medio de
algunos némeros y otros simbolos complementarios.

Para obtener la longitud de una varilla (propiedad: longitud) se realiza
un proceso de medicién. Para calificar a la Seforita Perd 1994 (propiedad:
belleza femenina) se realiza un proceso de "medicién". Sin embargo, existe la
sospecha de que ambas mediciones poseen diferentes grados de confianza:
Uno se preocupa por la calidad de la medicién de la longitud, y no suele dudar
sobre la validez del resultado obtenido. En cambio, tenemos la conviccién de
que la calificacién de la belleza femenina depende de una serie de factores que
no aparecen en el correspondiente proceso de *medici6n".

;Existen criterios para calificar la calidad de una medicién? ;Para distinguir
entre mediciones y "mediciones™

Un criterio para verificar la objetividad de una medicién consiste en
repetir el proceso de medicién: el nuevo resultado debe coincidir con el primero
(el procedimiento honesto consiste en no tratar de obtener los mismos
resultados anteriores: en "olvidarse" de los detalles de la primera medicién).

(*) UNI, Facultad de Ciencias - Escuela Profesional de Fisica.
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La prueba de objetividad debe poder pasar, ademis, una exigencia
mayor: el resultado debe permanecer inalterado cuando, siguiendo el pro-
cedimiento especificado para el caso,- cambian las personas que realizan la
medicién. En ta] sentido la medicién de la longitud de una varilla es objetiva,
mientras que la eleccién de la Sefiorita Perd no lo es. (Debe tenerse presente
que, por una parte, existen otras exigencias adicionales para asegurar la
objetividad de una medicién; y por otra parte, que existen diferentes grados de
objetividad). .

Mis arriba he mencionado que la propiedad "longitud de una varilla”
satisface la mayor exigencia objetividad. Luego, la propiedad longitud real-
mente existe. Veamos en que sentido existe dicha propiedad.

Supongamos que hemos realizado la medicién con una regla de 30
centimetros (con marcas hasta los milimetros), y que el resultado de la medicién
haya sido 120,3 cm.

A continuacién supongamos que alguien desconfia del resultado ob-
tenido y se propone repetir el proceso de medicidén. Seria una gran casualidad
(o un engafo) si en la segunda medicién se obtuviese el mismo resultado
mencionado anteriormente. Posiblemente el resultado sea 120,1 cm; 120,7 cmy;
119,7 o algin ndmero vecino a los mencionados.

Justamente, una propiedad que tienen las mediciones (estoy men-
cionando un hecho experimental) es que si una medicion se repite, cada vez
en Ias mismas condiciones de trabajo, los resultados numéricos que se
obtienen no son necesariamente coincidentes: los resultados numéricos suelen
caer dentro de un cierto intervalo de medicién. Esta es una caracteristica
reconocida como propia de un proceso de medicién cientifica, realizado
cuidadosamente, con determinado grado de exactitud.

¢Cémo se explica, entonces, que usualmente se afirme que la longitud
de una varilla es 123,5 cm, o que la masa de la porcién de azdcar, que hemos
comprado, es de 2 kg?

Existen variadas razones para aceptar que una varilla tiene 123,5 cm de
longitud, o en general, para aceptar que cierta propiedad tiene tal medida, a
pesar que al repetir el proceso de medicién se puedan obtener resultados
diferentes al especificado.

Mencionaré tres razones justificatorias (pero existen mas):

1. La no disponibilidad de los mecanismos que permitan verificar la
validez de la medicién en cuestién (por ejemplo, no disponemos de una balanza
para comprobar la sospecha de que nos han "robado" al pesar los 2 kg de

azicar que hemos comprado).
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2. La poca importancia que suele tener una pequena alteracién del valor
de la medicién (sospechamos que en cada kilogramo de azdcar "faltan” algunos
gramos; pero Nos parece muy engorroso reclamar por tan poca cantidad).

3. Poseemos una idea muy vaga sobre el significado de la medida en
consideracién (por ejemplo, cuando en una medicina se afirma que contiene
10 mg de niacinamida).

Es decir, usualmente no le asignamos mayor importancia al hecho que
una varilla mida 123,5 cm 6 124,0 cm, o alguna otra cifra vecina.

Por otra parte, si al medir cuidadosamente la longitud de una varilla no
obtenemos cada vez el mismo ndmero, sino, en general, nimeros diferentes,
entonces ;cuil es la medida correcta de la longitud de la varilla? ¢cudl es la
verdadera longitud de la varilla?

Después de numerosas discusiones y numerosos experimentos -a lo largo
de algunos siglos- los cientificos llegaron a la conclusién de que "no existe la
verdadera longitud de una varilla". No existe esa supuesta medida perfecta de
la longitud: medida que, como suele creerse, nosotros los humanos sdlo
podemos obtener con cierto error. Esa medida ideal no existe.

LA LONGITUD DE UNA VARILLA NO ES UN NUMERO, SINO ES TODO
EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS QUE SE OBTIENEN EN LAS MEDICIONES
QUE SE REALIZAN (cuidadosamente) BAJO UN MISMO PROCEDIMIENTO.

Esta conclusién, siendo correcta, tiene una gran desventaja prictica: no
es ficil, ni cémodo, trabajar con un conjunto de muchos nameros. Por otra
parte, no parece acertado descartar la idea intuitiva que tenemos acerca de la
medicién representada por un s6lo nimero.

Para considerar la posibilidad de simplificar la informacién ofrecida
por el conjunto de ndmeros, fruto de una medici6n, conviene analizar las
caracteristicas mds significativas  -detectadas experimentalmente- de dicho
conjunto:

M1) La mayoria de los resultados numéricos, fruto de una medicién repetida,
suelen encontrarse agrupados en un intervalo mis o menos angosto.

M2) Si una medicién se repite pocas veces, los resultados numéricos obtenidos
no muestran ninguna tendencia especial (aparte de aparecer mis o menos
agrupados).

M3) Cuando las mediciones de una cierta propiedad de un objeto son repetidas
un gran nimero de veces, los resultados numéricos muestran una "tenden-
cia gaussiana™
Existe un cierto nimero tal que los resultados numéricos vecinos a él
aparecen muchas veces, mientras que los resultados alejados de ¢l
aparecen menos veces cuanto mis alejados estén.
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A la curva que se obtiene de representar el nimero de veces que aparece
cada posible resultado de una medicién se la denomina curva de
distribucién de mediciones. Como podemos apreciar, la mencionada
curva estd constituida por un conjunto discreto de puntos; pero si el
nimero de puntos considerados es suficientemente grande, la curva puede
ser representada como si fuese continua (entre otras razones, una curva
continua es més ficil de representar).

nim.veces ném.veces

(Y ) ©
° long | long

Distribucién “gaussiana” de e e . . ,
& e Distribucién no “gaussiana”.
resultados numéricos.

M4) La curva de distribucién de las mediciones de una cierta propiedad de un
objeto varian segin el grado de entrenamiento de quien (o quienes)
reaice(n) la medicién, y segin la calidad de los instrumentos usados en la
medicién. Pero las comrespondientes curvas de distribucién tendrin los
resultados numéricos mas frecuentes (es decir, alli donde las curvas son
md4s altas) mis o menos coincidentes.

De otro lado, las mediciones realizadas por personas calificadas o por
quienes trabajan con instrumentos mis tecnificados, resultan representadas
por curvas mas angostas.

M5) Por mis cuidado que se ponga en la medicién, y por mucho que uno trate
de obtener resultados numéricos "muy coincidentes” (al repetirse muchas
veces la misma medicion), cuando se procede honestamente (lo cual no
es un asunto tan ficil), no puede evitarse una distribucién" de dichos
resultados numéricos.

M6) El cociente entre el nimero de veces que aparece un resultado numérico
y el nimero de mediciones realizadas (NM) varia sensiblemente al variar
NM si el nimero NM es pequeiio, pero tiende a permanecer constante

cuando NM crece.
Las caracteristicas mencionadas anteriormente son propias de ciertas
distribuciones de probabilidades: Consideremos el caso de N monedas.

Silanzamos (honestamente) las N monedas, obtendremos que nc de ellas

habrén caido "cara”, donde 0 < nc < N. Si repetimos el experimento de lanzar
las N monedas, obtendremos que ahora nc’ de ellas habrén caido "cara’. Cada
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vez que repitamos el mismo experimento obtendremos un cierto nimero de
n L]
caras”.

El paralelismo entre este proceso probabilistico y un proceso de medicién
es el siguiente: Si lanzamos N monedas, entonces nn de ellas "deben caer
cara". Si deseamos saber cudnto vale nn realizamos el correspondiente
experimento de lanzar las N monedas, obteniendo cierto valor numérico para
nn. Pero si repetimos el experimento anterior, entonces los resultados
numéricos que se oblienen no serdn todos coincidentes, sino que ellos se
distribuirdn en la forma descrita mds arriba para ¢l caso de las mediciones. Por
ejemplo:

Tabla que muestra el nimero de veces que se han obtenido Nc "caras”, al lanzar
Ne veces un conjunto de 25 monedas. Por ejemplo, se han obtenido 11 veces
Nc = 6 "caras” al lanzar las 25 monedas un total de Ne = 2500 veces; por otra
parte, en 30000 lanzamientos de las 25 monedas sélo una vez se obtuvieron
tres "caras”, ninguna vez se obtuvieron dos caras.

Nc\Ne| 10 | 20 | 30 | 40 50 100 500 1000 | 2500 | 30000
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
03 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
04 0 0 1 0 0 0 0 1 0 10
05 0 0 0 0 0 0 0 5 0 56
06 0 0 0 0 0 0 2 9 11 142
07 1 0 1 0 2 2 8 16 36 429
08 0 0 1 2 0 5 15 27 98 920
09 1 1 1 2 0 5 32 60 161 1794
10 1 1 2 5 5 13 46 99 240 2842
11 2 2 5 1 10 23 69 127 328 3873
12 1 2 6 7 7 10 79 143 390 4640
13 1 5 7 7 5 13 86 149 380 4736
14 2 2 3 5 5 11 63 121 340 4024
15 1 5 2 3 6 9 41 113 231 2982
16 0 1 1 4 3 5 39 72 152 1833
17 0 1 0 1 5 1 16 36 81 1054
18 0 0 0 0 1 1 2 19 30 460
19 0 0 0 2 1 2 1 3 19 147
20 0 0 0 1 0 0 1 0 2 40
21 0 0 0 0 0 0 0 0 1 13
22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
vp | 11,6 (133|113 |11,6| 13,06 | 12,13 1246 12,63] 1247 12555
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Cuando los cientificos se convencieron de que realmente no existia la
longitud ideal de una varilla (o la medida ideal de alguna propiedad), sino que
tal propiedad quedaba representada por un conjunto de numeros, entonces
tuvieron que enfrentarse a la necesidad de construir (o inventar), a partir del
conjunto de mediciones (es decir, de la curva de distribucién de las mediciones)
algin nimero que, de alguna manera, representara adecuadamente 2 la ilusoria
medida ideal. En tal sentido se consideraron diferentes posibilidades; por
ejemplo la medida més frecuente (es decir, el nimero que en las mediciones
habia aparecido el mayor nimero de veces); o la medida media (es decir, el
nimero que equidistaba de la medida de menor valor y la de mayor valor).
Después de una serie de andlisis -donde se tuvo presente el mencionado
paralelismo probabilistico- se opté por considerar al promedio de todos los
resultados numéricos obtenidos en una medicién como el representante de la
longitud ideal de la varilla considerada.

El valor promedio, vp, de los resultados numéricos obtenidos en un
proceso de medicién posee una propiedad muy importante: es estable. Este
significa lo siguiente:

Cuando se calcula vp para un nimero pequefio de mediciones, dicho

promedio varia sensiblemente al incrementar el nimero de dichas

mediciones; pero al crecer el nimero de mediciones realizadas, el valor

de vp varia cada vez menos, hasta que, para un gran nimero de
mediciones dicho nimero vp pricticamente no es modificado por las

nuevas mediciones.
Esta propiedad de estabilidad también se cumple en los procesos
probabilisticos, como puede apreciarse en el ejemplo mostrado anteriormente.

Es decir, el valor promedio (aritmético) de las N mediciones realizadas
representa a la medida de la propiedad en consideracién. Tal representacion
es convencional, pero ha demostrado ser muy conveniente.

Sea N el nimero de mediciones realizadas. Sea nk el nimero de veces
que se ha obtenido el valor numérico vk; entonces se debe cumplir que

3 nk =N, vp=5% nk.vk /N )y

Si definimos fk = nk/N, la frecuencia con la que aparece el resultado
numérico vk, podemos escribir,

vp=3 fk.vk 02)
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Por otra parte, teniendo presente que ¥ fk = 1, y que los valores de fk
tienden a estabilizarse cuando N crece, se define pk = Probabilidad de obtener
el resultado vk, como

pk =1lim fk cuando N = o 03)

donde, para situaciones reales, dicho limite debe asumirse cuando N es
"suficientemente grande" (se trata de una condicién que determinan los
interesados en la medicién, de acuerdo con una serie de criterios de conve-
niencia), es decir cuando fk es suficientemente estable. Entonces, para el valor
promedio estable podemos escribir,

vp =3 pk. vk 04)

Entonces podemos decir que la convencién cientifica para representar la
medida de una propiedad estd expresada por el valor mis probable de entre
los diferentes resultados numéricos obtenidos (donde, debe tenerse presente
que tal valor mis probable puede no coincidir con ninguno de los valores
numéricos obtenidos en las mediciones realizadas).

Por olra parte, es posible que dos mediciones diferentes (es decir, curvas
de distribucién diferentes) den un mismo valor promedio. Intuitivamente
podemos apreciar que la curva miés angosta (es la que mis se parece al resultado
ideal, en el que todas las mediciones darian un mismo resultado numérico) es
la "mejor". Es decir, el ancho de la curva representa una medida de la
incertidumbre con la que hemos obtenido nuestros resultados.

pk

vk

vp

Dos distribuciones diferentes tienen el mismo valor promedio, pero diferentes grados de
incertidumbre.

Estamos suponiendo que las mediciones han sido realizadas cui-
dadosamente, de manera que pricticamente podemos decir que no existen
errores de medicién, sino incertidumbre en la medicién. No se puede evitar
que las mediciones se realicen con cierta incertidumbre (el modelo ideal supone

que tal incertidumbre es nula).
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Por supuesto que la curva de distribucién, ademis, se verd afectada por
los posibles errores que se cometan en la medicién (por falta de cuidado en el
andlisis de las asunciones realizadas con respecto a las condiciones de contorno
imperantes, con respecto a los principios fisicos en juego, o por falta de cuidado
al realizar las operaciones de medicién).

Para representar el grado de incertidumbre de una medicién los cientifi-
cos analizaron diferentes posibilidades, llegando a la conclusién de que la
llamada desviacién media cuadratica, o, es la cantidad que mejor representa
a tal incertidumbre:

=Y pk.(vp- vk)’ (05)

donde, para las mediciones que muestran la "tendencia gaussiana”, dicha
desviacién media cuadrética expresa el "semi-ancho" de la curva de distribucién,
de manera que la gran parte de los valores medidos se encontrarin en el

intervalo numérico (vp-o, vp+ o).

Entonces, el conjunto de valores numéricos, {vkl, obtenidos en una
medicién y que, consecuentemente, representan a dicha medicion, suelen ser
reemplazados, por razones practicas, por el par de nimeros, vp, ¢, los mismos
que supuestamente representan adecuadamente a dicho conjunto, y se dice
que la medida tiene el valor vp con la incertidumbre (aunque la costumbre ha
impuesto el nombre de "error de medicién”) o, lo que suele ser abreviado

diciendo que la medida de la propiedad considerada es vp + ©.

De lo dicho podemos deducir que si medimos la longitud de una varilla
de longitud L (que es el valor promedio) no nos debe extrafiar que nuestro
resultado numérico sea (un poquito) diferente al valor numérico L. Tampoco
nos deberfa extrafiar que al comparar directamente las longitudes de dos varillas
de igual longitud L, dichas longitudes no coincidan.

Finalmente quiero mencionar que el hecho de que la medicién -de una
propiedad de un cuerpo- esté realmente representada por un conjunto (abun-
dante) de nimeros puede ser usado como punto de partida para construir la
actual Teorfa Cudntica.
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