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Presentacidon

En el presente nimero de la Revista de la Facultad de Ciencias
de la UNI (REVCIUNI) se presentan 9 articulos. La mayoria
corresponden a tesis de Licenciatura y de Maestria sustentadas
en nuestra Facultad, otros son resultados de los cursos de Tépicos
de Investigacién, otros son de cardcter divulgativo y uno
corresponde a un trabajo de investigacién realizado en otra
institucién por un egresado nuestro. Consideramos que estas
publicaciones reflejan las actividades realizadas actualmente en
nuestra Facultad.

Con motivo de la publicacién del nimero anterior (Vol. 5, N° 1,
julio 2001) se ha incluido la siguiente presentacion:

“En estos seis afios de vida de nuestra revista solamente se han
podido publicar seis niimeros, siendo el ultimo de octubre de 1999.
A pesar de este modesto resultado no perdemos la esperanza que
en un futuro cercano cumplamos la meta de publicar —por lo
menos— dos niumeros por ano’.

Aparte de los objetivos de REVCIUNI indicados en esta
presentacién anterior y los cuales por supuesto se mantienen, se
expresé alli la esperanza de publicar en el futuro por lo menos
dos numeros por aflo. En este sentido nos complace que el
presente nimero pueda ser publicado seis meses después del
anterior.
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Amalisis del meétodo
numerico de Runge-Kutta

Aldo Arroyo Montero®, Armando Bernui Leo™

RESUMEN

En Mecénica Clasica, el analisis del movimiento de un sistema conduce tarde
o temprano a un sistema de ecuaciones diferenciales, muchas de las cuales son
ecuaciones diferenciales ordinarias.

El presente trabajo analiza algunos métodos numéricos comunmente usados en
la solucidon numérica de tal sistema de ecuaciones diferenciales. También
mostramos como se obticnen los coeficientes para el conocido método
numérico de Runge-Kutta de cuarto orden, desarrollo que no suele aparecer en
la literatura.

ABSTRACT

In Classical Mechanics the analysis of the motion of a system leads sooner or
later to a system of differential equations, many of which are ordinary
differential equations.

The present work analyzes some numeric methods commonly used in the
numeric solution of such a system of differential equations. We also show
how the coefficients are obtained for the well-known numeric method of
Runge-Kutta of fourth order, calculations that doesn't usually appear
in the literature.

* J19970390@uni.edu.pe
** bernui@uni.edu.pe
Facultad de Ciencias / Universidad Nacional de Ingenierfa.
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Introduccion

El estudio del movimiento, es decir la evolucion temporal de un sistema
mecanico cléasico, conduce a la obtencion de ecuaciones diferenciales ordinarias; estas
ecuaciones se conocen con el nombre de ecuaciones del movimiento o ecuaciones
de evolucion del sistema. Dichas ecuaciones del movimiento, tanto para una particula
como para un sistema de particulas, pueden ser ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales cuya solucidn analitica, en general, es dificil de obtener. En este sentido
el analisis numérico de las ecuaciones, basado en método numeéricos confiables,
constituye una herramienta complementaria importante.

Métodos numeéricos

METODO DE EULER

~

Sea y = y(¢) una funcién continua de la variable real ¢ e [I‘O,oo)

Sea también la ecuacion diferencial ordinaria

dy

Z =v'= t; 1
) S&y) (1)
con la condicion inicial y(fp) = yo.

Buscaremos ahora una solucion numérica aproximada, para esto serda necesario
discretizar la variable .

En el método de Euler la solucion aproximada es generada por:
Yns1 =¥n t h f(tn;yn)v (2)

donde 1, =t, +h, y,., =y(t,4). Como y(t9) = yo es conocido, usando (1)
obtenemos los siguientes valores aproximados para yi, ¥2, ¥3, ..., ¥n, Yn+1, SEZUN las
iteraciones que se muestran:

y (to) = yo

Y1 =yo + h f(to; o), n=t+h

nEythftsy), nw=t+th

Yn#l = ¥n t hf(tn; ,Vn)a vl =8, + 1
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El método de Euler no es muy util en problemas practicos porque para obtener
una precision razonable se necesita un paso h muy pequeiio.

METODO DE TAYLOR

Usando la serie de Taylor de la funcion y(f) podemos obtener la solucion
numeérica de la ecuacion (1) con la condicion inicial y (o) = yo,

L B

Vnsl =Yn +h Yy, +7yn Y, Tt (3)

El problema esté en calcular las derivadas de orden superior y” (1), ¥’ (1), etc.
las cuales, en principio, se pueden obtener a partir de la ecuacion (1). Por ejemplo
si tenemos

y' =5y 4)
luego calculamos y"

y'=f(& y)%j;—(t;y) + %]:-(t;y)

y evaluando en ¢ = t, obtenemos

o o
yn"=f(tn;yn)—f(tn;yn)+—f(tn;yn)
oy ot

Por lo general obtener las derivadas de orden superior a partir de la ecuacion
(4) resulta ser una tarea tediosa y mds aun si se trata de un sistema de ecuaciones
diferenciales.

Por esto se requiere un método alternativo que use solo a la funcion f{£; y)
sin la necesidad de obtener sus derivadas.

METODO DE RUNGE-KUTTA

Los métodos de Runge-Kutta tratan de obtener mayor precision con un paso
h no tan pequefio. Deduciremos ahora el método de Runge-Kutta més conocido esto
es, el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Sea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

dX;

dt
con las condiciones iniciales X; (fp) = Xig» 1 =1, 2, ..., m, donde X; son funciones
de la variable real ¢ e [to,oo). '

—L=X;'= fi( X, Xy, X3, . X, ) i=12,...m (5)

La expansion en serie de Taylor de cada una de las funciones X; resulta en:
! 122 [N} /2 e h4 e
Xi(tn+',1)=Xi(’)z)+]7Xi ([n)"" X (i,,)-*——X (t )+7X (tn)

coni/=1,2,3,.., m Denotando X;(t,)= Xip ¥y Xi(tys)=X;,,,, donde

{41 =1, +h, tenemos:

h? n3 I
Xill'H _JYIN +/1X + 2 X + ?Xln o ﬁX ’Iur (6)

en la cual se ha considerado hasta el término de cuarto orden. Las derivadas X",
X", Xi"" se obtienen a partir de la ecuacién (5) aplicando la regla de la cadena,

m a ;
-20%

De ahora en adelante, en el término donde aparezcan dos indices iguales
entenderemos una suma sobre dicho indice, es decir

m af; af‘l
También calculamos
Y o S
=k oX, oX; RAEL OX 18X, ®)
e 0 I o o 0% o
] "fp f fp f fp +
oXp 0X; 0X; oX; 0X, 6XA 0X; 0X, 0X;
N i 5
kJp Jj 8)(})6XA6X} ( )
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Reemp]azahdo (5), (7), (8), (9) en (6) resulta:

2 2
X0 = Xm+lzf+l f]aff [f,\ Y % +f fi i ]+

. 0% OX 10X,
N e AT o, 0 of; 8,
fp fk J .fl +fA fp f fA fp J fl
e/
+ 1
JiSp I BX,0X . 0X; J (10)

El método consiste en expresar (10) como:

/Yi,,.,.] =)(in +toohfitarhfi (Xo+y hF (X)) +
+ o hfi (Xn + V2 hF (Xo + 73 AF (Xn))) + (11)
+ 03 hfi (Xn+va hF (X +ys h F (Xy + 76 h F (X))

donde
Xn = (Xl(tn), X2(tn), X3 (tn); « e e Xm (tn)) = (Xln, X2n, X3n, an)
F Xn) = (h (X0), 2 (X)s s fon (X))

En los calculos siguientes usaremos la expresion:

af} h_]h/\ azf;
i X+ H)=fi(X)+h ox; (X) + 7 ax; X, (X) +

ke (3,
6 | axox,ox, | X (12)

donde X = (X1, X3, ..., Xin), H = (M, hy, ..., hy). La expresion (12) es la serie de
Taylor de una funcion real de varias variables, en donde se ha considerado hasta
el término de tercer orden.

Asi la expansion de f; (X, + 1 AF (X)) considerando solo los términos que
contengan hasta 43 resulta:

_ /AL |
fi G+ 3 WF Q6)) = fi (6 + hn ff e 75— fidk oo
3
}’1 i a.._fi
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Ahora la expansion de f; (X, + y2 AF (X, + y3 hF (X,))) considerando solo
los términos que contengan hasta 43 como factor:

9 95 9
Ji (Xn + y2 hF (X, + y3 hF (X)) = =fi (Xn) + h 'Y2fj aX * 1273 h? Ji aX ox; +
2 8*f; o 2]3_ 81 2,3 o f;
*Y2rs S el 5,8, O i T/ XX, Y3y I Sk 5%, 20K, +
3 3
3 h_ _Ofi
fk fp f_} aXanAGX} (14)

Luego la expansion de f; (X, + v4 hF (X, + 4 hF (X + v6 AF (X))
considerando solo términos que contenga hasta 43 como factor:

Ji G+ 4 BF (X + 45 hF (X, +y6 hF () = fi (K) + hya ff 5 +

. 2 di o 9, 3 U Y O
Vs ¥ ISk oy, g T s Ve Ml B By, ax,
2 2
> L i, , K G/
Y1 3 b o, ax, T I aax
o ; 82f h3 21
2 1,3 J i i __ZJi
Y I S d oy anpax, T4 6 Jilb aX; aX, 0 , (1)

De las ecuaciones (13), (14) y (15) en (11), y agrupando términos obtenemos:

l.
Xipey = Xy + 1 (00 + oy + o + a3) fi + (ouy) + oay2 + asys) A2 f ax; "

o of; {amz +“2722 + o4’ ]/13 itk ]
S

+ (o2y2y3 + oavays) 2 Sk X, oX 2 2 2

o U 9 . a3 | AaYaYs o 0/
4 ) B f, i W fi f;
(osyavsve) 7" Jp ax, ax, aX 2 2 “IPax: oXpox,




REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

2 3 3
afj 0° fi +(a1y1 +0‘2}’2 +a3743}

oyt o) B Sk ax axex; |6 6 6
o’ f;
i fido §i 3 e (16)

comparando (16) con (10) tenemos:

agt+t oy +ay+oz=1

aryr + doy2 + azys = 1/2

c2yays + osyays = 1/6

o171 + ooy? + asys = 1/3

a3y4Ysys = 1/24 (17)
OL2“{2‘Y32 1 (13’}'4}/52 =1/12

0ay3y2® + oaysysa’ = 3/24

ouyd + oy’ + oy = 1/4

haciendo y; = y3 =y6=x#0 y v2 =75 =y # 0 tenemos:

oot oy +ap+oz=1 (18)
ox +ayy+ ozys = 1/2 (19)
o yx + azys y = 1/6 (20)
oy x% + a2y2+ (13’}'42 =1/3 21
a3Yq VX = 1/24 (22)
o h) yx2 + 0374 y2 = 1/12 (23)
axy? + o3y yat = 3/24 (24)
o X3+ ap ¥+ syl = 1/4 (25)

Se tiene un sistema de ocho ecuaciones con siete incégnitas, veamos si
encontramos una soluciéon compatible.

De (20) y (22) despejamos o y 03 y obtenemos:

oz = (4x=1) / (24 ¥ y) (26)
oaz=1/Q24 xy va) 27)
De (26) y (27) en (24) obtenemos y4 = 3x - 4xy + y (28)
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De (26) y (27) en (23) obtenemos y = 3x - 4x2 (29)

De (29) en (28) obtenemos ys = 16 x> — 16 x2 + 6x (30)
De (29) en (26) obtenemos o, = (4x—1) / (24 x? (3x — 4x2)) (3D

De (29) y (30) en (27) obtenemos:
a3 = 1/ (24x (3x - 4x?) (16x3 — 16x2 + 6x)) (32)

De (30), (31) y (32) en (19) despejamos o.;:
o = 1/(2x) — (4x —1) / (24 x3) — 1 / (24 x? (3x — 4x?)) (33)

De (29), (30), (31), (32) y (33) en (21) obtenemos la siguiente ecuacion para
la incognita x:
48x* —36x3 + 12x2 —3x =0
x (x—1/2) (48x* = 12x + 6) = 0

descartamos x = 0 pues por hipétesis x # 0 asi x = 1/2 es la unica raiz real ya
que la ecuacion cuadratica 48 x> — 12x + 6 = 0 tiene dos raices complejas.

Asi con x = 1/2 obtenemos:

oo = 1/6 Y2 = 1/2
o) = 2/6 v3 = 1/2
oy = 2/6 va =1 (34)
a3 = 1/6 Ys = 1/2
= 1/2 Yo = 1/2

Obsérvese que la ecuacion (25) no ha sido empleada para obtener este conjunto
de valores para los coeficientes; pero dicha ecuacion es compatible con estos valores
encontrados (es decir se verifica que: a; x> + az 3 + asys® = 1/4). Reemplazando
(34) en (11) tenemos:

h /
)(inﬂ = ‘X;n + —5 f; (Xn) + f (X + 5 (Xn)) +
2h hF
+? ﬁ (Xn + _-2_ Xy + — (/Yn))) +
h hF hF
e it F(X +—- > X+ — (X)) (35)




REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Esta ultima expresion viene a ser el algoritmo mas usado para resolver
numeéricamente un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Aplicaciones

Vamos a resolver numéricamente la siguiente ecuacién diferencial ordinaria
(EDO) de segundo orden:

X"+ Sin X =0, (36)
con las condiciones iniciales:
X0 =1,
X' (0) =0,

Hacemos X = X), X’ = X, y obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden:
Xl'=X, (37)
X2' = =Sin X, ,
con las condiciones iniciales:
X1 (0) =1,
X2 (0) = 0,
asi el sistema de EDOS (37) resulta equivalente a la EDO (36). Veamos los resultados

en forma grafica, usando el método de Euler, de Taylor (de segundo orden) y de
Runge-Kutta (de cuarto orden).

>

rryrryrrrrrryryrrrta

-
3
L
-
k-
N
3
F
-

e t

NN
T I 1T 7T 7TV Irrrrrrrry

Figura 1. Solucién numérica obtenida usando el método de Euler, con un paso h = 0,5.
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>

T T 7y rrrrrJ7rrrJr1rrr1r 11
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VAVAVAVEVE

L
-2 [
3L
Figura 2. Solucion numeérica obtenida usando el método de Taylor de segundo orden,
con un paso h = 0,5.
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3
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T T 1 11

T

AN ANANANAY
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’
—_
| S AR S SRR S St S e |

)
w
T T 7

Figura 3. Solucion numérica obtenida usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
con un pase h = 0,5,
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Figura 4. Solucion numérica usando el método de Euler,
con un paso h = 0,05.
X
3
2

LR i e o I L e |

1
’\1 X% A_J__l 1/\ L 2 1/[\. = /\I 1 L /x\lt
\/S W 1\/ ’ \js W )

LS i N B D B R N B N TR SAP S e R B

Figura 5. Solucion numeérica usando el método de Taylor de segundo orden,
con un paso h = 0,05.
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>

no
TT v 1T 7 T T v vy’

T T T 7T
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n
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Figura 6. Solucion numeérica usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
con un paso h = 0,05.

Apéndice

a) Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
=ﬁ (Xl: X2: X3> seny /Ym: t): I = 1: 2:
donde aparece explicitamente el pardmetro t. Hagamos el siguiente artificio:

Xm+l =1
)(er =]

con la condicidn inicial X+ (fo) = fo, con esto tendremos el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales

X;' =fl‘ (Xls X23 X37 ogey Xm: an‘f'l)a I. = la 27
Xm+1' = ]

que no depende explicitamente de t.

b) Cualquier ecuacion diferencial de orden n se puede transformar a un sistema
de n ecuaciones diferenciales de primer orden.

12
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De hecho, dado la ecuacion diferencial de orden n:
d"r - - N
_Hzi.(n) =1 1 1", p2) I)) (38)
dt

con las condiciones iniciales

H(to) = ro, 7 (to) = 1o, " (t0) = 10", ..., "D (t0) = 1oV

Hacemos

1

r=

4 X]
=X
X3

}.(N—Z) = X_]
;‘(n_]) &= Xn

De este modo obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales:
dXj)
dt

dX
dt

=X k=234,..,n

L= (X, X9 X s X))

n-1

con las condiciones iniciales X (fp) = rg, X5 (to) = 10, ..., Xu(to) = oD, Asi
este sistema resulta equivalente a la ecuacion (38).
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Geometria y Topologia

Armando Bernui Leo*

RESUMEN

Estudiaremos aqui las propiedades geométricas y topoldgicas de m-superficies',
esto es espacios continuos -de dimension m = 2,3- donde alrededor de cada
punto existe una vecindad que se parece a un subconjunto de Z ™. Al final

aplicamos lo aprendido a la cosmologia matematica.

ABSTRACT

We study here the geometric and topological properties of m-surfaces!, that is
continuous spaces -of dimension m = 2,3- where around each point a
neighborhood that resembles a subset of 2 ™ exists. Finally we apply some of
these properties to mathematical cosmology.

Geometria

La geometria de una superficie designa todas aquellas propiedades que
cambian cuando la superficie sufre deformaciones. Por ejemplo la distancia entre
dos puntos de una superficie cambia cuando estiramos la superficie; pensemos por
ejemplo en la distancia entre dos puntos marcados sobre una pelota de plastico la
cual deformamos con la ayuda del calor. De esta forma, observamos que la distancia
entre dos puntos depende de la geometria.

* Facultad de Ciencias / Universidad Nacional de Ingenierfa.
! basicamente se trata de variedades diferenciables de dimensién m [ver refs. 1, 2].
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No solo la distancia sino también otras propiedades de una superficie pueden
cambiar cuando la deformamos. En efecto, con el mismo ejemplo de la pelota de
plastico podemos comprobar que las areas, los angulos y la curvatura de una
superficie son propiedades que se modifican cuando deformamos la superficie. De
esta forma concluimos que la superficie de un huevo y la de una pelotita de ping-
pong tienen diferentes geometrias, pero una hoja de papel y otra hoja de papel
doblada y engomada formando la superficie de un cilindro tienen la misma geometria.

Intuitivamente entendemos que una de 2-superficie carece de curvatura
cuando se trata del plano euclideano R ? o parte de él. En cambio, la superficie de
una pelota o la de una silla de montar caballo son superficies no-planas, luego tienen
curvatura no-nula, porque como se observa en la figura 1 no pueden ‘aplanarse’ para
formar parte de R? (en el primer caso faltan puntos, en el segundo caso sobran

puntos).

T

——_—‘\

AVAYN
o

Figura 1: Las geometrias de un espacio 2-dimensional. Si el espacio es plano, entonces los rayos de
luz que parten paralelos permanecerdn siempre perfectamente paralelos; la suma de los angulos de un
triangulo gigante seria exactamente de 180°. Si el espacio es curvado positivamente, entonces los
rayos de luz que parten paralelos finalmente se cruzaran; la suma de los dngulos de un triangulo
gigante en este caso sera mayor que 180°. Si el espacio es curvado negativamente, entonces los
rayos de luz que parten paralelos deberdn finalmente divergir; en este caso, la suma de los angulos de
un triangulo gigante sera menor que 180°.

15
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Estrictamente hablando, la medicion de la curvatura de una superficie depende
de cuanto se desvian dos lineas geodésicas que tienen sus vectores tangentes
inicialmente paralelos (fig. 1). En otras palabras la no-desviacion, que sabemos ocurre
en superficies planas, implica curvatura cero. En general, es posible construir una
funcion -conocida como tensor de curvatura- que para cada superficie cuantifique
la desviacion de dicho paralelismo inicial (para mayor informacién consultese e.g.
[2]), es decir que mida su curvatura. Aqui nos concentraremos en estudiar
m-superficies con curvatura constante. En tal caso el tensor de curvatura cede su
lugar para una funciéon mas simple de evaluar: el escalar de curvatura R. A su vez
este escalar esta relacionado con un parametro normalizado, denominado constante
de curvatura k = 0, £1, de la siguiente forma:

m(m -k
L B 1
. R? (1)
donde R es el denominado radio de curvatura. De esta forma clasificamos las
m-superficies segun su curvatura en superficies con curvatura nula (k = 0), positiva
(k = +1) y negativa (k = —1). Estudiemos ahora las propiedades métricas de las
m-superficies segun su curvatura.

La geometria de las m-superficies

Como la curvatura de una superficie determina la distancia entre puntos cercanos
-distancia que denominamos métrica- entonces la curvatura determina la geometria
local de la m-superficie. Asi la métrica de una 3-superficie de curvatura constante,
con cada una de las 3 geometrias posibles, es:

ds* = R? [dy? + 5()? (d6* + sen?® d¢?)], (2)
donde 6 € [0, n], ¢ € [0, 27], R es el radio de curvatura de la 3-superficie, y
X 2 xe[O,oo) si k=0,
Jr(x)=<seny , xe[O,n] si k=+], 3)

senhy xe[O,oo) si k=-1

Para 2-superficies (m = 2), basta hacer 6 = 7t /2 en la métrica (2) para obtener
las correspondientes métricas.

Segun el valor de k = 0, +1, —1 las geometrias se denominan plana o
euclideana, esférica e hiperbdlica respectivamente.

16
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Topologia

Topologia son aquellas propiedades de una superficie que permanecen
invariantes bajo deformaciones continuas. No son validas operaciones tales como
sacar pedazos (i.e. abrir huecos), ni estirar hasta que se forme una esquina en la
superficie. Entre estas propiedades estan [3, 4]:

o La orientabilidad, esto es si al recorrer cualquier curva cerrada se retorna
a las mismas condiciones iniciales entonces la superficie es orientable.

o La conexidad, esta propiedad divide a las m-superficies en:

- simplemente conexas, son aquellas m-superficies para las cuales toda
curva cerrada es contraible a un punto; ejms.: R ", " H™, m = 2,3.

- multiplemente conexas, son aquellas m-superficies en las que toda curva
cerrada no se puede contraer a un punto; ejms.:
con k = 0: tenemos el toro T 2, el tri-toro 7 3 (ver la tabla 1), ...
con k = +1: el dodecaedro de Poincaré, ‘el plano proyectivo’ P* = §?/
Z2, ‘el espacio proyectivo’? P?> = §3/ Z,, ..
con k =—1: la variedad de Weeks, el dodecaedro de Seifert-Weber, etc.

o La compacidad, decimos que una m-superficie es compacta cuando tiene
volumen finito (4rea finita en el caso de 2-superficies).

o Localidad y globalidad: las propiedades locales son aquellas observadas
en entornos o regiones locales; las propiedades globales son aquellas que
consideran al espacio como un todo. La fopologia estudia las propiedades
globales del espacio. Consideremos por ejemplo la superficie de una esfera
S? y un plano R ?: localmente son iguales pues es posible encontrar
entornos arbitrariamente pequefios en ambos espacios que tengan las
mismas propiedades; sin embargo globalmente difieren geométrica y
topoldgicamente pues, mientras 52 tiene geometria esférica y volumen
finito, R ? tiene geometria plana y volumen infinito.

o La homogeneidad y la isotropia, local y global, la propiedad de
homogeneidad local (global) de un espacio se refiere a su invariancia bajo
translaciones locales (globales), y la isotropia local (global) se refiere a
la invariancia bajo rotaciones infinitesimales (arbitrarias). Estas
propiedades resultan particularmente importantes cuando consideramos la

2 si representamos la tri-esfera S* por x;2 + x22 + x32 + x42 = 1, entonces P 3 se obtiene a partir de la
tri-esfera identificando los puntos: (x1, X2, X3, X4) <> (—X1, =X2, =X3, —X4).
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evolucion de sistemas fisicos (como la propagacion de ondas elec-
tromagnéticas) en espacios con estas propiedades; por ejm. R "™, ™ H™,
1 = 2, 3 son superficies globalmente homogéneas y globalmente
isotropicas, en cambio el tri-toro 7 3 es globalmente homogéneo pero solo

localmente isotropico (ver fig. 2).
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ol 1o 1o o
Ol [0 o] o
Ol 1O 1O O
O 10{ O] |O
Ol 10| 10 |O
Q] 10| |O
Ol 19 |10 |O
O] O] O
(a) . ()
= xiﬁ?’*ﬁ:&

D w/,-"" \
- W, fj o’ .(‘_’y’ L ‘ ,
LN ¥4 b (4—-5 . -" ';:.
4 ‘F; ) 0 ! ""ﬁs,gf' h-" § '!\.' : Jl—
O
J N\t 'Fs)\\ vl '{ :"l:,’-' 2 f‘_‘

u,."ﬁ xn t‘f)
T A it

{c) {u)

Figura 2: Which of these four illustrations is homogeneous and isotropic? homogeneous and
anisotropic? inhomogeneous and isotropic? inhomogeneous and anisotropic?

DEFINICION

Decimos que una m-superficie simplemente (multiplemente) conexa tiene
topologia trivial (topologia no-trivial).
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LA TOPOLOGIA DE LAS M-SUPERFICIES

En realidad no es necesario ‘engomar’ los extremos de la hoja de papel para
construir la superficie de un cilindro. En efecto los matematicos han inventado la
identificacion de lados, esto es identificando punto-a-punto dos lados de la hoja de
papel obtenemos igualmente la superficie de un cilindro (fig. 3).

Figura 3: Las geodésicas del cilindro.

Asi, las 2-superficies que se pueden formar haciendo estas identificaciones
en los lados de un rectangulo plano -y por esto denominadas superficies planas-
son (ver la fig. 4):

o El cilindro, identificando dos lados de un rectangulo.

o El toro-plano T?, identificando dos-a-dos los lados de un rectangulo.

o La cinta de Mébius, identificando dos lados de un rectdngulo (fig. 4).

o La botella de Klein, identificando dos-a-dos los lados de un rectdngulo
(ver fig. 4).

Podemos observar que en efecto la distancia entre dos puntos no cambia si
doblamos la hoja de papel para formar la superficie de un cilindro. En general, las
cuatro superficies bi-dimensionales obtenidas mediante las identificaciones
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, FP and
Name iden tifi- Shape Closed Orientable
cations
cylinder | § b NO YES
M6bius
strip NO NO
¢ d
torus a a —\w YES YES
b b ) )
¢ d I
¢ d
Klein d ~| 2
b b YES NO
bott] AW
ottle }C

Figura 4: The four types of multi-connected euclidean surfaces.

mencionadas son superficies con geometria plana (k = 0), es decir la métrica en
ellas es la euclideana.

En el caso de 3-superficies euclideanas, las posibilidades de formar espacios
orientables con topologia no-trivial son solo 6. Se trata en realidad no de 6 variedades
sino de 6 familias de 3-superficies euclideanas multiplemente conexas, compactas
y orientables (ver tabla 1).

Tipo topologico | Celda basica Identificaciones de caras
T cubo 3 pares no rotados
T cubo 2 pares no rotados, 1 par rotado 90°
T cubo 2 pares no rotados, 1 par rotado 180°
T cubo caras rotadas segun la fig. 1, ref. [5]
H, prisma hexagonal | caras superior e inferior rotadas 60°
H, prisma hexagonal | caras superior e inferior rotadas 120°

Tabla 1: Las unicas seis topologias compactas orientables para tri-espacios con geometria plana,
obtenidas identificando las caras de una celda basica [6]
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Es conveniente observar que la palabra toro designa también aquella 2-
superficie que recuerda una cdmara (de llanta) inflada de aire o también la superficie
(idealmente lisa) de aquel bizcocho conocido como ‘doughnut’. Sin embargo, este
toro no es exactamente igual al toro-plano definido antes ya que tiene que sufrir
estiramientos para aplanarse (ver fig. 5) y convertirse en el toro-plano obtenido al
identificar dos-a-dos los lados de un rectangulo.

o MR T Y

T Py,

RPNt Bcdietif A4 00 v

“ a(..

ey NN
Z}W -»x.,..,,\ % i::%‘
<3

t o EEg R

>

Figura 5: Doughnut with one hole can be slit open and stretched into a square. If the opposite
edges of the square are abstractly glued, the resulting surface is topologically equivalent to the
doughnut. Since the square is flat like the plane, its geometry is euclidean; hence from a
topological point of view the one-hole doughnut is said to admit a euclidean geometry.

Otra forma equivalente de representar T2 es como una particion del espacio
euclideano 22 en un numero infinito de rectdangulos iguales (ver figura 6).
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Figura 6: Representaciones del toro-plano T?: Un rectingulo con los lados opuestos identificados
(figura superior) y la particion del espacio I en infinitas copias idénticas
son representaciones equivalentes de T°.
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Cosmologia Matematica

Cosmologia es el estudio de nuestro universo como un todo. Comprende su
contenido (radiacion y materia -luminosa y no luminosa-), su forma (plana, esférica,
etc.), su tamario (finito o infinito) y su posible evolucion (;tuvo un inicio o siempre
fue asi?).

Si usamos el principio de Weyl podemos definir un tiempo césmico
t € R* y de este modo considerar que el espacio-tiempo 44 tiene la forma: 44
= R x 25, donde 24 es el 3-espacio que solemos llamar universo. Si ademas
asumimos que los 3-espacios 44 son locamente homogéneos y localmente isotropicos
entonces se puede mostrar [1] que se trata de 3-superficies con la métrica dada en
(2), que como vimos admite 3 diferentes geometrias. Pero, ;cémo podemos averiguar
cudl es la geometria del universo?

Supongamos que estamos en el espacio euclideano R 3, en donde existe una
densidad uniforme de galaxias (u otros objetos cosmicos perfectamente reconocibles).
Si observamos N galaxias dentro de una esfera de radio R, entonces en una esfera
de radio 2R esperamos encontrar 8N galaxias porque al duplicar el radio el volumen
de la esfera se octuplica ( V=5-371 R%). Sin embargo, si al realizar observaciones
encontramos menos de 8N galaxias esto seria un indicio de que el espacio tiene

geometria esférica. En efecto, el volumen en el espacio S 3 viene dado por

V. = 47R3 g" senzx &y 4)

Asi, mientras que para yo = ® / 6, V& = 0,181172n R3, para yo = n / 3 tenemos
V. = 1,22837n R®. Observamos pues que el cociente de estos volumenes da
6,78 < 8, es decir el volumen de §? crece menos rapidamente que R 3. En cambio,
en %7 el volumen crece mas répidamente que R °.

Hay otra forma de aprovechar la informacién contenida en los catalogos
astronémicos para revelar la geometria del universo. El método que vamos a describir
vale tanto para m = 2 como para m = 3, sin embargo las simulaciones que aparecen
en la figura 6 se refieren a 2-superficies.

Se tiene un conjunto de N galaxias uniformemente distribuidas en cada una
de las 2-superficies: R 2 $2 % . Luego mapeamos estas galaxias en el plano tangente
-en el punto de observacion- a la correspondiente 2-superficie. Las coordenadas de
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cada galaxia en dicho plano tangente, siendo nosotros el origen o punto de
observacion, son (x, y) = D (coso, send), donde D es la distancia medida® del origen
a la galaxia y ¢ es el angulo usual de las coordenadas esféricas. En nuestros
resultados, mostrados en la figura 7, se observa que hay diferencias importantes en
las tres geometrias. Mientras que para el caso k = +1 la region cercana al origen
del plano tangente es mds densa que la region lejana, en el caso k = —1 ocurre lo
contrario. Como es logico, para & = 0 la uniformidad se mantiene.

En realidad el problema con este método es que no resulta facil ‘contar’
galaxias porque ellas estdn muy lejos y su luz nos llega muy débil o porque estan
detras de otras (e.g. detras del plano de nuestra galaxia!) y quedan opacadas por
estas. Los catalogos actuales son poco profundos (z < 1) y no es posible obtener
por este camino informacién relevante sobre la geometria de nuestro universo. Otros
métodos, como la Cristalografia Césmica, o una combinacion de algunos de ellos,
seran necesarios para conocer la forma del universo [8].
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Figura 7.a. Distribucién uniforme en R’

3 medicién hecha por el observador que vive dentro de la 2-superficie, sin conocer la geometria de ésta.
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Figura 7.c. Dist. uniforme en H~, dibujada en R “.
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Figura 8. Ejercicio: ;Qué superficies tienen la misma topologia?

Comentarios finales

En la literatura sobre Cosmologia estandar, o cuando se discute la métrica
de Robertson-Walker (donde el 3-espacio tiene por métrica la expresion (2)), se
discute solo las diferentes posibilidades geométricas para los 3-espacios 44, es decir
para k = 0, £1 se considera solamente los espacios simplemente conexos: R 3, §3,

3

En efecto, las propiedades topologicas (o propiedades globales) del espacio-
tiempo no son generalmente consideradas en el estudio de la evolucién de los
fenomenos fisicos de naturaleza cosmoldgica porque las leyes fisicas vienen
expresadas en términos de ecuaciones diferenciales, que por definicién son locales.
Las ecuaciones de evolucion asi obtenidas son resueltas conociendo la geometria
local del tri-espacio y asumiendo (consciente o inconscientemente) una topologia
demasiado simple (la denominada topologia trivial, es decir, la topologia
correspondiente a un espacio simplemente conexo. Decimos esto por que la geometria
del 3-espacio restringe pero no determina la topologia de €l. Esto es lo que ha venido
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ocurriendo al aplicar las teorias geométricas de la gravitacion -como por ejemplo
la teoria de la relatividad general- a los modelos cosmoldgicos. Para aclarar este
punto, a titulo de ejemplo retornemos a los 3-espacios 44 y las tres posibles
geometrias con las que se los puede dotar (globalmente): plana, esférica e hiperbolica.
La topologia trivial correspondiente a cada una de estas geometrias es la topologia
del tri-espacio euclideano R 7, de la tri-esfera $3 y del tri-espacio hiperbdlico H°
respectivamente. Sin embargo, localmente los espacios 44, topolégicamente
diferentes, que pueden dotarse de geometria plana son 18 (6 de ellos compactos y
orientables, ver la tabla 1), mientras que aquellos compatibles con las geometrias
esférica e hiperbdlica son infinitos.

De todo esto concluimos que no existen argumentos tedricos para considerar
solo las topologias triviales en el estudio de los fendmenos a escala cosmologica
(véase [4] para una bibliografia actualizada sobre este tema).
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Las ecuaciones
electromagmnéticas de umn
superconductor

Rafael Pérez, H. Valqui*

RESUMEN

En este trabajo analizamos las propiedades electromagnéticas de un material

superconductor: Conductividad infnita y efecto Meissner. Mostramos que la

propiedad de conductividad infinita no da cuenta del efecto Meissner, por

ultimo agregamos a las ecuaciones de Maxwell dos nuevas ecuaciones que
caracterizan a las propiedades antes mencionadas.

ABSTRACT

In this work we analyze the electromagnetic properties of a material
superconductor: Infinite conductivity and effect Meissner. We show that the
property of infinite conductivity doesn't give bill of the effect Meissner, lastly
we add to the equations of Maxwell two new equations that characterize
before to the properties mentioned.

* Facultad de Ciencias / Universidad Nacional de Ingenieria.
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Introduccion

A continuacidon citaremos las dos propiedades electromagneéticas

fundamentales en un material superconductor.

A. LA ALTA CONDUCTIVIDAD ELECTRICA

Kamerlingh Onnes [1], en 1911, experimentando con Hg, descubrio que al
descender la temperatura hasta unos cuantos Kelvin, la resistencia eléctrica del Hg
(sélido) disminuia excepcionalmente de acuerdo al siguiente grafico
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Figura 1

B. EL EFECTO MEISSNER

No solo existen cambios significativos en las propiedades eléctricas, sino
también en las propiedades magnéticas de un material conductor. Cuando un material
masivo (no pelicula delgada) se coloca en un campo magnético y se enfria por debajo
de la temperatura critica, el flujo magnético originalmente presente en el interior
del material, es expulsado y concentrado en una capa superficial del mismo, a esta

propiedad se le da el nombre de efecto Meissner [2].
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Predicciones del modele de Drude [3]

A continuacioén veamos si las pfopiedades (A) y (B) se encuentran
relacionadas. La propiedad (A) la podemos representar teniendo en cuenta las
propiedades eléctricas de un material conductor perfecto, las cuales se pueden obtener
segun el modelo de Drude que establece que la ecuacion clasica del movimiento
de los electrones en un material conductor sometido a un campo eléctrico £ es:

- = dv
qE+f=m(17t~ (1)

- "1 = ’ . . . P - . =
donde f :—T"V esta asociado a la resistencia eléctrica del medio, V es la

velocidad de arrastre o desplazamiento de los electrones y 1/1 es una constante que
caracteriza a las colisiones de los electrones con las vibraciones de la red,
imperfecciones e impurezas (t es el llamado tiempo de relajacién, y es muy grande
(t =0 ) cerca de T = 0° K).
— dv
gt =m, — 2
T dr (2)

Ahora asumiremos que el campo eléctrico E varia muy poco especialmente,

lo cual nos permite escribir —d; ~ 0, V= aT , entonces (2) toma la forma

gE = g0, v (3)
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Como sabemos, la expresion correspondiente a la densidad de corriente esta
dado por:

J =ngV (4)

# de portadores )

donde # es la concentracién de portadores de carga ("m-dad J2 volumen

Derivemos (4) parcialmente respecto al tiempo, y combinemos con (3), lo cual
nos da

m

4 6,J=E (5)
nq

o

Sea la constante T"= 2 . con lo cual (5) toma la forma
ng

2 2

ro,J=E. (6)

La expresion (6) seria una expresion candidata a representar la propiedad de
alta conductividad eléctrica en los superconductores metalicos.

Veamos si (6) da cuenta del efecto Meissner; para esto consideremos las
ecuaciones de Maxwell [3]:

V-D=p (7)
VxH=J+0,D (8)
VxE+3,B=0 9

V-B=0 (10)

Donde D=gyE+P=¢cE y ﬁ=ﬁ— B-M=
0

B.

e |-

Consideremos un material metalico homogéneo e isotropico, entonces € y L
son cantidades escalares constantes espacial y temporalmente. De (6) y (9) obtenemos

Vx(8,J)=VxE=-8,B=—ud, H, (i1)
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de (8) y (9) encontramos que
ij:Vx(Vxﬁ)—Vx@,E = Vx(VxH)-0,VxD=Vx(VxH)+eud, H,

entonces

VxJ=Vx(VxH)+eud, H . (12)
recordemos la siguiente identidad vectorial
Vx(VxF)=V(V.F)-V*F (13)
tomemos F =H en (13) y de acuerdo a (10) obtenemos
Vx(VxH)=-V*H (14)
(14) en (12) nos da
VxJ=-V*H+epd, H (15)
si derivamos parcialmente (15) respecto al tiempo y usamos (11) encontramos
L o,H=V"0,H -end H (16)

sea G=0,H, con lo cual (16) toma la forma

— ‘2“— —_— S
£G=V°G-eno,G (17)

De (17) no podemos observar directamente el comportamiento de G, debemos
proceder a resolver dicha ecuacion.

Busquemos una posible solucion de (17) en la forma de una onda, avanzando

segun g, es decir

G=Go pligr=int) (18)
entonces
V2G=-4C (19)
5,G=—w’C (20)
(19) y (20) en (17) nos da
~¢*G+epw G =P]:5 2D

q2 = g“mz _K (22)
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si g € R entonces

I
2] 2 M2
EW >—, g=3H¢ i 23
4 [uw rj (23)
si ig € R entonces
1
2 1 M 2 12
g <—, g=*i|=-¢ ' 24
9 '(r uw} (24)

Reemplazando (23) en (18) obtenemos la ecuacion de una onda viajera, lo

cual corresponde a £w> > % . Si consideramos (24) en (18) obtenemos la ecuacion

de una onda que se atenuia (después de descartar la solucion creciente) espacialmente,

1
lo cual corresponde a £w’ < %, es decir para una frecuencia @ < (\%r) la onda se

atenia espacialmente en el interior del material. Lo mencionado anteriormente se
hpe
. .. . by - : 212
puede apreciar ficilmente si tomamos #=zk y g=gk, donde g= iz(—‘li — EUT ) ,
lo cual debemos reemplazar en (18) para obtener lo siguiente:

1
- — R 2
G =Go &9 "zimn), g\@ = (%*SMGZJ ) (25)

debemos tomar el signo (—) para que G no aumente indefinidamente cuando z sea
grande. Entonces:

G = Go o0 zion) (26)

Tengamos en cuenta que la expresion (26) corresponde al comportamiento
de G=08,H ynode H, que es lo que nos interesa.

Las ecuaciones de Maxwell -~ London

De acuerdo al modelo de Drude hemos obtenido que la propiedad de
conduccidn eléctrica no explica el efecto Meissner; sin embargo el procedimiento
efectuado sugiere cual deberia ser la expresion que dé cuenta de dicho efecto. De
(11) tenemos:
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0,(Vx(TJ)+uH)=0 27)
= VxTJ)+uH =s(r) (28)

La constante temporal de integracién s(r ) debe ser eliminada por las
condiciones de frontera (efecto Meissner). Veamos que la condicién de s(r7) =0
es la adecuada.

Vx(TJ)+pH =0 (29)

Partiendo de (29) y siguiendo un procedimiento similar al efectuado para
encontrar la ecuacion (17), obtenemos

%[_J =V*H -eud, H (30)

Como ya sabemos esta expresion tiene como posiole solucion

7 = ]70 e(—q“”z—imt) (31)

Ly :
(@) _| M 2
o< — |, =| —=—EUD

Lo cual significa que H se atenta espacialmente. Para poder cuantificar hasta
que distancia el valor de H es significativo vamos a definir la longitud de penetracion
(y). Se define y como la distancia para el cual el valor de A se ha reducido hasta
1/e de su valor en la superficie del conductor,

-1
1 1l 53¢
1= q(a) =(F—8um ) (32)

L .
De (31) tenemos m<(gl1: )2 , para cuantificar el valor de y consideremos

L
W << (E]F )2 , entonces > — 0, Y

ho = [%J 2 (33)
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Reemplacemos r=%’3 en (33), obtenemos
m, }
Ao =[ ; ] (34)
ng*p

Consideremos valores tipicos, en un metal, para las cantidades involucradas
en (34), tenemos

— 28 electrones
n= 8 X 10 ——m3——

my = me = 9,1091 x 107! kg
g =e=-1,6021 x 1079 C

[ = 0,44 x 102! kg.m.C2

si
n=po=4n x 107 kgm.C?
=>k0—188x10_8771—188A

Noétese que Ao corresponde aproximadamente a 60 distancias interatomicas,
por lo tanto H se concentra en una capa superficial del conductor.

Por otra parte si adicionamos a la expresion (6) el término —V/ vemos que
no afecta en nada la deduccién de (29), ya que en la deduccion de dicha expresion
aparece el término V x (V/f) = 0. La expresion representativa de la alta conductividad
de un superconductor seria entonces

— v
F[@,J ——I;f—j (35)

festa relacionado con la densidad de carga p de acuerdo a las ecuaciones de Maxwell,
dicha relacion es

f=—*Tp (36)

Reemplazando (36) en (35) obtenemos:
I(8,J+c*Vp)=E (37)
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Las ecuaciones de Maxwéll, complementadas con las ecuaciones (37) y (29),
son las llamadas ecuaciones de Maxwell - London [4]

V-D=p (38)
VxH=J+8,D : (39)
VxE+9,B=0 (40)

VxB=0 (41)

Vx(TJs)+pH =0 (42)
I'@,Js+c* Vp)=E (43)

Como podemos apreciar en las ecuaciones (42) y (43) hemos colocado un
sub-indice en J para especificar que estas expresiones solo corresponden al estado
superconductor. En cambio (39) vale en todos los casos; por ejemplo, en el estado

superconductor J = J,.

Conclusiones

1. Las propiedades magnéticas de un material en el estado superconductor
no pueden basarse en la hipdtesis de que el estado superconductor esta
caracterizado por las propiedades de un conductor ideal, como se ve de
(26).

2. Las ecuaciones de Maxwell no predicen las propiedades electromagnéticas
de los superconductores. Por ello las hemos complementado con (29) y
(37), teniendo cuidado de que no exista contradiccion con las ecuacion:s
de Maxwell. Son las ecuaciones de Maxwell-London las que ademas de
explicar las propiedades de un material en el estado superconductor dan
cuenta de todas las otras propiedades electromagnéticas conocidas de
cualquier material.

3. No solo el campo eléctrico, la densidad de carga y la densidad de corriente
en un material conductor masivo en el estado superconductor manifiestan
un comportamiento superficial sino también el campo magnético.
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Degradacién de compuestos
organicos volatiles (COVs)
por fotocatalisis heterogénea
con T10/UV: Aplicacion a
alcoholes alifaticos

E. Gabriel Tuesta, A. Gutarra, S. Ponce*

RESUMEN

Se ha desarrollado un sistema fotocatalitico para estudiar la degradacion de
compuestos organicos volatiles (COVs). El reactor combina la radiacién de
una lampara UV y particulas nanométricas de TiO» como catalizador. Mediante
un espectrofotometro por transformada de Fourier (FTIR), se monitoreé la
degradacion de los compuestos volatiles y el proceso de fotomineralizacion.
En este trabajo inicial, se ha seguido in situ el proceso de degradacion de los
siguientes alcoholes alifdticos: metanol, etanol, 2-propanol y 1-butanol.
Ademés de la generacion de CO,, se puede apreciar la generacion de sub-
productos como CO, H20 y grupos carbonilos.

* Laboratorio de peliculas delgadas, Facultad de Ciencias / Universidad Nacional de Ingenieria. Lima -
Peru.
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ABSTRACT

In order to study the degradation of volatile organic compounds (VOCs) a
photocatalytic system has been made. TiO, nanoparticles irradiated by UV
lamp are able to eliminate air pollutant. VOCs degradation and mineralization
were detected by a FTIR Spectrophometer.

In this preliminary research we report the degradation process of the follow
aliphatic alcohols: methanol, ethanol, 2-propanol and 1-butanol.

Byproducts like CO, H,O, ketones and CO, generated during radiation are
also detected, giving us valuable information to formulate reaction
mechanisms.

Introduccion

El efecto fotocatalitico del didxido de titanio se ha puesto en evidencia desde
1972 cuando Honda y Fujishima descubrieron que, expuesto al sol, el didxido de
titanio, podia producir la disociacion fotocatalitica del agua [1]. Este efecto se basa
en la utilizacién de la pequefia fraccién de radiacién ultravioleta contenida en el
espectro electromagnético solar (200-400 nm) para provocar una reaccion de
oxidacion.

Los compuestos organicos volatiles (COV's) son contaminantes atmosféricos
que producen efectos nocivos a la salud, ademds de aumentar la concentracién de
ozono troposférico que afecta la visibilidad en las ciudades, aumenta la corrosidn
en los materiales y produce irritaciones en las vias respiratorias. A este fendomeno
se le llama cominmente “smog fotoquimico”. Estos compuestos son utilizados
ampliamente en la industria de pinturas, cosmética, fabricacion de disolventes,
plésticos, entre otros. Por estas razones, es tan importante controlar su emision.

El método de fotocatalisis heterogénea 7iO,/UV, propuesto en éste trabajo,
puede ayudar a reducir la concentracion de los COVs en la atmosfera.

Aunque los mecanismos de degradacién de los COVs por fotocatalisis, siguen
siendo materia de investigacion, uno de los modelos mas consistentes es el que se
ilustra en la figura 1. La primera etapa es la fotogeneracion de un par electron-hueco
en el oxido, los cuales migran hacia la superficie, donde los grupos hidroxilo
adsorbidos en el 7i0, se presentan como Ti’"OH [2]. Los fotoelectrones pueden
reducir a los dtomos de 7i"" a Ti""!, quienes a su vez se oxidan, reduciendo al oxigeno
molecular del medio. Esta especie reducida origina radicales (que se muestran entre
llaves, en la figura 1), que degradan finalmente al compuesto organico contaminante.
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En el caso de los huecos, éstos llegan a la superficie y forman cationes
radicales 7i’"-OH'* que degradan directamente al compuesto organico [3-4].

CO;

f

Contaminante Intermediario

orgénicUxidado

N\Ti"VOH 02 10,", HO, Hy0,, OH *}

Intermediario

CO; <— oxidad Ti[\lo u’ 2 2
6 |

. IV ot
Contaminante Ti "OH
organico

Figura 1. Proceso general para la mineralizacion fotoxidativa de contaminantes organicos
con nanoparticulas de TiO.

Parte experimental

MONTAJE DEL SISTEMA DE MONITOREO DE VAPORES

Se disefid un sistema para monitorear vapores con flujo recirculante, teniendo
al aire como gas portador. El sistema consiste en: (1) fotoreactor anular cilindrico
de vidrio (¢ = 43 mm); (2) flujémetro de gases (ColeParmer 3216-45); (3) bomba
peristaltica que permite la circulacion forzada del aire y el vapor (ColeParmer
3554-85); (4) evaporador donde se introduce el alcohol que se desea degradar y (5)
Jampara de arco con vapor de mercurio, a presion media, con una potencia de 80W.
La identificacion de las especies iniciales y subproductos fueron realizadas con un
espectrofotémetro infrarrojo por transformada de Fourier, F7-IR Shimadzu 8300 (6).
La lampara UV, se desplazo por el interior de un tubo de cuarzo, hasta el nivel donde
se encuentran los tubos con el catalizador (Fig. 2).
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Figura 2. Sistema de monitoreo de vapores organicos.

FIJACION DEL CATALIZADOR

El catalizador, didxido de titanio (Degussa P25) se fijo sobre tubos de vidrio
borosilicato de 4 cm de largo, 2 y 4 mm de diametros interno y externo,
respectivamente. Para ello, se prepar6 una suspension con 3 g de dioxido de titanio
disperso en una mezcla de agua (42 mL) y etanol (18 mL), agitando durante 10
minutos para homogenizar.

Los tubos de vidrio fueron sumergidos en la suspension durante 5 min, luego
se secaron con aire caliente para evaporar los solventes. Finalmente, los tubos
recubiertos con didxido de titanio fueron tratados termicamente a 250 °C durante
6 horas en una estufa para asegurar adhesion[5].

Los tubos recubiertos con dioxido de titanio, se colocaron rodeando al tubo
de cuarzo (2) (Fig. 3). El vapor de alcohol y el gas portador ingresan por la base
(3), y se desplazan por el fotoreactor, haciendo contacto con las particulas de didxido
de titanio que recubren los tubos (4).
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Figura 3. Esquema del fotoreactor. (1) Lampara UV, (2) Tubo de cuarzo,
(3) Entrada de gas portador y vapor, (4) Tubo recubierto con TiO; (5) Anillo separador.

Cada fila se separa con anillos de teflon perforados (5), para permitir el flujo
de vapor y gas portador hacia la salida del fotoreactor. El vapor de alcohol se generd
por medio de una camara de burbujeo de doble via, con el que fue posible regular
el volumen de los vapores introducidos en el sistema y ser transportados por el gas.

DEGRADACION DE LOS ALCOHOLES

Antes de introducir el alcohol en el fotoreactor, se encendid la lampara
UV, elevando la temperatura interna del mismo hasta ~95 °C y se dejo pasar
argén por 30 min para eliminar especies adsorbidas en el catalizador. A
continuacion se hizo circular aire, hasta alcanzar la temperatura ambiente. Se inicio
la evaporacion por burbujeo hasta que la transmitancia infrarroja de una de las
vibraciones del alcohol, alcanzé ~ 20% (Fig 4). En ese momento, se cerro la via
de evaporacion y se abrid la via directa, fijando de este modo el porcentaje de
transmitancia inicial de alcohol.

Para reducir el efecto de la temperatura en la fotoreaccion, la camara se irradio
por intervalos de 4 min seguidos de 2 min sin irradiacion. De ésta forma, el sistema
solo alcanza la temperatura de 60 °C durante los 16 min de irradiaciéon que duran
las pruebas.
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El flujo del gas portador fue de 67,3 L/min y se controld con una bomba
peristaltica. El monitoreo de la degradacion fue seguido in situ por Espectroscopia
Infrarroja.

Resultados y discusiones

CATALIZADOR

El diéxido de titanio (Degussa P25) es el material utilizado frecuentemente
en fotocatalisis, para uniformizar los resultados obtenidos en diferentes
investigaciones. Aunque el fabricante y la mayoria de investigadores reportan que
éste oxido tiene tamafio de particula de 10-30 nm, 4rea efectiva de ~50 m*/gr y pureza
de ~95%, frecuentemente se reportan variaciones en cuanto a su composicion de
fases. El catalizador utilizado en éste trabajo presento las fases anatasa y rutilo, lo
cual se determiné por difraccion de rayos X.

CURVAS DE DEGRADACION

El monitoreo de la degradacién del 2-propanol fue seguido por espectroscopia
infrarroja (figuras 4 y 5) antes de la irradiacion aparecen bandas de absorcion
correspondientes al estiramiento C-H entre 3000-2700 cm’! (figura 4) y bandas
correspondientes a la deformacion OH, estiramiento CO y deformacién CH
entre 1400-800 cm™! (figura 5) asignadas al modo vibracional del alcohol. Después
de la irradiacion aparecen las bandas correspondientes al diéxido de carbono a
2360 cm™! (figura 4) y 668 cm™' (figura 5). Ademds se observan bandas de
absorciéon asignadas al modo rotacional del mondxido de carbono entre
2200 cm! — 2050 cm'! (figura 4) y vibraciones de estiramiento de cetonas en
1730 cm! (figura 5). Es importante recalcar que luego de la irradiacion también se
detectaron bandas de absorcion que corresponden a las vibraciones de H2O (no se
muestran en las figuras).
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Figura 4. Espectro infrarrojo del 2-propanol correspondiente a 3100-2000 cm™.
Se indican los tiempos de irradiacion en minutos.
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Figura 5. Espectro infrarrojo del 2-propanol correspondiente a 1850-550 cnr.
Se indican los tiempos de irradiacion en minutos.
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El etanol y 1-butanol generan sub-productos similares, a diferencia del
metanol, que adicionalmente, evidencia la banda de absorcion del carboxilo, alrededor
~1200 cm’l.

La velocidad de mineralizacion de cada uno de los alcoholes se evalud midien-
do la variacion de absorbancia relativa (respecto a sus valores maximos de absorcion)
vs. el tiempo de irradiacion (Fig. 6 y 7) donde se puede ver que la generacion de
CO, es mayor para los alcoholes primarios de mayor peso molecular debido a la
menor estabilidad de sus intermediarios y parcialmente menor para un alcohol
secundario como el 2-propanol debido a la mayor estabilidad de sus intermediarios.

— 71 T T T T T T T T T T
1009\

—0— Metano!
e}

—0— Etanol
80 - —A—2-Propano!
—v— 1-Butano!

ol T~
| t\\\;

0 i 1 i 1 5 1 n 1 2 1 s | . 1 n |

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Tiempo de irradiacion (min)

Absorbancia Relativa (%)

/

Figura 6. Variacion de la absorbancia relativa de los alcoholes en funcion del tiempo de irradiacion.
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Figura 7. Variacion de la absorbancia relativa del CO; generado en los mismos tiempos de
irradiacion indicados en la fig. 6.
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POSIBLES MECANISMOS

El ataque de los radicales hidroxilo depende de la naturaleza de las especies
organicas a degradar u oxidar. Una posibilidad puede darse con la abstraccion de
hidrégeno de los alcoholes para formar agua y CO;. En el caso del metanol, teniendo
a los aldehidos y acidos carboxilicos como sub-productos.

Esto ultimo se puede explicar por la reaccion siguiente [6]:

-oHo, O -owo, 9
CH3OH +*OH—> ‘CH,Oh———» I ——» | & CO,+H0 (1)
H-C-H H-C-OH

Tomando en cuenta la energia de disociacion del enlace C-H y la estabilidad
de los radicales intermediarios. ‘ |

Conclusiones

Se disefd un sistema fotocatalitico acoplado a un espectrofotometro infrarrojo
por transformada de Fourier. Con este sistema, se ha logrado hacer un seguimiento
al proceso de degradacion fotocatalitica de alcoholes y la identificacion de productos
y sub-productos tales como CO,, CO, H2O y grupos carbonilos.

Estos resultados demuestran que el sistema es suficientemente confiable para
realizar estudios de otros compuestos organicos volatiles como los no alifaticos,
clorados, nitrogenados entre otros.

Se observé una mayor velocidad de degradacion para el 2-propanol por su
energia de disociacion del enlace C-H (95Kcal), seguido por el 1-butanol y el etanol.
La menor velocidad de degradacién fue medida para el metanol, lo cual esta
en concordancia con el hecho de tener una energia de disociacion del enlace C-H
(98 Kcal.), mayor que la del 2-propanol.

La velocidad de formacion de didxido de carbono es parcialmente menor para
el 2-propanol por la mayor estabilidad del radical intermediario (CH3* CH,OHCH3)
y mayor para el 1-butanol, por la menor estabilidad de su radical intermediario
(CH3CH,CH, - CHOH).

Ademas se observé que para los alcoholes primarios la velocidad de
degradacion es proporcional a sus pesos moleculares.
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Simulacion numeérica del
problema del obstaculo con
elememntos finitos

-

Irla Mantilla Nunez*, Giovanna Piscoya R.**

RESUMEN

Se realiza la simulacion del problema de una membrana que ocupa un
dominio Q, deformada por una carga perpendicular f, y cuyos
desplazamientos estan obstaculizados por un cuerpo sélido en IR’.
Para la formulacion del modelo matematico se aplica el principio
de la minima energia potencial el cual, es equivalente a un problema que
involucra una inecuacion variacional de primera especie sobre un espacio de
Hilbert. Para garantizar la existencia y unicidad de la solucion se utiliza el
teorema de Lions-Stanpacchia.

La discretizacion del problema variacional no lineal se realiza
mediante el método de Elementos Finitos. Luego, el problema
discreto se resuelve como un problema de optimizacion,
cuya solucion se obtiene con el método de Uzawa.
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ABSTRACT

He is carried out the simulation of the problem of a membrane that occupies
a domain Q, deformed by a perpendicular load f, and whose displacements
are blocked by a solid body in IR’

For the formulation of the mathematical pattern the principle is applied
of the minimum potential energy the one which, it is equivalent to a problem
that involves an inequation variacional of first species on a space of Hilbert.
To guarantee the existence and unicidad of the solution the theorem of Lions-
Stanpacchiu it is used.

The discretizacion of the problem non lineal variacional is carried out
by means of the method of Finite Elements. Then, the problem
discreet he/she is solved as a problem of optimization,
whose solution is obtained with the method of Uzawa.

Modelo fisico matematico

Sean:

o Q c IR?: region ocupada por una membrana elastica.

[+ fuerza perpendicular uniforme aplicada sobre la membrana.
u (x, y): Desplazamiento de cada punto de la membrana.

La condicién de contorno: u (x,y) = g (x,y) sobre (2

)

Q

o

v

= >

La energia potencial de la membrana deformada [1] esta dada por:

E,= —;_— J.iVlllz dxdy — jﬁl dxdy
Q Q

49



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Introducimos un cuerpo obstaculo que restringe los desplazamientos de la
membrana, definido por los puntos:

(x,y,z)eR3/zS¥’(x,y)

La funcion ¥ estd definida en Q2 y verifica ¥ < g sobre oQ

..............
.................................

Si V es el espacio de funciones con energia potencial finita entonces K <
V, es el conjunto de los desplazamientos posibles restringidos por el obstaculo:

K=veV/v>W¥en

El principio de la minima energia potencial, garantiza que en la posicion de
equilibrio,
(Pl) Hallar u € K/
E(u)<E(v)VveK

el desplazamiento u(x,y) debe minimizar dicha energia. Entonces se formula el

siguiente problema: Para resolver este problema mediante el método de elementos
finitos, debemos plantearlo de forma [2] variacional.

Formulacion variacional

Con el objetivo de encontrar la solucion de este problema en el contexto de

los espacios de Sobolev [8]. Definimos entonces el espacio V de funciones, donde
la energia potencial Ep es finita
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V= {veH‘(Q)/v:o sobre a.o}: Hy'(Q)

K={veV/vz¥ ctp Q}cHy'(Q)

Buscamos ahora soluciones del problema del obstaculo, en K.

INECUACION VARIACIONAL DE TIPO ELIPTICO

Supongamos que u € K es la funcion que minimiza la energia Ep, si
tomamos v € K y definimos la funcional de variacion de la Energia h: IR — IR,
G-diferenciable, [3] por:

h (m) =Ep (u+m((v—u))
entonces podemos establecer que el problema (P1) es equivalente al siguiente:

Hallar ue K/
(P2)= JVuV(v—u)dxdy 2 Jf(v—u)dxdy, VveK
0 o,

EXISTENCIA Y UNICIDAD

Teorema: (Lions-Stanpacchia)

Sean:

o H un espacio de Hilbert.

A un subconjunto de H no vacio, cerrado y convexo.

Q un subconjunto de IR", abierto, acotado y conexo.

o0 la frontera de 2.

L: H — IR funcional continua.

a (,): HxH — IR es una forma bilineal continua y coersiva.

o

Q

2}

o

Q

Entonces el problema: Tiene solucion unica [2].

Hallar ue A/
(P)=
a(u,v—u)2l(v—u) Vved
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Veamos, que nuestro problema cumple las hipétesis del Teorema de Lions-
Stampacchia:

V = Hy' (9), es un espacio de Hilbert

K = (veH] (Q)/v2W¥ctp. en Q) seprueba que es no vacio, cerrado
y convexo. '

a(u,v) = IVUV" dxdy | bilineal continua y coersiva.
Qo

L® = (fv), funcional continua

Entonces:

El problema variacional (P2) tiene solucion unica en K [3].

Resolucion numeérica

APLICACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS
Discretizacion del dominio

Asumimos que £2 es un dominio poligonal de IR?. Consideramos una
triangulacion clasica [4, 5, 6]:

= . . .

3, es un conjunto finito de triangulos T. tales que:

Si T, # T, exactamente una de las siguientes condiciones debe cumplirse:

DT, NnT,=¢
(2)T, y T, tienen sélo un vértice comun.
(3) T,y T, tienen sélo un lado comun.

Construccion de los espacios de aproximacion V, y K,

Sean:

I1,: Espacio de polinomios en x, y de grado <1

> ={peQ:pesunvértice de T e S5}
h
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El espacio V es aproximado por la familia de subespacios

00 ~
Vi 2 Vi :{Vh eC (-Q)/Vh’a.Q:O y Vh!T ell, vTGJh}
Y entonces K serda aproximado por:

Ky ={Vh eVy /vi(p)2¥(p)pe, }
h

Siendo V, es el espacio de elementos finitos o espacios aproximador [6].

Si “n” es el numero de nodos interiores de la malla, v {bj /j = 1 ... n} la
base del espacio aproximador. Entonces v, se expresa como sigue:

vy = ) vbi(xy)
Jj=l.n
donde V' es el valor de v, en el nodo j.

Nota.- Con esta base del espacio V, es de dimension finita [4].

El problema discreto

En el espacio V,, formulamos el problema discreto:

(P )_{Hallar uy €Ky, tal que
’ a(u;, »Vp —Up ) 2 L(vh — Uy ) vvh € Kh

Este problema discreto tiene solucién unica, segin el teorema de Lions-
Stampacchia. Encontraremos la solucion de este problema planteando el problema

de optimizacion.

PROBLEMA OPTIMIZACION Y SU RESOLUCION POR DUALIDAD

Definicion del funcional J

La forma bilineal a(.,.) es como ya vimos, simétrica, coersiva y continua [4].
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Definimos entonces la funcional:

J(v):z%a(v,v)—L(v)

que es estrictamente convexa y coersiva [7]. Ademas, la derivada de J, en el sentido
de Gateux:

<J'(w), v> =a (u, v) — L (v) es continua.

Entonces: (J' (u), v—u) 20, Vv € K, si y sélo si

u € K minimiza la funcional J(v):

Es asi que podemos establecer la equivalencia del problema discreto, con
el siguiente problema de minimizacion convexa:

{Haliar u, €Ky, tal que
J(uy )< J(vy ), Vv, €K,

donde: J (v;) = -é- a (v, v,)—L (v)

Como teniamos que: v, = Z v/b i(x,y) entonces:
Jj=l.n

Ienemos ahora que:

Entonces:

Jvy )= Bv-v" I, v eR"

Problemma de minimizacion convexa

El problema de minimizacion se puede escribir matricialmente en la forma:

Hallar up € IR", tal que
J(un)= min J(vi)

v 2¥

— _T — _T —
con J(v)=%v
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Problema dual

Asociado a dicho problema, introducimos el Lagrangiano [7] definido en
IR™ x IR"™, por:

Lvp)=J 0+ (¥ -v)p), WweR", peR".

con sup L(vp) =JO),siv2¥ donde ¥ eslafuncion que define al obstaculo.
peR™.

Si el punto de silla existe, entonces podemos fomular el problema dual
asociado al Lagrangiano:

Hallar p tal que

G(p)= sup G(q)
geR".

siendo: G(q) =inf L (v q), siqg € R",

veR"

Si para cada q € IR",, existe v, € IR" que satisface:
Lv,q =" L(g)
9 veR"
Haciendo V£ = 0, tenemos que: W, = B (L + g)
Reemplazamos v, en la expresion que se obtiene para G:
G @=Ly 0) = 0)+ (F-v) q)
= % vZBvq —1)§L+<(‘¥_’—vq)T,q>
G(g)=-1q"B7'q-q" (B'L-¥)+1L"B7'L

VG(q)=F -B ' (L+q)=¥ -v,
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EL ALGORITMO DE UZAWA

Consiste en aplicar el método del gradiente con proyeccién [3] al problema
dual. Veamos:

Paso 1. Se elige q° > 0, pues q € R",

Paso 2. En la etapa k-ésima se resuelve el sistema:

gt = (gl +pVG(g*)))

= max(0,qF + p(VG(q*));)

= max (0, q,!" +p(‘f_’_i—;f)) 1<i<n

Resultados numéricos

Consideramos como dominio una region elipsoidal contenida en IR?, y u,a
triangulacion clasica.

0,8

0,6

0.4

0,2

-0,2+

T

-0,4

-0,6+

-0,8

-1,5 1l -01,5 0 0.5 1

Figura 1
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Sobre esta region se extiende una membrana sometida a una fuerza constante
(f = —15), la cual origina una deformacion, como a continuacion se muestra en la

figura 2.

-0,5 -1

Figura 2. Membrana deformada sin obstaculo.

Sobre el mismo dominio se define un obstaculo solido, definido por:
Z(x,y) =2+ 04)7>7—(—045)°
que interfiere el desplazamiento de la membrana.

Figura 3. Membrana deformada con obstaculo.
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Un ejemplo de caos

Roger J. Metzger”

RESUMEN

En este articulo introduciremos algunos conceptos de los Sistemas Dinamicos
modernos a través de un ejemplo relativamente simple, el mapa logistico o
aplicacion logistica f(x) = cx(1-x).

ABSTRACT

In this note we introduce some of the basic concepts of the modern Dynamical
Systems through a relatively simple example, the so called logistic map or
logistic transformation f(x) = cx(1 - xJ;

Introduccion

Hoy en dia se habla mucho de que la naturaleza es cadtica, queriendo significar
que es impredecible. Un ejemplo es la prediccion del tiempo. Que aunque
conozcamos bien la situacion de hoy, no podemos decir mucho de como sera dentro
de una semana. Se ha avanzado mucho en esta drea y a pesar de las super
computadoras y los métodos numeéricos, hay algo intrinseco en las leyes de la
naturaleza (por lo menos asi piensan algunos) que hace muy dificil saber el

‘IMCA y Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria. Lima-Peru.
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comportamiento futuro de los sistemas. En este articulo presentaremos, mediante
un ejemplo, las definiciones y caracteristicas de los sistemas que tienen este
comportamiento cadtico. No serdn todas, es verdad, pero espero que consigan dar
un sabor de lo interesante que puede ser esta area de la matematica.

El mapa logistico

Este modelo surgi6 del estudio de la dinamica de las poblaciones (digamos
de bacterias, o seres humanos, da lo mismo). Se desea estudiar la variacién de la
cantidad de ejemplares de cierta especie en un ambiente cerrado, con las siguientes
restricciones:

° Se mantiene constante el potencial reproductivo. Esto toma en cuenta el
numero de nacimientos y muertes por generacion.

° También se mantiene el nimero méaximo de ejemplares (digamos M).
Lo cual es real pues depende entre otras cosas de la alimentacion
disponible. .

Llamemos p(n) al nimero de ejemplares de la generacién nimero . Por
ejemplo, si n = 8, p(8) es el nimero de ejemplares luego de 8 ciclos reproductivos.
Es decir el nimero de ejemplares de la 8*2 generacion (n- ésima generacion en
caso de n cualquiera).

Si solo influyera el potencial reproductivo, el niimero de ejemplares de la
generacion n+1 serd proporcional al nimero de ejemplares de la generacién », es
decir p(n+1) = kp(n), donde la n constante refleja el potencial reproductivo.

° Pero el tamaifio de la poblacién también depende de su relacién con el
numero méximo de ejemplares que el ambiente admite.

Si estamos lejos del tope, la poblacién crecera mas rapidamente y crecerd mas
lentamente si estamos llegando a él. Inclusive, en este modelo, si en un momento
se alcanza el méximo numero de ejemplares de la especie, esta generacion acabara
con toda la comida y la siguiente generacién no podra subsistir hasta la edad
reproductiva. Es decir, si alguna generacién llega al maximo la poblacidn
desaparece.

El factor por el que se multiplica es M - p(n) que puede ser interpretado como
los recursos disponibles de la naturaleza (espacio, alimento) para la siguiente
generacion.
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La transformacion iterativa queda:

pn+1) = kp(n) (M - p(n)).

Para lo que sigue conviene dividir esta ecuacidén por M, y si definimos

_p(n)
x(n)= Iy

y llamamos c a la constante kM entonces la ecuacion queda
x(m+l) = cx(n) (1-x(n)).

Observe que si para algun ny se cumple que x(np) = / entonces x(1) = 0 para
todo » > nyo.

DEFINICION 1 (Mapa logistico)
La funcién f{x) = cx(1-x) es llamada mapa logistico, o aplicacion logistica.

Para el caso que estamos investigando, si Xo es la poblacion inicial o generacion
0, entonces la poblacion de la primera generacion serd x(1) = cxo(l-xo) = f(xo)
y la n-ésima generacion estara dada por x(n) = cx(n-1)(1-x(n-1)) = fo f nl(xp) =

S (xo).

DEFINICION 2 (Orbitas)

Llamamos ¢rbita del punto xg al conjunto

O(x,)=1f" (%, JneN}.

Otro modo de expresar una orbita es

O(x9)= {xo,f(xo),fz(xo’-nf" (xo )}

o también: la Orbita del punto xp es la sucesion {x,, }NEN donde
x, =f (x,,_1 ) n eN. En nuestro caso conocer la érbita de un punto xpequivale
a conocer la evolucién en el tiempo (contado en generaciones) de la poblacion a
partir de una poblacidn inicial xp

En la figura 1 mostramos el grafico del mapa logistico para un ¢ cualquiera.
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Algunas caracteristicas del mapa logistico

Presentamos algunas caracteristicas generales del mapa logistico.

1. El origen x = 0 es un punto fijo (i.e. fix) = x) del mapa logisfico para
cualquier valor de c. Mas aun, se cumple f{1) = f{0) = 0 para cualquier

valor de c.
2. El maximo de la curva esta en 1/2 con f{1/2) = c/4.

3. 81 ce [0,4] entonces el rango de f estd contenido en [0,1]

i

f(122)=c/4

0 x 12 x*=(c-1)/c 1

Figura 1: El mapa logistico.
Hagamos algunos experimentos mentales que pueden ser hechos en la
computadora también.

Si ¢ estd entre 0 y 1 tenemos que el origen x = 0 es el tnico punto fijo del
mapa logistico el cual es atractor, esto es:

lim f"(x)=0, para cualquier valor de xe/.
n—»00
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Para c entre 1 y 3 el origen se convierte en un repulsor ¢ (la drbita de cualquier
punto cercano se aleja de él) y aparece otro punto fijo en x™ = (c-1)/c que es atractor.

Antes de proseguir con las caracteristicas de la funciéon f para ce (3,4),
hagamos un paréntesis para calcular el valor absoluto de las derivadas de fen los
puntos fijos.

En el origen tenemos |/ (0)| = ¢, con lo que:

o|f'(0)| < 1 cuando ce(0,1),es decir cuando el origen es atractor.

Xo Xy XpXg X X3

Figura 2: Algunos puntos de una orbita para el mapa logistico.

o |f(0)|>1 cuando ce (1,4),es decir cuando el origen es repulsor.

¢—1
Para el punto fijo x* =~ tenemos

(=2 o)) e

aMas aun, el origen es un repulsor para cualquier ¢>1.
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de modo que

° [f(x*)|<1 cuando ce (1,3), es decir cuando el punto fijo x* es atractor.

Ahora, volvamos a f. ; Qué pasa cuando ¢ > 3 ? En este caso el punto x*
hallado antes se convierte en un repulsor (observe que en este caso |f(x*)| >1).
Sin embargo la 6rbita de cualquier punto puede o no alcanzar una configuracion
estable dependiendo del valor de c. Sugiero que para entender el significado de esta
afirmacién se hagan los experimentos en la computadora. Aqui solo daremos una
idea aproximada.

Entonces, para ¢ > 3 el punto fijo x* de f'se convirtio en repulsor sin embargo
para valores de ¢ inmediatamente posteriores a 3 existen 2 puntos periddicos de
periodo 2 esto es: '

Existen dos puntos x(: y x; tal que f(rik )— x; y f(x; )— ’fl* de modo que

fof(xik) f ( *) 11 yf xz)‘xz En otras palablas, ll y 12 son puntos fJos
de la funcién f2, y si calculamos la derivada de f 2 en los puntos x; Y x2
encontraremos que es menor que 1 para valores cercanos de 3 y podremos encontrar

el parametro ¢ = c; para el cual se cumple que:
o Si3<c< c; los puntos fijos de xf y x; son atractores y vale

que’(f

o Sic > ¢y los puntos fijos x;k satisfacen J(fz)'(x; )J >l parrai=1y2y

<] para i = ] y 2.

son repulsores.

Este fendmeno se conoce como bifurcacion de periodo 'y se repite conforme
vamos incrementando el valor de ¢ acercandonos a ¢ = 4. Esto es, cuando los

* « . .
puntos x, mencionados anteriormente se convierten en repulsores, aparecen 4 puntos

mas (dos para xl* y dos para x; ), los cuales son puntos periddicos atractores de

periodo 4 o, en otras palabras, puntos fijos atractores de la aplicacion f 7.

Este proceso de bifurcacion de periodo ocurre cada vez mas rapido. Con esto

quiero decir que la sucesion {c,. }e Z, converge para un valor, que debido a mi
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“mala memoria”, solamente puedo afirmar que es menor que 4°. El diagrama de
bifurcaciones se muestra en la figura 3.

Para simplificar la explicacion tomemos ¢ = 4, es decir f(x)= 4x(1-x). En este
valor del pardmetro no existe ningtn punto atractor y coexisten infinitos puntos
periodicos (de cualquier periodo!!) todos repulsores. Si tratamos de imaginar esta
situacién tendremos que admitir que la orbita de cualquier punto que no sea alguna
preimagen de los puntos perddicos serd, por decir lo menos,cadtica, pues sera
rechazado de cualquier punto periodico al cual se acerque. Es por eso que se afirma
que el proceso de bifurcacion de periodo es uno de los caminos al caos de sistemas

inicialmente estables.

=7
/_
X S
:1 - 0
2 o4
K]
g | MM
0
059
,/\ /\/ "'-‘ /f \/\ /\/\ )
VARV
5 10 15

tiempo (1)

region cabtica

estado estable

! 2 3 c

Figura 3: En la horizontal se han representado los valores del parametro c, en la vertical los
valores de x que constituyen los atractores del sistema si los hubiera.
Por ejemplo, para ¢ = 2,7 el atractor estd formado por un solo punto, para ¢ = 3,4
el atractor estd formado por dos puntos (una érbita de periodo dos). Para c = 3,9

el sistema ya es cadtico.

®Tal vez un lector interesado pueda hacer un experimento computacional para determinar este valor,
quedaria muy agradecido que me lo comunicase.
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Sensibilidad a las condiciones iniciales

Intuitivamente es claro, y se puede demostrar también, que dos puntos cercanos
se mantienen juntos si los dos estdn en el intervalo de un punto periddico. Si no
hay puntos atractores (en el caso ¢ = 4 por ejemplo), las orbitas de dos puntos
cercanos se separan en un tiempo relativamente corto. A este fendmeno se le
denomina sensibilidad a las condiciones iniciales y esta intimamente ligado al valor
absoluto de la derivada. Veamos como.

Si hacemos a la expansion de Taylor de una funcion suave cualquiera g,
obtenemos:

gx+h)=g(x)+g '(x).h+O(h).

Que escrito de otro modo queda
8(x+h)-g(x)=/"(x).h+O(h).

lo cual quiere decir que si dos puntos estan cerca (a distancia |h|) en la siguiente
iteracion estaran, aproximadamente cerca (o alejados) una distancia |g'(x).k| es decir
mas que |h| si |g'(x)| >1.

Queremos saber si un punto cercano a x se alejard o no y vemos que esto
depente de la derivada, esto motiva la siguiente definicion:

DEFINICION 1 (Exponente de Lyapunov)

Al numero

AMx)=lim llog'(fn)(xj

n—oo N

se le llama exponente de Lyapunov de x para el sistema definido por la funcion f.

Por un teorema de teoria ergodica (Teorema de Birkhoff) este limite casi
siempre existe y significa que si A(x ) > 0 entonces para n grande se tiene

I ") '(x)|>1 y el sistema definido por f sera sensible a las condiciones iniciales
cercanas a x. Si un sistema tiene todos sus exponentes de Lyapunov positivos, se

66



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

dice que el sistema es sensible a las condiciones iniciales pues en este caso casi todo
par de puntos inicialmente cercanos se alejardn a un ritmo practicamente exponencial.
Aqui estamos usando el lenguaje de Teoria de la Medida en donde casi todo x
significa que solo no se cumple en un subconjunto de / con medida de Lebesgue
cero. Asi también grande significara un conjunto con medida positiva, y fodo también
querra decir que el conjunto mencionado tiene medida total.

;Tiene el mapa logistico exponentes de Lyapunov positivos?

Esta pregunta no es trivial si tomamos en cuenta que el mapa logistico tiene

un punto | X = — | con derivada igual a cero y por lo tanto los puntos cercanos

a 1/2 tienen derivadas arbitrariamente pequefias en modulo. Sin embargo la respuesta
es afirmativa para un conjunto grande de pardmetros ¢. Esta afirmacion puede ser
enunciada de la siguiente manera:

TEOREMA 1

Considere la funcion f.:[0,1] — [0,1] tal que f(x) = cx(I-x). Entonces el

conjunto
E = {c e [0,4]/ f. tiene exponentes de Lyapunov positivos}

es grande, en el sentido que tiene medida de Lebesgue positiva.

A la luz de este teorema podemos decir que el mapa logistico tiene
comportamiento cadtico o sensibilidad en las condiciones iniciales para un conjunto
grande de pardmetros c. Referencias para este resultado pueden encontrarse en los
trabajos de Collet y Eckman [2], y Benedicks y Carleson [1].

Otra manera de ver el problema

De ahora en adelante para simplificar la exposicion consideraremos ¢ = 4,
es decir estudiaremos la aplicaciéon f:/0,1] — [0,1], flx) = 4x(1-x).
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DEFINICION 1 (Conjugacion topologica)

Dos aplicaciones gy [+ | — | se dicen topolégicamente conjugadas si existe

un homeomorfismo h : I -1 tal quegoh =ho f

Veamos en que nos ayuda este concepto. Si /'y g son topoldgicamente
conjungados entonces

hof"(x)=hof(f™ (x) =goho(™ () =.=g"o0h{

de modo que la orbita de x por 'y la 6rbita de h(x) estén relacionadas del siguiente
modo:

h(@f(x))= {ho Nak (x)/n S N}z {g"oh(x)/n € N}= @g(h(x)),

Asi, como / es un homeomorfismo, las orbitas f tienen una relacion buena
con las orbitas de g.

Una consecuencia directa de este hecho es que puntos fijos son llevados en
puntos fijos, es decir: x es punto fijo de f'si y solo si 4(x) es punto fijo de g. Lo
mismo se aplica a las orbitas periddicas. De modo que si g tiene drbitas con
comportamiento cadtico entonces /* también las tendra. Aun cuando f'sea una funcion
un poco dificil de analizar puede ser que una funcion g, conjugada a ella, sea
relativamente mas sencilla de estudiar.

Para el caso de la aplicacion cuadratica, la conjugacion se da con la siguiente
funcion: g:[0,1]-»[0,1], con g(x) = 1- |2x -1}, que es seccionalmente lineal, como

‘ 1
se muestra en la figura 4, y el médulo de su derivada es 2 excepto en x = " Esto

nos da una consecuencia rapida, los exponentes de Lyapunov de la aplicacion g son
casi todos positivos (solo tenemos que sacar las preimagenes del punto 1/2).

De ahi se puede concluir que g tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
De modo que podriamos haber concluido que el mapa logistico tiene sensibilidad
con respecto a las condiciones iniciales examinando solamente a g y observando
que entre gy fexiste una conjugacion topoldgica, pues esta conjugacion topoldgica
siendo un homeomorfismo preserva la nocion de vecindad y en este caso también
la nocién de cercania.
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0 X 12 1

Figura 4: El mapa tienda.

Aunque la aplicacion tienda tenga sus propias complicaciones, nadie negara
que tiene una presentacion mucho més facil de estudiar que la aplicacion cuadratica,
por lo menos en lo que a orbitas se refiere. Para el lector interesado, el
homeomorfismo que realiza la conjugacién tiene la forma

hx)=1-cos? =
(%) cos” =

Para concluir digamos que los Sistemas Dinamicos estan llenos de ejemplos
como ¢ste, donde siempre hay otra manera de ver el problema.

Apéndice: Algunas definiciones

Damos aqui algunas definiciones que fueron usadas en el transcurso de
esta exposicion.

o Punto fijo de una aplicacion f : X — X es un puntox € X tal que

f(x)=x.
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o Un homemorfismo es una funcion biyectiva f : X — Y entre espacios
topologicos X e Y tal que tanto f como su inversa f~/ son continuas.

° La medida de Lebesgue en el intervalo es una extension de la medida

natural. Es decir es aquella que al intervalo [a ,b ] c 1 le asigna la medida
b—a.

Un ejemplo de conjunto con medida de Lebesgue cero es cualquier
conjunto numerable de puntos.
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Construccion de umn
algoritmo de seguimiento de
trayectoria para el problema

de la programacion lineal

Carlos Vargas, Juan Villalobos’

RESUMEN

En este articulo presentamos un algoritmo de seguimiento de trayectoria de
paso corto, el cual resulta de la aplicacién del método de barrera logaritmica
al problema de la programacion lineal, una de las razones por la cual solo
presentamos este tipo de algoritmos es debido a que cierta variante de el (el
algoritmo primal-dual-predictor-corrector) ha demostrado ser particularmente
eficiente en la solucion del problema lineal.

Iniciamos la presentacion de nuestro algoritmo como un método de barrera,
para luego mediante una sucesion de lemas llegar al teorema central que
establece su convergencia polinomial

* Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ingenieria Economica y Ciencias Sociales. Escuela
profesional de Ingenieria Estadistica.
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1. Construccion de un algoritmo de seguimiento de trayectoria

En este capitulo, consideraremos el problema de la programacién lineal en

su forma estandar:
T

min c'x
(P)< sujetoa Ax = b,
X 2> 0;

con las siguientes hipdtesis

1) El interior de la region factible P° = {x € R" /Ax = b, x > 0} es
no vacio.

2) El conjunto factible P= {x € R": Ax =b, x > 0} es acotado.

3) A € R™" es una matriz de rango m.

Estas hipotesis son cominmente hechas por muchos autores en este campo.

La esencia de un algoritmo de seguimiento de trayectoria es conceptualmente
simple. Basicamente deseamos encontrar una trayectoria la cual se halla en el interior
de la region factible 7° y lleve a la unica solucién éptima x” de (P).

Por seguimiento de la trayectoria, esperamos via un proceso iterativo, alcanzar
la solucién optima x”. No obstante, realizar la idea de seguimiento de trayectoria
es técnicamente dificil. Una trayectoria continua arbitraria en el interior del dominio
factible podria ser muy complicada y dificil de seguir.

Aqui nos restringimos a estudiar una funcion de barrera que induce una
trayectoria con ‘buen comportamiento’.

El medio tradicional de generar una trayectoria es incorporar una funcion de
barrera logaritmica con un parametro de barrera p > 0 al problema (P). Esto lleva
a considerar el siguiente problema
(‘

T n
min ¢” x—u ) Inx;

< =]
(Pp ) sujetoa Ax=b,

\ x>0.
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Se puede probar que cuando p — 0 x(u) — x*, donde x" es la solucién optima
del problema de programacion lineal (P), deseamos generar a partir de (Pu) un
algoritmo iterativo en tiempo polinomial para el problema de programacion lineal
(P), por lo cual, consideremos las correspondientes condiciones de Karash-Kuhn-
Tucker (K-K-T) siguientes:

c—,uX—le-ATy=0,

Ax — b =0,
x> 0 M
1 1 1
donde X! = diag [;l-g ,,,,, ;—], e=(1,1,...,DT, yel vector de multiplicadores
n

de Lagrange es denotado por y.

Introduciendo la variable de holgura s = pX'e, podemos reescribir (1.1) como

ATy+s——c-—-O,
Ax—-b=0,

(2)
ue — Xs=0.

De la tercera ecuacién de (2), Xs = pe tenemos que X;s; = H. Ya que X; €s

positivo, s; €s también positivo, y luego s > 0. Luego, el multiplicador de Lagrange
y corresponde a la solucion dual factible (y, s). Ademas, cuando p es pequefio, la
condicién de holguras complementarias estan cerca de ser satisfechas.

Asumamos  que X=(X,x%y,..Xy )T 20, §F={85 505 )T >0 y
V=(Y1,Y2,Vn )T son dados, con Ax=b y AT y+§ = c. Nuestro objetivo es
resolver (2) via el método de Newton. Si definimos
Ji;
g(x,8i)="=si )
X;

vemos que esta es la Unica expresion no lineal del sistema (2), solo necesitamos
linealizar esta cuando aplicamos el método de Newton. Para esto consideramos

g(xia si) = 09
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y entonces

. _ _ [ x%—x
0-g(%.5)=Ve(x.5) " |
S,""S,'

sustituyendo la expresion que define g obtenemos

de aqui
24 p
Sj=————=X;
: X fiz . (3)

,,,,,

D —_-2
§=2uX . x-uX x.
Usando ATy + s = ¢, vemos que
L sof 7 52
x=—X"| A" y+2uX X-c (4)
" :

Multiplicando ambos lados de (4) por la matriz A obtenemos

o .2
b=Ax=iAX2{ATy+2uX f—c]
U

Consecuentemente,

— I{ —
y:( W:ZATT (u.’zc-yb), (3)
colocando (5) en (4) obtenemos

Ax=x~f=—ii[1—X54T(A)?2AT)“lAf —c+)?[I—X§4T(AY2AT)"1/L}T’]e’
7
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es decir

pe=— L R BAT AT AT X [T X1 - XA (X2 AT ) ax )
y »

la cual es la direccion de busqueda que se usard en el algoritmo de seguimiento de
trayectoria primal que desarrollaremos. Un nuevo punto interior factible es dado por

X +oaAx con un apropiado o € <0,1].

Ahora examinando nuevamente la direccion de movimiento Ax y definiendo

P=7-Xx4T(4x?4" )™! g4x podemos escribir esta como

Ar=-L¥ [J—XAT(AXzAT)‘lA,? _C+Y[I~XAT(AF2AT)_1A)_(]Q’
i
- %P %+ XPe (6)
l,l b}
=——1~)??/X7(c—,uX 1e)
u )
= _l(f*’- ~x2al ax?al )‘1AX2) (c— ,u)?"le),
7}
LY PRy R o)
/,l b
z—l)?z(s_ﬂfy_-—le):f__l—yzs
Iz Heoo
es decir
Ax = )—c—l)?zs (7)
u

Esta forma simplificada de Ax sera util posteriormente, ademds probaremos
que cuando x converge a x', el vector y converge a la solucion optima dual, y el
vector s = ¢ — AT y converge a el vector optimo de holguras duales. Por esta razon
nos referiremos a (y. s) como el ‘dual estimado’ en X.
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Ejemplo: (Calculo de la direccion generada por el algoritmo)

Consideremos el problema lineal

Min z = -x, — 2x,,
Sujeto a -2x; + x, <2,
X, * 2%, &7,

X, <3,

X, X 20

Después de afadir variables de holgura y poner el problema en forma estandar,
tenemos que la matriz de restricciones y al vector de costos son:

y e=(-1 =2 0 0 0)7

Calculamos la direccion generada por el algoritmo con punto inicial

X=X,= (05 05 25 65 25)7,

usamos L = 10. Entonces

-k 2 0 0 0 0 \(1) (=21,000
=7 02 0 0 0 |[1! |-22,000
c—-uXle=| 0]-10{0 0 04 0O 0 Il1=| —4,000
0 00 0 01539 0 |[1]] —1539
o] (00 0 0 04 (1) -4000 )

ya que

-1 05 25 0 O
AX=|-05 1 0 65 0

y
05 0 0 0 25

750 1,00 -0,50
Ax24T =| 100 4350 -025
050 -025 650

76



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Obtenemos

~2.7832
y=(Ax? 4T ) ax? - wxle)=| —1,5908
~49291 |

—3,2280

3,9647
S=p —ATy =| 2,7832
1,5908
4,9291

-

0,5807
0,4009
Ax=x——X2s=| 07605
~0,2211 |
~0,5807

1.1 MEDIDA DE PROXIMIDAD

La trayectoria {x(ut): p > 0} es una curva continua en el interior de la region
factible del problema primal (P) y cuando p — 0 converge a la solucién optima de
(P). Sin embargo, es dificil hallar el verdadero minimo x(u) del problema (Py) para
‘cada p > 0. De esta forma si renunciamos a la idea de hallar puntos centrados x(u),
lo que el algoritmo generara son puntos aproximadamente centrados. Asi, es necesario
tener una medida o criterio de cercania para determinar cuando un punto X es
‘proximo’ a x(L).

;Qué es una medida de cercania a la trayectoria central?

Para un valor dado de p, X es «cercano» a la trayectoria central si, para algun
vector de holgura dual s, las componentes de X;s; son aproximadamente iguales

a .

Roos y Vial [2] definen la siguiente medida de proximidad para la distancia
de un punto interior factible x a x(p).
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Definicion.

Dado el punto interior estrictamente factible x y dado p>0, la medida de
proximidad 6(x,u) es definida por

O(X,pn) = min{ I

N

|
—X—S—e l ATy-{-S:C, yeRm}
u

donde ||.]] denota la norma euclidiana.

La unica solucién de este problema de minimizacidn convexo es denotado
por s(x,u). Asi podemos también escribir

Sx.) ” Xs(xp) ”

U

El siguiente lema establece una pfopiedad de O(x,p).
Lema 1:

Para cada p>0, 8(x(n), 1) = 0. Reciprocamente si 6(x,pt) = 0, entonces x debe
ser la solucidén optima de (Pp).

Prueba.

Observe que 8(x,u) > 0, asi 0 es el valor minimo del problema convexo dado
en la definicion. Como x(p) es la solucion dptima del problema (Pp) y ya que ¢l
par (y(u), s(i)) asociado a el, satisface

ATy(p) + s(p) - ¢ = 0, asi como también
X(w)s(u) = pe, vemos que

OMES =0

x(u)s(1) e'

luego x(p) da el minimo valor al problema convexo de la definicion, en otras palabras

o(x(u),un) =0
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Reciprocamente, como el problema (Pp) tiene una unica solucidn, si
d(x,u) = 0 entonces x debe ser la solucion optima del problema (Pp). o

El siguiente lema debido a Roos y Vial [2] establece una relacion entre la
medida d(x,u) y la norma del vector Ax.

Lema 2:

Para un x y p dados tenemos

S(x,p)= XA

Prueba.

Sabemos que el vector Ax es determinado de

AXx = x-— X?s
J7;
de donde
1
X! (x-Ax)="" X s,
—, 1
e—X,, =— Xs,
U
de donde
25 el
i u J

3(x,p) = [IX'Ax ||

1.2 SELECCION DE LOS PARAMETROS DE BARRERA

La trayectoria central est4 conformado por los minimizadores de una familia
de problemas de programacion convexos con diferentes parametros pi, esta curva
es continua en i y lleva a la solucién dptima del problema (P) cuando p tiende a
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cero. Es obvio que Ia seleccion de los parametros de barrera afecta significativamente
la velocidad de convergencia y el numero total de iteraciones.

La forma mds comun de seleccion los pardmetros de barrera es usar una
sucesion geométrica del siguiente tipo: p,,, = (1 - O)u, . ‘

Cuando 6 =L, y € <0,1>, se ha reportado que la funcién de barrera

Jn

logaritmica trabaja bien en la préctica y proporciona un analisis de complejidad
simple que puede ser facilmente generalizado.

En particular, si seleccionamos p,,, = (1 - 0)p, parak =0,1,2,. . . y terminamos
las iteraciones cuando p, < e’ para algin niimero grande L > 0, entonces requerimos
que

k' L
(1-0)% p,<e

k’In(1 - 0) + Inp, < -L

De este modo,
Ing, + L <-KIn(1 - 6).

Ya que -k’In(1 - 0) 2 k’6, es suficiente escoger k’0 > Iny, + L.

En estas palabras, cuando

1
k2 = (In, + L),

podemos terminar las iteraciones con p_<eT.

Observe que en la sucesion geométrica atrae nuestra atencion el estadio de
0, el cual realmente controla la razén de convergencia de todo el proceso iterativo.
Si deseamos disefiar un algoritmo en tiempo polinomial (aun sin considerar lo

1

complicado que puede ser cada paso) requerimos que g Seaun factor polinomial

en el tamafio del problema.
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1.3  ALGORITMO DE SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA PARA EL
PROBLEMA PRIMAL

Los resultados de las secciones previas sugieren el siguiente algoritmo para
la solucién de (P).

Algoritmo
Datos:

B € <0,1> es el pardmetro de proximidad,

1
6= 6Jn el parametro de reduccion,

I, es un valor inicial del parametro de barrera,
x0 un punto interior inicial factible de (P) con 8(x% n,) < B
L es el tamafio del problema.

Paso 0:
Seak:=0
Paso 1:
Sip, < el entonces parar, sino ir al siguiente paso.
Paso 2:
Calcular
- 2 -1
v = (AxEal Tl Axi(e-m Xy e))
sk =c - ATyK
Axk: = xk -—I—XI% st
Hi
o k _k k
donde X, :=diag (x VX e Xy )
e:=(1,1,..., DN,
Paso 3:

Sea 8(x*, p,) : =“X;1Ark
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Si (8(x¥, p,) < B) hacer
“15+1 c=(1- e)“k’

XM = xk 4+ Axk
k :=k+1,
ir al paso 1.

Segun D. den Hertog [1] se define
BDefinicion

Un algoritmo de seguimiento de trayectoria sera llamado un:

a) Algoritmo de pase largo

Si 6 € <0,1> es constante independiente de n y €

b) Algoritmo de paso medio

: Y o :
Si 6 =““—‘/— donde y > 0 es una constante arbitraria, posiblemente grande
n

e independiente de n y e.

¢) Algoritmo de paso corto

St 6 =%, Y es pequefio (por ejemplo, 1/6) y tal que, después de una
n

reduccion de u, un paso de Newton de longitud unitaria es suficiente para llevario
a la vecindad de un nuevo p-centro.

El algoritmo de paso largo parece ser el mas adecuado para proposit)s
practicos. Sin embargo, es posible obtener un resultado que muestre que la
complejidad tedrica de estos algoritmos es inferior a la complejidad de los algoritmos
de paso medio y corto. Es debido a ésto que solo presentamos un algoritmo de
seguimiento de trayectoria de paso corto. La figura 1 muestra algunas iteraciones
para ¢l algoritmo de paso largo y paso medio para un determinado problema de
programacion lineal. La figura 2 muestra algunas iteraciones del algoritmo de paso
corto.
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/

/zé

RN
O

Fig.1. Interaciones del algoritmo de paso largo (medio).

Fig.2. Interaciones del algoritmo de paso corto.
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2. Analisis del algoritmo

En esta seccion iniciamos el analisis del algoritmo, dando una serie de lemas
para llegar finalmente al teorema que establece la complejidad polinomial del
algoritmo. ‘

. : Xs
En algunas demostraciones, definimos un vector #=-— cuyas componentes

x -S i .« s . » .
son ¢; = “I°J  Usando esta notacion, la medida de proximidad puede ser expresada
7
como

’ ; 1/2
6(x,,u)=”t—e|={Zl(tj—-])2}

Empezamos probando que si 8(x, 1) < 1, los puntos generados por aplicacion
del método de Newton para resolver (2) son factibles y su medida de proximidad
decrece cuadraticamente. Esto es establecido en el siguiente lema adoptado de Roos
y Vial [2].

Lema 1: (Reduccién cuadratica en la medida de proximidad)

Sea x estrictamente factible para el problema primal (P), y sea X = x + Ax.
Si 6(x, ) < 1, entonces X es estrictamente factible y 8(x, p) < 8(x, n)2.

Prueba.

Primero probaremoé que x es factible. Ya que Ax =b y AAx =0, se
sigue A x = b, asi solo necesitamos probar que x > 0. Para probar esto
escribimos X =x+Ax=X(e+X'Ax). Ahora por hipédtesis 8(x, p)=||X1Ax||<1; de
aqui que cada componente de X !Ax es menor que 1 en valor absoluto. Se sigue
que e+ X!Ax >0, y luego ¥ > 0.

Para probar que 8(x, p) < §(x, p)? primero note que
Xs
——e

7

S
—-e

5()?,/J)=m_in{ .’AT)_7+§=C}S

N
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donde X = diag (¥)y s es la holgura dual estimada en x. Usando la relacion

f=x+Ax'=x+x~—l—X25=2x——l—Xzs
H H

y la relacion X s = Sx donde S = diag(s), obtenemos

Xs St 2S¢ SX%s _2Xs (XS)(Xs)

uopoopopt o H e
sea
t=£{ y T=dz'ag(t)——-£(i
H U
Entonces
X
—S——e=2t—T7‘e—e
u

De este modo

2
s(7uf= 3 (2 -3 -1 = 5 (1;-1)° {ﬁf(rj —1)2} =5(x)*
j=1 j=1 j=1

y luego
§(%,u)<8(xu)* °

La importancia de este lema es evidente si repetidamente reemplazamos X
obtenemos una sucesiéon de puntos que converge cuadraticamente a x(p).

El siguiente lema, tomado de Roos y Vial [2] da una cota sobre la medida
de proximidad de x con respecto a un nuevo valor (reducido) del parametro de

barrera U .
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>

Fig. 3: Convergencia cuadratica en una vecindad de un p-centro.

Lema 2:

Sea p=(1- 0)u, con 0 < 6 < I, entonces

5(x,ﬁ)s1%5(6(x,u)+eﬁ)

Prueba 1.

Por la definicién de la medida de proximidad tenemos

5(x,ﬁ)=m_in{ ﬁ-—e .'ATj7+§:c}
S
< g—e = Xs —-e”
H (1-6)
t
=|——-e
1-6
< (llr-ell+8 llell)
1-0 '

Yaque|t-e|=0x w vy llell= Jn esto implica el lema. o
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Ahora combinamos los resultados de los lemas 2 y 3, para obtener una ccta
sobre las medidas de proximidad de un punto obtenido por un paso de Newton, para
un nuevo valor del parametro de barrera.

En particular, si 8(x, p) < _1_y la reduccién en p es suficientemente

conservadora (esto es, 0 es cercano a 1) entonces también 6(x, 4 )< . Este es

L]
2
precisamente el contenido del siguiente lema tomado de Roos vy
Vial [2].

Lema 3:

Sea x un punto estrictamente factible para el problema primal y suponga que

S5(x, u) £ 1.Sea x=x + AX y suponga que 6= )
x, W) y suponga q o

N | —

Entonces & (X, 1) <

Prueba.

Usando el lema 1 y el lema 2 sucesivamente, podemos escribir

6(f,ﬁ)s1—}5(5(f,u)+eﬁ)

sﬁ(wx,u)%eﬁ)

(1 1 5 ]
|t |~
1—0l4 6] 12(1-6) 2

IA

y luego

N | —
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De los lemas 3 v 4 podemos concluir que si tenemos un punio estrictamente

factible x; v un pardmetro de barrera satisfaciendo 8(x,. y,) < - . entonces la

]
p:
sucesién de puntos iterados (x,. U, ) obtenida por tomar repetidamente un solo paso
/
i 1

e

de Newton y reducir u por el factor 6 les estrictamente factible v mantiene
| v ’

N}

una medida de proximidad &(x,. x,) <

o | —

cConvergera esta sucesion a una solucion optima cuando u tiende a cero?.

El siguiente lema. tomado de Roos y Vial [2]. nos ayudara a responder esta
pregunta.

Este lema proporciona cotas sobre la brecha dual en un punto x en términos
de Ly o(x, W.

Lema 4: (Brecha dual acotada)

Sea x un punto estrictamente factible para el problema primal. y sea (y, s)
el dual estimado en x con respecto a u. Si 8(x, 1) <& < 1 entonces (y, s) es dual
factible y

/J(n—é\./;)Sch—bTySy(;z+5\/-)-7-)
Prueba.

Primero probaremos la factibilidad dual. Por definicion ATy + s = ¢, de aqui
solo necesitamos probar que s 2 O.

Ahora por hipotesis

5(x,u)=”£-e <1
U

Xs , ; ;
cada componente de ——e es a lo mas 1 en valor absoluto. Esto implica que
U

X8 2 0 para todo j, y como x > 0, se sigue que s = 0.
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Debido a que x es factible para el primal y (y, s) es factible para el dual,

¢'x - by =xTs .
Ahora
Ax = x——l—Xzs = Xe——l—Xzs
U U ’
de aqui

s=u X(e - X1Ax) .

Consecuentemente, la brecha dual es

xTs = uxTX! (e - X'Ax) = pel(e - X! Ax)
= p(n - eTX'Ax),

asi tenemos que

utn=llelll X ax ()< 2" s < penlle il X~ Ax 1)

ya que || X'Ax || = 8(x, p) < 8, obtenemos el resultado deseado

(n-0 \/;) <xTs < W(n+0 \/;) o

De este lema se sigue que cuando el parametro de barrera tiende a cero, 10s
puntos iterados convergen a la solucién optima. El teorema siguiente, tomado de
Roos y Vial [2], da una cota superior sobre el nimero de iteraciones requeridos por
el algoritmo. En el algoritmo usaremos B = 1/2.

Teorema 1: (Complejidad del algoritmo de paso corto)

Asumamos que el algoritmo es inicializado con x,y 1, > 0 tal que 8(x,, i)

<

. Asumamos que en cada iteracién un solo paso de Newton es tomado, y que

].

1
2

1
6\n

el parametro de barrera es adaptado por p,,, = (1 - 8)u,, donde 0 =[1 -
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Entonces el numero de iteraciones requeridas para encontrar una solucién con

brecha dual de a lo mds € esta acotada por 6\nM donde M = in {1.5%)
£

Prueba.

Después de la k-ésima iteracion tenemos p = 0%, Sea x el punto obtenido,
y Yy el correspondiente dual estimado. El lema previo implica que x es primal factible,

k
y es dual factible, y ¢Tx —bTy Sp (n + 8(x, p,) \/n ) < p, (1.5n) = 1.5np0(1 __1 )

6Jn

'

¥
Entonces, el algoritmo terminara si 1.5np, (1 —? J <& o equivalente si
n

1 gy
kin|1-—— [£-In|1.5—

Ya que el logaritmo del lado izquierdo es negativo, esta condicion implica

que

1
-kinfl—-—— 2 M
( WJ

Usando la desigualdad

-n(l-a)za VO0<acx<l,

esta inecuacion se mantiene valida si o/ > M esto es, si k > 64n M.
n

Entonces tenemos la cota requerida sobre el nimero de iteraciones.

90



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

REFERENCIAS

[1]

[2]

Den Hertog, D., Interior-Point Approach To Linear, Quadratic, and Convex
Programming: Algorithms and Complexity, Klumer Publishers, Dordrecht, the
Netherlands, 1993.

C. Roos and J.- Ph. Vial. A polynomial method of Aproximate Centers for Linear

Programming. Math. Programming, 54:295-305, 1992.

91



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Calorimetria de combustiom:
Un metodo termoquimico para
la determinacion experimental
de entalpias de formacion de
cOMmMpuestos organicos.

Juan Z. Davalos, Maria Victoria Roux, Pilar Jiménez*

RESUMEN

En este trabajo se presenta una revision sobre los fundamentos y la
metodologia experimental de la calorimetria de combustion. Esta técnica se
considera como uno de los métodos termoquimicos mas adecuados para la

determinacion experimental de las entalpias molares de formacion de
compuestos organicos, datos de importancia crucial para la discusion de la

energética de enlaces y reactividad moleculares.

Introduccion

En la actualidad el consumo y produccion de energia no-contaminante, la
produccién y control eficaz de alimentos, la preservacion del medio ambiente, la

“Instituto de Quimica-Fisica «Rocasolano», C.S.1.C Departamento de Estructura y Dinamica Molecular ¢/
Serrano 119, 28006 Madrid. Espana.
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obtencion de nuevos tfarmacos. etc. consntuyen algunos de los problemas cnnicos
que interesan ) preocupan a la sociedad El estudio crentitico-tecnologico de estos
problemas requiere la comprension molecular de los musmos. que hace posible no
solo la exphicacion sausfactona de los mecamsmos y cambios estudiados sino que
tambien permute el desarrollo de nuevas tecnologlas y nuevos materiales

La Termoquimica Molecular estudia 1a estabilidad termodimanuca y la
energetica de los enlaces quimicos de las moleculas Sus conocimientos constiuy en
una informacion valosa para diversas areas que van desde 13 clencia basica hasta
las aplicaciones tecnologico-industmales.

La Termoquimica dispone de una considerable variedad de metodos
experimentales [1] para determinar los cambios energenicos que se producen en las
reacciones quimicas. que contribuyen a entender las relaciones energetico
estructurales v de reactinidad de las especies quimuicas estudiadas.

Uno de los metodos experimentales ermoquimicos que tienc cspectal
relevancia particularmente en la quimica-fisica-organica es la calonmetria [2]. Las
medidas calorimetricas proporcionan informacion experimental directa. que a menudo
no se puede obtener por cualquier otro metodo. de la energénica de los enlaces en
un rango amplio de energias que van desde las interacciones moleculares debiles
hasta las mas fuertes como las que se dan en los enlaces covalentes. Muchos procesos
fisico-quimicos de importancia en la quimica organica mncluy en transterencias de calor
que se pueden medir o determinar (con precision mejor que £0.4 K mol) meduante
calorimetros relativamente sencillos y baratos de construir.

La calorimetria de combustion es uno de los metodos calorimetricos mas
ampliamente usados para obtener entalpias de tormacion de compuestos organicos
y de varios organometalicos [3]. Esta basado en la combustion. generalmente cn
atmosfera de Oa. de un compuesto que. como consecuencia. sufre {a total ruptura
de su esqueleto carbonado. La combustion produce cambios de temperatura en cl
calorimetro. los que se miden en funcion del tiempo que dura el experimento. Estas
medidas permiten determinar la energia de combustion del compuesto. AU con una
precision del orden o mejor que 0.02%.

O
=
¢

El valor de la AU de los compuestos estudiados en estado condensado. sinve
para calcular las correspondientes entalpias molares de combustion, AH" (cd..
298,15°K) y de formacion, ArH(cd.. 298.15°K). en condiciones estandar y a
298,15°K. Para calcular la entalpia molar de formacion en fase gascosa del
compuesto, AfHo(g, 298.15°K). es necesario determinar su entalpia de transicion
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desde el estado condensado al gaseoso por métodos directos (calorimétricos) o
indirectos (medidas de presion de vapor) [4].

Una de las mayores limitaciones de la calorimetria de combustién
convencional o de “macrocombustion”, para el estudio de compuestos costosos o
de dificil sintesis; es la cantidad de muestra requerida (entre 0,5 y 1 g por
experimento). Sin embargo, en la tltima década y con la ayuda de técnicas analiticas
y dispositivos de control modernos (balanzas con resolucién de 0,1 pg,
microtituladores, técnicas cromatogréficas, etc.) se han podido emplear calorimetros
de “microcombustion” para estudiar compuestos con, incluso, unos pocos miligramos
de muestra [5].

Consideraciones generales

El estudio experimental de un proceso termoquimico consiste esencialmente
de dos partes, la calorimétrica y la quimica. La parte calorimétrica incluye la
determinacion de cantidades energéticas y la parte quimica, la especificacion del tipo
de reaccion junto con la medida del nuimero de moles de todos los compuestos de
la reaccion.

Los métodos calorimétricos, conocidos también como métodos de la “1? ley
de la Termodindmica”, permiten determinar las entalpias de formacion o de reaccion,
utilizando calorimetros altamente termorregulados y de conocida capacidad calorifica
(equivalente energético). Existen varios tipos de calorimetros [6], que se emplean
segun los procesos especificos estudiados. En algunos de ellos se miden directamente
el calor absorbido o producido por el proceso, y en muchos otros se miden mas bien
los cambios de temperatura producidos por el proceso.

Uno de los calorimetros mas ampliamente usados es el de tipo “isoperibol”.
En estos el ambiente se mantiene a temperatura constante y el intercambio de calor
entre el calorimetro y sus alrededores es pequefio, controlado y determinado por las
conocidas leyes de transferencia de calor de Newton.

Las medidas experimentales, con las correcciones necesarias y €l tratamiento
de datos adecuado, permiten el cédlculo de las entalpias o energias de las reacciones
estudiadas. Estas magnitudes se suelen expresar en términos referidos al estado
estandar (p° = 10° Pa) [7] y a la temperatura de 298,15°K.
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La determinacién del equivalente energético del calorimetro -¢-, relacionada
con el “calibrado” del mismo, se puede realizar de dos maneras: 1/ eléctricamente,
2/ utilizando el proceso o reaccion quimica de un patron o sustancia estandar cuya
AU; (AH;) estd bien determinada.

Calorimetria de combustion

La calorimetria de combustion es considerada como uno de los métodos
experimentales mas adecuados para la determinacion directa y precisa de las entalpias
de formacién de compuestos en estado condensado! . La combustién en atmosfera
de O, del compuesto tiene lugar en el interior de un recipiente presurizado (bomba)
y se obtiene principalmente CO; (combustiéon completa), H,O y otros productos
finales.

En esta calorimetria es imprescindible que tanto los productos iniciales y los
productos finales como sus correspondientes estados estén rigurosamente bien
definidos. Tales condiciones se obtienen con relativa facilidad cuando se estudian
compuestos orgénicos que contienen C, H, O, N, pero las dificultades son mayores
para los que incluyen azufre, halogenos (F, Cly Br) y sobre todo los organometalicos

8].

PREPARACION, CONTROL Y CARACTERIZACION DE MUESTRAS.

Antes y después de realizar un experimento calorimétrico es importante
realizar mediciones y controles con todos los componentes del proceso de
combustion. Asi, con respecto a:

o la sustancia estudiada,.

- es imprescindible que tenga una pureza >99 %, la que es controlada y
asegurada por técnicas como la cromatografia de gases, HPLC, DSC,
NMR, IR, etc.,

- deben quedar bien establecidas sus propiedades termodindmicas (Cp,
transiciones de fase, etc.), realizando mediciones, p.ejem. con DSC,

- sies solido conviene prensarlo en forma de pastilla y si es liquido o solido
higroscépico o que sublima, encapsularlo en una bolsa de polietileno,
poliester u otro material adecuado y perfectamente caracterizado,

T La calorimetria de llama es la adecuada para estudiar la combustion de gases [4].
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- las cantidades de masa requeridas tienen que ser determinadas con una
precision < £ 2 pg,

o el Oy de la bomba de combustion, es necesario que sea de alta pureza y sin
materias orgdnicas. La presion del O, en la bomba suele ser ~3,04 MPa.,

o los productos finales, tienen que ser caracterizados y controlados utilizando
técnicas analiticas (cromatografia i6nica y de gases, titulacion y valoracion
de disoluciones, tubos de absorcidn Dragiier, etc.) y técnicas espectroscopicas
(visible-UV, FTIR, Raman, etc.).

Finalmente es importante asegurar la combustién completa del compuesto
estudiado mediante andlisis cuantitativo de CO,; en caso contrario sera necesario
el uso de sustancias auxiliares (vaselina, acido benzoico, etc.) y/o introducir
modificaciones en la metodologia experimental (p.ejem. aumentando o disminuyendo
la presion del O»).

Termortegulacidbn
Agtacién
calefaccién

[ Puente atemo }

Termbémetro Pt

~

=-Calorimetro

J

Fig.1.Esquema de un calorimetro “isoperibol”

DESCRIPCION DEL CALORIMETRO DE COMBUSTION.

El calorimetro de combustion consiste basicamente de una bomba y de un
sistema de medida o calorimetro propiamente dicho.

La bomba esta construida de una aleacién especial, p.ejem. “Illium’? o acero
inoxidable con revestimiento interno de Pt o de Ta. El calorimetro propiamente dicho

2 Una aleacién con 66,6 % Ni;18% Cr; 8,5% Cu; 3,3% W: 2 Al;1% Mn; 0,6% (Ti+B+S).
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es una vasija llena de agua, o como en el caso de los calorimetros “aneroides” un
bloque metélico (de Cu 0 Ag), en cuyo interior estd situada la bomba. Segun el
movimiento la bomba se puede distinguir dos tipos de calorimetros:

o Calorimetro con bomba estatica, adecuado para estudiar sustancias que
contiene CHON, e incluso I y F.

o Calorimetro con bomba movil, especialmente el de bomba rotatoria (rotacion
alrededor del eje horizontal o vertical) que permite obtener mezclas de
composicion homogénea entre los distintos contenidos del estado final de la
bomba, adecuado para estudiar sustancias que contienen CHOS, CHOX (X=
Cl, Br, I), y varios organometdlicos [8].

En la fig.1 se muestra un tipico calorimetro “isoperibol”. El bafio esta
termostatizado a una temperatura constante Ty, (~25 °C) con una estabilidad mejor
que £ 0,001 °C.

MEDIDAS CALORIMETRICAS

En Ja fig.2 muestra la curva del registro temperatura vs. tiempo (T vs t) de
un experimento tipico de combustion que dura ~1h. Las medidas de temperatura se
registran de modo automatico con un termometro de resistencia de Pt (25 Q) que va
unido a un puente alterno de resistencias. La precision de las medidas es de + 0,00005
°C [9].

La curva T vs t se divide en tres partes o periodos: inicial, principal y final.
En los periodos inicial y final los cambios de temperatura son debidos al flyjo de
calor proveniente del bafio y al calor generado por agitacion del calorimetro. El
periodo principal empieza a la temperatura T; cuando se inicia la combustion del
compuesto que produce el subito incremento térmico (entre 1 y 2 °C) y finaliza a
la temperatura Ty, proxima a la del bafio, Tb.

Del tratamiento de datos obtenidos de la curva Tvs t [10,11] se obtiene el
denominado incremento de temperatura adiabatico, que vendria a ser el incremento
producido por la combustion del compuesto en un calorimetro adiabatico,

ATaq = (Tr— T + ATcon (1)

AT.or representa las correcciones de no-adiabatismo, debidos tanto a la agitacion
térmica del calorimetro como al intercambio de calor con el bafio (qagit T dex')-
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Fig.2. Curva T vs t de un experimento tipico de calorimetria.

DETERMINACION DEL EQUIVALENTE ENERGETICO DEL CALORIMETRO, ¢,.

Es practica habitual determinar &, (“calibrado del calorimetro™) utilizando la
combustion del acido benzoico (sustancia de referencia primaria) cuya energia masica
de combustion, Acu ha sido determinada con precision bajo condiciones especificas
certificadas por el NIST (-26434 =+ 3 J/g para la muestra estandar de referencia 39j),
de modo que,

€0 = (-m'A; u”/ATyg) & 2

m, es la masa del ac. benzoico quemado, &' es la suma de las capacidades
calorificas de los elementos que contiene la bomba en el estado inicial.

Una vez determinado e,, los experimentos con el compuesto estudiado tienen
que ajustarse lo mas posible a las condiciones en las que se hizo el calibrado,
eliminandose de esta manera los errores sistematicos personales.

DETERMINACION DE ENTALPIAS DE COMBUSTION Y DE FORMACION EN
ESTADO CONDENSADO

La determinaciéon de A U° (298,15°K) asociado a la conversion de los
productos iniciales a finales en sus estados estandar (p°® =10’ Pa) y bajo condiciones
isotérmicas a la temperatura T=298,15°K se muestra en el diagrama adjunto (fig.
3), esta determinacidén incluye el calculo de dos términos,

A, U (298,15°K) = AUrpp(298,15°K) + AUs 3)
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o AUjgp, €s €l cambio en la energia interna entre los productos iniciales y los
finales bajo condiciones isotérmicas de la bomba a 298,15°K.

o AUS = AUS,; + AUS res la reduccion de AUjpp al estado estandar, conocido
también como las “correcciones de Washburn” [12], ampliamente descritas
por Hubbard y col. [11] para compuestos tipo CHON, CHOS y CHOX (X=Cl,
Br, I) y representan menos del 0,5% de la energia de combustion determinada.

Estado estandar
p°=10° Pa, T=298,15°K
Productos iniciales

AU°(298,15°K)

we |

.. o AU 1pp
Condiciones iniciales
pl, T=298’150K -------------------------------------------
(&t&)(T,-T) (&t ).

Condiciones experim.
Iniciales: p, T,

Estado estandar
p°=10° Pa, T=298,15 °K
ProductosAina]es

Condiciones finales

D> p, T=298,15 °K

QignT Gagnt * Qbano

Condiciones experim.
Finales: Pt T

Fig. 3. Esquema de la reduccion de resultados calorimétricos al estado estandar.

Se considera como incertidumbre de AcU°, a 2suo [13] donde la desviacion

estandar sy, incluye: las incertidumbres y desviaciones estadisticas de las medidas
realizadas [€o, Au(ac. benzoico), Au(sust. auxiliares)].

La entalpia molar de combustién en el estado estandar y a T=298,15°K queda

establecida como,

AP, (298,15°K) = AUP (298,15°K) + A(pV)°

(4)

donde A(pV)°= RT-An, An es la variacion en el numero de moles de las especies

gaseosas de la combustion.
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Para el célculo de la entalpia estandar de formacion de la sustancia estudiada
en su estado condensado, AfH° (cd., 298,15°K), se tiene en cuenta las entalpias de
formacion de los compuestos formados en el estado final de la combustién: CO,,
H>O y otros como H»SO4 si el compuesto incluye S, XH si incluye halégenos (X=F,
Cl, Br). :

Determinaciéon de entalpias de formacion en fase gas.

La determinacién de la entalpia de transicién del estado condensado al estado
gas se puede realizar directamente -mediante calorimetros adecuados- o
indirectamente, ajustando la ecuacion de Clausius-Clapeyron a los datos de las
medidas de presion de vapor vs temperatura. Describimos brevemente el método de
Efusion de Knuden para determinar las entalpias de sublimacién y el calorimetro
de vaporizacion de Wadso para determinar las entalpias de vaporizacion.

METODO DE EFUSION DE KNUDEN.

Es uno de los métodos de Knudsen [4,14] que sirve para determinar las
presiones de vapor (entre ~0,05 y 3 Pa) de una sustancia, midiendo el flujo de masa
que sublima a través del orificio de la “célula de Knuden”. Los datos (T, p) obtenidos
en un determinado rango de temperaturas se ajustan —por el método de minimos
cuadrados- a la ecuacion de Clausius-Clapeyron expresada como, lg p=-B-T!+A.
El valor del coeficiente B permite determinar la entalpia de sublimacion del
compuesto, Asyp, H® (<T>), a la temperatura media <T> del rango considerado.

Para calcular Agyp HOp (298,15°K) es necesario conocer las capacidades
calorificas C%, m (g) en fase gas, y C%, m (cr) en fase solida (cristalina). Las primeras
se pueden determinar p.ejem. usando los esquemas de aditividad de grupos de Benson
[15] y las segundas, por medidas de DSC.

CALORIMETRIA DE VAPORIZACION

El calorimetro disefiado por Wadsé [4] permite determinar de modo directo-
por compensacion eléctrica- la entalpia de vaporizacion de sustancias liquidas, Avap
H°n, (298,15°K), utilizando muestras de ~100 pg de masa y cuyas presiones de vapor
estan comprendidas entre 66 y 2.6-103 Pa. La precision del valor de la entalpia
determinada puede llegar a ser £ 0,08 kJ/mol.

100



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Finalmente, la entalpia molar estandar de formacion de un compuesto en fase
gas de un compuesto a 298,15°K, se calcula mediante la relacion,

As Hon (g, 298,15°K) = Ar HC (cd., 298,15°K) + Asub 6 vap Hm (298,15°K) (1)

Parte quimica del proceso de combustion. Ejemplos de aplicacion.

COMPUESTOS QUE CONTIENEN C, HY O

Se estudian usando calorimetros con bomba estatica. La combustion de estos
compuestos queda expresada como,

C.HpOe (cd.) + (at+b/d-c/2) 02 (g) —> a CO2 (g) + (b/2) H20(D)

Nuestro grupo ha estudiado sistematicamente las propiedades termodindmicas
en fase gas de carbonilos aciclicos con la finalidad de valorar los efectos estéricos
en estos compuestos. Luego ampliamos el estudio a los carbonilos ciclicos,
especificamente a determinadas cicloalcanonas, para comprender los efectos de
ciclacion en la estabilidad de los mismos. En este contexto, nuestras determinaciones
de las Ar H° (g) de la ciclododecanona (CioH;s0) y de la ciclopentadecanona
(C1sH280) [16,17] contribuyeron a mostrar la excelente correlacion lineal entre el
ntimero de atomos de C en el anillo, nc, de las cicloalcanonas Cn Hon2a O (5 <. nc
< 15) y sus correspondientes ArHnm (g). Asimismo hemos estudiado los efectos de
tension en la pentaciclo [5.4.0.0%6.0310.0>°] undecano-8,11-diona (C1oH1002) [18],
un compuesto de “disefio”, con estructura altamente compacta y tensa, que pertenece
a la familia de los policiclicos del tipo “jaula ” (Fig. 4) e interesante cOmo todos
sus homdlogos (las PCUD y derivados) tanto del punto de vista energético-estructural
(presencia de tipos de enlaces inusuales), como por sus multiples aplicaciones:
farmacoldgicas (antivirales), combustibles, explosivos, etc. A partir de nuestros
resultados determinamos la tension de esta molécula debido a la presencia de sus
dos grupos carbonilos.

o ©
Fig.4 .Pentaciclo [5.4.0.0 .0. 0.] undecano -8,11-diona.
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COMPUESTOS QUE CONTIENEN C, H O YN

Se estudian, como en el caso anterior, usando calorimetros con bomba estatica.
La combustion de estos compuestos queda referida a la siguiente reaccion,

CoHpOcNg (cd.) + (a+b/4-c/2) Oz (g) —> a CO1 (g) + (b/2) Hy0 (1) + (d/2) N

Aproximadamente el 90% del nitrégeno' del compuesto pasa a N y el resto
forma principalmente una disolucién de HNO;, que es valorada y tenida en cuenta
en el balance energético de la combustion.

Como un ejemplo de los distintos compuestos organicos C, H, O y N
estudiados por nuestro grupo, mencionamos las determinaciones experimentales de
Ac H®, Agp H° y ArH° de la N-metil-acetamida (C3H70N) y de la 2-Azetidinona
(C3HsON) [19] (Fig. 6). Los resultados obtenidos combinados con los resultados
de sus afinidades protonicas en fase gas permitieron la determinacion de las entalpias
de formacion, en fase gas, de las correspondientes especies protonadas (C3H;ONH?*
y C3HsONH™). Estos resultados mostraron una buena concordancia con los célculos
quimico-cudnticos “ab-initio” en el nivel G2(MP2) y toda la informacion obtenida
fue usada para determinar la tensién en los anillos b-lactamicos neutros y protonados
en ausencia de solvente.

Como se sabe, la 2-Azetidinona es considerada como la unidad estructural
mas pequefia o nucleo activo de la familia de los antibioticos b-lactdmicos y posee
una elevada reactividad probablemente debido a la tension de su anillo de cuatro
lados que determinaria la actividad bioldgica de esta familia de antibidticos. El valor
de la tension de la 2-Azetidinona determinada por nuestro grupo (119.4 £ 5.7 kJ/
mol), es la primera determinacién experimental que se conoce.

0
;——-// o
=
H
A) (8)

Fig.5. (A) 2-Azetidinona. (B)N-metil azetdmida.
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COMPUESTOS QUE CONTIENEN C, H, O Y S

Se estudian mediante calorimetros con bomba rotatoria. La combustion de
estos compuestos produce una mezcla de dioxidos y trioxidos de S, que son
catalizados a SO4% (disol.) por los oxidos de nitrégeno formados a partir de las trazas
del N, presentes en la atmosfera de O». La presencia de suficiente cantidad de agua
en la bomba (en una proporcién ~1/25 respecto del volumen de la bomba) y la
rotacion de la misma inmediatamente después de la combustion, permiten que la
disolucion acuosa de HSO4 formado alcance una concentracién homogénea y bien
definida.

La fiabilidad de las medidas se suele comprobar utilizando tiantreno, como
sustancia de referencia secundaria.

La reaccion de combustion de los compuestos con formula general CaHpOcSq
es:

C,HpOcSq (cd.)+ (at+b/4-c/2+3d/2) Oz (g) + (nd+d-b /2) H0 (1) ——>aCO03 (g)+d[H2S04- n H.0 (1)

El estudio de los compuestos heterociclicos que contienen oxigeno y azufre
ocupa un lugar destacado en la quimica organica y en particular la energética de
los heterocicloalcanos despierta un vivo interés tanto desde el punto de vista tedrico
como del experimental. Para poder comprender las estabilidades isoméricas de los
1,3- y 1,4-di-heterociclohexanos, y también calcular la energia de la tension
“ultradiagonal” del tiirano, determinamos las A¢H° del 1,3- y 1,4-ditianos [20,21],
resultados que mostraron una buena concordancia con los calculos tedricos realizados
en los niveles G3 y G2(MP2). Encontramos que los isomeros 1,3- y 1,4-ditianos
tienen entalpias de formacion muy parecidas entre si, lo que no ocurre p.ejem. entre
los correspondientes isomeros del dioxano. Estas diferencias se explicarian teniendo
en cuenta las propiedades conformacionales de los segmentos 0O-C-C-O (attractive
gauche effect») y S-C-C-S («repulsive gauche effect«), y del efecto anomérico, mas
fuerte en los segmentos O-C-O que en los S-C-S.

8 58
(A) (B)

Fig.6. (A) 1,3Ditiano. (B)1,4 Ditiano.

103



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

COMPUESTOS QUE CONTIENEN C, H, O Y CL.

El calorimetro con bomba rotatoria es el método mas adecuado para estudiar
los compuestos organicos halogenados con férmula general C,HyO.X4 (X =F (i,
Br, I). ‘

La combustion de compuestos organo-clorados (y organo-bromados) produce
una mezcla de halégeno libre e hidracido del halogeno. Para obtener un estado final
de combustion bien definido se afiade previamente a la bomba una disolucién, en
exceso, de 0xido arsenioso o de dehidrocloruro de hidrazina que reduce todo el Cl,
producido a HCI:

Cly (g) + %2 As;0s (dis) + H,0 (I) —> % AsyOs (dis.) + 2 HCI (dis.)

la rotacion de la bomba asegura la homogeneizacién de la mezcla final, que es
adecuadamente caracterizada, p.ejem. por titulacion potenciométrica. En el conjunto
de los andlisis quimicos se tiene en cuenta ademds, la precxidacion catalitica del
As;03 y la formacion del H,PtClg, ambos procesos debidos a la presencia de Pt en
el recubrimiento interno de la bomba.

La fiabilidad de las medidas se suele comprobar utilizando sustancias de
refreferencia secundarias como el acido paraclorobenzoico y también realizando
experimentos de comparacion [4].

La combustién de los compuestos organo-clorados con formula general
CaHpOCly es referida a la siguiente reaccion:

CaHyOcCly (cd.) + [a+(b-d)/4-c/2] Oy (g) + [nd + (b-d)/2] Ho0 ()——J>a COx(g) + d [HCI-nH0] (1)

La quimica de los compuestos clorados es uno de los temas que suscita interés
y es objeto de numerosas investigaciones.

Uno de los compuestos ampliamente estudiados es el adamantano y sus
derivados. Estos compuestos presentan propiedades interesantes (p.ejem. una
estructura molecular triciclica inusualmente rigida), que se aprovechan para multiples
aplicaciones: farmacologicas, agroquimicas o materiales poliméricos [22]. Nuestro
grupo ha estudiado las propiedades termoquimicas del 1-cloroadamantano (1-AdCl)
[23] (fig. 7). El valor de la AfH°(g) que determinamos fue concordante con el
obtenido teéricamente (en el nivel G2(MP2)). Combinando estos resultados con otros
resultados experimentales (ICR-FT, HPMS) y tedricos para el adamantano (AdH),
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isobutano (IbuH), cation fer-butilo (Ibu*) y cloruro de terbutilo (IbuCl),
determinamos el valor de la entalpia estandar de formacion en estado gaseoso del
catién 1-Adamantilo (1-Ad*) tanto desde el punto de vista puramente experimental
(163.4 kcal/mol) como del puramente computacional. (160,7 kcal/mol) obteniendo
valores concordantes y consistentes entre si. Con este cuidadoso estudio teorico-
experimental hemos refutado y cuestionado el valor de Ar Hon(1-Ad™, g) = 152 £3
kcal/mol, determinado recientemente por el grupo de J.L. Holmes mediante
espectrometria de masas de impacto electronico (AEI-MS) [24].

Cl

Fig.6. 1-Cloroadamantano.

Consideraciones finales

ILa calorimetria de combustién, una técnica «centenaria», continia siendo un
método irremplazable para obtener entalpias molares de formacién de diversos
compuestos en fase condensada. Estos datos son de importancia crucial para la
discusion de la energética de enlaces y reactividad moleculares.

Igualmente hay que destacar su contribucién a las areas tecnologico-
industriales, particularmente en el control de procesos quimicos industriales,
aprovechamiento energético de residuos organicos, biomasa, etc.

REFERENCIAS

[1]  J.A. Martinho Simoes y M.A.V. Ribeiro da Silva, En NATO Science Series: Energetics
of Stable Molecules and Reactivity Intermediates. Editor: M.E. Minas da Piedade.
Kluwer Academic Publishers (Dordrecht-Boston-London) 1 999. Cap. 1.

[2] E. M. Arnett, J. Chem. T) hermodynamics 31 (1999) 711.

[3]  M.E. Minas da Piedade. En NATO Science Series: Energetics of Stable Molecules
and Reactivity Intermediates. Editor: M.E. Minas da Piedade. Kluwer Academic
Publishers (Dordrecht-Boston-London) 1999. Cap. 2.

[4] J.D. Cox y G.Pilcher, en Thermochemistry of Organic and Organoimetallic
Compounds”. Ed. Academic Press Inc. (London) 1970.

105



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

[5]
[6]

[7]
[8]
[9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]

[13]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]
[23]

[24]

R. Sabbah y A. Rojas. J.Chem. Thermodynamiscs 27 (1995) 685.

0. Kubaschewski, C.B. Alcock y P.J. Spencer, en “Materials Thermochemistry”.
Pergamon Press (Oxford-N. York-Seul-Tokio) 1993.

I. Mills, T. Cvitas, K.Homann, N. Kallay y K. Kuchitsu en “Magnitudes, Unidades
y Simbolos en Quimica Fisica”. IUPAC (1993). Ed. Editorial Centro de Estudios
Ramon Areces, S.A. (Madrid) 1999. A

G. Pilcher, en NATO Science Series: Energetics of Organometallic Species, Editor:
J.A. Martinho Simoes. Kluwer Academic Publishers (Dordrecht-Boston-London)
1992. Cap. 2.

I.J. Quinn en “Temperature”. Second Edition. Academic Press. (1990).

J.Coops, R.S. Jessup y K. Van Nes, en “Experimental Thermochemistry ~. Ed. F.D.
Rossini. Interscience Publishers Ltd. (London) 1956. Cap. 3.

W.N. Hubbard, D.W. Scott y G. Waddington; E.J. Prosen y otros, en “Experimental
Thermochemistry”. Ed. F.D. Rossini. Interscience Publishers Ltd. (London) 1956.
Caps. 5-10. :

E.W.Washburn, J.Res.Nat.Bur:Stand. 10(1933) 525

G. Olofson, en “Combustion Calorimetry”. Ed. S. Sunnery M. Minson. Pergamon
Pres: Oxford (1979) Cap. 6.
A. S. Carson, en NATO Science Series: Thermochemistry and Its Applications to
Cjemical and Biochemical Systems, Editor: Ribeiro da Silva. D. Reidel Publishing
Company (Dordrecht-Boston -Lancaster) 1984, pp 127.

S.W. Benson en “Thermochemical Kinetics. Methods for the estimation of
thermochemical data and rate parameters”. 2da. Ed. Wiley: New York. 1976.
M.V.Roux, P.Jiménez, J.Z.Davalos, J.-L.M.Abboud y M.T.Molina. J.Chem.
Thermodynamics 28 (1996) 1029.

J.-L.M. Abboud, J.Z. Davalos, P. Jiménez, M.A. Martin-Luengo y M.V. Roux.
J.Chem. Thermodynamics 29 (1997) 1281.

P. Jiménez, M.V. Roux, J.Z. Davalos , J.-L.M. Abboud y M.T. Molina. J. Chem.
Thermodynamics 31 (1999) 263.

M.V. Roux, P. Jiménez, J.Z. Davalos, O. Castaiio, M.T. Molina, R. Notario y J.-
L.M. Abboud. J.Am. Chem. Society 118 (1996) 12735.

M.V, Roux, J.Z. Davalos, P. Jiménez, E. Juaristi, J.L. Saiz y J.-L.M. Abboud. J.
Chem. Thermodynamics 31 (1999) 635.

J.Z. Davalos, H. Flores, P. Jiménez, R. Notario, M.V. Roux, E. Juaristi, R.S.
Hosmane y J. Liebman. Enviado a J. Org. Chem. (1999).

K. Tominaga y M. Haga. Chem. Econ. Eng. Rev.10 (1986) 23.

H. Flores, J.Z. Davalos, J.-L.M. Abboud, O. Castarnio, R. Gompers, P. Jimenez, R.
Notario y M.V. Roux. J.Phys. Chem. A. Vol. 103, N° 38 (1999)7555.

Ch. Aubry, J.L. Holmes y J.C. Walton. J.Phys. Chem. A. 102 (1998) 1389.

106



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS - UNI

Activacion del substracto de
cobre en soluciomes de
reduccion autocatalitica de

NI =[P

Adolfo La Rosa Toro Gomez”

RESUMEN

El sistema para la obtencién de depositos Ni-P por reduccion autocatalitica
(electroless) ha proporcionado una novedosa técnica en el campo de los
recubrimientos y acabados superficiales sobre substratos metalicos, en los
cuales se busca proporcionar propiedades fisicas mejoradas, entre otras,
vesistencia a la corrosion, dureza, resistencia al desgaste, etc.,sin las
conocidas limitaciones de las técnicas de electrodeposicion.

Por lo general, el método electroless ha estado limitado a metales cataliticos
o superficies no conductoras activadas con paladio u otros metales nobles.
El presente trabajo estudia el método de impulso galvanico aplicado a la
activacion de substrato de cobre fundamentado en los valores de potencial,
condicién termodinamica para llevar al substrato de su condicion no

catalitica a catalitica.

- Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria, Lima-Perd.
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Introduccion

Las soluciones de electroless, a diferencia de las soluciones de
electrodeposicion utilizan sales reductoras, los cuales “ reemplazan” a la fuente
externa de corriente, constituyéndose en “rectificadores quimicos”. El
comportamiento catalitico del substrato metélico en soluciones de reduccion quimica
de niquel, que utiliza hipofosfito de sodio como reductor, estd fundamentado en la
capacidad del metal de adsorber iones de hipofosfito para generar los atomos de
hidrégeno necesarios para una posterior reduccion de Ni**. Es conocido el
comportamiento de metales nobles como electrocatalizadores los cuales por lo
general proporcionan valores muy bajos de sobrepotencial de hidrégeno, existen
otros metales no-nobles que, sin embargo, se comportan como autocataliticos, este
es el caso del hierro, el cual debe su actividad a un alto valor de potencial de
oxidacion con respecto a la solucion, lo mismo sucede con otros metales como
aluminio, magnesio, etc. Por el contrario, el cobre no llega al potencial necesario
para mostrar actividad, por lo tanto, la adsorcion de iones hipofosfito es nula. El
contacto momentaneo (4-5 seg.) de un metal con alto potencial de oxidacion, como
es el caso del aluminio al substrato de cobre sumergido en la solucién, le
proporcionara el potencial necesario para iniciar el proceso de adsorciéon de iones
hipofosfito, en consecuencia, el proceso de reduccion quimica de Ni-P se habra
iniciado. Las ecuaciones siguientes son tipicas de las soluciones de reduccién quimica
de Ni-P.

H,PO, + H,O = HY + HPO3? + 2H° [01]
NI?* + 2H° = Nij + 2H* [02]
H,PO, + H° = H,O + OH + P [03]
H,PO;” + H,0 = H* + HPO3® + H, [04]

Parte experimental

Se ha utilizado muestras de cobre electrolitico 99,999% de pureza con 4 cm?
de area expuesta.

PREPARACION DE LA SUPERFICIE DEL SUBSTRATO:

Como en los procesos de electrodeposicion, la superficie del substrato debe
encontrarse excenta de peliculas pasivantes (0xidos, sales no solubles) suciedad y
grasas en general. Este detalle se encuentra estrechamente relacionado a la
adherencia de la pelicula -substrato.
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Decapado de la superficie .- El substrato fue sumergido enuna solucion 10%
HCI durante 60 segundos mediante el cual se consigue disolver la pelicula de
pasivacion, después del cual se enjuaga escrupulosamente en agua destilada.

Desengrase electrolitico.- Se ha utilizado la formulacion del cuadro N° 1,
utilizando acero inoxidable tipo 316L como anodo operando a temperatura
ambiente y 2 minutos de electrolisis, después del cual se realiza sucesivos
enjuagues en agua destilada. El substrato asi tratado queda listo para el proceso
de deposicion quimica de Ni-P.

Cuadro N° 1
Desengrase electrolitico
Componentes Composicion

(L)

Hidroxido de sodio 12

Carbonato de sodio 13,8

Metasilicato de sodio 15

Tripolifosfato de sodio 6

Operacion:

Densidad de corriente (A/dm?) 3

Temperatura °C Ambiente

ACTIVACION DEL SUBSTRATO DE COBRE:

Estudio de la temperatura de activacion por el método de potencial
abierto.- Se ha estudiado la temperatura de activacién utilizando una ldmina de cobre
de 2 cm x 2 cm, sumergido en la solucion tipo C de composicion segun el cuadro
N° 2 a 65°C, 70°C, 75°C respectivamente activandolo por el método de impulso
galvéanico, Fig. 1. El seguimiento de 1a variacién del potencial respecto al tiempo
fue seguido por el método de potencial abierto utilizando calomel como electrodo
de referencia y un potenciometro de alta impedancia marca SCHOTT GERATE
modelo CG818. Los datos fueron tomados utilizando una interfase SCASSY modelo

5400.

El procedimiento se resume en los siguientes pasos:

1. Se monta el sistema sobre un agitador magnético a 500 r.p.m. con plato
de calentamiento regulado y control de temperatura.

2. Se fija la temperatura de la solucion.

3. Se sumerge el substrato de cobre y se deja temperar por 1 minuto.
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Fig. 1. Disposicion de la celda de medicion.

4. Se prepara un alambre de aluminio al 99,99% de 1 mm de diametro
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sumergiéndola antes del contacto en una solucion al 10% de hidroxido
de sodio, la finalidad es remover la capa ceramica de 6xido de aluminio.
La formacion de 6xido es espontdnea y rapida por lo que es imprescindible
realizar el contacto inmediatamente después del enjuague.

Se contacta la lamina de cobre con el alambre de aluminio por espacio
de 05 segundos. Luego de transcurrido el tiempo, se retira.

L. lm ]750

| 7@gnﬁxx¥v e S A

; . 66 C 70C

|
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Fig. 2. Estudio de la activacion del substrato de cobre en solucion de electroless a

diferentes temperaturas por el método de potencial abierto.
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ESTUDIO DEL POTENCIAL DE INICIO DE LA REACCION POR
VOLTAMPEROMETRIA

El siguiente estudio se ha realizado utilizando tres tipos de soluciones, segun
el cuadro N? 2:

Soluc. A. Electrolito soporte + hipofosfito de sodio.
Soluc. B. Solucion de deposicion quimica sin hipofosfito de sodio.
Soluc. C. Solucidon de deposicion quimica.

Se ha empleado un potenciostato marca PINE INSTRUMENTS modelo
AFRDES.

Las condiciones de medicion son:

PH: 5,0.

Temperatura: 25°C.

Velocidad de barrido 1m V/s.
Substrato: Cobre electrolitico.
Area de la superficie: 0,282 cm?

Las soluciones fueron burbujeadas con nitrégeno 5 minutos antes del inicio
y se mantiene durante toda la medicion, las curvas se presentan en la figura 3.

Las soluciones fueron constantemente homogenizadas mediante agitador
magnético a 500 r.p.m.

Cuadro N* 2
Composicion de las soluciones utilizadas para las mediciones de voltamperometria.

Componentes Sol. A Sol. B Sol. C
Sulfato de niquel X 26,27 26,27
Acido acético 24,97 24,97 24,97
Acido citrico 24,02 24,02 24,02
Hipofosfito de sodio 19,35 X 19,35
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Fig. 3. Voltamperometria catédica: 1 m V/s de velocidad de barrido y 25°C sobre substrato
de cobre en diferentes soluciones de acuerdo al cuadro N* 2.

Resultados y discusion

El depédsito Ni-P obtenido, sobre substrato de cobre, fue caracterizado
mediante DRX en un equipo PHILLIPS modelo XPERT. El difractograma de la
Fig. 4 muestra la existencia de fésforo como elemento estequiométrico limitante en

forma de fosfuro de niquel (Ni3P) y niquel metalico.
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Fig. 4. Difractograma indexado del depésito Ni-P sobre substrato de cobre después de su
tratamiento térmico a 400°C por una hora.

Discusion de Resultados

El rapido incremento del valor de corriente para la curva de la solucion C,
a partir del potencial catodico 600 mV, (Fig. 3) indica el inicio de un proceso de
Faraday o de transferencia electrénica, correspondiendo a la deposicion Ni-P, tal
como se ha podido observar visualmente por el depésito formado y por el incremento
de peso registrado en la probeta. Este punto se conoce como potencial de
descomposicién. El hecho de que la sol. B no muestre deposicion a este valor de
potencial define la funcién del hipofosfito como un agente reductor y es a traves
de este componente que se inicia el depdsito corrobordndose el mecanismo de

reaccion sefialado en las ecuaciones 1-4.

El grafico de la figura 2 muestra que a la temperatura de 75°C, después de
la interrupcion del contacto del alambre de aluminio el potencial permanece constante
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indicando que el proceso de deposicion metalica es continua y la cantidad de
particulas depositadas se incrementa con el tiempo a la vez que se observa la
generacion de gas hidrogeno. Por otro lado, a temperaturas menores de 75 °C, existe
una corta fase de activacién debido al impulso galvanico proporcionado por el
contacto con aluminio, esto se demuestra por la considerable cantidad de Ni-P
encontrada en las probetas, sin embargo esta condicion es imposible de sostener
debido a que la temperatura no resulta suficiente para mantener la activacion de las
particulas Ni-P recientemente generadas, dando lugar a la caida del potencial a
medida que las particulas se van desactivando.

La diferencia existente entre la interrupcion del contacto y el inicio de caida
de potencial para las curvas a 65°C y 70°C es coherente con la interpretacion dada,
debido a que a mayor temperatura la velocidad de depdsito es mayor y para el mismo
tiempo de contacto (5 segundos), existe mayor cantidad de particulas de Ni-P formado
en la probeta, de esta manera, el tiempo necesario para la desactivacién es mayor
para el de mayor temperatura.

Conclusiones

Si se compara el valor de potencial de descomposicion obtenido por
voltamperometria (figura 3), resulta coherente con el valor obtenido en potencial
abierto determinado para la deposicion continua a 75°C (figura 2). Esta coincidencia
de valores para dos formas de activar el substrato: El primero, mediante energia
térmica y el segundo, por el suministro de energia eléctrica externa se puede atribuir
a los mecanismos de reaccion mediante el cual es necesario, en primer lugar, la
adsorcion de las moléculas de hipofosfito en la superficie del substrato.Esta absorcion
puede lograrse independientemente de la temperatura, a condicion, de que exista el
suficiente potencial. En el primer caso, se logra por impulso galvanico mediante
contacto con aluminio (se puede observar las coincidencias de pico para las tres
temperaturas) y otra por corriente eléctrica externa, como en el caso de
voltamperometria. La explicacién de por qué para la activacion por impulso galvanico
el potencial no se sostiene y empieza a descender es debido a que una vez
interrumpido el contacto de aluminio el potencial desciende a los valores propios
de las particulas de Ni-P recientemente depositadas. En consecuencia para valores
de temperaturas menores de 75°C el valor de potencial no es el suficiente para la
condicion activa, iniciando un proceso de desactivacion masiva.
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FE DE ERRATA

y aclaraciones

Solucion local completa para un punto material sobre la Tierra rotante.
H.G. Valqui, REVCIUNI, Julio 2001.

1) Pag.70. Al inicio R=O°P =R e; +r, entonces
F=X;e;+Xxye;t+X3e;3 [10]
R=Xx1e;+xye;+X3e;3, X3=x3+R [10%]

En todo lo que sigue, donde aparezca r 6 X3 debe considerarse que se trata de R ¢ de
X3, respectivamente.

2) En la segunda férmula después de [14] deben borrarse los ‘puntitos’ de derivacion
temporal:
e3%xv = (X3 COSY — Xz _ seny) e) +X| Seny e; —X| Cosy e3
e3°x(e3°xR) =—x; e; + (X3 cosy — X7 seny) seny e; — (X3 COSY — X2 SENY) COSY €3

3) Aclaracion: A partir de la expresion [16] todos los calculos se realizan en la referencia
S, donde los cuatro vectores ej, ez, €3y e3° [14], son constantes.

4) Como consecuencia de lo anterior, la letra H, que aparece en la pagina 75, debe
considerarse medida a partir del origen O°; es decir, H =R + h, donde h es la altura
medida a partir de la superficie terrestre.
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