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EDITORIAL

En la actualidad la ciencia y tecnologia cobra un rol prepon-
derante en la permanencia y supervivencia del ser humano, la moder-
nidad ha traido como consecuencia una serie de condiciones medio
ambientales que dificultan su desarrollo integral y en particular su
adaptabilidad frente a las dificiles condiciones de vida, es asi que
ante esta realidad la ciencia y tecnologia busca facilitar esa super-
vivencia de los seres humanos.

En la Universidad Nacional de Ingenieria, la investigacién no es
desarrollada por la mayoria de docentes, pero aquellos que la prac-
tican dedicandole tiempo y con bastante sacrificio, son los que pres-
tigian a nuestra institucién. La Facultad de Ciencias cuenta con el
mayor nimero de investigadores, dedicados por completo a esta no-
ble tarea, son aquellos que en muchas ocasiones son reconocidos por
instituciones externas antes que por nuestra propia UNI; desde es-
tas lineas hago llegar un saludo y el reconocimiento a esa labor sin
limites ni fronteras que es la ciencia.

Los escasos apoyos econémicos que recibe la Facultad de Cien-
cias, los destina integramente para investigacién, cuidando que estos
sean realmente proyectos de investigacién los cuales culminan con
resultados que son publicados o presentados en Congresos, Simpo-
sios, etc.

El presente ntimero es el resultado del esfuerzo de investigadores,
editor y personal de apoyo, gracias a todos ellos y hago votos porque
sigan adelante en bien de la sociedad y el prestigio de nuestra queri-
da Facultad y la UNL

Dr. Pedro Canales Garcia
Decano
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Caracterizacion Fisicoquimica de Quitosano para su Aplicacion
como Biosorbente de Metales

Ily Maza Mejia®, Christian Jacinto Hernandez”
Laboratorio de Quimica Analitica e Instrumental, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria
e-mail: *ilyuni2002@yahoo.com, *christian@uni.edu. pe

Recibido el 14 de marzo del 2007, aceptado el 21 de marzo del 2007

El presente trabajo tiene como objetivo caracterizar el quitosano como material biosorbente y posteriormente
realizar el estudio de sorcién de metales en medio acuoso, relacionando sus caracteristicas con su capacidad de
sorcién. El quitosano fue caracterizado mediante FTIR donde se identifica las bandas caracteristicas de este
compuesto, se determinaron ademés caracteristicas como el grado de desacetilacion, masa molecular y la
cristalinidad, estas propiedades, pueden cambiar debido a muchas variables en el proceso de obtencion,
influenciando las caracteristicas del producto final; otro factor que se debe tener en cuenta es el origen biologico.
Las muestras de quitosano comercial, generalmente varian en la masa molecular, el grado de desacetilacién y la
cristalinidad, caracteristicas que tienen gran influencia en las propiedades y aplicaciones como biosorbente.

Palabras claves: Quitosano, biosorcidn, biopolimero, biosorbente.

The objective of this work is to characterize chitosan as biosorbent material and then, to study its metal sorption
capacity in aqueous solution media, relating its characteristics whit its sorption capacity. Main chitosan bands
were characterized by FTIR, furthermore, desacetylation degree, molecular mass and crystallinity were
determined. These properties can change during their obtention due to many variables of the process, modifying
the final product; another factor that should be in account is their biological origin. Samples of commercial
quitosan, have usually variable molecular mass, desacetylation degree and crystallinity, which have a strong
influence on biosorbent applications and properties,

Keywords: Chitosan, biosorption, biopolymer, biosorbent.

1. Introduccion

El quitosano es uno de los polisaciridos mas
importantes obtenido a partir de la quitina, biopolimero
mas abundante después de la celulosa. El quitosano es un
biopolimero  biodegradable y natural, tiene un
comportamiento catiénico en soluciones dacidas y es
extensamente estudiado por sus aplicaciones en muchas
areas.

La quitina (3-(1,4)-2-acetamido-2-deoxi-D- glucosa)
es obtenida generalmente por tratamiento quimico [1] de
exoesqueletos de crustéceos, entre ellos el camarén y el
cangrejo (también se encuentra en insectos, moluscos y
hongos), el producto final es blanco, duro e inclastico.

El quitosano (B-(1,4)-2-amino-2-deoxi-Dglucosa), se
obtiene por modificacién quimica de la quitina, cl cual es
tratado con una solucién alcalina concentrada y en
caliente, el polimero que se obtiene posee un
comportamiento marcadamente basico debido al grupo
amino librc en su estructura, proporciondndole
caracteristicas quimico-fisicas de gran interés industrial.

El quitosano es el derivado N- desacetilado de la
quitina, es una amina primaria y su mondmero es 2-amino-
2-deoxi-b-D-glucosa.

La eccuacidn quimica correspondiente a la
desacetilacion de la quitina se muestra en la figura 1.
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Figura 1. Reaccion de desacetilacion de la quitina.

En comparacién con la quitina, el quitosano es el
biopolimero mas adecuado para atrapar metales 16nicos
por quelacién, debido a la presencia de los grupos aminos
en su unidad estructural, figura 2.

CH,0H H NHCOCH,;

|
H NHCOCH, CH;OH

H NH, CH,OH

Figura 2. a) Unidad estructural de la quitina. b) Unidad
estructural del quitosano
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Quitosano

El quitosano es un polisacdrido que se encuentra
también en forma natural en las paredes celulares de
algunos hongos; sin embargo su fuente de produccion
principal es la hidrélisis de la quitina en medio alcalino,
obteniendo una parcial desacetilacion de la quitina. El
quitosano es un material con distintas propiedades, siendo
una mezcla de cadenas que tiene distintas proporciones de
unidades cuya relacion depende de las condiciones de
hidrélisis. Cuando se tiene una completa desacetilacién el
producto se denomina quitano.

El quitosano es considerado un polimero heterogéneo
de unidades D-glucosamina y N-acetil-D-glucosamina. El
quitosano es un material altamente variable en sus
caracteristicas, entre ellos el porcentaje de desacetilacion,
masa  molecular y  cristalinidad.  Observandose
discrepancias entre los diferentes estudios relacionados
con la sorcién de metales.

Estas diferencias también pueden ser explicadas en el
origen del material, ya que la quitina puede ser extraida de
diferentes materiales bioldgicos, las cuales daran origen a
tres tipos de quitina, y son definidas en relaciéon con la
orientacién de sus cadenas: un arreglo antiparalelo se
denominara o-quitina, forma mds estable y abundante
(generalmente se encuentra en la cuticula de artrépodos y
exoesqueletos de cangrejos y camarones), un arreglo
paralelo se denominara 3-quitina, y una mezcla de arreglos
dos paralelos y uno antiparalelo se denominara y-quitina
(ambas formas obtenidas a partir del esqueleto del
calamar). Estas tres formas generalmente diferenciadas en
la dureza, siguiendo el orden: a-quitina, B-quitina, y-
quitina. Otra razén que puede afectar las caracteristicas del
material son las condiciones experimentales empleadas en
la obtencién de la quitina y quitosano, esto bisicamente
puede afectar el porcentaje de desacetilacion, la
cristalinidad y la masa molecular del quitosano.

2. Parte Experimental

Reactivos y equipos

El quitosano de camarén fue obtenido de los
laboratorios Fluka, Francia. Todos los reactivos utilizados
fueron de grado analitico para andlisis.

El difractograma se obtuvo a partir de un
difractometro de rayos X marca Rigaku, modelo mini-Flex
con anodo de cobre y radiacion K,y ,, €l voltaje fue de 40
kv y una intensidad de 40 mA. Las medidas de viscosidad
y densidad de las soluciones de quitosano se realizaron en
un picnémetro con termoémetro y capilar lateral con
caperuza v un viscosimetro Ostwald Cannon - Fenske
rutina Serie 9721-A50 tamaiio 400, de 20,3 cm de longitud
y 5 mm de diametro, para obtener el espectro infrarrojo
de las peliculas de quitosano se utilizd Espectrémetro
infrarrojo con transformada de Fourier FTIR Perkin Elmer
1001-R con frecuencia de 4000-400 cm'™".

Caracterizacion de Quitosano
Porcentaje de Desacetilacion

Se prepararon peliculas de quitosano, segin la
bibliografia de Baxter [2]. Las peliculas de quitosano se
prepararon al 0.5 w/v en solucién de 4cido acético al 1%,
se secaron a 60° C por 24 horas, se lavé de 3 — 4 veces con
una solucién de 8% de amoniaco en metanol y finalmente
lavadas con metanol. Estas peliculas fueron secadas a 60°
C por 24 horas y luego almacenadas en un desecador por

24 horas a mas, hasta las medidas por FTIR.
Masa Molecular

La viscosimetria es uno de las técnicas mds
utilizadas y mide la viscosidad intrinseca, [n], que esta
relacionada con la masa molecular en la ecuacién de
Mark-Houwink [4] En la siguiente ecuacién, M, es la
masa molecular viscosimétrica, K y a son constantes que
dependen de la naturaleza del polimero, del sistema
disolvente utilizado y de la temperatura.

[7]=K-M,” M

Se prepar6 una solucién de 0.1M de CH;COONa en
0.2M de CH;COOH, que se utilizd como disolvente
(Buffer), para preparar las diferentes concentraciones de
quitosano: 1%, 0,5%; 0,25%; 0,125% y 0,0625% (w/v).
Se midié la densidad y la viscosidad de las disoluciones de
quitosano. Estas mediciones se realizaron en un bafio a
temperatura constante T = 30°C, por triplicado. Estas
medidas de viscosidad y densidad también se realizaron
para el buffer y agua destilada,

Una vez obtenida la viscosidad y densidad de las
distintas soluciones de quitosano, se procedié a realizar los
calculos de los distintos pardmetros, que después nos
ayudardn a obtener la viscosidad intrinseca, estos
parametros se calculan considerando los valores de tabla 1:

Tabla 1.Viscosidades que se consideran en los cdlculos.

Simbolo Nombre Unidades
| Viscosidad de la solucion P 6 Pas
Nste Viscosidad del solvente P o6 Pas
N r=NMste Viscosidad relativa -
Nesp= Nr— 1 Viscosidad especifica -
(Ln(n))/C Viscosidad inherente L/g
(M esp)/C Viscosidad reducida Lig
] Viscosidad intrinseca /g

En la figura 5 se muestra el grafico (Ln(n,))/CvsC
¥ (Mesp) / C, empleado en la determinacién de la viscosidad
intrinseca [n]. Seguidamente, con el dato del porcentaje de
desacetilacion se determina la masa molecular,
interpolando a partir de las ecuaciones de Mark-Houwink
para el quitosano.

Cristalinidad

A partir de la muestra pulverizada sc obtiene el
difractograma, en los intervalos de 20= 2,5 — 40° con un

Facultad de Ciencias - UNI
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paso de angulo de 0,02° entre cada punto (figura 6).
Ademas de caracterizar el quitosano se calcula el indice de
cristalinidad, usando el método propuesto por Focher.

3. Resultados y Discusiones

Caracterizacion del Quitosano
Espectro Infrarrojo del Quitosano

En la figura 3 se muestra el espectro infrarrojo de una
pelicula de quitosano al 0,5% (w/v).
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Figura 3. Espectro infrarrojo del quitosano.

Tabla 2. Grupos funcionales caracteristicos.

N°  Grupo Funcional cm’  Intensidad % Transmi-
tancia
I Grupo-OH 3456 VS 3,87
2 Grupo N-H 3314 VS 6,53
3 Grupo C-H 2870y S/S 21,75y
2912 22,92
4 Grupo amida 1654 M 30,36
primaria
5  Grupo -NH, 1582 M 30,57
6  Grupo-CH, 1420 M 30,67
7 -CH;y C-CHj 1380 S 28,25
8 Amida terciaria 1326 VS 3,95
9 C-0-C 1154 S 10,49
10 Vibraciones del 1036y  VS/VS 3,95/1,62
esqueleto 1082
11 C-H de los grupos 898 M 30,33
anomericos

S : Fuerte, M: Medio, V: Variable

Las bandas caracteristicas del quitosano estdn a 3450
cm™ que corresponde a los grupos -OH del polimero, a
1654 cm™ corresponde a la presencia de los grupos -NH de
una amida primaria asociada con los restos de grupos
acetamida después de la desacetilacion, la banda a 3314
cm’ es debida al grupo -NH incrementandose este grupo
después del proceso de desacetilacion, la banda 1582 cm’
es caracteristica del grupo -NH,, a 1420 cm™ corresponde
al grupo CH,, en 1381 cm™ corresponde al -CH y
deformacién del C-CHs, a 2912 y 2870 cm™ corresponde

al grupo -CH, a 1154 cm’ es caracteristica la tension
antisimétrica del grupo C-O-C, a 1036 y 1082 cm’”
corresponde las vibraciones del esqueleto propias de su
estructura y por ultimo a 898 cm™' la tensién —CH de los
grupos anomericos.

Porcentaje de Desacetilacion

Tamveer [3], realizd un estudio estadistico de
resultados del porcentaje de desacetilacién, que se
obtienen aplicando tres métodos: Titulacién con Bromuro
de Hidrégeno, método de Espectroscopia Infrarroja y el
método de la primera derivada con Espectroscopia
Ultravioleta-Visible, concluyendo que el método de
titulaciéon es muy impreciso y algunas veces erréneas en
comparacion con los otros dos métodos espectroscopicos.

El método espectrométrico FTIR fue utilizado para
nuestros andlisis por ser uno de los mas rapidos y simples,
la muestra se prepard en forma de peliculas.

Una vez obtenido el espectro infrarrojo, el porcentaje
de desacetilacién de la mucstra de quitosano fue calculado
usando dos lineas bases diferentes: Domszy - Roberts y
Baxter.

DD = 100 - [(Aysss /A3as0) x 100/ 1,33] )

El factor 1,33 se considera para una quitina
completamente desacetilada, mientras que la siguiente
ecuacion es una modificacion de Baxter [2]. Para muestras
parcialmente desacetiladas.

DD = 100 - [(Ajess / Asaso) x 115] (3

o \\ \

- //“/\// b \\\\a

o N

3 / f&* I
«
§ - 7 w1
g j
5 7] /
0 /

i 3456 v

Lengitud de enda emr!

Figura 4. a. Domszy - Roberts b. Baxter; para
determinar el Porcentaje de desacetilacion.

El porcentaje de desacetilaciéon obtenido para la
muestra de quitosano, segiin los calculos con respecto a la
linea base “a” es de 84,6% y con respecto a la linea base
“b” es 84,8%, como se puede ver no existe diferencia
significativa para las muestras de quitosano evaluadas
como peliculas. Por lo tanto el porcentaje de desacetilacion
(DD) de la muestra sera de 84,7%, a partir de este valor
alto, obtenemos la alta solubilidad de la muestra de
quitosano en medio acido por medio de la protonacién de
sus grupos -NH,. Ademds se espera una gran capacidad de

REVCIUNI 11 (1) (2007) 1-5
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sorcion como absorbente de metales, ya que a mayor
porcentaje de desacetilacion la cantidad de los grupos NH;
con respecto a los grupos acetamidas es mayor.

Masa Molecular

A vpartir de la ecuacion de Mark-Houwink [4] que
muestra una serie de ecuaciones que relacionan los valores
la masa molecular de una muestra con respecto a la
viscosidad intrinseca [n] y su porcentaje de desacetilacion,
obtenemos la ecuacion para la muestra de quitosano en
estudio:

84,7% (DD)  [n]= 1,604 * 10> M**¢ (mL/g) (4)

Una vez obtenida la viscosidad y densidad de las

distintas soluciones de quitosano, se procede a realizar los

siguientes calculos de los distintos parametros, presentada
en la tabla 3.

Tabla 3. Determinaciones de 1., 1, de las diferentes
concentraciones de quitosano a 30°C.

‘ Q Q Q Q
Muestra Q@) 1R @4  1/8) (1/16)
C(g/100

L) 1 0,5 0,25 0,125 0,0625
nx10™ 189,69 53,29 23,88 14,62 11,08
nr 2239 629 282 1,73 1,31
Tesp 2139 529 1,82 073 031

Me)/C 21,39 10,58 728 581 492
(Lnm))/C 3,11 368 4,15 437 429

1200

1100

1000 u] ((ncsp),C vs C)
© ((Ln(n))/CvsC)

900 -

800 .
r'=0,9995

700
600
500 -

Viscosidad Intrinseca (L/g)

1 r'=0,9998
400 .

300

200 v T v T T T 7
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Concentracion (g/mL)

Figura 5. Relacion de (Ln(1,))/C vs Cy (1esp)/C vs C, para
calcular [1].

De la Figura 5, de (Ln(m))/C vs C y (Meyp)/C se
determina la viscosidad intrinseca [n], este valor es
introducido en la ecuacién de Mark-Houwink y obtenemos
¢l valor de la masa molecular de 5,04 x 10° Dalton.

La masa molecular da una idea de la distribucién del
tamafio de las cadenas del polimero cuando se encuentran
en solucién. Ademas, un peso molecular alto nos indica la
presencia de cadenas de polimero relativamente largas,
generando posible entrecruzamiento entre las cadenas que
producen un decrecimiento en la solubilidad.

Las condiciones de los procedimientos de
desacetilacion y obtencién del quitosano pueden reducir la
masa molecular y en consecuencia provocar la reduccién
de los coeficientes de hinchamiento.

Cristalinidad

Comparando con los patrones establecidos por Guibal
[5] el difractograma de la figura 6, muestra un quitosano
hidratado al presentar los picos caracteristicos a 20 =
10,58°; 26 = 20,04° y uno menos intenso 26 = 22,097°.

2500

2000+

Intensidad (u.a.)

10004 -

Figura 6. Difractograma del quitosano.

Calculamos el indice de cristalinidad, usando el
método propuesto por Focher [5], tomando en cuenta las
intensidades en 26 = 20° y 16° en el difractograma.

1, —1,,.)x100
Icri:l = ( = ] 16 ) (5)
20°

Reemplazamos los datos de la Figura 6 en la ecuacién
5, determinamos el indice de cristalinidad para la muestra
de quitosano de 70,5%. Consistente con los valores
reportados por Guibal [5], donde realizé un estudio del
grado de cristalinidad con respecto a la especie de origen,
este resultado, segin los estudios de Miyoshi como lo
menciona Guibal [6], sugiere que una estructura altamente
ordenada aumenta su capacidad de sorcién de metales, a
su vez se ve influenciado por la accesibilidad de las
moléculas de agua.

Facultad de Ciencias - UNI
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4. Conclusiones

El porcentaje de desacetilacion se determind
mediante el método espectrométrico FTIR con peliculas de
quitosano, el valor promedio fue de 84,7%; el cual indica
un alto porcentaje de los grupos NH, presentes con
respecto a los grupos acetamidas.

La masa molecular, se determiné por viscosimetria
capilar reportando 5,04 x 10° Dalton, este valor indica la
presencia de cadenas de polimero relativamente largas que
generan posibles entrecruzamientos que pueden producir
un decrecimiento en la solubilidad.

En cuanto a la cristalinidad, segin el difractograma
de la muestra indica un quitosano hidratado y un indice de
cristalinidad de 70,5%, caracteristica que favorece a un
facil acceso de las moléculas de agua.
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Estudio de la adsorcion de especies cianuradas sobre electrodos Cu y

Pt/Cu,Co03,04/Cu0 mediante técnicas electroquimicas y Raman-Potenciostato

acoplados

Adolfo La Rosa Toro Gémez
Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria
toro@uni.edu.pe

Recibido el 06 de mayo del 2007; aceptado el 13 de mayo del 2007

El cobre y 6xidos de cobre son conocidos como buenos catalizadores y son muy utilizados para la sintesis de
alcoholes y otros compuestos quimicos. El estudio de la interaccién del cobre con cianuro es de interés para
conocer el mecanismo de la adsorcién, formacién de complejos -Cu-CN- y su posterior oxidacién en medio
alcalino. Los métodos de voltametria ciclica y sistema acoplado Raman-potenciostato posibilitan obtener importante
informaci6n cuya interpretacién permitié deducir que el cianuro en contacto con el cobre forma especies complejas
adsorbidas en la superficie Cu-xCN. Estas especies, a potenciales cercanos a 1,4V (ERH), son oxidados
irreversiblemente participando como intermediario la especie Cu(III).

Palabras claves: Cianuro, Raman, adsorsion.

The copper and copper oxides are known as good catalysers for the alcohol synthesis and other chemical
compounds. The study of the cyanide —copper interaction is very important to know of the adsorption, complex
formation ~Cu-CN- and oxidation in alkaline solution. Cyclic voltammetry and Raman-potentiostat coupled system
methods give important information which meaning allowed us to deduce that cyanide in contact with cooper form
complex, Cu-xCN adsorbed on the surface and at some near potentials to 1,4 V (ERH) they are irreversibly

oxidizing where the Cu (III) acting as intermediary.

Clave: Cyanide, Raman, adsorption

1. Introduccion

Se ha establecido que en medio alcalino y aplicando
corriente anddica el electrodo de cobre forma especies
oxidadas insolubles, por lo general peliculas de Cu(OH),,
CuO las cuales actian cataliticamente en la formacion de
oxigeno [1]. Electrodos basados en peliculas de CuO han
sido preparados para la oxidacién de fenol [2], surfactantes
[3], cianuros [1] y otras especies contaminantes.

El cianuro es un ligando de base blanda capaz de formar
complejos estables con el cobre. La estabilidad del complejo
adsorbido sobre electrodos depende del potencial aplicado y
de la naturaleza electrénica del adsorbente, El cianuro
adsorbido sobre cobre descompone a potenciales cercanos a
la generacion de especies de Cu(lll) los cuales actuan como
intermediarios tedox para la oxidacién de las especies
adsorbidas [4]. El1 Cu(lll) pueden formarse a fravés de las
siguientes reacciones:

CuO +20H™ — CuO; + H,O+e~
CuO +20H™ — Cu, 0, + H,0 +2¢”

Mediante voltametria ciclica se ha realizado el estudio de la
propiedad de adsorcién de las especies electroactivas sobre
el material electrodico, la cual sirve para dilucidar el
mecanismo implicado en la oxidacién. Los resultados
obtenidos son corroborados con técnicas analiticas
acopladas, como es el caso potenciostato-Raman, mediante
el cual es posible determinar el efecto del potencial sobre las
moléculas adsorbidas identificadas en el espectro Raimnan.

2. Experimental

Para los estudios voltamétricos se ha utilizado solucién
de NaOH 0,1 M como soporte, electrodo de cobre de 99,9%,
0,5 mm en forma de hilo (Goodfellow). La limpieza del
alambre se realizd por inmersidn en acetona y luego en
solucién 1:1 de HCl y finalmente lavado con agua pura. Las
voltametrias ciclicas fueron realizadas utilizando wun
potenciostato Autolab-12 con software GPSE implementado
con tarjeta SCANGEN vy celda de tres electrodos utilizando
alambre de platino como contraelectrodo y electrodo de
referencia de hidrégeno (ERH). El equipo Raman empleado
es un espectrometro Labram de la compafifa Jobin-lvon
Horiba, este sistemna utiliza configuracién de backscattering
[5] para capturar la sefial Raman a través de un microscopio
vertical Olympus BX40, con un objetivo de larga distancia,
por lo que el objetivo no tiene que estar sumergido en el
electrolito. Las experiencias Raman implican la medida de
pequefios desplazamientos de energia en el orden de 100 a
3000 cm™ a partir de Ia energia de excitacion, por lo que es
imprescindible una fuente de energia monocromatica y de
alta intensidad, debido a ello son muy utilizados los laseres.

En la figura 1 se muestra una vista frontal de la
disposicién de la celda de tres electrodos el cual se acopla al
espectrometro Raman.

2.1 Voltametria del cobre en NaOH 0,1 M

La voltametria se realiz6 empleando una velocidad de
barrido de 50 mV/s. En la figura 2 se muestra el voltagrama
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Figura 1. Vista fiontal de la celda de tres electrodos acoplada
al espectrometro Ranuan.

correspondiente al electrodo de cobre, en la cual se observa
en el barrido en sentido anddico la formacién de tres picos
atribuibles a la oxidacién Cu a Cu(l) y Cu(ll) a potencial de
0,6 V y 1,0 V respectivamente y posterior generacién de
Cu(lll) a potenciales mas positivos (cerca de 1,45 V), las
reacciones electrédicas asociadas se sustentan en trabajos
realizados previamente por Thiago R. Paixao y col. mediante
mediciones de impedancia electroactstica de microbalanza
electroquimica de cristal de cuarzo, EQCM [6], el pico 1 es
observado alrededor de 0,6 V correspondiendo a la
formacion de Cu,O representado por la Ec.1.
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-epikto 4
E - Hiche 3 1
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Figura 2. Voltagrama de cobre en disolucion de NaOH 0,1 M,
a 50 mV/s, (aumento de ciclos en direccion de la flecha).

2Cu+20H™ - Cu,0+ H,0 +2e” (1)

El pico 1, formado alrededor de 1,0 V representa dos
procesos, los cuales ocurren a 0,95 V y 1,1 V; el primero se
asigna a la reaccion de corrosion de,cobre:

2Cu+40H ™ — Cu(OH); +2¢” )

y el segundo a la formacion de especies insolubles como se
describe en las siguientes ecuaciones:

Cu+20H" — CuO + H,0 +2¢ 3)

Cu+20H™ — Cu(OH), + 2e” “)

Ademas se puede observar que la intensidad del pico
aumenta con el namero de ciclos voltamétricos,
relaciondndose al crecimiento de una pelicula de solido
insoluble precipitado sobre el cobre el cual se relaciona bien
con la formacién de una especie oscura observable al final
del ciclado.

El pico Ill,, formado alrededor de 1,45 V y su par de
reduccidén, pico 1ll; . puede ser atribuido al redox
Cu(ll) —> Cu(lll), la formacién de Cu(lll) es deducida
debido a la formacién de especies solubles (incremento en la
frecuencia en el experimento EQCM)[6], experimentos
realizados por el mismo autor con electrodos rotatorios
mostraron la posibilidad de la formacién simultanea de
Cu0; y Cu;05 segin las siguientes ecuaciones:

CuO +20H™ — CuO; + H,0 + e~ (5)
CuO+20H™ — Cu,0, + H,0 +2e" (6)

La formacién de la especie Cu(lll) a partir de Cu(l) y su
reactividad ha sido anteriormente documentada en los
trabajos de 1.G. Casella [1]

2.2 Voltametria del cobre en disolucién de cianuro y
NaOH 0,1M

En la figura 3 se muestra la voltametria del cobre a
diferentes concentraciones de cianuro en electrolito de fondo
de NaOH 0,1 M
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Figura 3. Voltagrama de cobre en disolucién de cianuro a
diferentes concentraciones y electrolito soporte de NaOH 0,1 M,
a 50 mVis.

Para explicar con detenimiento el efecto superficial del
cianuro en el electrodo de cobre se muestra el diagrama
E—pH del equilibrio Cu-CN-H,O [7] mostrada en la figura 4.

En este diagrama se observa que a pH superior a 9.5y
potencial -1,0 V (SHE), en presencia de cianuro, (CN) el
cobre muestra una tendencia a formar el complejo de cobre
Cu(CN)*, Y solo a potenciales mas positivos es posible la

formacién de especics oxidadas de Cu(ll).. En el voltagrama
de la figura 3 se observa que a potencial 0,47 V se forma el
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- pico Al, el cual visto a detalle (grafico intemo de la figura
3) comresponde al solapamiento de varios picos, con
predominancia de uno de ellos, pudiendo ser representados
por la formula GENERAL Cu-xCNdonde x dependera de la
concentracion de cianuro en la interfase y del potencial
aplicado; por otro lado, se observa que la intensidad del pico
A2 aumenta con el incremento de cianuro en la disolucién
mostrando su dependencia con esta sustancia.; relacionado a
esta reaccién se encuentra la inhibicién del pico 1 de la
figura 2 correspondiente a la transicion Cuw/Cu,0O, esta
disminucién de carga puede estar relacionado a la ocurrencia
de la reaccidn competitiva del cobre con cianuro,
termodindmicamente mas favorable, mostrada en la Ec. 7,
interfiriendo en la transicién redox asignada a este pico.
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Figura 4. Diagrama E-pH del equilibrio Cu-CN-H,0.

A potencial de 1,45 V se observa la formacién del pico
A3 de naturaleza irreversible cuya intensidad aumenta a
medida que se aumenta la concentracién de cianuro en la
solucidn, este pico se atribuye a la oxidacién de las especie
Cu-xCN adsorbidas, reaccién en la cual el redox Cu(ll)
— Cu(lll), actia como parte del mecanismo de oxidacién.
Los resultados son consistentes con el obtenido por-1.G.
Casella [1] quien asocia la oxidacién de complejo de cianuro
a un proceso redox en la cual se atribuye a la especie Cu(lll)
el papel de agente oxidante.

2.3 Voltametria de la adsorcion de cianuro sobre cobre
en disolucién de NaOH 0,1 M

En la figura 5 se presenta el voltagrama del electrodo de
cobre en solucién de NaOH 0,1 M. En este caso el electrodo
fue previamente sumergido en solucion de cianuro durante 2
minutos y posteriormente colocado en la celda de ftres
electrodos con potencial controlado a 0,2 V y luego ciclado
en el rango de 0,2 a 0,7 V (ERH) empleando una velocidad
de barrido de 20 mV/s. La forma del voltagrama es tipico de
un proceso de adsorcién-desorcion en la cual la diferencia de
potencial del pico principal anddico, ps, ¥ catédico, pse €s
cero, AE;=0 y la intensidad de corriente de ambos picos son
iguales, i,,=ip. Por otro lado en el mismo voltagrama se
observa la formacién de dos picos adicionales pj; ¥ pza con
sus correspondientes picos de desorcidn, pi, Pzc que
corresponderian, junto con el pico py a especies adsorbidas
Cu-xCN de la misma naturaleza que las observadas en el
conjunto de picos (A1) de la figura 3.
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070
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Tigura 5 Voltagrama estabilizado de la adsorcidén de cianuro
sobre cobre adsorbido por contacto medido en electrolito soporte
de NaOH 0,1 M, a 20 mV/s.

2.4 Espectroscopia Raman del cianuro sobre clectrodo de
Pt/ Cu,Co0;3.,04/CuO

Se realizd el estudio de adsorcién de cianuro sobre
superficies del electrodo de espinela de cobaltita de cobre,
Pt/Cu,Co3,04/CuO [8] el cual fue preparado por
impregnacién (brushing) de una solucién de la sal precursora
de nitrato de cobre y nitrato de cobalto de acuerdo a la
relacién atémica Cu/Co = 3/4 sobre un electrodo de platino
metélico de alta pureza. El andlisis Raman de la superficie
del electrodo se presenta en la figura 6 en la cual se muestra
dos zonas bien diferenciadas, la primera en la region
espectral 479-670 cm™ correspondiente a los oxidos y la
segunda zona en la regién (2000-2200 cm’™) correspondiente
al cianuro libre y especies complejas posiblemente
adsorbidas, cuyos valores de asignacioén se presentan en la
tabla 1. °"Ademas de la banda de alta intensidad
comrespondiente al cianuro (2077 cm’') se presenta una
banda de poca intensidad a la derecha de la banda asignada
al ciamuro presentada en el grafico insertado en la figura 7)
el que se analizara mas adelante.

i i
Intensidad (a.u.)
T

k11%-] 227C
Raman Shift (em™)

500 1000 1500 2000 2500
Raman Shift (cm")
Yigura 6 Espectro Raman de un electrodo de Pt/Cu,Co3.,0y4
/CuO en disolucion basica (0,1M en NaOH) de CN~ de 5000

ppm y al que se le ha aplicado un potencial de 0,2V (frente a
Ag/AgCl).
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En la figura 7 se muestran las bandas caracteristicas del
electrodo Pt/Cu,Co03,04/CuO sobre 479 y 670 cm’! y su
evolucion en funcién del potencial electrodico aplicado,
como puede observarse la posicién de los picos se mantiene
en la misma posicién, sin embargo la intensidad de ellos
sufre una ‘disminucién con el potencial aplicado,
atribuyéndose estos resultados a la disminucién de la
densidad electrénica en los enlaces del 6xido, afectando por
tanto el tensor de polarizabilidad.
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Figura 7. Espectro Raman acoplado a potenciostato de
Pt/Cu,Co;,0/Cu0O en funcién al potencial aplicado
(Ag/4gCl).

En la figura 8a se observa el espectro Raman sobre el
electrodo de Pt/Cu,Co;,04/CuO en la cual se observa que
ademas de la banda correspondiente al cianuro libre aparece
un pico de sefial débil, el cual estd ausente del espectro
correspondiente al electrodo Pt/Cos;0, (Figura 9b), la nueva
banda aparece sobre 2120-2123 cm’ y se presenta como una
banda ancha que podria ser asignada a cianuro o a una
especie Cu-xCN adsorbida sobre la superficie del electrodo,
su formacién esta condicionado a la presencia de 6xido de
cobre en la superficie del electrodo; segin las referencias de
la tabla 1 podria corresponder a una de las especies
complejas de cianuro en solucion o adsorbidas sobre el
electrodo cl cual, como puede verse después, desaparece por
efecto del potencial aplicado atribuyéndose a la oxidacién de
la especie, estos resultados son coherentes con los resultados
obtenidos en los estudios voltamétricos (figura 3).

Tabla. 1 Asignacién de bandas relacionadas a las
especies cianuro y sus complejos con cobre en disolucién
de NaOH 0.1M

CwWCN™ | Disoluciones Asignac'loncs
previas
SERS/ [CN"}/[Cu] } ‘ ‘ ,
0 <4 cm especics referencia
cm 4
(cm™)
2077 2077 2077 CN~ [9]
2091 2095 2094 | [Cu(CN)Y | [10,11]
2109 2
2102 2108 2006 | [CUCN)] [10]
2114 2113 2113 | [Cu(CN);]™ [10]
2130 2137 2137 | [Cu(CNY]~ [9]
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Figura 9. Espectros Raman a) Electrodo de Pt/Cu,Co;,04
/CuO evolucién de la banda de CN™ libre en disolucion y de la
banda correspondiente a la especie Cu-xCN en funcion del
potencial aplicado b) Electrodo de Pt/Co;04 evolucion de la
banda de CN~ libre en disolucion en funcion del potenciul
aplicado (Ag/AgCl ).

3. Conclusiones

Los estudios voltamétricos y de espectroscopia Raman de
los  electrodos muestran interesantes propiedades de
interaccion cobre - cianuro. El ciclado continuo del electrodo
de cobre cn solucién de NaOH 0,1M genera una pelicula
superficial formada por especies insolubles de CuO,
Cu(OH), El electrodo de espinela de cobalto dopado con
cobre de relacién atémica Cu/Co=3/4 aporta un exceso de
cobre en la estructura de la espinela el cual es segregado a la
superficie formando una pelicula de CuO la que fue
detectada mediante anélisis XPS realizado en estudios
anteriores [8]. El estudio de la interaccion Cu-CN de los
eletrodos Pt/Cu,Cos,04/CuO en solucion de cianuro realizado
por espectroscopia Raman acoplado al potenciostato
permitié discernir el mecanismo de la oxidacion del cianuro
sobre dichos electrodos en el cual se puede observar la
formacién de un pico en la banda 2120-2123 cm’ asignable
a una especie Cu-xCN coincidente con la formacion del
pico voltamétrico observado a potencial de 0,47 V (ERH). A
potenciales més anddicos, alrededor de 0,40 V (AgAgCl)
equivalente a 1,37 V (ERH) el pico desaparece debido a la
oxidacion de la especie Cu-xCN permitiéndonos concluir
que el proceso de oxidacién de cianuro involucra un paso
previo de adsorcion del cianuro sobre el cobre presente en la
superficie del electrodo formando especies Cu-xCN el cual
se oxida a potenciales mas anddicos mediante un proceso
redox en la que la interaccion Cu(lll) cumple la funcion de
agente oxidante.
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Diseno y Construccién de un Goniofotémetro
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En este trabajo se expone el disefio, construccién e implementacién de un instrumento éptico automatizado que
permite medir dos magnitudes fotométricas, la intensidad luminosa y el flujo luminoso.
Se reportan los datos experimentales y resultados obtenidos con este equipo. Las distribuciones de intensidad se
presentan en tablas y graficos polares. El flujo luminoso calculado fue de 570 £63 lm y corresponde a una lampara
fluorescente compacta, marca «phocos», modelo «CL1211W/C» a 12.9 VDC, 0.89A y 21.4°C.

Palabras claves: Fotometria, Goniofotémetro, lamparas.

In this work we show the design, construction and implementation of an automatized optical instrument able
to measure two photometric magnitudes, the luminous intensity and the luminous flux.
We report the experimental data and results obtained by this equipment. The intensity distributions are show in
tables and polar graphics. The luminous flux measured was 570£ 63 lm and correspond to an fluorescent compact
lamnp, sold by «phocos», «CL1211W/C» model at 12.9 VDC, 0.89A y 21.4°C.

Keywords: Photometry, Goniophotometer, lamps.

1. Introduccién

Desde el afio 1993 se comenzd a implementar un la-
boratorio de fotometrfa en la Facultad de Ciencias. Es-
to respondié bésicamente a las necesidades del grupo
de energfa solar de la UNI, de evaluar lamparas usadas
en instalaciones de electrificacién fotovoltaica. Aunque
aquf se analiza una lampara particular, el equipo constru-
ido puede ser modificado para medir magnitudes fotomé-
tricas de diferentes ldmparas. El goniofotémetro puede
medir el flujo luminoso; pero la caracteristica principal,
que lo diferencia de otros equipos fotométricos, es que
puede medir la distribucién luminosa de una ldmpara.
Otra caracteristica importante es que el proceso de medi-
cién est4 automatizado, lo que significa que puede eva-
luar muchas l4mparas en un tiempo corto y sin mucho
esfuerzo.

2. Parte tedrica
Conceptos fundamentales de fotometria

El objetivo principal de la fotometria es medir la
radiacién éptica visible (luz) de tal forma que los resul-
tados se correlacionen con la sensacién visual para un
observador humano normal expuesto a esta radiacién.

En la prictica, las mediciones se realizan con fotode-
tectores. Entonces, para alcanzar el objetivo principal de
la fotometria, se deben tomar en cuenta las caracterfsti-
cas de la visién humana. La funcién de eficiencia lumi-
nosa espectral para visién fotépica, o simplemente fun-
cién V(}), fue definida por la CIE! en el intervalo de
longitud de onda ()\) de 360nm a 830nm y normalizada
a uno, en el méximo, a 555nm. Esta funcién se grafica
en la figura 1. Por lo tanto, si un fotodetector tiene una
respuesta espectral que coincide con la funcién V() en-
tonces este reemplaza el rol del ojo humano en fotometrfa.

1Commission Internationale de I’Eclairage.
2Conférence Générale des Poids et Mesures.

EFICIENCIA LUMINOSA V(A)

380 468 555 663 770
LONGITUD DE ONDA A ( nm )

Figura 1. Funcidn de eficiencia luminosa espectral para
la visidn fotdpica.

La radiometria involucra mediciones de radiacién
éptica como una funcién de su longitud de onda (X).
Una magnitud fotométrica Xy- se define en relacién a
su correspondiente magnitud radiométrica X, x por la
ecuacion,

830

Xy = Km XeaAV(X)dA, 1)
360

donde K,, es una constante igual a 683 Im/W.

La unidad base de todas las magnitudes fotométricas
es la «candela». En 1979 el CGPM? definié la candela
como:

«La candela es la intensidad luminosa, en
una direccién dada, de una fuente que
emite radiacién monocromética de frecuencia
540 x 102 hertz y que tiene una intensidad
radiante en esa direccién de 1/683 watt por
estereoradiin»
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Ahora definimos tres magnitudes fotométricas:

Flujo luminoso ($v) Es la tasa de tiempo a la que
fluye la luz por el factor de peso V(). Esté definido
por:

By = Ko / B, A VNN, (2)
A

donde @, » es la concentracién espectral del flujo
radiante® en W/nm y es una funcién de la longitud
de onda A en nm.

Intensidad luminosa ([y) Estd definida por,

by = —=, (3)

donde d®y es el flujo luminoso que deja la fuente
y se propaga en un elemento de 4ngulo sélido d§2
en una direccién dada.

Iluminancia (Eyv) Es la densidad de flujo luminoso in-
cidente en un punto dado contenido en una super-
ficie. Est4 definido por,

By ==t (4)

donde d®y es el flujo luminoso incidente sobre un
elemento dA de la superficie que contiene el punto.

Aproximacién del inverso al cuadrado

Un banco 6ptico es un carril lineal graduado por el
que se deslizan los soportes de la ldmpara y el fotémetro,
permitiendo medir la distancia entre ellos. En particular
la distancia d, desde el centro fotométrico de la ldmpara
hasta un punto sobre la superficie sensible del fotémetro,
en donde el flujo debe ser medido. En este punto, el flujo
se calcula con ayuda de la aproximacién? del inverso al
cuadrado,

v , (5)
(d+ do)? '

donde do es una constante caracteristica de la ldmpara
y el fotémetro. La suma d + do representa la distancia
efectiva entre ambos.

Para obtener una buena estimacién de la intensidad Iv
a partir de la ecuacién (5) es necesario que la distancia
efectiva sea 15 veces mayor que la longitud (de la porcién
que emite luz) de la ldmpara utilizada [1].

by =

Medicién de la iluminacién

Un fotémetro es un dispositivo que permite medir la
iluminacién. Tipicamente el fotémetro usa un fotodiodo.
La corriente I del fotodiodo se puede expresar por,

Iz/d)e;,\s()\)dk, (6)
A

donde s()\) es la respuesta espectral y se mide en A/W.
Para emfatizar en la similitud entre s(A) y V(}), norma-
lizamos s(\) en A = 555nm

3En adelante se le llamara flujo radiante espectral.

s(A) = 5(555)s,(N) . (7N
La respuesta luminosa del fotémetro, sy, se mide en
A/lm y se expresa por,
I 5(555) [ @ rsn(A)dA (
By K [ Qe V(A)AX )

Sy =

Para un fotémetro perfecto s,()) seré igual a V(A) y
la respuesta luminosa serd independiente del flujo radian-
te espectral de la luz. En la practica esto no es posible
y se requiere conocer ®,  para calcular el factor de co-
rreccién espectral,

[V (AN
T [ Do asn(A)dN ©)

Ahora supongamos que se conoce con precisién el
4rea, A, de la regién sensible del fotodiodo. Entonces si la
luz se distribuye uniformemente sobre el 4rea sensible, la
fotocorriente seré proporcional a la iluminacién Ey sobre
el fotodiodo.

F

K. F
1 —_——
By = 5(555)AI' (10)
A partir de esta expresién se puede apreciar la im-
portancia del factor de correccién espectral, F'. Algunos
fotémetros incluyen filtros épticos con la intencién de
modificar la respuesta espectral del fotodiodo, s, y lo-
grar que F' = 1. Otros fotémetros calculan F' para dife-
rentes @, \ de interés.

Lamparas fluorescentes

La ldmpara fluorescente est4 muy relacionada con la
lampara de vapor de mercurio, cuyas lineas espectrales
de emisién pertenecen a la regién ultravioleta y visible.
Casi la mitad de la potencia radiante emitida por Ila
l4mpara de mercurio se debe a la radiacién ultravioleta.

Una lampara fluorescente es un tubo de descarga
eléctrica, cuyo interior se ha recubierto de fésforo. El tubo
se llena de un gas a baja presién que lleva la descar-
ga eléctrica hasta que las gotas de mercurio liquido se
vaporicen. El flujo radiante, especialmente a 253.7 nm,
excita el fésforo que emite flujo radiante espectral en la
regién visible. El fésforo utilizado en las ldmparas fluores-
centes es un elemento inorgénico cristalino de alta pureza
quimica. Frecuentemente se anaden activadores para in-
crementar la eficiencia del fésforo y controlar el flujo ra-
diante espectral, @, x. Por lo tanto la eleccién del fésforo
determina el flujo radiante espectral de la ldmpara, que
nosotros percibimos como tonalidades de luz blanca. La
figura 2 muestra la irradiancia® de la l4mpara fluores-
cente que se utiliza para las mediciones fotométricas. En
la parte superior de esta figura se muestra el espectro de
emisién del mercurio en el rango visible. Al comparar los
dos espectros se confirma la presencia de mercurio dentro
de la lampara fluorescente utilizada.

4La palabra «aproximacién» se usa para sefialar que no tratamos con una fuente de luz (o fotémetro) puntual.
5Tsta magnitud es el equivalente radiométrico de la iluminancia y se relacionan mediante la ecuacién (1).
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Figura 2. Irradiancia de la ldmpara fluorescente uti-
lizada. En la parte superior se muestra el espectro de
emision del mercurio en el rango visible. Los datos se
midieron con un espectrémetro «Edmund optics» modelo
NT57-052. * unidades relativas.

3. Parte experimental
Instrumentacién

Los datos fotométricos bésicos de la lampara consis-
ten en un conjunto de valores de la intensidad luminosa
en diferentes direcciones. La medicién de la distribucién
de la intensidad involucra mediciones fotométricas y an-
gulares.

Para las mediciones de la intensidad luminosa en
diferentes direcciones, la ldampara se monta en un go-
niémetro para facilitar su posicionamiento en 4ngulos
definidos. El goniofotémetro construido (vea figura 4)
consiste en un dispositivo mecéanico para soportar y posi-
cionar la lampara y el cabezal del fotémetro. El gonio-
fotémetro permite rotar a la ldmpara alrededor de dos

ejes mutuamente perpendiculares cuya interseccién es el
centro fotométrico. El cabezal del fotémetro permanece
fijo sobre el banco éptico a una distancia adecuada del
centro fotométrico y alineado con este. A lo largo de es-
ta seccién se muestran los dispositivos construidos para
realizar la correcta medicién de la distribucién de la in-
tensidad.

Sistema de coordenadas

La determinacién de la distribucién de la intensidad
de la lampara en el espacio involucra el uso de un sis-
tema de coordenadas para definir la direccién en la cual
se efecttia la medicién de intensidad. Se utiliza el sistema
de coordenadas esféricas cuyo origen coincide con el cen-
tro fotométrico de la ldmpara. Este punto, para el tipo
de lampara usada, es el centro geométrico de la superficie
que emite luz.

Una direccién en el espacio queda determinada por dos
angulos. En el sistema de planos C estos dngulos son:

= El 4ngulo C entre un semiplano, tomado como
origen, y un semiplano que contiene la direccién
considerada.

» El 4ngulo  entre el eje de interseccién, de los dos
semiplanos anteriores, y la direccién considerada.

En este sistema se llama semiplano C' a aquel semi-
plano que forma un 4dngulo de C grados con el semiplano
origen. Adem4s la interseccién de los semiplanos C coin-
cide con el primer eje de la lampara y el segundo eje
principal cae en el plano C = 0°. Los semiplanos C, los
angulos v y los ejes principales de la lampara se muestran
en la figura 3.

Yy =90° Yy =90°
l
@ |7 =0
=
=
ja
=
SEMIPLANO & SEMIPLANO
| C=180" o c=0°

- |

SEGUNDO EJE |

|

-

y_ Cu18s’ //' \

C=30"

=0’ l “
|
!

TERCER EJE
Y =90" , ¥ =90°
| |
\
Sl
@ |7 =0
=
]
o
=
=
SEMIPLANO = SEMIPLANO |
C=270" |

C=90° |

Figura 3. Ejes principales de la ldmpara y sistema de coordenadas utilizado. El origen de coordenadas es el centro
fotométrico de la ldmpara y los ejes del sistema corresponden a los ejes principales de la ldmpara segin se muerstra en
la figura. Los recuadros (A) y (B) muestran vistas de dos planos mutuamente perpendiculares formados por los ejes

principales.
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Diseiio y Construccion de un Goniofotometro

Sensor de iluminacién

La posicién del fotémetro se indica en la figura 4 con
en el nimero 4. All{ se muestra acoplado a un tubo con
difragmas que reduce el campo angular de medicién.

El fotémetro utilizado es un sensor de ilumninacién
fabricado por «Control Company», modelo LX — 1108.
Esencialmente se eligié realizar las mediciones con este
fotémetro debido a que contaba con un certificado de
calibracién vigente, corrige la medicién de acuerdo a la
fuente de luz (tungsteno, fluorescente, solar y mercurio)
y su interfase para transmisién de datos es digital. En
la tabla 1 presentamos las especificaciones del fotémetro
utilizado.

Tabla 1. Especificaciones del fotometro utilizado

Fotémetro

Manual

Rngl: 0 a 1999 Ix
Rng2: 2 000 a 19 990 1x
Rng3: 20 000 a 50 000 Ix

Rango de medicién

Resolucién 1 Ix (Rngl)
10 Ix (Rng2)
100 Ix (Rng3)
Exactitud 4% + 2 digitos
Tiempo de respuesta 0.4 seg
Salida Digital (RS-232)

Banco éptico

El banco éptico utilizado consta de dos rieles de alu-
minio de 120 cm de largo cada uno aproximadamente.
Este se muestra en la figura 4. Con la ayuda de un nivel,
cada riel debe ser alineado con la horizontal. Para con-
seguirlo, cada riel se apoya sobre cuatro tornillos gradu-
ables. El siguiente paso es alinear longitudinalmente am-
bos rieles.

Sobre el primer riel (lado derecho en la fig. 4), se aco-
modan los goniémetros que soportan la ldmpara. Estos
permaneceran en posiciones fijas. Sobre el segundo riel
(lado izquierdo en la fig. 4) se acomoda el soporte del
fotémetro, que debe tener la libertad de desplazarse en
toda la extensién. Los dos rieles llevan reglas de un metro
para medir la posicién de los elementos 6pticos.

Respecto a las mediciones de d y dp, tal como se
definieron para la ecuacién (5), anotamos que la medi-
cién de d no es practica. Es decir que para determinar
d debemos realizar mas de una medicién. Este inconve-
niente tiene dos causas, la primera es la dificultad de
proyectar las posiciones de la ldmpara y el fotémetro
sobre las reglas del banco éptico. La segunda es que
el banco éptico est4 dividido en dos, debido a su gran
tamano.

Se puede solucionar este incoveniente redefiniendo d y
do. En la ecuacién (5) se puede observar que la magnitud
importante es d + do, que es la distancia efectiva en la
cual la 1dmpara se comporta como una fuente puntual.
Por lo tanto se define d como la distancia entre el borde
derecho del jinete que soporta el fotémetro y el borde
derecho del segundo riel (vea la figura 4). Para determi-
nar dg se debe realiza una serie de mediciones del par
(d, Ev) a lo largo del segundo riel. Luego se realiza un
ajuste de datos utilizando la ecuacién (5) para obtener
la mejor estimacién de dy.

Goniémetros

Los goniémetros tienen por propésito medir los 4ngu-
los que determinan la direccién en la cual se mide la in-
tensidad, respecto al centro fotométrico de la ldmpara.
El goniémetro N°1 mide el 4ngulo C' y soporta directa-
mente a la lampara. El disefio completo se muestra en la
figura 5.

8—

I
I
|
=
¢

[

i

(4) (B)

J

Figura 5. Disefio del gonidmetro N°1 para la medicion del dngulo C. El recuadro (A) es una vista lateral y el recuadro

(B) es la vista de frenle que muestran los componentes principales enumerados: El motor (1), la regla (2), el fijador

de la regla (3), la aguja (4) que indica el dngulo, la ldmpara (5), la fotopuerta (6), el pin (7) que cruza lo fotopuerta

y el tornillo (8) que alinea la ldmpara.
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Figura 6. Disefio del gonidmetro

N°2 para la medicion del dngulo y. El recuadro (A) es una vista de planta y el

recuadro (B) es la vista lateral que muestran los componentes principales enumerados: El motor (1), la regla (2), el
fijador de la regla (3), la aguja (4) que indica el dngulo, la ldmpara (5), la fotopuerta (6), el agujero (7) que cruza lo
fotopuerta, el tornillo (8) que alinea la ldmpara, el gonidmetro N°1 (9) que se apoya sobre el goniémetro N°2 y el riel
(10) sobre el que se monta todo lo anterior.

El goni6metro N°2 esté disefiado para medir el 4ngulo

4 ¥ se muestra en la figura 6. Su disefio y funcionamiento
es muy similar al goniémetro N°1.

A continuacién se describen los componentes nume-

rados mostrados en las figuras 5 y 6 que permiten auto-
matizar la medicién de los dngulos C' y 7!

1. Posicién del motor de pasos que provoca el giro

de la lampara. La eleccién de un motor de pasos
permite controlar, desde la computadora, el dngu-
lo que debe girar la ldmpara. La transmisién del
torque, hacia la l4mpara, se hace por medio de un
engranaje o faja.

_ Posicién de la regla circular que permite medir los

dngulos de rotacién con una resolucién de un gra-
do o medio grado segiin corresponda. Esta regla
puede ser rotada sobre su posicién para que la lec-
tura «cero grados» pueda coincidir con alguna ca-
racteristica geométrica de la lampara.

3. Posicién del seguro o fijador de regla, impide que

=1

la regla se mueva cuando se ajusta el tornillo que
lo sostiene.

. Posicién de la aguja que indica el plano C o 4ngulo

~ de la direccién en que se estd midiendo la ilumi-
nacién.

. Posicién de la ldmpara que se esta caracterizando.

Fotopuerta o detector utilizado para detectar una
posicién de referencia del goniémetro. Este detec-
tor est4 compuesto por un par de diodos, un emisor
y un receptor de radiacién IR.

Posicién del pin (fig. 5) o agujero (fig. 6) que cruza
la fotopuerta, cuya funcién es sefialar la posicién de
referencia del gonidmetro.

Este tornillo tiene dos funciones:

En la figura 5, la primera funcién es fijar el go-
niémetro N°1 al poste que lo soporta. La segunda
es permitir alinear el centro fotométrico con el eje
de rotacién del goniémetro N°2. Esto se debe a que
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todo el goniémetro N°1 puede girar alrededor de
la linea vertical (mostrada en la figura 5) punteada
que pasa por este tornillo.

En la figura 6, la primera funcién es permitir des-
plazar radialmente a la ldmpara para alinear el
centro fotométrico con el eje de rotacién del go-
niémetro N°2, que se muestra en linea punteada
en el recuadro (B). La segunda funcién es servir
de base para hallar experimentalmente el eje de
rotacién del goniémetro N°2.

Los ejes de rotacién de los dos gonidémetros se mues-
tran en la figura 4.

9. Posicién del goniémetro N°1.

10. Riel que sirve de base para montar los dos go-
niémetros descritos.

En el recuadro (A) de la figura 5 también se ha traza-
do una linea horizontal punteada, esta linea representa
el eje de rotacién del gonidémetro N°1 que, en principio,
deberia coincidir con el primer eje de la ldmpara.

El sistema esté disefiado para realizar giros de 22,5°
para pasar de un semiplano C al siguiente y para variar
el 4ngulo v en 5° por cada giro y luego medir la ilumi-
nacién en esa direccién. La lectura de los goniémetros
nos indicar4 si realmente la ldmpara giré el 4ngulo predi-
cho. Los goniémetros serdn la herramienta necesaria para
disefiar una nueva rutina o corregir la existente.

La rutina que gobierna el orden en que giran los mo-
tores est4 escrita en el archivo «orden_2.txt». Este le
indica al programa principal «Fotometria.vi> que el
motor 1 (en el goniémetro N°1) debe mantener un dngu-
lo C fijo, mientras el motor 2 (en el goniémetro N°2)
varfa el 4ngulo 7y de 0° a 180° midiendo la iluminacién
cada 5°. Luego el motor 1 gira 22,5° y se repite el proceso
hasta que el motor 2 haga un barrido de 360°. El archivo
«orden_2.txt»> consta de 33 788 lineas y en cada linea
hay una secuencia de 3 nimeros del tipo «1 0 0». Los
dos primeros ntimeros corresponden a los motores 1y 2
respectivamente y solo pueden tomar tres valores «=£1»
6 «0». El «%1» significa un giro horario o antihorario
de aproximadamente 0,78% para el goniémetro N°1 y de
aproximadamente 0,094° para el goniémetro N°2. El «0»
significa que el motor no gira. El tercer nimero de la
fila corresponde al fotémetro y solo pueden tomar dos
valores «1» & «0». Il «1» significa que se debe registrar
el valor de iluminacién actual y «0» significa lo opuesto.
El archivo, generado por el programa principal, donde se
registran los valores de iluminacién y direccién correspon-
diente se llama «Fotometria.txt». Puede ser necesario,
a criterio del experimentador, recalibrar la rutina del
sistema para lo cual se debe generar un nuevo archivo
«orden.2.txt»; pero se debe respetar el nombre y la

v

ubicacién de ese archivo para que el programa principal

6Todos los programas han sido escritos en el lenguaje «Labview 6i»

no tenga conflictos.

El 4ngulo minimo que puede girar el goniémetro co-
rresponde a un paso del motor que a su vez corresponde
a una orden «£1» en la rutina de control. Los motores
de pasos utilizados son de cuatro fases. Esto significa que
tienen cuatro bobinas que se activan en secuencia para
que el motor gire de acuerdo a la rutina de control. Por
lo tanto cada motor consta de 6 terminales. Dos de ellos
se conectan al potencial de +5V y los otros cuatro se
aterrizan secuencialmente.

El puerto paralelo de-la computadora tiene capacidades
que se pueden utilizar para aplicaciones de control, pues
permite manejar la informacién en el bus de 8 bits de sa-
lida. En base a esta propiedad se construyé una interfase
para manejar las sefiales del puerto y se le afiadi6 un cir-
cuito de potencia para el control de dos motores de pasos.

Alineacién

El sistema de alineacién tiene el propésito de agru-
par apropiadamente todos los elementos que componen
el goniofotémetro. La idea general consiste en una linea
horizontal imaginaria, que se usa para alinear el cabezal
del fotémetro, el tubo con diafragmas y la lampara.

Ahora consideremos el cabezal del fotémetro, que se
muestra en la figura 4, es el fotodiodo lo que se debe
alinear. Se debe procurar que el 4ngulo, que forma la
linea normal a la superficie del fotodiodo y la linea hori-
zontal, sea pequefio. El tubo posee un eje simétrico que
pasa por el centro de los diafragmas. Es este eje el que
se debe alinear. Finalmente consideremos la ldmpara, es
el centro fotométrico el punto que debe alinearse.

Se define la posicién inicial de la ldmpara como aque-
lla donde el primer eje coincide con la linea horizontal
imaginaria descrita anteriormente, y ademés el tercer eje
coincide con una linea vertical.

La linea que se necesita como referencia, para orien-
tar los elementos mencionados, esté representada por un
haz laser. Bastara con un laser semiconductor que posea
4ngulo de divergencia reducido, alta intensidad y dimen-
siones pequefias. La posicién del puntero laser se indica
en la figura 4 con en el nimero 1. Alli se muestra como
se debe utilizar para alinear los elementos dpticos.

Software de control

Como ya se menciond, se ha escrito un programa®
principal llamado «Fotometria.vi». Este programa tiene
la tarea de leer la rutina de control, ejecutar la rutina,
mostrar las mediciones de iluminacién en tiempo real y
finalmente generar el archivo de registro. Todo esto se
puede hacer desde el panel de control del programa prin-
cipal, que se muestra en la figura 7.

distribuido por «National Instruments».
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Control @ Di

efinido por el usuario

Indicaciones

PESTANA CONTROL ;. :
relacionados. )

motor a pasos. g :

fos datos de iluminacién.

* PESTANA DISPLAY:

Direccién (Dir). Es la ubiqa;ién_ dela cérpeté "Fo_t'_ometria"que con_tie_'nfe'ftpdo,sv los archi_vos :
- Rutina de control (Trayectos).‘Pérﬁite escoger entre tres rutihas’diferen:tes-péra"él:

- Luximetro (Lux). Permite activar-o desactivar el subprograma "'Luximetro.yi"'que ad:qtixiére.
- Pasicién-inicial (Fotopuertas). Permite activar o desactivar el subprograma

"Posicion_inicial.vi" que se.necesita-para llevar la.ldmpara hasta su posicion inicial..

- Muestra las medidas de iluminacién en tiempo real. . S5
i- Genera el archivo "fotometria.txt" que es un registrd de las: mediciones.

Luximetro  Posicion Inicial
i On 0n

Figura 7. Panel de control del programa principal «Fotometria.vi». La pestaiia «Controls contiene los 4 pardme-
tros que se deben fijar para empezar el proceso de toma de datos. La pestaiia «Display» muestra las mediciones de

dluminacidn en tiempo real.

Ahora explicamos los pardmetros de entrada del pa-
nel de control: ’

El primer parametro se llama «posicién inicial» y le
indica al programa si deberd llevar la ldmpara hasta su
posicién inicial o lo hard manualmente el experimentador.

El segundo pardmetro se llama «Rutina de control»
y permite escoger entre tres rutinas diferentes. Luego el
programa lee el archivo que contiene la rutina selecciona-
da y se ejecuta, linea por linea, cada orden contenida.

El tercer pardmetro se llama «Luximetro» y puede
activar o desactivar completamente el proceso de toma
de datos.

El cuarto pardmetro se llama «Direccién», allf se debe
indicar la ubicacién de la carpeta «Fotometria» que con-
tiene todos los programas y archivos relacionados. Es
importante indicar correctamente dicha ubicacién, de lo
contrario el programa no sabra donde encontrar el archi-
vo que contiene la rutina de control, ni donde guardar el
archivo de registro.

El archivo de registro (llamado Fotometria.txt)
contiene tres columnas. Las dos primeras indican los
dngulos C v 7, la tercera columna contiene la medicién
de iluminacién correspondiente.

Resultados

Los datos presentados a continuacién se midieron
el 19 de julio de 2006. La distancia d minima para
realizar aproximaciones del inverso al cuadrado es de
dm = 0,37m. En la figura 8 se presentan las mediciones
del par (d,Ev) que se realizan con el fin de determinar

el mejor valor de do. Las mediciones se realizaron en la
direccién del semiplano C = 45° y v = 90°. Para cada
distancia d medida, se hizo 23 medidas de la iluminacién
Ev. Luego se registré el valor promedio y la desviacién”
estdndar o. Anotamos que estas mediciones de ilumi-
nacién estdn en unidades relativas. Durante estas medi-
ciones la temperatura ambiente registrada dentro del
tubo con diafragmas fue de 20,9°C al inicio y de 21,5°C
al final. El voltaje de alimentacién de la lampara fue de
12.9VDC y la corriente fue de 0.89A, al inicio y de 0.90A
al final.
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Figura 8. Curva ezperimental de la aprozimacion del
inverso al cuadrado. Se muestran los datos erperimen-
tales y el ajuste correspondiente de la ecuacidn (5). *
Unidades relativas

En la tabla 2 se presenta la distribucién de ilumi-
nacién de la ldmpara a una distancia d = 0,37m. Como
se puede observar la malla usada es de 22,5° entre los
semiplanos C y de 5° entre valores de 7y adyacentes.

“Esta es la desviacién considerando solamente la componente estadistica de la varianza o2(E).

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 11 (1) (2007) 11-22



19

Diserio y Construccion de un Goniofotémetro

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2081
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 »SLIT
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 oOLT
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0891
|4 v g € 13 (4 [4 13 € 14 € € € € € 12 14 o091
L 8 L 9 S 9 L 9 L 9 L S ¢ 9 L L ) 08ST
It 11 11 01 8 6 oI 01 01 o1 01 01 8 ol 11 11 ()¢ 2081
€1 a1 <1 €1 01 g1 ¥ At gl Vi ¢l 4 It €l €1 ST 48 oSVI
91 81 61 L1 ¢l 91 81 81 a1 81 61 L1 2t 81 0g 61 91 0V1
61 (@4 [44 0g sl 61 [44 1% 81 [44 44 12 91 12 44 (44 81 oS¢l
0% 54 9% Ve L1 s 9% €T 0% <% L3 Sg 61 44 L2 14 0% o0ET
14 LT 62 9% 61 9% 8% 8¢ [44 8¢ 0¢ 8¢ (44 LG 0¢ 8¢ [44 08CT
<C 0¢ [43 62 12 8% [43 113 14 18 ve e 44 183 23 it <2 o0T1
9C (43 43 (43 14 1¢ ¥e 23 9% €¢ LE ve 9% 23 98 ¥e 9 o811
8T ¥e 9¢ 23 ve [43 LE <€ 8¢ 9¢ 6¢ 98 8T <8 8¢ 9% L3 o011
8% 9% 8¢ €g 9% sg 8¢ L8 62 8¢ [44 8¢ 0g 8¢ 1§ LE 62 080T
0¢ 8% or L€ LS 9€ oy 6¢ 0¢ 6¢ 14 or 1€ oy (44 68 62 <001
0% 6¢ 84 LE LT LE (42 6¢ 0¢ v vy 184 (43 or 4 o 0g 096
83 6% [44 8¢ 6% 6¢ (44 v e 87 14 (44 €€ 87 44 (014 1€ 206
0¢ or [47 6t 62 68 &b |54 1€ (44 LY 44 €€ [42 oi4 v 1€ oS8
|82 oy [44 68 63 oy 32 w (43 w LY 374 €€ (44 4 W 1€ 08
18 6% 34 8¢ 6% 6¢ 44 84 [43 [44 9v (47 22 (44 144 184 18 0SL
(43 oy 1% 68 6% 6% 44 184 43 v 9¥ 34 ve §4 44 oy 43 004
1€ 8¢ 184 L8 63 8¢ 187 oy 18 v 47 184 23 |84 134 6% 1¢ 089
1€ 8§ 68 9¢ 8T LE iy 8% (42 oy 37 or [43 ov (44 6€ o€ 209
0% 98 8% <€ LT 9€ 68 Lg g 8¢ 184 6¢ 1€ 313 oy LE 0% 0SS
6¢ 12 98 129 L3 22 L8 9¢ 0% LE ov 9¢ 6C 98 8& 3 6C o08
8% 123 € 1€ S €8 gg 123 62 S 8¢ <S¢ 6¢ € 98 be LG oSV
92 08 (43 62 44 0g €¢ [4> L3 23 23 33 LT (43 23 18 9g o0F
ve 8% 8% 9% 144 8¢ 0g 6¢ 9% 0¢ (43 0% 514 67 0¢ 14 i£4 0S8
€% 9% LT 44 |84 9% 8¢ 9% 44 8¢ 6% L7 €% LS 8% 9¢ £C o0t
0g £¢ £C 12 61 €% YT ¥o [44 24 92 24 1% ve 4 €% 0% 0SG
61 0g 0% 61 L1 0% (44 02 02 [44 14 (44 81 12 12 0% 81 20G
91 LT LT 91 91 81 81 81 L1 61 0% 81 LT 81 61 L1 91 081
4t St ¥l 4 4t ST 91 el St 91 91 ¢l ST 91 91 ST <1 001
¢l 4! [ 4! 4! 4t &1 €l €1l 4 4t e (4 3 €1 ¢ 4 oS
01 11 11 11 11 (49 (4! (4! (4t 11 11 11 11 11 11 11 11 o0
o098  oGLEE  LSIE L9060  o0LT  o9LYT  o9TC  o8'C0% 0081 oSLST  oSET  oSTIT 06 oSL9  oSF  o§TC o0 L opnsuy
D o[uduy

W) = P DIUDISIP DUN D TN] UD DPIPAUL AR UQWDUMUNGE 9P UPWNLSYT T BIQCL

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 11 (1) (2007) 11-22



20 M. Ruiz y A. Gutarra

Las mediciones de iluminacién estdn en lux. Durante
estas mediciones la temperatura ambiente registrada den-
tro del tubo con diafragmas fue de 21,4°C. El proceso
de toma de datos durd aproximadamente 22 minutos. El
voltaje de alimentacién de la lampara fue de 12.9VDC y
la corriente fue de 0.89A, al inicio del proceso de toma
de datos, y de 0.90A al final de este.

4. Célculos
Cilculo de do

Utilizando las mediciones de los pares (d,Ev) y la
ecuacién (5), se aplica el método de minimos cuadrados
para determinar el valor mas probable de dg e Iv. Luego
los valores numéricos son,

do = 0,855 m (11)

Iy = 275,7 ur. (12)

En la figura 8 se muestran los datos experimentales
) _ Iy s . . v
y la curva, By = @ teérica de la iluminacién. Se

aprecia un buen acuerdo entre los datos experimentales y
]a aproximacién del inverso al cuadrado. Anotamos que
el valor de do es una constante geométrica del arreglo
experimental mientras que el valor calculado de Iy es
constante solo en la direccién, C = 45° y v = 90°, en que
se hizo la medicién.

C4leulo de la intensidad luminosa Iy

Ahora que se conoce la constante, dg = 0,855m, se
aplica la ecuacién (5) a los datos de la tabla 2 para cal-
cular Iy . De esta manera se obtiene la distribucién de
intensidad de la ldmpara en cuestién. El resultado de este
cileulo se muestra en las figuras 9 y 10, la intensidad
est4 expresada en candelas. Anotamos que estas grificas
caracterizan, a la ldmpara en cuestion, en las direcciones
indicadas y es independiente de la distancia d.

La figura 9 muestra la grafica polar de la intensidad
luminosa, en los semiplanos C = 45° y C = 225° que
pertenecen al mismo plano. Se debe notar que el cen-
tro fotmétrico de la ldmpara est4d ubicado en origen de
coordenadas.

En la figura 10, recuadro (A) se muestra la superposi-
cién de los semiplanos C = 0°, C = 45° y C = 90°. En
esta figura se puede comparar como varfa la intensidad
cuando v varfa de 0° a 180° en tres semiplanos simétricos
de la l4mpara en cuestién.

En la figura 10, recuadro (A) se puede observar que
la curva de intensidad no es suave. Este problema es una
consecuencia de la baja resolucién del sensor de ilumi-
nacién y se puede comprobar que para mediciones hechas
a una distancia mayor a d,, el problema se incremen-
ta. Este inconveniente se puede resolver si se repite el
experimento un gran nimero de veces y se calcula la
distribucién de intensidad promedio Ty,

El resultado del célculo de la distribucién de intensi-
dad promedio para doce repeticiones del experimento se
muestra en la figura 10, recuadro (B). Si comparamos las

$(on este téimino se quiere decir que la curva es suave por trozos.

figuras 10A y 10B se observa que las curvas de intensidad
promedio son mas suaves® y para mejorar el resultado
basta con realizar més repeticiones del experimento.

Cilculo del flujo luminoso v

Ahora que se conoce la distribucién de intensidad
promedio, Iy, se usa la ecuacién (3) para calcular el flujo
luminoso @y .

Integramos la ecuacién (3),

dy = /Ide, (13)

donde la integral se evalda en todas las direcciones
definidas por C y 7.
La ecuacién (13) se expresar como,

™ p2T
by = / Iy senydCdy, (14)
0

0

Para evaluar la integral de la ecuacién (14) se utiliza
la regla de Simpson 1/3 de aplicacién multiple. De acuer-
do con la tabla 2, los dngulos C y 7y estén discretizados y
se pueden expresar (en radianes) de la siguiente manera,

) T

(i~ Ve, (15)
. T

donde i = {1,2,...,37} y j = {1,2,...,17}. Como C'y

~ determinan el valor de la intensidad Iy ; entonces se
denota a la intensidad como,

Y=
Cj =

=T, (17)

que es la intensidad promedio en la direccién definida por
7: v C;. Por lo tanto la ecuacién (14) se expresa como,

37 17
e ™ T F— 147
q)v =~ 56—5 i_g - gE_l (l»l,jIV senvy; , (18)

donde a; ; = ptiv; ¥ Jii, V5 son los coeficientes de Simpson
definidos por:

1/3 siies1637
;=< 4/3 siiespar
2/3 sit esimpar
1/3 sijes1617
v; =< 4/3 sijespar
2/3 sij es impar

El resultado de este célculo es,
dy =~ 570,5 lumen. (19)

Ahora se puede calcular la eficacia, 77, luminica de la
lampara. Con el goniofotémetro se midié un flujo lumi-
noso de 570.5 lumen y un consumo de potencia eléctrica
de 11.55 watt. Por lo tanto la eficacia es,

7 = 49,4 lumen/watt. (20)
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Figura 9. Curva experimental de la intensidad luminosa Iy . A la izquierda se muestra el semiplano C = 225°, a la
derecha se muestra el semiplano C = 45°.
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Figura 10. Curva ezperimental de la intensidad lumanosa. Se muestra la superposicion de los semiplanos C = 0°,
C = 45° y C = 90°. El recuadro (A) es la intensidad luminosa Iy y el recuadro (B) es la intensidad luminosa promedio
Iy.

Incertidumbres Se deriva la ecuacién (18) y se reemplaza en la ecuacién

21),
Ahora se realiza el an4lisis de incertidumbre en las medi- (e

ciones. Para el célculo del flujo luminoso se utilizd la o3 iy

ecuacién (18) y se evalué usando los valores de la inten- o(®) = %3 ZZ(ai,j seny;) o(ly 7y, (22)

sidad promedio. Por lo tanto, siendo los elementos v w7 i=1 j=1

los paradmetros de entrada, la incertidumbre® de la esti- .

macién del flujo luminoso se denota por o(®), donde o(Tv ) es la incertidumbre asociada con la es-
37 17 timacién de la intensidad. La incertidumbre o(Ty ™)

o(®@) = ZZ ____f), ) o(Ty =9, (21) tiene varias componentes que contribuyen en diferentes

=1 5=1 \9lv g proporciones y se debe analizar cada componente por

9Fsta incertidumbre debe ser interpretada como la desviacién méxima observable.
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separado. A continuacién se sefialan las mas importantes.

Tal como lo indica la aproximacién del inverso al
cuadrado, para una direccién determinada (7;, Cj) la
intensidad es una constante. Por lo tanto los pardme-
tros de entrada para determinar la intensidad son v y
C. Entonces la componente de o(Ty “7) asociada con
la estimacién de los dngulos se denota por o (Tv ) y
oc(Tv )

Ademés se conoce la incertidumbre asociada con el sen-
sor de iluminacién (véase la tabla 1 de especificaciones
del instrumento). Entonces la componente de J(Em)
asociada con el sensor de iluminacién se denota por
osi(Tv 7).

Por otro lado, cuando se hablé de intensidad promedio se
hizo referencia al niimero de veces que se repitié el expe-
rimento de medicién. Efectivamente a partir de una serie
de doce mediciones se calculé la intensidad promedio.
Apartir de estos datos se calculd la desviacién estdndar.
Luego, la incertidumbre expandida de la componente de
o(Tyv :’j) asociada con la repeticién del experimento que

iy
se denota por ogep(Iv 7).

. - 1,5
Finalmente se agrupan las componentes de a?(Iv ),

— i S — i\ 2
(v ) = (U,T(Iv j)+(J'C(1V j)) +

+ 02, (v ") + ok, (v ). (23)

Tomando la raiz cuadrada a la ecuacién (23) se obtiene
la incertidumbre de medicién de la intensidad luminosa.
Si bien aqui no se da el detalle del célculo de incertidum-
bres, si mostramos el resultado numérico y la contribu-
cién promedio de las componentes principales:

= 4% de o2(ITy) corresponde a la incertidumbre de
las mediciones angulares de vy C.

s 94% de o?(Ty) corresponde a la incertidumbre del
sensor de iluminacion.

» 2% de 0*(Ty/) corresponde a la presicién de las me-
didas de intensidad luminosa.

En la tabla 3 se muestra el calculo numérico de la inten-
sidad luminosa promedio y la incertidumbre respectiva.
[istos datos corresponden a la grafica polar de la figura
10, recuadro B. .

Una vez conocido o(Ty 7) se calcula la incertiduinbre
asociada con la medicién del flujo luminoso usando la
ecuacion (22),

o(®) = 63 lumen. (24)

Por lo tanto la expresién completa de la medicién del
flujo luminoso es,

by = 570+ 63 Im. (25)
Tabla 3. Distribucidon de intensidad luminosa Tv

medida en Candelas.

Angulo C
Angulo v 0° 45° 90°

0° 50:£2.4 52+2.4 5242.4
5° 52+2.6 53+2.5 534+2.7
10° 53+2.4 55+2.3 55+2.6
15° 53427 56+2.5 5612.6
20° 53+42.5 58+2.6 57+2.6
25° 54+2.9 59--2.5 59+£2.6
30° 5543, 59+42.6 594-2.9
35¢ 54+2.8 59+2.6 57:+£2.9
40° 554+2.3 5842.7 53%2.5
45°¢ 53:+2.5 534:+2.5 5042.4
50° 5242.5 52425 474:2
55¢ 50+2.4 49-+2.4 47+2.3
60° 48+2.4 48+£2.5 47+2.1
65° 46+£2.4 464:2.6 474+2.2
70° 4142, 414:2.4 43+2.5
75° 36:+2. 36-+2.1 394:2
80° 35+41.9 35£1.9 38+2.1
85° 33+1.8 33419 3542
90° 31+1.8 3141.7 34:+1.7
95° 30£1.8 30+1.4 33+%2
100° 294:1.6 30%1.6 32418
105° 31+k1.5 32+1.7 31418
110° 314:1.7 33+2. 32+1.8
115°¢ 30%x1.9 324:1.8 30+£1.8
120° 2841.6 294:2. 2642.1
125° 264:1.6 25£1.5 21+1.6
130° 24+1.5 22+4:1.8 19+1.4
135° 20+1.5 22+1.6 19+41.3
140° 17+:1.4 22+1.6 204:1.4
145° 1441.1 18+1.8 174:1.6
150° 0+1.8 9+4:1.7 9+1.9
155°¢ 2+0.9 2412 3+1.3
160° 1+0.8 1+0.7 1+0.8
165° 1+0.5 1+0.7 1:+0.8
170°¢ 1+0.8 14+0.8 140.7
175° 1+0.7 1+0.8 14-0.8
180° 0+0.7 140.7 1+0.8

5. Conclusiones

A través de este trabajo se ha demostrado la capaci-
dad actual del Laboratorio de Fotometria para evaluar
las fluorescentes compactas. En particular reportamos la
medicién del flujo lumonoso y la distribucién de la inten-
sidad luminosa de una ldmpara fluorescente compacta,
marca <«phocos», modelo «CL1211W/C» a 12.9 VDC,
0.89A y 21.4°C.

El flujo luminoso calculado, &y, = 570+63 lm, posee
una incertidumbre del 11 %. Sin embargo mas del 90%
de este valor se debe al sensor de iluminacién utilizado.
Luego, con un sensor de mayor resolucién se mejoraria
significativamente la medicién.

El célculo de la distribucién de intesidad se muestra
en la tabla 3 y en la figura 10B.
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He main goal of this work is to introduce the notion of coerciveness for Equilibrium Problems, using a classical
technical result introduced by Ky Fan in 1961, as an extension of coerciveness ideas from Minimization Problems.
By the way, we comment the importance of related conditions to this new coercivencss notion in order to obtain
existence results of solutions for the Equilibrium Problems without using monotonicity or generalized monotonicity

assumptions.

Keywords: Equilibrium Problems, Recession techniques, Minimization Problems.

El objetivo principal de este trabajo es introducir el concepto de coercividad para problemas de equilibrio,
usando un resultado técnico muy clésico introducido por Ky Fan en 1961, como una extensién de las ideas de
coercividad para problemas de optimizacién. Desde luego comentaremos algunas condiciones relacionadas a este
nuevo concepto que nos permiten obtener resultados de existencia para el problema de equilibrio sin condiciones de

convexidad generalizada ni monotonicidad generalizada.

Keywords: Problemas de equilibrio, Técnicas de recesién, Problemas de Minimizacién.

1. Introduction

In this work, we consider the Minimization and the
Equilibrium Problems. The first one is defined by a fun-
ction h : R® — R U {+oo} and consists of

in /
min h(z), (1)

and the second one is defined by a nonempty subset K
of R™ and a function f : K x K — R and consists of

find € K such that f(Z,y) >0forallye€ I{. (2)

Note that the solution sets of both problems can be
represented as the intersection of a set family. Indeed,
the solution set of the Minimization Problem is equal
to ﬂ Li(h(y)) and the solution set of the Equili-
y€R™
brium Problem is equal to m L 44(0) where the function
ex
fY: R® — RU {+oo}, fgr each y € K, is defined by

_{ —fy if zeK,
fy(“:)‘{ +oo  if z¢ K.

In 1961 (see Lemma 1 in [10}) Ky Fan introduced in
a technical Lemma two sufficient conditions in order
to guarantee that the intersection of a closed set fa-
mily is nonempty. The first condition is known as KKM
condition and it establishes that for all finite subset
{z!,---,z™} of the index set for the set family, its con-
vex hull co{z!, .- ,z™} is a subset of the union of the
corresponding sets indexed by {zl, .- ,z™}. The other
one establishes the existence of at least one compact set
in the family.

With respect to regarding the Minimization Problem, it
is easy to verify that the set family of all the nonempty
level sets of a function h satisfies the KKM condition. So

under the assumptions of Isc of h and the existence of at
least one level set to be compact, we have that the Mini-
mization Problems have solutions. In order to deal with
noncompact sets, recession techniques werc introduced.
In this sense several conditions appear in the literature
as coerciveness conditions. We observe that these coerci-
veness conditions for a Isc function A : R® -» RUj+oc0 are
based on the fact that all the level sets of the function h
are compact. It can be verified, without using Ky Fan’s
Lemma, that the solution set of the minimization pro-
blem is exactly the intersection of all nonempty level set
of the function /, and since the level sets are compact,
then the intersection is nonempty.

Respect to the Equilibrium Problem, Ky Fan used his
technical Lemma in order to prove his famous Minimax
Theorem (sce [9]). This Minimax Theorem was consi-
dered as a first result which guarantees existence result
for the Equilibrium Problem, here the set K is compact.
In order to deal with noncompact sets, some conditions
using recession techniques were introduced in the litera-
ture in order to obtain existence results of solutions for
the Equilibrium Problem, but all of them require gene-
ralized monotonicity assumptions, see for example ([4, 5,
8] and the reference there in). The subject of this paper
is to introduce the notion of coerciveness for the Equili-
brium Problem as an extension of the classical coercive-
ness ideas for the Minimization Problem. In this way we
use the Ky Fan’s Lemma, but we replace the compactness
assumption in the second sufficient condition by other one
related to the new coerciveness notion using recession te-
chniques in order to guarantee the nonemptiness of the
solution sct of the Equilibrium Problem without using
generalized monotonicity assumptions.

In the section three we introduce the coerciveness for
Minimization Problems based on fact that at least one

1The author thanks the hospitality from CUST and ISIMA during his visit at Blaise Pascal University in Clermont Ferrand, France
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level set is bounded and it is related to other existen-
ce conditions appear in the literature. Some interesting
results are commented and an application to quadratic
functions is considered in order to recuperate the famous
Frank Wolf Theorem. In section four we introduce the
coerciveness for Equilibrium Problems as an extension of
the coerciveness notion treated in section three. Also, so-
me existences results are introduced and an application
to saddle points for quadratic Lagrangian is considered.
Of course, we translate the problem of find a saddle point
of a Lagrangian function in an Equilibrium Problem in
order to apply our results and so guarantee the existence
of saddle points of a quadratic Lagrangian function over
polyhedral sets.

Denote by R the whole extended real line E=RuU
{—o00,+0c0}. Given a function i : R™ — R, the effecti-
ve domain of h is dom(h) = {z € R™ : h(z) < +oo}.
The function h is proper if dom(h) # @ and h(z) > —oco
vz € R™. For each )\ € R, the M-level set of h is defined
by Li(A) = {z € R™ : h(z) < A}, the epigraph of h is
defined by epi h) {(1 A € R xR : h(z) <AL A
is said convex if epi(h) is convex in R x R, h is quasi
convex if Ly ()\) is convex for all A € R, h is lower semi-
continuous (Isc in short) if Lj(A) is closed for all A € R,
h is upper semi-continuous (usc in short) if —h is lsc, h
is upper hemi-continuous if h is usc in segments lines in
dom(h).

1.1. Some Recession tools

The key for recession techniques is the concept of re-
cession sets (see Definition 2.1.1 [2]). Given a set K C K™,
the recession set of K is defined by:

K™ = {a: ER": 31, 10, Jan € K, taTn — 7;} (3)

where | means that the sequence converges to zero and
tn >0 ¥n.

By convention, the recession set of the empty set is the
singleton {0} (i.e. (0)*° = {0}). Thus, we have the follo-
wing key property (see Proposition 2.1.2 in [2]):

A is bounded if and only if A = {0}. (4)
In case K is also a nonempty closed convex subset of R™,
it is known that for any z¢ € I

I{”z{zGR": $o+tzef('z’t1>0}. (5)

Note that definition (3) considers only the vectorial struc-
ture where as definition (5) considers vectorial and topo-
logical structures.

Now, we enumerate some basic results on recession sets
that will be useful in the sequel. 1t follows:

Let I, K; and K3 be subsets in R™.

(a) I C

K, implies K§° C I(5°;

(b) (K + z)> = K= for all z € R™;

(¢) Let (K;), i € I, be any family of nonempty sets in

R", then
oo
(ﬂ Ki) c )
iel i€l
If. in addition, each set is convex and closed and
NierIG; # B, then we obtain an equality in the pre-
vious inclusion.

Other properties of the recession set C™ of a set C are
the following (see Proposition 2.1.1 [2]):

1. C* is nonempty closed cone.
2. ([C)° =0~
3. If C is a cone, then C® =C

If C is a nonempty polyhedral set, Auslender proved that
if {z*} C C is a sequence such that [|z*|] — +co and
"z’ TerT —-d when k — o0, then for any £ > 0, there exists
keN such that 2% —td € C (Proposition 2.3 in [1]). It is
easy to see that, for each ¢ > 0, there exists k € N, such
that z* — td € C as well as ||z* — td|| < |lz*|| (for more
details see [1, 2, 7]). This facts will be used later when
we consider quadratic functions over polyhedral sets.

Remark 1.1. Note that the definition of I is related
to the theory of set convergence of Painleve- Kuratowski.
Indeed, for a family {Ki}tso of subsets of R", the outer
limit is the set

limsup I := {z : hmmfd('z: K;) =0}, (6)

t—+oco

It can then be verified that

K® =limsupt'K. (7)
t—+4-00

Given h : R® — R U {+o0}, the recession function
of h denoted by h®° is defined as the function whose
epigraph is the recession set of the epigraph of A, i.e.,
epi(h®) = (epi(h))*.

It is well known that

] !
ho(d) =, liming 2CL)
t—>+oo d’—»d t

(8)

or equivalently

hee(d) = mf{llm 1nf tp — +oo,dp — d}. (9)

h(tkdr) .

.
The relation between the level set of h*° for A = 0 and
any level set of h is as follows (see Proposition 2.5.3 in
[2]): for any proper function h : R® — R U {+occ} and
any X\ € R, we have

(LIL(A))"o - L’h“’ (O)a (10)
where the equality holds if i is proper, convex and lsc.

Note that if Ly, (0) = {0}, then from the previous inclu-
sion (see 10) we have that all level sets of the function i
are bounded. Moreover if h is lsc, then all the level set
are compact.
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1.2. Classical Coerciveness ideas in Op-
timization theory

Here we collect the main ideas about coerciveness in
optimization theory. Of course all of them can be found
in Optimization books as for example ([2, 14]).

Definition 1.2. The function h : R —
strong coercive if

RU {+o0} is

h*(d) > 0 for all d # 0. (11)

It is evident that if h is strong coercive and lsc, then for
each A € R, L()\) is compact. The converse is not true,
for example consider h(z) := \/|zi.

Definition 1.3. The function h : R®™ — R U {+o0} is
Inf- compa(‘t if VA € R, Ly(X\) is compact.

It follows dnectly that, B is Inf-compact if and only if i
is 1sc and all level sets are bounded.

Definition 1.4. The function h : R* — R U {400} is
level bounded if VA € R, Ly (\) is bounded.

Note that if A is level bounded but it is not lsc, then h is

not Inf-compact.

Definition 1.5. The function h :
zero-coercive if

R™ — RU {+c0}, is

lim h(z) = 400 (12)
flz|{—-+oc0
It is well known that zero-coercive and level bounded
notions are equivalent. Moreover, if h is lsc, then Inf-
compact, zero-coercive and level bounded notions are
equivalent.

2. Coerciveness for Minimization
Problems

Note that all these coerciveness ideas considered in
the previous section, imply that all the level sets are
bounded. Before exploiting the condition that at least
one of the level set is bounded, we need to consider some
simple ideas using recession techniques.

From now on, for any function h : R™ — R U {400} we
denote by S(h) := {z € R : h(z) < h(y) Yy € R"}. Note
that S(h) = N,ern Ln(R(z)), moreover, if A = inf{h(z) :
z € R™}, then S(h) = Ln(N).

Lemma 2.1. Let h: K™ — RU {+o0} be any function.

(S(h)= < () (Lu(h(@)))™

yER™

Proof: Since S(h) = ﬂ Ly(h(z)) € Lyp(h(z)) Vz €

R", we have that (S’(h))z"e"ﬁg (Ly(h(z)))>™ Yz € R™, and
so (S(h))® c [ (La(h()))™ O

yER™

Lemma 2.2. Let h : R* - R U {+c0} be a function
and let { )\ }ren be a sequence such that . Hm A= A:=

ot
inf{h(z): z € R*}. If Lp(A) = @ and Ln(Ax) # O VEk € N,

then () (La(h(®))>® = [ Ln(e)®

yeRn kEeN

Proof: We only need to show that r](Lh(/\k))oo C
keN
() (Ln(h()))> Indecd, take u € () (Ln(Ax))*, thus
yelR" keN
€ (Lp(A\&))® vk € N. For each z € R™ (arbitrarily
ﬁxed) we have that A\ < h(z), becausc Lp(N\) = 0. Sin-
ce lim A = X and L;,(,\;,) # 0 Vk € N, there exists

k—+4oc0
m € N such that A\, < h(z). So, Lp(Am) T Li(h(z)),
which implies that (L;(An))*® C (Lr(h(z)))*°, and so
u € (L, (h(z)))*°. The statement follows. ]

Theorem 2.3. Let h - R® — RU {+oo} be lsc. S(h) # 0
if and only if (S()* = (] (Lu(h(y))*

yeRn
Proof: Consider A := xfgngn h{z). If S(h) # 0 then
Ly () = S(h) % 0. So, we have that m (Lp(h(y)N)>™
(Ln(A)*° = (S(h))*°, and the stateni’(fft“ follows.

Conversely, if S(h) = 0, then (S(h))>® = {0} and so
Lp(h(y)) are unbounded vy & R™ Now, take T =
(Ln(Ar))™ with ||uf|} = 1 Vk € N, where A\ — A with
Ak 2 Ag41 > Aand A = yl’engﬂ fy). Since \; £ A\ VE €N
and Vi > k, we have that (Lp(X\:))® C (Ln(Ax)) and
{ul}z>k C (Ly(Ax))*® Yk € N and so any cluster point
of {u*}ren belongs to (Ln(Ax))* Vk € N. From Lemma
2.2, we have that any cluster point of {u*}ren belongs to

ﬂ (Li(h(y))™

yER™

, and so, the statement follows. (]

The following theorem states necessary and sufficient
conditions for the existence of at least one nonempty
bounded level set. Here @ means the closed convex hull.

Theorem 2.4. Given h: R™ — Ru{+o0}, the following
statements are equivalent:

(@) Nyegrn (Ln(h(y)))> = {0}
(b) There exists y € R™ such that Ly(h(y)) ts bounded.

(¢c) There exists y € R™ such that T6Ly(h(y)) s boun-
ded.

Proof: We need to prove only (a) implies (b), because
the other ones follow from the classical convex analy-
sis. Indeed, note that from Lemma 2.1, we have that
{0} < (S(h))*® < ) (Lu(h())™ = {0} and from
yER™
Theorem 2.3 we have that S(h) # (. Finally, the sta-
tement follows from the fact that S(h) = Lj()), where
A= len"%f h(z). d
TeR™

Now, we introduce the following definition:

REVCIUNI 11 (1) (2007) 23-30

25

Facultad de Ciencias - UNI



26

W. Sosa

Facultad de Ciencias - UNI

Definition 2.5. We say that b : R® — RU {+oc} is a
coercive function if there exists A € R such that L (X) is
nonempty and bounded. From Theorem 2.4 this is equi-
valent to say that

R = ) Lalh)® = {0} (13)
UER‘II
Remark 2.6. We notice that, level boundedness im-

plies coerciveness, but the converse s not true, consi-
der for ezample the function h : R — R defined by
h(z) = —exp(—z?).

Corollary 2.7. If h: R™ — RU {400} is a coercive and
Isc function, then h reaches its minimum value over R™.
Moreover, S(h) is nonempty and compact.

In the convex case, all the previous ideas about coerci-
veness are cquivalent under the lsc assumption for the
function. That we can verify it in the following Proposi-
tion:

Proposition 2.8. If h : R* — R U {+oc0} is a proper
convex and lsc function, then the following statements
are equivalent:

1. h is a strong coercive function.

h is a Inf-compact function.

N

co

h is a level bounded function.

B

h is a zero-coercive function.

O

h is a coercive function.

6. S(h) is nonempty, convez and compact.

Proof: The equivalence between (2) and (3) is evident
from the lsc assumption. The equivalence between (3)
and (5) follows from the fact that if a convex function has
a nonempty bounded level set, then all the level sets are
bounded. The statement follows from Proposition 3.1.3
in [2] 0

Now, given h : R® — RU{+oc0}, we consider the following
assumptions:

(H1) ¥{zF}ren < dom(h) with lim}lz*|| = +oo and
lim ”’;% =y € R(h), 3m € N large enough such
that Ly (h(z™)) (N B(0, iz™]}) # 0.

(H2) Y{z*}ren <. R with lim ||2"]] = +o0, Im € N lar-
ge enough such that Ly (k(z™)) N B(O,||z™|i) # 0.

Remark 2.9. Conditions related to assumptions HI1 or
H2 can be found, for instance, in [1, 4, 6, 7, 13] and
references therein.

The following result is given without proof because it is
evident.

Lemma 2.10. Given h: R™® — R U {-++oo}. If h is coer-
cive, then HI1 holds.

Theorem 2.11. If h . R® — R U {+o0} is proper and
Isc, then H1 holds if and only if S(h) # 0.

Proof: If H1 holds, for cach k € N, consider Ay, : R® —
_ @) i el <k
R U {+oc} defined by hi(z) = { too if x| >k
Without loss of generality, consider hy proper Vk € N.
So, from Corollary 2.7, S(hx) is nonempty and compact
Vk. Now, take z* € argmin{||z|| : z € S(hx)} C dom(h).
Suppose that the sequence is unbounded, without loss of

generality we can consider ||z*|| — oo when k — oo and
k

H_:’T — u. We see that u € R{h). Indeed, take z € R”
arbitrarily fixed, then for all m > |lz||, we have that
a™ € Lp(h(z)) and making tm = qzwy, We have that
{ma™ — u when m — oo and so u € (Ly(h(z)))*. Since
z is arbitrary, then © € R(h). From H1, 3m € N lar-
ge enough such that L, (h(z™)) (N B(0,]|lz™{}) # 0. Now,
taking y € Ly (h(z™)) (N B(0, l{z™||), then h(y) < h(z™)
and |ly|| < |lz™], and so y € S(hm), which is a contra-
diction. Then the sequence {z*}ren is bounded. If {z*}
is bounded, the statement follows, because any cluster

point of {z*} is a minimizer of h.

If S(h) # 0, take {zF}ren C dom(h) with
limp— oo ||2*]] = +00 and lim 2y = u € R(h). The
statement follows taking Z € S(h) and k£ € N such that
) > lizil- o

Theorem 2.12. If h: R —» R U {+oc0} is a proper and
Isc function, then HI is equivalent to H2.

Proof: We need to prove only that H1 implies H2. In-
deed, take {zF}ren C R™ with lim_ i ||2¥|] = +o0.
Since H1 holds and h is lIsc, then from Theorem 2.11
we have that S(h) # 0. The statement follows taking
z € S(h) and k € N such that ||z*| > ||| O

Remark 2.13. Since H1 and H2 are equivalent when h
is lsc, from now on, we referred to its as H whenever h
to be lsc.

2.1. An application to quadratic function

over polyhedral sets

We finish this section, considering quadratic functions
over nonempty polyhedral sets. It is, given A : R* —
R U {+oo} defined by:

h(z) = {

where C := {y : By < b}, Ais a n x n matrix, B is a
p x n matrix, a € R", b € R? and a € R.

1aTAz+dTz+a if z€C,

foo if z¢c 14

Note that in (14), h : R® — RU {400} is proper and Isc
on R™.

The following result will be used in the sequel.

Lemma 2.14. If infyern A(z) = 3 > —oc, then for
cach * € C and each u € R(h) fized, the application
l:[0,+oc[— R defined by l(t) = h(z + tu) is linear and
1(t) > 1(0) for allt € [0, +¢l.

REVCIUNI 11 (1) (2007) 23-30



Coerciveness: from Optimization to Equilibrium Problems

27

Proof: Take d € R(h) arbitrarily fixed, then d €
(L;,(/z( z)))%° Va € R™. Take = € C arbitrarily fixed, then
HyFhren © Li(h(2)), It }ren | O such that tpy* — u
when k — +c0. So, u € C® and ~c0 < B < h(y*) =
1k )TAy +aTy* + a < h(z) < +o0 Vk € N, im-
plying uTAu = 0. Since (z + tu) € C Vt > 0, then
I(t) = h(z +tu) = h(z) + t{32aT Au + Jul Az + oy
vt > 0. So, the application [ is linear on [0 +o0o[. Here,
I(t) > 1(0) ¥t > 0, because I(t) = h(z +tu) 2 f > —0
vt > 0. 0

Theorem 2.15. Given a quadratic function h over a no-
nempty polyhedral set. Then infrer- h{z) = 8 > —oo if

and only if the assumption H holds.

Proof: If dom(h) is bounded, then H holds. If not, take
{z™}men C.C such that [[2™| — +o0 and =3 — v €
R(h) when m — +oo. So, from Lemma 2.14, we have
that h(z) < h(z + tu) ¥t > 0. From Proposition 2.3 in
(1], we have that for any ¢t > 0, there exists k € N large
enough such that (z* — tu) € C. Taking y = z* — tu,
we have that h(y) < h(y + tu) = hl:r}) Note that, for &
large enough we have that ||y|| = |Ia: —tufl < ||a:’°|[, and
so A(h) holds.

Conversely, the statement follows from the lsc of h, H
and Theorem 2.11. ]

Finally, we state that the well known Theorem of Frank-
Wolf is a consequence of Theorems 2.11 and 2.15.

Corollary 2.16. (Theorem Frank-Wolf) If the function
h is bounded below, then S(h) # 0

3. The Equilibrium Problem

The Equilibrium Problem appears for the first time
with this name in 1994 in the paper of Blum and Oettli
(sec [5]) and it is a very important problem, because has
as particular cases (for more details see {5, 4, 13] and
references therein), for instance, the following problems:

a) The minimization problem.

b) The fixed point problem.

¢) The saddle point problem.

d) The complementarity problem.

e) The Nash equilibria problem in non cooperative ga-
mes.

f) The variational inequality problem.

g) The vector minimization problem.

The Equilibrium Problem, abbreviated EP(f,K), as we
comment in the introduction, is defined by a set K and
a function f: I x K — R and consists of

EP(fK): Findze K : f(z,y) =0 fOI ally € K. (15)

Remark 3.1. We commented in the introduction, that
the solution set of EP(f,K) can be writlen as an intersec-
tion of a set family, where the indez set is the set I{ and
for each y € K the respective set is the 0-level sct of the
function f¥:R™ — RU {+oo} defined by

fy(x):{ ~flz,y) if zek,

“+0co if z¢ K.
In other words, T is a solution of EP(f,K) if and only
ifze (] Lyw(0)

yeK

(16)

Now, we consider the Ky Fan’s Lemma mentioned in the
introduction.

Lemma 3.2. (Lemma 1 in [10]. Ky Fan’s Lemma) Gi-
ven Y # 0 and for ecach y € Y consider C(y) as e closed
set. If the following two conditions hold:

(C1) For any finite
27} ¢ | e,

i=1

subset {z!, .- ,z9} C Y:
a

co{z!,

(C2) C(x) is compact for at least some z € Y,
then m Cly) # 0.
yey

The following assumptions for the function f will be used
in the sequel.

(f0) fYislscVy € IS,

(f1) For any finite set {z',
z € co{z!, - ,z7}:

.a%} C I and for any
nfax flz,z*) > 0.

Remark 3.3. We point out that assumptions f0 and fI
are related to the Ky Fan's Lemma. Indeed, takingY = K
and C(y) = Ly (0) for eachy € Y

1. Assumption (f1) is equivalent to condition {(C1).

2. Assumption (f0) implies that C(y) is a closed for
cachy € Y.

3. If K is a convez set and for eachx € K f(z,z) 2 0
and the function fr : R™ — R U {400} defined by
y € I,

flzy) if
fz(y) = { yé¢ K.

i o
oo if (15)
is quasi-convez, then f1 holds and so (C1) too.

4. Coerciveness for Equilibrium
Problems

Given the equilibrium problem EP(fX), we introdu-
ce the coerciveness, using the notation of the previous
section, as follow:
Definition 4.1.

1. Strong coercive if there exist y
strong coercive.

We say that EP(f,K) is:
€ K such that fY is

2. Inf-compact if there ewist y € I such that f¥ is

Inf-compact.

3. Level bounded if there exist y € I such that f¥ is
level bounded.
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4. Coercive if there exist y € K such that Lyv(0) is
bounded.

Remark 4.2. We can find in the literature some exten-
sions of the classical coerciveness notions, using recession
techniques, of function h : X — R U {400} to operators
T:.K c X — X* (here X* denote the dual topological
space of X ), for instance we cited the following

1. in [11] Harker and Pang consider the following con-
dition for some § € I

(T(.’L‘),.’D _ g)

= +oc. 18
llell—+oo, z€K izl k18)

2. in [12] Guo and Yao consider an another one con-
dition for some § € K
liminf (T'(z),z —g) > 0. (19)

lz||l =400, ze K
Of course the previous conditions were introduced in the
setting of the Variational Inequality Problem (VIP in

short). In this case, the VIP is defined by the set K and
the operator T' and consists of

VIP(T,K): Findz e K : (T(z),y—x) 20Vy € K.
(20)

The following Lemma is given without proof because is
evident.

Lemma 4.3. Given VIP(T,K) and equations (18) and
(19) (see the previous Remark). Taking f(z,y) =
{T(z),y — ).

1. Equation (18) implies that EP(f,K) s strong coer-
cve.

2. Equation (19) implies that EP(f,K) is level boun-
ded.

Remark 4.4. The history of the existence results for EP,
began in 1972 with the famous Minimaz Theorem of Ky
Fan (sce [9]), here K is compact.

In the same year (1972) Brezs, Nirenberg and Stam-
pacchia extend the famous Minimaz Theorem of Ky Fan
to noncompact sets (see [3]), using the following assum-
ption:

Assumption BNS: The function f: K x K — R sa-
tisfies the assumption BNS, if therc exists a nonempty
compact subset L of RY and § € LN K such that, for
everyx € K\ L f(z,9) <0.

Lemma 4.5. Given EP(f,K).
1. If K is compact, then EP(f,K) is strong coercive.
2. If Assumption BNS holds, then EP(f,K) is coercive.

Since R(h) was an upper bound to the recession cone of
the solution set for the corresponding minimization pro-
blem and the intersection for all y € K of Lyv(0) is the
solution set of EP(f,K) then, imitating the introduction
of R(h), we define

RE(f) = () (Lys(0))>. (21)

yeK

The following Lemma is given for completeness.

Lemma 4.6. Given EP(f,K). If f0 is satisfies, then the
following statements hold.

1. If EP(f,K) is strong coercive, then EP(f,K) is Inf-
compact.

2. If EP(f,K) is Inf-compact, then EP(f,K) is level
bounded.

3. If EP(f,K) is level bounded, then EP(f,K) is coer-

cive.
4. If EP(f,K) is coercive, then RE(f) = {0}.

Theorem 4.7. Given the Equilibriumn Problem EP(f,K),
consider K closed nonempty and assumptions f0, f1. If
RE(f) = {0}, then the solution set of EP(f,K), denoted
by S(EP), is compact and nonempty.

Proof: Since  S(EP) = Nyer Lsv(0),
(Nyex Lsv(0))*° C R = {0} and f0 hold, we have that
S(EP) is closed and bounded and so it is compact. In
order to prove that S(EP) is nonempty, we define for
eachi € N, K; = {z € K : |jz|| < i}. Without loss of
generality, we can consider K; # @ for all « € N. The
compactness of K;, f0 and fl imply that EP(f, K;) sa-
tisfies C1 and C2 of Ky Fan’s Lemma and so we can
take z¢ € S(EP(f, K;)). Suppose that the sequence {z*}
is unbounded, without loss of generality, consider that
|zl — oo and ";—z” — u when 1 — +4o00. Now take

y € K arbitrarily fixed, then f(z%,y) >0 V2 > [|y|, and
so {z}isyyy C Lyv(0). It implies that u € (Lysv(0))*.
Since y € K was arbitrary, then 0 # u € R. This
contradiction implies that the sequence {z*} is bounded.
Finally, any cluster point of {z*} is a solution of EP(£K).
O

Before extending the assumption H to setting of the
Equilibrium problem, we present the following result.
Consider function h : R® — R U {+co}, defined by
h(z) = sup,cg fY¥(z). Note that —h(z) = infyex flz,y)
and — infiern h(2) = sup,ex nfyex f(7,9)-

Proposition 4.8. Gwen the Equilibrium Problem
EP(f,K). If K is compact and f satisfies f0, then EP(f,K)
has solution if and only if inf ern h(z) < 0.

Proof: Let Z be a solution of EP(fK), then we ha-
ve that f(Z,y) > 0. Thus, infyex f(Z,y) = 0 and so
— inf egn M(x) = sup,ex nfyex f(z,y) 2 0.

Conversely, from fO the application h is lsc. On the ot-
her hand, K compact implies that exists Z such that
0 < —infiepn = —h(Z) = Infyex f(Z,y) and so T is
solution of EP(fK).

If we replace the compactness of K by the assumption
H for the function h, we have the following result which
is given without proof, since it is a direct consequence of
Proposition 4.8.

Theorem 4.9. Given the Equilibrium Problem EP(f,K).
If f satisfies f0 and h satisfies H, then EP(f,K) has so-
lution if and only if inf epn h(z) <0
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Given f : K x K — R, we consider for each z € K
the following sets, called Lower Diagonal level sets of the
function f.

LDs(a) = {y € K : {(z,y) < 0}

Note that, if © ¢ Lsv(0), then y € LD(x).

Now, we extend the assumptions H, to the setting of
Equilibrium problem, it is, given f : K x K — R, we
consider the following assumptions

(F1) V{'L'k}keN c K with lim|jzF]] = +oco and
Hm “ g = ¢ € RE(f), there exists m € N such
that LDs(z™) (N B(0, [|z™i]) # 0.

(F2) V{z*}ren C K with lim [|z¥]| = 400, there exists
m € N such that LD(z™) (" B(0, ||z™]]) # 0.

Theorem 4.10. Given a nonempty set K and f : K x
K — R. The assumptions F1 and F2 are equivalent.

Proof: We need only to show that F1 implies F2. In-
deed, take {2*}ren C I with lim ||z¥]] = 4+o00. Without
loss of generality, we can consider that lim H%:IT = qu. If
u € RE(f), then the statement follows from I'1. In ot-
her case, u ¢ RE(f), so, there exists y € K such that
ué (Lsy (0)) It implies that there exists N € N such
that Yk > N, z* ¢ L;v(0). Finally, we can take k large
enough such that iyl < ||r’ | and y € DLs(z*). 0

Since F'1 and F2 are equivalent, then from now on we
denote them by F.

The notion of pseudo-convexity for functions in the set-
ting of real vectorial spaces (without topological struc-
ture) appears in {13] as follows, given a function h :
R” — RU{+co}, we say that f is pseudo-convex if for all
(z.y) € R® x R” and all ¢ €]0, 1 h(tz + (1-- t)y) = f(z)
implies h(tz + (1 — t)y) < f(y). So, now we consider the
following assumption for f.

(f1’) For all z € K f, is pseudo-convex and f(z,z) > 0.
It is casy to see that convexity implies pseudo-convexity
and pseudo-convexity implies quasi-convexity. But, the
converses are not true.

Theorem 4.11. Given f satisfying f0, f1’ and let K be
a nonempty closed conver set. If I holds then EP(fK)
has solutions.

Proof: From f0, f1’ and the compactness of I; := {z €
¢ : |lz|| € i} we have from Ky Fan’s Lemma that the
Equilibrium Problem defined by f and X; (EP(f,I;) in
short) has solutions for all ¢ € N (without loss of genera-
lity we can consider that K; # 0). Take a solution z* of
2P(f, IK;).

If the sequence {z'} is unbounded, without loss of
generality we can consider ljz?|| — +oco when i —
400. So from assumption F there exists m € N
such that LD,(z™)(B(0,|!lz™]}) # @ Take y €
LD (z™) N B(O, [iz"™]}), then f(z™,y) < 0 and |igil <

|lz™{l. Now taking w € I arbitrary fixed, there exists
t €]0,1{ such that w; = tw + (1 — t)y € I, Then,
flx™ w) > > f(z™,y), from f1I’ we have 0 <
fla™, w;) < f(z™,w). Since w € K was arbitrary, we
have that 2™ is a solution of EP(f,I{).

If {z'} is bounded, from f0, we have that any cluster
point of {z!} is solution of EP(fK) O

Finally consider the following problem:

Let U ¢ R™ and V C R™ be two nonempty convex poly-
hedral sets; let L : U x V' — R be the Lagrangian defined
by

1
=y, Qy) —

1 \
5(13]37:} o 2(

L{z,y) = (y, Sz}, (22)
where S is a real matrix of order (n,m), and P (resp. Q)
is a rcal symmetric matrix of order (m,m) (resp. (n,n)).
We are interested in the Saddle Point Problem formula-
ted as follows:

Find (z,9) € U x V such that
L(z,y) < L(z,9) < L(z,7)
for all (z,y) € U x V.

(SPP(L,U,V))

(23)

SPP(L,U,V) is a particular case of the Equilibrium Pro-

blem. Indeed, let us consider K = U x V, u = (z,y) and

v = (w, z), and let us define the function f: K x K — R
by

fu,v)

We now consider the problem

= L(w~ y) - L(I)Z)

(EP(£,K)) : Find a € K : f(@,v) 20 forall v € K.
(24)

Proposition 4.12. (Z,9) is a solution of (23) if, and
only if, @ = (Z,7) is a solution of (24).

P 0 0o St
A—(O Q) and B_<~S 0 )
We notice that A is a symmetric matrix and B* = —B,
One can verify that K is a polyhedral set and

Take

fw,v) = %w,Au) ~ liw, Aw) + (wBv).  (25)

2 \
Lemma 4.13. Given L defined by 22 and f defined by
25. If U C R® and V C R™ are nonempty convez poly-
hedral sets and K = U x V. C R*™ then the following
statements are equivalent.

1. inf sup L(z,y) = sup 1nf L(z,y) € R.
zelU yev yev xel

2. inf sup f(u,v) =0 = sup mf flu,v)
vell yex uelk vEI

3. sup inf f(u,v)=0.
ue K V€K

4. mt sup f(u,v) =0
vel yek
Theorem 4.14. Given EP(f,K) as defined in 24.
Supye infver f(u,v) =0 if and only if EP(f,K) has so-
lutions.

REVCIUNI 11 (1) (2007) 23-30
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Proof: We need only to prove sup,¢ i infyer f(u,v) =0
then EP(f,K) has solutions. Indeed, take h : R**™ —
R U {+oo} defined by h(u) = sup,ex f*(u). Note that
inf,egnem h(u) = —sup,ex nfvex f(u,v) = 0. The sta-
tement follows from Theorem 4.9, if we prove that A(h)
holds. By contradiction, there exists {u*} < dom(h) with
HuF)l — +oo and H_lij’—ll — d € R(h), such that for
all k we have that Lj(h(u*) N B(0, |[u*|) = 0, ie., for
cach k we have that h(u) > h(u*) for all |ull < [[u®|l.
From Proposition 2.3 in (1], take ¢ > 0 such that for
k large enough {[u¥f — td|| < llufl|, u* —td € K, then
h(u* — td) > h{u"). Since h(v) = sup,ey f(u,v), then
from the continuity of f, there exists o € dom(h) such
that h(u* — td) > f(B,uF —td) > h(u*) > f(7,u"). Ta-

king u = u* —td, we have that f(0,u) > f(7,u+td), but
this is a contradiction to Lemma 2.14. O

Corollary 4.15. The Lagrangian L defined in 22 has
saddle points on a polyhedral set U xV C R™ xR™ if and
only if infyev supyey L(z,y) = supyey infzeu L(z,y) €
R.
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Dado un sistema de ecuaciones de primer orden lineal, podemos hallar su respectivo diagrama de fase, cono-
ciendo los coeficientes de la ecuacién [1], puesto que un sistema de este tipo pero cuddratico involucra muchos
coeficientes, conviene hacerlo utilizando sus caracteristicas, es decir analizando su aspecto cualitativo. Para ello,
indicaremos todas las propiedades que pueda tener un sistema de este tipo, con esto encontraremos todas los posi-
bles diagramas de fase, luego debemos verificar que efectivamentente corresponde a un sistema cuadrdtico, en caso
contrario eliminar; esta verificacién se hace hallando un sistema cuadrético que corresponda con el diagrama de

fase hallado.

Palabras claves: Sistemas Dindmicos, Sistemas Cuadraticos, Teorfa del indice, Linealizacién.

Given a linear system of first order differential equations, it can be analyzed finding its phase portrait, if the
equation coefficients are known [1]. Since a similar quadratic includes many more coefficients, it should be analized
by its qualitative characteristics. We indicate all possible properties that a quadratic system of this kind can have.
We will find all possible phase portraits. Then we will verily if a specific phase portrait found corresponds to a
quadratic system. We will try to classify all possible quadratic systems.

Keywords: Dynamical Systems, Quadratic Systems, Index Theory, Linearization.

1. Introduccién

El sistema a estudiar es de la forma

% =ap +a1x + axy + a1z + appzy + a22y2

(1)

% =bg + bz + by + b112? + by + b22y2

el cual vamos a suponer que es estructuralmente estable
y no tiene ciclos limites; para la configuracién de las tra-
yectorias incluiremos los puntos singulares en el infinito.
Para estudiar la clasificacién topoldgica de este tipo
de sistemas, primero tenemos que estudiar todas las po-
sibles combinaciones de sus puntos singulares finitos (los
cuales son puntos del espacio euclideano, equivalente al
interior de la superficie semiesférica cerrada H) y puntos
singulares en el infinito (los cuales se encuentran en el
Ecuador E de la superficie esférica).
En lo sucesivo adoptaremos las siguientes notaciones:
s : punto silla en el interior de H.
p : punto no silla en el interior de H (punto hiperbélico
de fndice +1).
S : punto silla en E.
F : fuente en E.
P : sumidero en E.
o, 3,77, 8 v € elementos de X5.

2. Propiedades del Sistema

Los puntos singulares de este sistema poseen ciertas
caracterfsticas a los cuales clasificaremos

Por ser estructuralmente estable.
Por ser cuadrético.

Por su estructura topoldgica.

2.1. Por ser estructuralmente estable

El sistema sélo tiene puntos singulares hiperbdlicos.

En el interior de H sélo existe un numero finito de
trayectorias cerradas. El ecuador E, se puede conside-
rar como trayectoria cerrada si no contiene ningin punto
singular.

No hay trayectorias que conectan dos puntos sillas
excepto sobre E.

2.2. Por ser cuadratico

El sistema tiene a lo m&s cuatro puntos singulares
(finitos) en el interior de H.

El sistema tiene a lo méds tres puntos singulares (en
el infinito) sobre E.

La suma de indices de los puntos singulares sobre H
es 1.

El sistema no puede tener tres puntos singulares tipo
silla sobre E.

El sistema solamente admite 0, 2 6 4 puntos singulares
finitos.

Si un punto singular en el infinito es sumidero enton-
ces su respectivo antipoda es fuente y viceversa.

2.3. Por su estructura topoldgica

En el ecuador sélo puede haber 1 6 3 puntos singulares
hiperbdlicos.

Sobre E no puede haber 3 sumideros ni 3 fuentes.

Si sobre E tenemos 3 puntos singulares, cuando uno
de ellos es silla los otros dos no pueden ser dnicamente
sumideros o dnicamente fuentes.

Tomando en cuenta las propiedades dadas enunciare-
mos el siguiente teorema:
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Teorema 1. Si o pertenece a Ly (conjunto de sistemas
cuadrdticos estructuralmente estables), entonces las com-
binaciones de los puntos singulares de o sobre H debe ser
uno de los siguientes doce casos:

tipo a : (1) F; (2) psF'; (3) pipasis2F.

tipo b : (1) p1p2S; (2) p1p2pssS.

tipo (o (1) 51$2F1PF2,' (2) [)318253F1PF2.

tipo d : (1) SPF; (2) psSPF; (3) pip2sis2SPI.

tipo e : (1) p1p2S152F; (2) pipapssS1Sak.

Prueba

Suponiendo que a tiene un tnico punto singular P
sobre E, el cual puede sélo ser fuente (P = F), sumidero
(P = P) osilla (P =5).

En el caso que P sea fuente (si fuera sumidero el
diagrama de fase es el mismo que cuando es fuente sélo
que invierte su orientacién), puesto que el indice de P;
es 1, puede suceder que a 1o tenga puntos singulares en
el interior de H (tipo a (1)), o si los tiene la suma de
indices debe ser cero y el nimero de puntos singulares en
el interior de H peden ser dos (tipo a (2)) o cuatro (tipo
a (3)).

En el caso que P; sea silla, puesto que el indice de
P; es —1, debe suceder que o tenga al menos dos puntos
singulares en el interior de H de tipo no silla (tipo b (1));
maés aun es posible agregar un par de puntos singulares
en el interior de H cuya suma de indices sea cero (tipo b
).

Suponiendo que « tiene tres puntos singulares Py, Py
y P sobre F, tenemos tres casos:

1. Ninguno de los P;, P, y Ps, es un punto silla.

También sucede que los tres P; (: = 1,2,3) no
pueden ser todos sumideros o fuentes a la vez (to-
polégicamente es imposible); por lo tanto al menos
un P; es sumidero, lucgo tenemos dos fuentes y un
sumidero {en el caso de tener dos sumideros y una
fuente el diagrama de fase es el mismo que cuando
tenemos dos fuentes y un sumidero pero de orienta-
cién invertida). Por otro lado tencmos que la suma
de indices de estos puntos singulares es tres, si a
tiene dos puntos singulares finitos éstos deben ser
tipo silla (tipo ¢ (1)); si a tiene cuatro puntos sin-
gulares finitos éstos deben ser tres de tipo silla y
uno de tipo nodal (tipo ¢(2)).

2. Uno delos P; (i=1,2,3) es un punto silla.

Si ocurre esto los otros puntos pueden ser sumi-
deros ( lo cual es topolégicamente es imposible),
fuentes (topolégicamente es imposible) 6 sumidero
y fuente. La suma de indices de estos tres puntos
es 1; puede suceder que « no tenga puntos singu-
lares finitos (tipo d (1)); 6 que «a tenga 2 puntos
singularcs finitos, los cuales deberan ser uno punto
silla y el otro punto nodal (tipo d (2)); por ultimo
que a tenga 4 puntos singulares finitos, los cuales
deberan ser dos puntos sillas y dos puntos nodales
(tipo d (3)).

3. Dos delos P; (¢ =1,2,3) es un punto silla.

Si esto ocurre el otro punto singular puede ser una
fuente o un sumidero (en este caso el diagrama de
fase es el mismo que cuando es fuente, sélo que la
orientacién es invertida). La suma de indices de es-
tos tres puntos singulares es —1, por lo tanto la
suma de fndices de los puntos singulares finitos de
o debe ser 2, por lo tanto « necesariamente debe
tener puntos singulares finitos. Si « tiene dos pun-
tos singulares finitos, éstos deben ser de tipo nodal
(tipo e (1)); si « tiene cuatro puntos singulares fi-
nitos, éstos deben ser tres de tipo nodal y uno de
tipo silla (tipo e (2)).4

En lo sucesivo, por conveniencia de presentacién,
adoptaremos la notacién s(p1, p2, ps, P) para representar
cuatro separatrices (LT, LT, L7, Ly ) de un punto silla s
conectando los puntos singulares pi1,p2,p3 y P respecti-
vamente, en el cual las dos separatrices empiezan de los
dos primeros puntos p; y pz entran a s, y las otras dos
separatrices empiezan de s y entran a p3 y P respectiva-
mente (Fig. 1(a)) y usamos la notacién S(F,p) para un
punto silla sobre E usando separatrices [T y [~ no a lo
largo del ecuador para conectar los puntos singulares F'
y p respectivamente (Fig. 1(b)). La otra notacién tiene
similar significado.

(a)

Figura 1 (a) Sistema s(p1, p2,ps, P). (b) Sistema S(F,p).
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3. Clasificacién Topolégica

Puesto que el sistema en discusién no tiene ciclos limi-
tes y no es posible usar una separatriz para conectar dos
puntos sillas, de conectar las separatrices de puntos sillas
y los puntos singulares cuyos {ndices son 1, podemos de-
terminar la estructura topoldgica de los correspondientes
diagramas de fase. Llevamos a cabo nuestra discusién de
acuerdo a los cinco tipos y veinte formas dados en el teo-
rema 1.

3.1. Tipo a(1). Forma F

Sélo hay una estructura topoldgica como muestra la
Fig. 2. El ejemplo realizable es:

dx
= —-_9
o a -
a: (e > 0)
d
._d—z :mZ +y2+5

Este sistema no tiene puntos singulares finitos puesto que
z2 + 32 + € > 0; tiene como punto singular en el infinito
a F(0,1,0) el cual es una fuente.

Figura 2. Sistema F.

Lema.- Sea X = (P,Q) e Xy X? = (P-6Q,Q +
6P),0 < 8 < ¢, con € pequeio.

a) Si p es un centro para X entonces p es una singu-
laridad hiperbélica para X°.

b) Dentro de las regiones donde los centros de X son
definidos, X? no tiene ciclos limites.

Prueba

a) Si hacemos una traslacién del origen de R? a p, en-
tonces podemos escribir X = (ay+hi(z,y), —az+
hy(z,y)), donde hy y hga son polinomios ho-
mogéneos de segundo grado tales que

Bhi

hz-(O, O) = ——_0Zj(0, O)

=0, 4,j=1,2

luego

X0 = (abz+ay+hi(z.y)—bha(z,y), —az+aby+
h?("B’y) +9}11($,y))

entonces la matriz de linealizacién para X9 en (0,0)

es
afld o
- af

el cual implica que el origen (0,0) es una singulari-
dad hiperbélica para X9.

b) Las érbitas de X y X9 son transversales.

3.2. Tipo a(2). Forma psF

Este caso tiene una tnica forma, la cual se muestra
en la Fig. 3. El ejemplo realizable es

dz = P-0Q
Q9 o

dy

F=Q+06P

el cual es obtenido rotando un dngulo 0 (0 < 8 « 1) de

dz
E-P:—y(u+2x)

o , (L<0<v)
dy_ _ Ko 2 -
g - e=E+t5) +y -5

1
F
" N
[ —
/ \/ \\\
PN\

Figura 3. Sistema s(F, I, p, I").

En efecto el sistema o tiene como puntos singulares
finitos a p;(0,0), el cual es un punto silla y a pz(—,0),
cuya rafz caracteristica tiene parte real cero. Puesto que
existe una primera integral

2 2 2
T 9 BT vy
g TVt

e(z,y) = =(
donde py es un centro; los puntos singulares del sistema
a pertenecen a la forma psF. Después de rotar un dngulo
0, el centro viene a ser un foco; aqui ap no tiene un ciclo
limite y todavia pertenece a la forma psF.
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3.3. Tipo a(3). Forma p;p;s182F

Para este tipo tenemos el siguicnte teorema:

Teorema 2. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente
estables sin ciclos limites de la forma pypasis2k” tienen
cinco y sdlo cinco tipos diferentes de estructuras topoldgi-
cas, cuyas caracteristicas son:

as : s1(F, F,p1,p2), s2(F, Iy p2, 1),
aq ;51 (F, Fyp1, FY), so(Fopa, F' ),
as 1 51(F, Fypy, F'), s2(F, Fyp2, F'),
a6 : s1(F,p2, p1, F'), s2(F, p2, p1, I),
a7 s1(F,p2.p1,p1), so(F, Fyp2, F').

Prueba

Primero probaremos que hay a lo més cinco tipos di-
ferentes de topologias.

Supongamos que p; y pz son sumideros (fuentes) en-
tonces las direcciones de las separatrices de un punto si-
lla s; puede sélo tener las siguientes tres posibilidades (si
es una fuente, entonces intercambiamos los dos primeros
elementos y los dos tltimos elementos en el siguiente):

SI(F:F’PIJDL Sl(F)F7p1aFl)a S](F7F1p2aF/)

Obtenemos las mismas posibilidades para sg. Después
combinando s; ¥ sg, es claro que podemos tener sélo dos
diferentes de estructuras topoldgicas, a3 y as.

Supongamos que uno de los p; y p2 es un sumidero
y el otro es una fuente entonces las direcciones de las
separatrices de s; puede sélo ser de los siguientes cinco
tipos:

Sl(FwFapl’F/)) Sl(-Fa])Z’pl»pl)7 Sl(FaPLPl,F/)’

Sl(Fap%F/:F/)a 51(]’2:?2,771,]’1,)

Son las mismas cinco posibilidades para s;.

Después de combinar todas las posibilidades para s; y
s5, obtencmos que sélo tres tipos estructuras topoldgicas
distintas a4, ag y o7 son posibles.

Un cjemplo realizable para  s1(F, F,p1,p2),
SZ(Fa F7p21F/> es
d %
2; = —z(\+2y) + ez
asg (e >0, A<0)
dy _ 5 Ay _ A
Z=° +(y+-2‘) Y

cuyo diagrama de fase se muestra en la Fig. 4.

e T~

F

Figura 4. Sistema s: (I, F',p1,p2), s2(F', F',p2, F).

3.4. Tipo b(1). Forma pip2S

Este caso tiene sélo una estructura topolégica, cuya
caracteristica es S(py,p2), como se muestra en la Fig. 5.
Un ejemplo realizable es 8, = 8¢ (0 < 6 < 1). don-

de
2—? = 22y
IBE : (C > O)
dy 2?4
o =y? -z’ +¢

En efecto, los puntos singulares finitos de (e son
p1(—+€0) y p2(1/€,0), ambos son centros; z = 0 es una
linea integral; el inico punto singular en el infinito de f.
es P(0,1,0) y es de tipo silla; por lo tanto 8. pertenece
a la forma p1p2S. Después de una rotacién de dngulo ¢
obtenemos (1, los centros vienen a ser focos, y no tiene
ciclos lfmites ni ninguna curva conectando dos puntos si-
las; 8; atn pertenece a la forma p1psS. Su diagrama de
fase se muestra en la Fig. 5.

Figura 5. Sistema S(p1,p2).
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3.5. Tipo b(2). Forma p;psp3sS

Este tipo tiene sélo una estructura topolégica, cu-
yas caracteristicas son s(p1,p2,p3,p3) ¥ S(p1,Pp3), como
muestra la Fig. 7.

Un ejemplo realizable es 82 = 3 (0 < 0 <« 1), don-

de 4
les
E——)\z—i—Zmy
Bx : P (A >0)
@y _ 2_ .2
7 Ay+y-—zx

En efecto, By tiene cuatro puntos singulares finitos
pl(0,0), PZ(O’ _/\)7 p3(@3%) Yy ]74(@,%)3 p1 €s una
silla, py es un nodo, p3 ¥ ps son centros; z = 0 es una
linea integral; el tnico punto singular en el infinito es
5(0,1,0), el cual es una silla; por lo tanto el sistema [Sx
pertenece a la forma p1p2p3sS, cuyo valor de divergencia
es 4y; pero = = 0 es una linea sin contacto (excepto el
origen) y asi B no tiene un ciclo limite. Después una ro-
tacién del 4ngulo 8 (0 < § < 1) se obtiene f3,el cual ain
tiene cuatro puntos singulares: donde p; sigue siendo una
silla, py sigue siendo un nodo atractor, p3 y ps ahora son
focos. > atn tiene la forma pipap3sS y no tiene ciclos
lfmites como muestra la Fig. 6.

Figura 6. Sistema s(p1,p2, 3, p3)S(p1,p3)-

3.6. Tipo c(1). Forma s15,F1PFy

Este caso tiene sélo una estructura topolégica, cuyas
caracterfsticas son sy (Fy, Fy, P, F{) y so(F1, P', F3. Fy), ¥y
su retrato de fase es como muestra la Fig. 7. Un ejemplo
realizable es

dx
& 242
o = ¢ +2zy
Y1 P (C>0)
d—?z=~2$y-«y2—e

En efecto 47 tiene dos puntos singulares finitos:
P1(—=2+/%, /%) ¥ p2(2\/%5, —/5): los cuales son puntos
sillas; z = 0 es una linea integral; tiene tres puntos sin-
gulares en el infinito: P;(1,0,0), el cual es un sumidero,
Fi(1,—-1,0) y F»(0, 1,0) los cuales son fuentes. El diagra-
ma de fase se muestra en la Fig. 7.

\ /
/ /

R

—__

Figura 7. Sistema si(F1, Fa2, Fi, P)s2(Fy, P', F, F3).

Antes de continuar con el siguiente caso debemos ha-
cer una definicion.

Definicién. Un punto p € R? es un punto de contac-
to entre X € X y la linea recta L si, X(p) es tangente a
L.

Consideremos el siguiente lema.

Lema.- Cualquier linea recta puede tener a lo més
dos puntos de contacto con la trayectoria de un sistema
cuadrético (el cual puede incluir el punto singular) a me-
nos que la linea misma sea una trayectoria del sistema.

Prueba

Supongamos un sistema diferencial cuadrético

Tz =
Z./ =

P(z,y)
Q(z,y)

y que la linea dada es az + by + ¢ = 0. Entonces las
coordenadas del punto de contacto deben satisfacer
-a z, %

ar +by+c¢=0, —=g(——J)
b P(z,y)
El sistema en general tiene dos soluciones (zi,%:) (¢ =
1,2) a menos que la primera ecuacién sea parte de la se-
gunda ecuacién, en cuyo caso ax + by + ¢ = 0 es una
trayectoria. En particular, si

Q(miryi) = P(miﬁyi) = 07

entonces (z;,%:),% = 1,2 son puntos singulares de la linea
az +by+c=0.

az; +by; +¢=0 1=1,2

3.7.

Para este tipo tenemos el siguiente teorema.

Tipo c(2). Forma ps;ses3F1PFy

Teorema 3. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente
estables sin ciclos limites de la forma psysyssFy PF; tie-
nen cuatro y sdlo cuatro diferentes estructuras topoldgi-
cas, cuyas caracteristicas son:
Y2 ! Sl(Flip,PvFé)’SQ(P’ap’FllvFZI)’s:i(F%p!P’ Fll):
vs @ s1(F1,p, P, P), so(F1, P, P, F3), s3(F, P', P, FY),
~g : s1(Fy, Fo, P, FS), so(P',p, F{, F3), s3(Fa,p, F{, F3),
Y5 - Sl(Fl,FQ,P,Fé),SQ(FQ,P/,FII,FZI),SB(FQ,[), P, P)
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Prueba

Por lo expuesto en el lema los siguientes dos casos no
pueden ser realizados por sistemas cuadréticos:
(1) sl(Fl,p, FZI, Fé), Sg(F], P’, P, Fé), 33(F2, Pl, P, F{).
como muestra la Fig. 8(a) y
(2) s1(P,p, P, P), sy(Fy, P', P, F}), s3(F, P', P, F}), co-
mo muestra la Fig. 8(b).

Figura 9. Sistema si(p, F1, P, F3), sa(p, P', Fi, F3),
sa(p, Fz, P, ).

3.8. Tipo d(1). Forma SPF

Este tipo tiene sdélo una estructura topoldgica
S(F, F").
Un ejemplo realizable es §; = 67 (0 < # < 1), donde

Figura 8(a) Sistema si(F1,p, I3, I3), s2(F1, P, P, Iy),

s3(F2, P', P, F{). —li—:::zz+y2+e
e : (e >0)
dy
22 =9
a

Su diagrama de fase global se muestran en la figura
10.otra figura

Figura 8(b) Sistema s1(P’,p, P, P),s2(F1, P',P,F3), \ .
Sg(Fz,PI,P;F{). P\\\

De una discusién similar al teorema 1, sabemos que
en el presente caso sélo hay cuatro diferentes estructuras
topoldgicas vz, 73, va ¥ ¥s posibles.

Podemos probar que ellos pueden ser realizados por
sistemas cuadrdticos [4].

Un ejemplo realizable es: v2 = 7 0 < oK)

Figura 10. Sistema S(F,F') .

donds 3.9. Tipo d(2). Forma psSPF
@ = —6x + 2% + 2zy + €xy Este caso puede tener tres diferentes estructuras to-
~, dt (€ > 0) polégicas, cuyas caracteristicas son:
' dy 2 (5225(F,Pl,p,P),S(Pl,p),
G = 22y-y 63 : s(F,F,p, P),S(P', P),
84 : s(F, F,p, P),S(F,F").
Su diagrama de fase global se muestran en la figura 9. Entonces todos pueden ser realizados [4].
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Un ejemplo realizable es d» = ¢¢ (0 < § <« 1), donde

%=x2+y2_6

Oc : (e >0,
dy
E—Z($+a)y

a+¢e<0)

Su diagrama de fase global se muestran en la figura 11.

Figura 11. Sistema s(F, P’,p,P),S(P',p).

3.10. Tipo d(3). Forma pi,py, 51,82, SPF

Para este puede haber sélo a lo mas 30 diferentes es-
tructuras topolégicas de los cuales hay 8 tipos los cuales
han sido realizados. Los 22 tipos restantes atin estan por
realizarse o eliminarse [4].

3.11. Tipo e(1). Forma p;p;S15:F

Este caso tiene sélo tres diferentes estructuras to-
polégicas, cuyos caracteristicas son:

€1 : S1(p1,p2), S2(F, F'),

€2 - Sl(plaFl)v‘SQ(plvF/):

€3 : S1(p1,p2), S2(p1,p2)-

Todos ellos tienen ejemplos realizables [4].

3.12.

Para esto hay a lo més 9 diferentes tipos de estruc-
turas topoldgicas Hay cuatro tipos los cuales han sido
realizados, y los cinco restantes atn estdn por realizarse
o eliminarse [4].

Un ejemplo realizable es e = ¢§ (0 < 6 < 1), donde

TipO 6(2). Forma P1,P2,DP3, S, Sla SQ) F

C7%::1:()\—1—14—2@,/)
€y (>\>0)
%:y(—/\+2m+y)

Su diagrama de fase global se muestra en la figura 12.

Figura 12. Sistema s(p1,ps,p2, F'), S1(p1,p2), S2(ps, p2).
4. Conclusiones

El analisis realizado en este trabajo se puede resumir
en el siguiente teorema:

Teorema 4. Los sistemas cuadrdticos estructuralmente
estables sin ciclos limites pueden tener a lo mds 60 di-
ferentes tipos de estructuras topoldgicas, de las cuales al
menos 33 pueden ser realizables.

Recientemente D. M. Zhu ha probado que el nimero
de estructuras topoldgicas diferentes posibles es menos
de 60, pero al menos 36 pueden ser realizados [4].
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Se describe distintos modelos para medir la biodiversidad a través de las distribuciones de abundancia de es-
pecies, luego se discute el m “todo de las listas fijas para recoleccién de datos y los cilculos necesarios para obtener
de los datos recolectados las distribuciones relativas de las especies.

Palabras claves: Abundancia de especies, Modelo de Hubbell, Listas fijas de aves.

We describe different models that measure the biodiversity using the Species abundance distribution. Then we
discuss the method of fixed lists for data recollection and the necessary computations to transform the recollected

data in relative species abundance distributions.

Keywords: Species abundance, Hubbell’s model, Fixed bird lists.

1. Introduccion

Uno de los problemas que se plantea en el estudio de los
ecosistemas es la manera de medir el impacto de la acivi-
dad humana (o de otros factores) sobre estos. Si bien en
algunos casos el impacto es obvio, por ejemplo en el caso
de la deforestacién, es necesario tener una medida més
fina para poder prevenir los cambios irreversibles.

Un posible pardmetro de medicién de la biodiversidad
es la cantidad de especies presentes en una comunidad (de
plantas, animales, aves, etc.) Este nimero tiene varias
ventajas:

1. Se puede medir cuantitativamente a partir de las
observaciones.

2. Todos estdn de acuerdo en que mide la biodiversi-
dad.

3. Por lo anterior, es facil de explicar a los entes
politicos y administrativos que toman decisiones so-
bre proteger 4reas, otorgar licencias de extraccidn,
ete.

Pero el trabajo necesario para establecerlo es bastante
grande, y ademds requiere un conocimiento experto para
identificar las distintas especies. En el caso de plantas de
hecho se hace y resulta 1til, aunque tambidn alld es un
trabajo enorme.

Las aves forman un ecosistema bastante sensible a
las pequefios alteraciones de los ecosistemas, y por lo
tanto resultan utiles para determinar cambios, incluso
pequerios, en el ecosistema. Sin embargo el trabajo de
determinar la cantidad de especies presentes en un érea
es bastante dificil, y de hecho solamente se ha conseguido
en pocos lugares, v para estar mds o menos seguros del
resultado se debe tomar muestras grandes. Hay modelos
matemadticos para estimar la cantidad total a partir de
las curvas de acumulacién.

Hay otro problema con este pardmetro. Veamos los
siguientes gréaficos correspondientes ambos a distribu-
ciones de abundancias de 2000 especies y 2000 000 de
individuos:

# ind

106 .

103 -
100
10

1 2000

Figura 1. Una especie dominante.

Esp.

# ind

106 -

103
100
10

1 2000

Figura 2. Todas las especies tienen 1000 individuos.

Esp.

El primer grafico muestra la distribucién correspon-
diente a 1998001 gorriones y un individuo de cada una
de las otras 1999 especies. En el segundo grafico se con-
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sidera una poblacion de 1000 individuos por cada una de
las 2000 especies. Es obvio que la segunda distribucién
representa una comunidad con mayor biodiversidad, a
pesar de tener ambas comunidades la misma cantidad de
especies y de individuos.

Un pardmetro comuin para medir la biodiversidad
diferenciando estos dos casos, es la probabilidad P,y de
que al extraer dos individuos, estos sean de especies dis-
tintas. En el primer caso la probabilidad es cercana a
1/500, es decir, casi nunca escogemos distintas especies,
mientras que en el segundo caso obtenemos casi siempre
(con probabilidad aprox. 1-1/2000) dos especies difer-
entes.

También vemos en este ejemplo la manera de repre-
sentar las curvas de abundancia, una escala logaritmica
para el nimero de individuos y en el eje X las especies,
ordenadas-desde la mas abundante a la menos abun-
dante. De hecho estos son los casos extremos, y en la
realidad se dan curvas de abundancia de especies como
estas:

Log(# ind)
100
J T,
1 -
T
1 Esp.

Figura 3. Una curva tipica de distribucion.

Las curvas de abundancia de especies son un
pardmetro mds fino para medir la biodiversidad, y de
hecho al conocer las abundancias relativas { P;} podemos
determinar

Pyu=Y_ P(1-P).

2. Modelos mateméticos para aproximar
curvas de abundancia

Primero veamos los distintos intentos que hubo a
lo largo de la historia para aproximar las curvas de
abundancia por medio de curvas generadas por pocos
pardmetros, para poder estimar la biodiversidad de las
comunidades reales. El primer intento corresponde a la
serie logaritmica de Fisher [2]. Tiene dos pardmetros
a y z, la cantidad de especies que tienen n individuos
es igual a az™/n. En un gr’fico semilogaritmico este
modelo produce una recta:

Log(# ind)

T

1 Esp.

Figura 4. La serie logaritmica de Fisher.

Fisher simplemente buscé una curva que mejor aprox-
ime a sus datos, el conjunto de datos mejor estudiado
(por Fisher y muchos otros) es el correspondiente a 8000
especies de mariposas nocturnas (polillas) atrapadas du-
rante un largo lapso de tiempo en una trampa de luz.

Otro bidlogo, Preston, que trabajaba mayormente con
aves, no lograba acomodar bien sus datos a las curvas
propuestas por Fisher y propuso otro conjunto de curvas
para aproximar los datos reales, la serie lognormal de
Preston [3]. Estas curvas se construyen de la siguiente
manera: Luego de aplicar cl logaritmo al eje del numero
de individuos por especie, se supone un distribucién nor-
mal de las especies que se encuentran en cada intervalo:

# esp.

1 2 4 2°
Figura 5. El plot de Preston.

# ind.

Para obtener las curvas de distribucién como antes se
ordenan las especies de mayor abundancia a menor abun-
dancia y s¢ obtiene una curva parecida a la de la figura
3. La teoria de Preston estd asociada a una teoria de
reparticién de recursos, llamada la del palo roto, (“bro-
ken stick”en inglés) del modo siguiente: Se ordenan las
especies por jerarquia o domninancia, y cada especie en su

REVCIUNI 11 (1) (2007) 38-44

39

Facultad de Ciencias - UNI



40

Ch. Valqui y T. Valqui

turna toma una fraccién fija k (0 < k < 1) de los recur-
sos, es decir, parte el palo que representa los recursos en
dos porciones que guardan siempre la misma proporcion
y se aduefia de una de ellas. Esto es, la primera especie
obtiene kT recursos, si el total es T'. La segunda especie
obtiene la fraccién k de lo que queda, es decir (1 — k)kT.
La tercera obtiene (1 — k)2kT, etc.

Este modelo de reparticién da una curva de abundancia
muy parecida a la de Preston y a la curva de la figura 3.

Mss adelante se notd que las curvas de Fisher se
pueden obtener tambien con un modelo de reparticién
de recursos, pero en este caso la fraccién k que recibe
cada especie en su turno es una variable aleatoria con
distribucién uniforme.

Aqui hay un problema que valdria la pena investigar:
?Para cada distribucién de datos reales es posible deter-
minar la distribucién de la fraccién k para que un modelo
de reparticién nos aproxime bien la curva de abundan-
cia?.

3. Modelo de Hubbell

Las preferencias de los biélogos por uno u otro modelo
se explican por el tipo de comunidades que estaban ana-
lizando: Fisher trabajé con una metacomunidad (8000
especies de mariposas), mientras que Preston. trabajaba
con aves y con comunidades locales (alrededor de 200 es-
pecies), y el modelo de Fisher no aproximaba bien a sus
datos. El modelo que vamos a describir, debido a Hubbell
(1}, se basa en una dindmica poblacional y predice que en
las comunidades locales se obtiene curvas del tipo log-
normal, mientras que en el limite cuando el tamafnio de
la. comunidad tiende al infinito, se obtiene la curva de
Fisher.

Vamos a explicar el modelo de Hubbel en tres ver-
siones que van implementando progresivamente més
pardmetros. El primer modelo es bastante simple y
se basa en las siguientes propiedades:

PRIMER MODELO:

1. La comunidad consiste de un nimero fijo de indi-
viduos.

9. Los individuos de las distintas especies son equi-
valentes, es decir, tienen la misma probabilidad de
procrear, la misma expectativa de vida, independi-
entemente de cual especie provenga.

3. Inicialmente se da una distribucion {F;} de las es-
pecies. Cada cierto tiempo muere un individuo (To-
dos los individuos tienen la misma probabilidad) y
es reemplazado por un recien nacido de otra es-
pecie, donde P; es la probabilidad de que sea de la
especie 1.

Este modelo alcanza un estado final de equilibrio con
una sola especie presente, pues es claro que si el que
tiene mas individuos también tiene mds probabilidad
de reemplazar a los otros (aunque también tiene mas
occisos), y cuando una especie se extingue, no puede
regresar. Ademas al alcanzar la monodominancia esta es
un estado estable. Podria ser que la humanidad este en

camino a este estado, al ser la especie que més recursos
naturales est4 consumiendo en la actualidad.

SEGUNDO MODELO:

Este segundo modelo de las comunidades locales tiene
las mismas propiedades que el anterior, adicionalmente
al determinar la especie del recién nacido, se considera
una probablilidad m de que el nuevo miembro de la co-
munidad provenga de una metacomunidad. Tipicamente
este caso se da cuando una isla obtiene as{ miembros de
la metacomunidad del continente. Si {PM;} es la dis-
tribucién de las especies en la metacomunidad, el valor
esperado a lo largo del tiempo de cada abundancia rel-
ativa P; en la comunidad local es obviamente igual a
PM;, sin embargo la curva de distribucion esperada no
va a ser igual. Imaginemonos que la migracion sea muy
baja, de modo que nuestra comunidad local, una isla por
ejemplo, siempre este al borde de la monodominancia.
Lo que no se sabe es quien va a ser esa especie que este
dominando, y cada especie tiene la posibilidad de ser ella
la que en algun momento domine, aunque en promedio
sigue teniendo una abundancia determinada por PM;.
Solamente si m=1 las distribuciones coinciden plena-
mente. Si suponemos que la metacomunidad tiene la
distribucién de Fisher, los distintos valores de m generan
curvas que coinciden en el primer tramo, pero segun el
valor de m cortan una parte de la cola de la curva, para
parecerse a una de las curvas obtenidas con el método de
Preston.

Log(# ind)
” .
\
I m=1
1_
m=03 1206 m=08
T
1 Esp.

Figura 6.La forma de la curva depende del indice de
migracion m.

TERCER MODELO:

E] modelo final de Hubbell que nos provee de la curva
de la metacomunidad tiene como base toda la estructura
anterior, pero modifica adicionalmente la dindmica con
un parémetro de mutacién v, que determina la prob-
abilidad de que un recién nacido sea de una especie
totalmente nueva, es decir, un mutante.

El “ntimero fundamental de biodiversidad” propuesto
por Hubbell es § = 2Jpv. En el limite cuando el tamano
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de la metacomunidad Jys tiende al infinito este mimero
corresponde al a de Fisher y la distribucién cs la serie
logaritmica.

VENTAJAS DEL MODELO DE HUBBELL:

1. Se basa en un modelo dinamico.

2. Se obtienen los enfoques anteriores como casos par-
ticulares.

3. Buena aproximacion a los datos reales.

4. Ofrece un numero real § para poder dialogar con
entes administrativos de toma de decisiones.

CRITICAS:

1. Ignora- la competencia que se sabe existe pro-
poniendo la equivalncia entre especies (se dice que
su efecto se elimina en comunidades suficientemente
grandes).

2. En datos reales predice una tasa de especiacion
{mutacién) de hasta 30.

El proceso de especiacién real es mas bien a través
de separacién de comunidades y no puntual.

o

4. La cantidad de paramatros libres podria permitir
aproximar cualquier curva que se parezca lejana-
mente a lo que se quiere, sin necesidad de tanto
cdlculo.

En el caso de aves se hizo la aproximacién con el pro-
pio Hubbell, y se pudo aproximar bien los datos a una
curva, pero cuando se planteé la abundancia de cada es-
pecie no por cantidad de individuos sino por peso total
de cada especie, también se obtuvo una buena aproxi-
macién.

Sin embargo este modelo, tal vez mejorado o adap-
tado, puede dar algunas medidas utiles para el problema
planteado inicialmente, evaluar el impacto de la actividad
humana.

4. Listas de Aves

Las aves son utilizadas con mucha mayor frecuencia
que otros grupos de organismos como objetos de estu-
dios en desarrollo de tcorias de poblaciones, de ecologia y
de impacto ambiental. Las principales razones para esta
preferencia son su actividad generalmente diurna, su no-
toriedad al estar generalmente expuestos al observador, y
su manejable, pero significante diversidad (Generalmente
una comunidad tiene entre 10 y 400 especies).

La tarca de describir la comunidad de aves, como un
dato comparable en el tiempo y el espacio, ha sido una
actividad frecuente, pero poco exitosa. Los conteos de
aves en los que se quiere estimar o describir cierta car-
acteristica de la comunidad de aves para relacionarla al
hédbitat o para estudiar la comunidad de aves cn si misma,
han tenido una serie de protocolos que no son uniformes
y por lo tanto no son realmente comparables.

En el caso de metodologias detalladas, el método més
usado y aceptado es el de mapeo de territorios. Esto

se consigue apuntando el sitio donde se ubica un ave,
tratando de individualizar al ave. Con suficientes réplicas
y ayudados con comportamientos como “peleas”en bor-
des territoriales, se deduce que la agregacion de puntos de
ubicacién representan un territorio y se trazan las fron-
teras territoriales. Si esto se hace para todas las especies
y en areas donde quepan varios territorios, se¢ puede lle-
gar a un estimado bastante bueno del niamero dec aves
por especie que ocurren en una cierta drea. Sin embargo
para esto sc requieren de varias decenas de dia hombre
de esfuerzo.

Habiendo tantos sitios no estudiados en el Peru y en
los estudios de impacto ambiental donde se requiere eval-
uar grandes dreas y/o muchas de estas, es necesario re-
alizar evaluaciones rdpidas. En el caso de estas evalua-
ciones las dos principales metodologias utilizadas son las
de los conteos por puntos y los conteos en transectos.

En ambos casos la unidad de muestreo son el espa-
cio (distancia) y/o el tiempo. Por un lado el tamano de
la unidad es subjetivo y diferente en las distintas eval-
uaciones y por otro lado lus factores como variabilidad
climatica, variabilidad de esfuerzo por area, diferencias
de habitat entre dreas, y variabilidad debido al efecto
del observador causan graves problemas analiticos puesto
que influencian directamente el tamano de la muestra
sin haber forma de medir tal influencia. Por ejemplo, si
una mafana tiene condiciones adversas para la actividad
de las aves, el tiempo o la distancia siguen avanzando
y queda a nuestro criterio detener la evaluacién o con-
tinuar. Se sabe de antemano que la comparacién de dos
sitios con evaluaciones hechas en dos dias con condiciones
climédticas distintas es poco confiable. Saber que estamos
comparando dos sitios evaluados por 15 horas/hombre no
nos da ninguna garantia de igualdad de condiciones para
comparar las especies presentes.

El método que analizaremos aqui es el de las “listas
fijas como unidades de conteo en evaluaciones r ‘pidas de
aves” Iin este método es muy poco utilizado por tener
un marco tedrico poco claro y carecer hasta ahora de
un marco estadistico. En este método las unidades de
muestra son listas de N especies, en las cuales se regis-
tran las N primeras especies encontradas, sin repeticion
de especie. Después de esto se inicia una nueva lista de N
especies, independientemente de las especies observadas
en la lista anterior, y asi consecutivamente. Se evita en
todo momento el repetir individuos salvo en repeticién
de recorridos. La unidad de muestra que es bastante mas
independiente de la variabilidad causada por diversos fac-
tores no controlables que afectan métodos tradicionales.
In este método cualquier factor que dificulte la deteccidn
de especies, automdticamente disminuira la rapidez con
la que se completa una lista, frenando la adicién de
unidades muestrales. Es decir, tiene una suerte de reg-
ulador intrinseco para comparar dos sitios. En un dia
lluvioso no haremos tantas listas, como en el soleado por
lo que sabemos que debemos afiadir esfuerzo en el sitio
en cl que las condiciones eran adversas. Al comparar los
sitios lo que buscamos es que todos tengan igual nimero
de listas. De todas maneras se debe tratar de mantener
distancia y condiciones climédticas similares.

Para cada censo se toma los siguientes datos: dia,
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hora dc inicio, hora final, observador. En cl censo misino,
sc registran todas las especies de aves encontradas en
forma visual o auditiva anotando los siguientes datos:
especie, niimero de individuos vistos, hdbitat en el que se
vio. De esta manera se tiene al final de una evaluacién
un nimero de listas por sitio, con los que se puede hacer
los siguientes andlisis:

a. Curvas de acumulacion de especies.

al. Estimado de lo adecuado del csfuerzo de
muestrco. Estimador: pendiente de la curva
de acumulacion.

a2. Estimado del nimero total de especies en la
comunidad evaluada. Estunador: asintota de
la curva.

b. Estimado de las abundancias relativas de las es-
pecics.

bl. Cwrva de abundancias rclativas como de-
scripcion de la estructura de la comunidad
de aves. Estimador: theta de la ccuacién de

Hubbell.

12. Estimado de la abundancia relativa de es-
pecies de interés especial (por cjemplo ame-
nazadas) Estimador: frecuencia de la especie
en el nimero total de listas.

Para estimar la abundancia rclativa a partir de los
datos obtenidos hay que tener en cuenta que la frecuen-
¢ia relativa con la que una especie 7 aparece en una lista
es un estimador de la probabilidad Q; de csta especie
de aparccer en una lista, que es distinta a la abundancia
relativa P;, que en un modelo de urna ideal es la proba-
bilidad de extraer un individuo de la especie 7. Usando
métodos basicos de probabilidad sc obtiene para una lista
de longitud N+1:

P — P
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donde Iy = {2, )1, Jh—1}-

Esta férmula sirve para transformar los datos en bruto
{en forma de listas de N especices) en distribuciones {P.},
con los cuales se pueden estimar los pardmetros de los
modelos anteriotrente expuestos. Los ornitélogos encar-
gados de recolectar datos tipicamente elaboran listas de
5,10 0 20 especies, dependiendo de la cantidad de especies
presentes en la comunidad.

Si bien la [6rmula (1) nos da nna correspondencia
exacta entre los Py’s y los Q;’s, cuando se trabaja con
los datos reales ¢l tiempo de computo crece exponencial-
mente con el tama” uo N de las listas v con el ndmero
de especies m. Como ademds necesitamos varios pasos
pata implementar ¢l algoritino de Newton explicado mds
adelante. los tiempos de cdlculo son apenas realizables
para listas de 5 especies, con listas de 6 serfan calcula-
bles en principio con computadoras mas potentes, pero
listas de 10 ya exceden el tiempo razonable y listas de
20 estdn totalmente fuera del alcance. Algunos tiempos

de calculo los vemos en la tabla 1, son necesarios va-
rios pasos de aproximacién para calcular el inverso de la
funcién dada por la férmula (1). En lo que sigue vamos
a deducir primeramente la férmula (1) que define una
funcién ¢ : {P,} — {Q.}. Luego describimos el método
de Newton aproximado que usamos para calcular la in-
versa de ¢. En la tltima seccién describimos cuatro
métodos para aproximar al inverso de ¢ con un tiempo
de cémputo mucho menor, que también serd adecuado
para listas de 20 especies.

Tabla 1.Cuadro comparativo de los tiempos de cémputo para
distintas longitudes N de listas y distintas cantidades m de
€ESPECLES.

N No. esp.(¥*) Tmpo. paso Tmpo.tot.

2 < 40 - inmediato

K < 40 - inmediato

4 . 20a30 2 a 3 segundos

5 15 20 seg. 3 min.

3 17 1 min. 20-25 min.

5 19 2 min. 40 minutos
5 12 22 horas > 25 h.

6 16 40 min. > 20 h. (**)

6 38 60 horas. > 1200 h.(**)

(*)Para el célculo se considera sélo el nimero de frecuen-
cias absolutas distintas.
(**) Solamente es un tiempo estimado.

5. La construccién de la funciéon @

Suponemos un modelo de urna donde las m distintas especies
estan 1epresentadas por las etiquetas » = 1,...,m. P, es
la frecuencia.relativa de cada especie. Se plantea una serie
infinita de experimentos aleatorios independientes que con-
siste en extraer una bola de la urna, y llamar B, la etiqueta
de la n-ésima bola extrafda. Asimismo llamamos Ly a la
k-ésima bola distinta. Es decir, L1 = B, y L2 es la etiqueta
de la primera bola que sale distinta de B1. El experimento
concluye una vez que salieron N bolas distintas. Queremos
calcular QF, la probabilidad de que uno de los Ly sea igual
a 1. Esto corresponde a la probabilidad de la especie i de
salir en una lista de longitud N. El objetivo es hallar una
féimula explicita para QF como funcién de los P;. Para
aclarar el método supongamos que queremos elaborar listas
de 5 especies y que para una cierta lista se tuvo que realizar
9 observaciones:

1.Obs: BEspecie 1

2.0bs:
3.0bs:
1 Obs:
5.0Dbs:
6.0bs:
7.0bs:
8.0bs:
9.0bs:

Fn este ¢jemplo tenemos:

Ispecie 8
Especie 4
Kspecie 1
Especie 8
Tspecie 2
Especie 1
Especie 1
Especie 5

Ly =B =1,
L2=B2=87
e By =,
Ly = Bg =2,
Ls = Bg =5.
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Para deducir la férmula (1) analizaremos los casos de
N =1,2,3, y luego daremos la férmula general.

Para el caso N =1 se tiene Q! = P;. Para N = 2 calcule-
mos la probabilidad de la especie ¢ de aparecer en una lista
dada:

Qi = P(L1 = 1) + P(L2 =)
Tenemos que P(Li1 = t¢) = FP,. También tenemos que
P(L, = 1) = Z#i P(Ly = j)P(Lz = L, = j). Para
que pueda ser Ly = 7 cuando el primero fue de la especie
j (L1 = j), todos los individuos observados entre el primero
y el dltimo deben haber sido igual a j, de modo que

P(La=1Li=j) = » P(Bx=j2<k<n)P(Bn=1)

n=2
L
(1-PFj)

pues P(Bn=1) =P y) > P(Br=32<k<n-1)=

o n—2 __ 1 7 5
e BP0 = a=ry Asi obtenemos

P(L2=i)=2%

i#j

y finalmente

b
Q2 =P <1+Zm> (2)

i#j

Este resultado también se hubiera podido obtener usando el
siguiente lema.:

Lema 1. Sean A, B, C tres eventos mutuamente ezcluyentes
cuya probabilidad es respectivamente a,b y c¢. Ademds
suponemos que a + b +c = 1. Si se realiza una serie in-
finita de experimentos con estos posibles resultados, entonces
la probabilidad de que el evento A ocurra antes que el evento
C es igual a 1%.

Demostracién: Sean X; las variables aleatorias independi-
entes relacionadas al experimento. La probabilidad buscada
es

P(X: € A)+ P(X2€ A)P(X1 € B)
+P(X3€ A)P(Xr € Bk<3)+...

= Y P(Xn € A)P(Xi € B,k<n)
n=1
n=1
a

1-0

Usando el lema con
A = {se extrae la especie i },
B = {se extrae la especie j } vy
C = {se extrae una especie k distinta a 4,5 }

se ve que
P(Ly=1i) = Y P(Li=j)P(A antes que C)
J#L
B P;P;
T 1P
J#i

De aqui se deduce la férmula (2).
Caso L = 3. Tenermnos

Q= P(Ly = 1) + P(Lz = i) + P(Ls = )

y ademas

Il

P(Ls=3) = S P(Li=j) Y P(La=kili=3).
J#i k#i,j

-P(i antes de [, sil # j,k)

_ _ P, E;

= ZP] 1-Pj(1—Pj—Pr)

iFi ki

P;P.P;
= 22 ama-rom

J#L k#1,]

Por lo tanto

3 PJ’
P =P +§
@ P<1 1-P;

J#i

P
(” Zm))

k#£i,j5
En el caso general tenemos:

PiH;=1 PJ';.-

PLen=0= ), _,0-5F*_ P

Jk#1
k=1,...,

con Ix = {4,j1,...,Jk—-1}, de lo cual se deduce la férmula (1).

6. El método de Newton

En esta seccién establecemos un método efectivo de calcu-
lar ®! por aproximaciones sucesivas. En general para una
funcién diferenciable f : R™ — R™ se tiene que f(zo + h) =
f(zo)+ Df(zo)h donde Df esla matriz de derivadas parciales

9f;

ry . Si asumimos ademas que f(zo+h) = 0 podemos de-

i.J

spejar h y obtenemos h =~ —D f(zo) ! (f(20)). Por lo tanto si
To estd cerca del cero de la funcién f, podemos hallar un valor
més cercano al cero: z1 = zo + h = 20 — Df(z0)”  (f(z0)).
Esto inicia un proceso recursivo poniendo

Tn+1 = Tn — Df(xn)wl(f(zn))

con limnz, = 2 donde z es una raiz de f. Este método es
conocido como el método de Newton.
Notemos ademds que la funcién ® estd dada por la matriz

Ki 0 0 P,
0 K 0 P,
B(P) = ;

0 I(m—l 0 Pm—l
0 0 K, B

donde

' Q: -~ Pj,
K = % ~1+21_le (1 4.3

J1#i

PjN—l
R D e SN
IN=—1#1J1,IN -2 s=1

Ponemos f(P) = ®(P) — @, donde Q = (Q:) es el vector de
las observaciones, que es la frecuencia relativa con la que cada
especie ¢ aparece en una lista y por lo tanto el estimador de
méxima verosimilitud para QY. Finalmente aproximamos

0Q;
opr;

~ 51']’]{]' (3)
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La aproximacién por el método de Newton nos da la férmula
recursiva:

Pi(n.vl-l) — Pi(n) .._ [Dq)(P:n))—l(f(P(n)))]i

= P = sk @(PM) - Qs
i=1
m

(n N - (n -1 A

= P =TGP - K7NQs)
=1

= P™—P™ 4+ KQ

= K'Q

P
= owo
El valor inicial candnico es PO = C;)/N. Luego se cal-

: P!
cula Q@ = $(P©), y recursivamente PiU“H) = ‘E;TQ‘;' con

Q™ = (P¥). El limite de cste proceso nos da una familia
{P;} con ¢p({P:}) = {@Q:}, pero no necesariamente se trata de
probabilidades. Si en cada paso se corrige todos los P; ala
vez, multiplicdndolos por algin factor comiin de modo que la
suma sca igual a 1, el limite es la familia de probabilidades
buscada. Este proceso es bastantc mancjable y da buenos
resultados. El tiempo necesario para alcanzar una exactitud
de 0.00001 se encuentran en la tabla 1. A mayor cantidad de
especies, la cantidad de pasos necesarios aumenta.

7. Métodos alternativos

Como se dijo anteriormente y se ilustrd con la tabla de
los tiempos requeridos, un programa que calcule la férmula
exacta de ®(P) para N = 10 o N = 20 demandaria por
lo menos 100%° pasos de calculo tomando en cuenta que se
trata de 100 o més especies. Aun en el caso de tener una
computadora mucho mds potente, el cdlculo exigirfa mucho
tiempo de cémputo. Se probaron cuatro métodos distintos
para aproximar & en el caso N = 5, y se comparé con el valor
exacto.

PRIMER METODO: Aproximacién lineal: Se nota que los
valores QS”, QEQ), Qg” ,QEIA) v Q:}S) forman aproximadamente
una recta. Por lo tanto se calcula Qf-” y QEZ) y se aprokima
Qis) 22 Qi” +4A donde A = QE2> — QE”. En el caso de listas
grandes de 10 y de 20 especies respectivamente, se calcularfan
los valores de Qtl) a Qis), se tomaria la recta mas cercana a
estos valores y se aproximaria QElO) y QEZO), El tiempo de
cémputo es minimo, pero la aproximacién no es muy buena.

SEGUNDO METODO: Aproximacién cuadrdtica y polino-
mial: Se asume que los valores Qiﬁl),Qf),QEs),Qf“ y Qgs)
estan sobre una pardbola. Por lo tanto se calcula Qg”, ng)
¥ Qge} y se aproxima QESD con el valor del polinomio de se-
gundo grado que pase por estos tres primeros puntos. En el
caso de listas largas se calcularfan los valores de le) a QES),
se tomaria el polinomio de grado 2 (o 3 o 4) que pasc por

. , {10 20)
estos puntos y s¢ aproximaria Q; ) y QE e

El tiempo de cémputo es un poco mayor, la calidad de la
aproximacién parece ser buena, pero hay que tener en cuenta
que para aproximar QEG) se calculd hasta Qgs), Hay que hacer
prucbas acercdndose lo mds posible a los valores exactos (para
N=10 y N=20) por simulacién, ya que no se pueden hallar
con la férmula exacta.

TERCER METODO: Estimacién de la cantidad de observa-
ciones que se tuvo que hacer antes de que se complete la lista.
El calculo de probabilidades elemental nos dice que la proba-
bilidad de que la i-ésima especie aparezca en una lista después
de u observaciones es de

PieL)y=1-(Q1-P)"

Si ponemos Q; = 1—(1-P;)*, aplicando el método de Newton
podemos hallar un u tal que ) .- | Q: = N. Notemos que las
probabilidades de aparecer en una lista suman N y no 1 como
podrfa pensarse. Este método tiene un sesgo sistemdtico de
estimar demasiado alto el Q; si este ya es alto de por si, pero
el error total es comparable al del segundo método.

CUARTO METODO: Mixto.

Este cuarto método calcula primero las probabilidades hasta
Q?, para luego estimar la cantidad de intentos que faltan para
completar la lista y seguir como en el tercer método. En par-
ticular se calcula

A (5 . 1—-Pj—-P\"

i

aplicando el método de Newton podemos hallar un u tal que
_J:n:1 Qﬁs) = 5. Este es el método con el menor error de to-
dos, aunque sigue teniendo el mismo error sistemdtico que el
tercer método. En el caso de listas de 10 o de 20 se calcularia
hasta ng) o Q;5°) dependiendo de la capacidad de cémputo,
de la cantidad de especies y de la exactitud requerida.

Se tienen que hacer pruebas en el futuro para confirmar
la idoneidad de este método. Asimismo se debe encontrar
alguna manera de contrarrestar el sesgo sistematico hallado.

. 8. Conclusiones

El modelo de Hubbell, tal vez mejorado o adaptado, puede dar
algunas medidas ttiles para evaluar el impacto de la actividad
humana en comunidades ecolégicas. Se encontré una manera
de transformar los datos recogidos por el método de las listas
de tamafio fijo en abundancias relativas. Se deben desarrol-
lar métodos para lograr esta transformacién en la préctica,
especialmente para listas grandes, de 10 o 20 especies.
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Damos una breve visién de la teorfa de Calderén-Zygmund sobre operadores integrales singulares desde un
punto de vista histérico. También damos algunas aplicaciones a ecuaciones cn derivadas parciales.
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We give a brief vision on Calderon-Zygmund theory on singular intcgral operators since a historical point of
view. Also we give some application to partial differential equations.

Keywords: Hilbert transform,singular integral, Calderon-Zygmund operatos, differential operators.

1. Introduccién

En esta oportunidad pretendemos dar una breve
visién de la teoria cldsica sobre los operadores integrales
singulares de Calderén - Zygmund; con tal objetivo men-
cionamos algunos problemas planteados a inicios del siglo
pasado y que condujeron a ciertas integrales singulares
como la transformada de Hilbert la que tratamos en
forma particular en la seccién 4; ella corresponde a la
teorfa - R! y fue extendida al caso R™ por Calderén -
Zygmund en 1952 (ver [1]). Este escrito fue elaborado
con motivo del XXV Coloquio de Matemadtica que orga-
niza la Sociedad Matematica Peruana (octubre, 2007);
nuestro objetivo fue presentar un tema de anélisis que
pudiera estimular su estudio por parte de nuevas genera-
ciones de estudiantes de matemadticas.

Debo confesar que el tema de las integrales singulares
lo estoy retomando después de muchos afios; en parti-
cular, le dedicamos un buen tiempo de estudio cuando
éramos profesor en la Universidad Nacional de Trujillo.
Sin embargo, en nuestro subconciente siempre estaban
presente la cenera figura de Don Alberto Calderén y
la del Maestro Antoni Zygmund, cultores del llamado
“andlisis fino”, el que no es bien conocido en nucstro
pais. La matemadtica creada por Calderén y Zygmund, y
por Calderén, ha demostrado ser central en la evolucién
del andlisis real - arménico en la segunda mitad del siglo
XX, en particular por su profunda relacién con los oper-
adores diferenciales parciales; los teoremas de existencia
y unicidad de Calderéon fueron reconocidos como muy
potentes tanto por su belleza matemadtica como por las
aplicaciones obtenidas.

2. Motivacion

Veamos brevemente algunos aspectos histéricos sobre
la evolucién del andlisis que condujo al surgimiento de
ciertas integrales singulares a inicios del siglo XX y que
motivé el desarrollo de nuevas ideas durante todo este
siglo y que continta cn el presente. Como sabemos, en
el siglo XVII se crea el calculo infinitesimal por obra de
Newton y Leibniz lo que produjo cambios fundamentales

en ¢l pensamiento matemaético; las idecas de derivada ¢
integral evolucionaron hacia el surgimiento de las ecua-
ciones diferenciales estimuladas por las aplicaciones del
célculo a la fisica. La rigorizacién del cdlculo se produjo
en el siglo XIX, época en que las ecuaciones diferenciales
habian logrado cierto progreso lo que continué hasta fines
de este siglo y sobre todo en el siglo XX. La evolucién
del andlisis condujo a la introduccién de ciertos espa-
cios de funciones y de espacios abstractos (espacios de
Hilbert y de Banach); as{ mismo se estudian operadores
actuando sobre estos espacios y con valores en el mismo u
otro espacio. El estudio de los operadores y de las ecua-
ciones en derivadas parciales ocupé el interés de notables
matematicos como Poincaré, Hilbert, F. y M. Riesz, entre
otros.

En general las leyes de la fisica se formulan via ccua-
ciones diferenciales (ordinarias o parciales) en donde las
incognitas son las funciones que describen los efectos de
las causas que son dadas. Es sabido que la derivada
¢s una idea de caracter local y asi también lo serd un
operador diferencial {combinacién de derivadas); luego,
al aplicar un tal operador a una funcién solo dependera
de los valores de ésta en una vecindad arbitrariamente
pequena del punto en consideracién. Por otro lado, los
operadores diferenciales son también inestables y discon-
tinuos, e¢s decir, pequenas perturbaciones de la funcién
pueden generar grandes cambios cuando se le aplica el
operador diferencial. Esta inestabilidad es una de las
causas del estudio de cstos ope-radores. Por otro lado,
los operadores diferenciales lineales constituyen una clase
de gran importancia pues ellos aparecen en el estudio de
fenémenos en donde vale el principio de superposicién:
“a la suma de causas corresponde la suma de efectos”.
Otra clase importante son los operadores integrales, los
que sc obticnen por integraciéon de expresiones que con-
tienen a la funcién sobre la cual operan; cn particular
se tiene a los operadores intcgrales lincales que apare-
cen cuando vale el principio de superposicién; estos op-
eradores surgen en la fisica {por cjemiplo, en la teoria del
potencial gravitatorio). Los operadores integrales (lin-
cales) son continuos y cstables respecto a cambios de
las funciones en su dominio pero no ticnen, en geueral,
un sencillo cdlculo funcional. Dentro de estc panorama
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tenemos a los operadores integrales singulares los
que pueden ser considerados como operadores interme-
dios entre los diferenciales y los integrales lineales. Tales
operadores singulares dan lugar a integrales divergentes
cuando se las aplica a expresiones a integrar y por tanto
deben ser definidas como limite de integrales ordinarias
(“valor principal”); adcmds, son semi-locales en el sen-
tido de que la accién sobre un punto es dominada por la
accién sobre puntos muy préximos a aquel. Esta clase
dc operadores posee un cdlculo funcional sencillo; asf,
a cada operador le estd asociado una funcién, llamada
simbolo del operador, que depende de un punto y de
una direccién, y tal que a la suma de operadores corre-
sponde suma de simbolos y a la aplicacién sucesiva de
operadores corresponde el producto de simbolos.

El simbolo contiene las caracteristicas esenciales del
operador; aquél determina al operador a menos de
otro operador con buenas propiedades; ademds, una
funcién de punto y direccién, suficientemente regular,
es el simbolo de un operador. Este “juego” hace a
los operadores integrales singulares una clase flexible
y de manejo relativamente sencillo. Otra importante
propiedad de estos operadores es que todo operador
diferencial lineal se puede obtener como composicién
de dos operadores siendo uno de ellos una potencia de
un "nico operador diferencial (el laplaciano), y el otro
un operador integral singular cuyo simbolo estd dado
por el polinomio caracteristico del operador diferencial
evaluado en el punto de la esfera unitaria que determina
una direccion.

3. Primeras fuentes donde surgen
integrales singulares

Sea € un recinto acotado del plano complejo simple-
mente conexo cuya frontera I' es una curva regular, Q.
es el recinto complemento, entonces:

(a). Hilbert (1904). Encontrar una funcién analitica
F(z) =u+iven § tal que ua+vb = f en I’ donde
a, by f son funciones reales sobre I'.

(b). Hilbert (1905). Encontrar Iy G analiticas en Q
y Q. respectivamente tal que F = fG en I' donde
f es una funcién de valores complejos en I'.

(¢). Plemelj (1908). Encontrar I y G como en (b) y
con G — 0 cn el infinito tal que F —G = fen T
donde ahora f es una funcién de valores complejos
T" dada.

(d). Poincaré (1910). Encontrar una funcién wu

5 du
armonica en ) tal que = f en I'" donde v es

un campo de vectores dado I' transversal a I' y

f es también una funcién en I' {(problema de la
derivada oblicua).

Plemelj al resolver (c) ilustra como intervienen inte-
grales singulares. Se considera la integral sobre I':

L [#y,
21t JpSs— 2z

¢ es funcién sobre T', 2 € Q (6 ), que da la funcién
analitica F' en Q y otra G en §2. que tiende a cero en el
infinito.

Si ¢ € A, (clase de Holder - funciones), entonces ¢
tiene limites en T' y estdn dadas por:

, 1 1

F{t) = 56(0)+55 ve. I‘f—f‘_sltds,
1 1 10)

G(t) = —§¢(t)+%v,p. /125(—81(18

. Esto restelve (c) tomando ¢ (s) = f (z).

Si © es un semiplano, el operador

.

(Ho) (t) = % v.p. /P ;f(_—si ds

es llamado transformada de Hilbert.

Se tiene H? =1.

. En que clase de funciones estd bien definido el op-
erador H 7 en la clase de Holder A, en donde
actia continuamente Privaloff (1916).

En 1928, M. Riesz prueba: H es bien definido en
Lr.

A. Besicovitch (1926) y E. C. Titchmarsh (1929)
introducen métodos de variable real cn el estudio de H.

F. G. Tricomi en 1925 y 1928 hace el primer intento
de generalizacién a varias variables del operador H; con-
sidera operadores de la forma

Tf = vp. / h(z—v) f () dy

sobre funciones de dos variables en el plano; h () es ho-
mogénea de grado - 2; da un método para construir S del
mismo tipo tal que ST = I.

G. Giraud estudia el problema: generalizar el
método de las integrales en el estudio del problema (d)
en ¢l caso dimensién > 2. En 1934 estudia operadores
integrales singulares sobre variedades y su continuidad
sobre espacios de Hélder A,. Giraud logra reducir ecua-
ciones singulares a ecuaciones de tipo Fredholm pero no
logra establecer una “condicién” simple que permitiera
tal reduccion. Tal condicién fue encontrada por S. G.
Mihlin en 1936 quien asocié al operador Tf = v.p.

/]L (z —y) f (y) dy (considerado por Tricomi) la funcion

Z An Yn el
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siendo 7y, ciertas constantes y 3 a,ec™® es la serie de
Fourier de h (e*%); Mihlin llamé a tal funcién “simbolo”
estableciendo que el simbolo de la composicién de dos
operadores del tipo T es el producto de los simbolos de
los operadores. Observemos que 7" es un operador tipo
convolucién. Con sus recursos Mihlin resolvié el prob-
lema de la inversién de estos operadores asi como el de
la reduccién de ecuaciones integrales singulares a ecua-
ciones de tipo Fredholm; ademds, extiende su trabajo al
caso n— dimensional utilizando la técnica de las series de
armonicos esféricos.

Llegamos al ano 1952; los profesores Zygmund y
Calderén publican un trabajo que fue considerado como
el que mas influyd en el desarrollo del andlisis en la se-
gunda mitad del siglo XX; nos referimos al trabajo [1] en
donde los.autores buscan una motivacién en dos cldsicos
problemas de la teoria del potencial. Ellos consideran
operadores del tipo

Tf (@) =cf @)+ vo. | k@=9)fG)dy

donde el niicleo &k (z) es una funcién homogénea de grado

—n tal que
/ k(z)dz =0.
fzl=1

Calderén - Zygmund clarifican la nocién del simbolo aso-
ciado al operador; verifican que T : LP — LP es continuo
paral < p < co.

A partir del trabajo - 1952 se produjo un gran interés
por la teoria de los operadores integrales singulares; ver la
bibliografia para otros trabajos de Calderén - Zygmund
en el campo de las integrales singulares, asi como de otros
analistas.

4. La Transformada de Hilbert

Motivacién. Sea u € LP(R!), 1 < p < oo
1 [ u(t) . .
f(z) = — —= dt, 2z = x -+ iy, definida sobre
Tl _l—2
y =Im(z) > 0. :
. . .. 1 11
f (2) es bien definida (Hélder y - eLr, 2—)—!——7 =
1) v es analitica sobre y > 0.
N
Tenemos:
1 1y T -t
t—z (t—z)+y> (t-z) 42’
6
1 1 Y iy l r—t
mi(t-z) 7 (t—z)*+y2 T (t—z)® +y2
1 5 .
P, (z) = = ———— es llamado el nitcleo de Pois-
T T2 + y2
son y

13y (z) = % 3:2#4-1/2 el niicleo conjugado de Pois-
son.
Por lo tanto
1 ~
m’(t_—zj —-P,J(IL'—t)-*-’L,Py(_’L‘—t)
h 4
oo o0 —
fz) = / Py(m—t\)u(t)dt—ki/ Py(z—t)u(t)dt
— 00 — 00

Il

Ul(z,t) +1iV (z,t).

U (z,t) esllamado la integral de Poisson de u y
V (z,t) la integral conjugada de Poisson de u.

(u es de valor real); U y V son armonicas sobre y > 0.
Ademsds, ( desde que u € LP, 1 < p < 0), se tiene

a.e. si

U (2,1) = (P, *u) (z) — u(c)

Por lo tanto U (z,t) es la solucién del problema de
Dirichlet en el semi-espacio superior, con dato de con-
torno u (z) sobre y = 0. También

V(z,t) = (ﬁy " u) (@) = (P, +7) (z) > U(z)  ae.
si y—0F,
donde u(z) = liml ult) dt transfor-

e—07T |z—t|>e rz—t

mada de Hilbert de u.

La teoria de las integrales singulares comienza con la
transformada de Hilbert de f :
~ 1

f(z) = =lim &dtz v

Te=0Jiz_¢|> T — 1

[ee]
o L [T 1O 4
T T—1

La tarea fue estudiar la existencia de f y sus rela-
ciones con f.

Si f € Aey 0 < a £ 1, 6 por definicién de
Ao, [f (@)= FWISClz—yl® si Jz—yl <4, 37F.
Teoria L.

Sea f € L? (RY), 0<e <4< oo,

~ 1 i
Fus@ =1 [ 10 4
T Je<lomt]<s T — 1
Entonces, 3 C > 0 tal que ||fz.s |2 < Clflls-

y— 0.
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En efecto, sca la transformada de Fourier:

A 1
=g [ e a
—oo

2n
¥ 2
A - e<lz]<é
Kes(v) = { 0 complemento.
Entonces,
3 A A A
Jes(@) = Kes* 1) (@) = Kes (x) f () ae
N
Entonces, |Kes(2)| < C. Por lo tanto
|% | . a2 li=
P sOWH| =il o [Fesf, < Clls -
) 2

A
Sc observa que K¢ 5 ()
N

— —isiga si g6 — 0. Por

~ A
lo tanto [, 5(z) — (—isigz) fen L?— norma.
para f € L?

Antitransformando, fos — f e L?

tal que
A
fla) = (—isig ) ().
Si f oy () = —i sig x, entonces
(HA" (x) = on (@) F ( Y 6 H=F"ltoyF.
o; (2) es ¢l simbolo de la transformada de Hilbert
H.
Teorema. M. Riesz (1928). Sea f € L?(R'),

l<p<oo, ¥y

dt .

Hef(2) = o (2) —1/l J (1)

r—t|>e T —t
Entonces:

(a).

S Cilfllys

p’

®). 3 FeLr (R) ial que |

fe-f]ip—» 0, £ —0;

|17l <cousi,.

Nota. El lector intercsado en tener una visiéon mas am-
plia sobre la transformada de Hilbert (n =1 y n > 1)
puede consultar, por ejemplo, {12, 17, 20]. La fuente
original para el caso n— dimensional es [1}.

Remarcamos que por definicién, el
Lebesgue LP (R™), 1 < p < 00, ¢s la clase

/[ wrds <ol
([ r@ra

clase de las funciones acotadas.

espacio de

{ f medible sobre R”

1/p
\) . L™ (R™) es la

ademds, [ffi, =

5. Integrales Singulares en R"

La década de los afios 1950’s fue fructifera en el de-
sarrolio de la teorfa de las integrales singulares. En 1952
aparcce el fundamental trabajo de Calderén y Zygmund
([1}) el cual fue el inicio de una gran teorfa con proyec-
ciones hasta nuestros dias.

La naturaleza del simbolo fue clarificado para oper-
adores de tipo convolucién; consideran operadores del
tipo

TS (z) = cf (8) + v-p. /Pnk(w—y)f(y)dy,

donde
k(z) es homogénea de grado —n tal que
k(z)do =0.

Jz|=1
Calderén - Zygmund prueban que

or (z) = ¢+ k(z), cconstante.

Respecto al operador
Tf(z)=vp. /R k(z—y) f(y)dy,
cuando k (z) es homogéneo de grado —n se tiene:
k)= |z & (! l) =z} "k (2') = |z| " Q ()

donde ©Q(z) es una funcién homogénea de grado cero.
Por lo tanto

if

Tf) = lm /| T2 fw)dy = limTef @

T—yi>e |’L -

= lim
e—0 Rn

ke(z—y) f(y)dy,

k(2) lz| > €

donde ke(:z:):{ 0 el <e.

;, Cuando existe T'f 7 Asumamos que:

() Q€ L} ();

(0 [xQ(2")do=0.

SifelPNAy, 1 <p <,
{a) y (b) entonces existe

0 < a< 1,y satisface

Tf(z)= él_i_x}}]Tsf (z) ae.

Si, ademds, 2 € L, entonces el limite existe en
todas partes.
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Si f e LP(R"), 1 < p < oo,  satisface (b) y
Qe L9(Z), ¢ > 1 (algin), entonces T es un oper-
ador de tipo fuerte (p,p), 6

ITAN, < Ap 71,

Si p = 1, entonces T es un operador de tipo débil
(1,1) 6

Ha / ITF (@) > M << £l

donde |{z / ---}| significa la medida de Lebesgue del
conjunto {---}

Nota. Para la teoria cldsica de las integrales singulares
el interesado puede consultar [11] y [21] obteniéndose un
enfoque venido de los autores de tal teoria. También se
sugiere los libros {12,13, 14, 5, 16, 17, 18]; para una visién
general ver {19]. Un libro con mucho material en anélisis
arménico es {20]. Un lector interesado en investigar la
génesis de las integrales singular puede consultar 2, 3,
4], asi como el ya mencionado {1].

6. Operadores de Calderdn -
Zygmund

La teoria de Calderén - Zygmund fue extendida a op-
eradores los cuales no son de tipo convolucién, como:

Tf(z) = lim

e—0

k(z,y) f(y)dy .

lz—-y|>e

Los profesores R. Coifman y Y. Meyer desarrol-
laron un Programa para elaborar lo que ellos lamaron los
nuevos operadores operadores de Calderén - Zyg-
mund; ello fue realizado en un proyecto que demandéd
muchos anos de trabajo conjunto en el cual participaron
alumnos de los distinguidos analistas.

Usando el lenguaje de las distribuciones un operador
integral es definido sobre D (R™) via:

Tso(x)=/k(z,y)so(y)dy, ¢ € D(R")

donde k satisface ciertas condiciones para garantizar ex-
istencia de la integral.

Por ejemplo, si k (z) es un nicleo singular de la forma

k(x,y)=9<”“y) 1

lz—yl) lz—y[*"

con Qe LY(Z) vy Q = 0, entonces 3 Typ. En-

b
tonces en el sentido de las distribuciones, 7' es definido
considerando k como una distribucién sobre R™ x R™.

El operador T': D (R™) — D’ (R™) es definido via

(Tp,0) =(k.0@p) , ¢ ¢€D(R")

@) (z,y) =¢(x)p(y) .

Cuestién. | Cudndo el operador lineal T es acotado
sobre el espacio de Lebesgue L?, 1 <p < oo ?

Condiciones

1. En el complemento de la diagonal z =y, k(z,y) €
Lee y 3 C >0 tal que

loc

Ik (z,9)| <

iz —yi"

2. 3 C > 0 tal que
/ Vool — B G ]| g 5,
lz—y|>2|z—2'|

¥ z,2’ € R™. (Condicién de Hormander).

Nicleos “Standard”.
nal z = y).

(A, complemento de la diago-

K es llamado un nicleo “standard” si K: A, — C
es una funcién continua y 3 C > 0 tal que V (z,y) € A,
se tiene:

C
| & —
1) ’K (Iay)l — ‘.’E —yi" L]

2) leK (CL‘, y)' + |vyK ($3 y)l S |$ _ y|n+1 )

(gradiente sentido distribuciones).

Definicién. 7T : D(R") — L} .(R") es llamado un

operador de Calderdén - Zygmund (OCZ) si:

(i) T es extendido a L? (R™) como un operador lineal
acotado;

(i) existe un nicleo “standard” kK tal que V f €
L& (R™) se tiene

T @)= [K@)Wdy ctp. sobre (soppy), -

Teorema. Si T es un OCZ, entonces T : LP — LP,
1 < p < oc, es un operador lineal acotado.

Para los casos limites p =1 y p = oo se tienen los
resultados: si T es un operador de Calderén - Zygmund
entonces:

T.H'— L! y T:Lg —-BMO

son operadores acotados, donde H! es un espacio de
Hardy y BMO es el espacio de las funciones de oscilacién
media acotadas; estos espacios fueron de mucha utilidad
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en ¢l desarrollo del andlisis arménico. L§° es el espacio
de las funciones acotadas con soporte acotado.

Una extensién de la transformada de Hilbert H (= Tp)
lo constituye el operador

ﬂf(a;):/ww

. (’B _ y)l\'.}.l f (’U) dy

donde A € C! (R'). Estos operadores T}’s surgen en el
dificil problema de estudiar operadores, tipo “transfor-
madas de Hilbert” definidas sobre curvas - C! en el plano
complejo. Asi, si T es un operador integral definido sobre
funciones sobre B! via

.= f ()
Tf(l)-/_oo (x—y)+i(A(x) —A®))

con A € C! (Rl).

dy

Via expansién en series se obtiene

o

ZT;;. En 1965 Calderén prueba que Ty : L? — L? es un
gpgrador acotado y en 1974 Coifman - Meyer probaron
que T, : L? — L? es acotado. Un dificil reto fue probar
que Ty, k > 2 y T fueran acotados sobre L?. En csta
direccién, en los afios 1980’s un problema abierto fue es-
tablecer condiciones necesarias y suficientes para que un
operador T': L? -» L? sea acotado bajo adecuadas condi-
ciones. El problema fue resuelto por G. David - J. L.
Journé en el fundamental trabajo: “Une caractérisation
des opérateurs intégraux singuliers bornés sur L? (R™)”.
C.R.A.S. 296. 1983.

El tecorema de David - Journé es el famoso resul-
tado conocido como el “teorema 7' (1)”, donde T (1) es
definido via:

(T, H=T"F1),
donde f € D(R™), [ f(z)dx=0 y T es el operador
adjunto de T". Entonces, ¢l teorema dice:

“ Un operador T : L? -+ L? asociado a un ntcleo

estandard es acotado si y sélo si

(i) T (1) € BMO,
(ii) T* (1) € BMO y

(iii) T es un operador de orden cero en el sentido débil
”

El vol II del excelente libro de Y. Meyer, [22], esta
dedicado a los nuevos operadores de Calderén - Zyg-
mund; la novedad es, ademds, que muchos de sus argu-
mentos son tratados con la metodologia de las ondfculas
(“wavelets”); los temas que son considerados son de cierta
actualidad y el estilo es respetando el caracter “fino”
del andlisis de Calderén. Otras referencias en esta di-
reccién son los libros: [23] (obra que puede scr usada
como texto en un curso sobre analisis arménico; trata al
teorema T (1)), [24] (considera operadores de Calderén
- Zygmund y teoremas de caracterizacién de operadores
acotados sobre L?); [25] (aparente para ser usado en un
seminario para estudiantes de post-graduacién; contiene
a la integral - Cauchy de Calderén); [26] (contiene temas
investigados ¢n los tltimos afios).

7. Aplicacién a Ecuaciones
Diferenciales Parciales

Sea Tf = cf + k= f un operador integral singu-
lar generalizado donde k € C°° (R™ — {0}) es un C - Z
ntcleo.

Sea a = (ai,...

,an) EN", ol =01+ -+ an. Si

z = (21,...,2,) € R", pongamos z% =z7*---zo" Yy
a\“ o\ o \°"
= =pDof={_—- U . .
(éh) / ! (0:{:1) <(9:cn) /
Al polinomio, de orden < m, P(z)= > aq(z)z* le

jal<m
asociamos el operador diferencial parcial

P(D)= ) as (%)a .

la|<m

Si f € S es una distribucién rapidamente decreciente,
sabemos que

[ai f]A () = 2riz; f (z).

Mas generalmente [P (D) f}" (z) = P (2wiz) ? (z).

Ejemplo: Si P(z)=z?+ 423 = lz|* entonces:

P(D)fz_];++___

82 o f
da? oz’

A
luego [Af]" (z) = —4n? lz|® f (z). Note que P (D) = A
Laplaciano.

Ahora consideremos al operador A definido via:

AS (@) = 27|l £ (=) (1)

Entonces tenemos
Af(z)=1 i R o f
£ -_ _7 —

donde R; es la transformada M. Riesz, definida por

_"EJ—_tj_f(t)dt_

R:f)(z) = limC,
( 7 )( ) 20 n - |.’L’—t[n+1

Notemos que R; es una natural extensién a R" de la
transformada de Hilbert

Fla) = L1 L@
f(z) = ngl%Az—t]>E$_t dt .
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También, nosotros tenemos la relacién

.0 ol
Ry =—i 3z; (=Aa)72

ia cual fue usada por Calderdn en su estudio de la unici-
dad de la solucién del problema de Cauchy.

N
De (1) obtenemos [A™f]" (z) = (27 |z|)™" f (z). En
particular

[A2]" (@) = (27 |2)? T (z) = dn? |22 ] (2) = — [AS]" (=)

luego A2=—-A 6 A= (—A)%‘ Similarmente

[(5%) f] “@ = et

N
ot (2 |z))® f ()
1 Tz )
Iz

= @) (A1) @)
@

Desde que (2')® € C° (R™ -- {0}), homogénea de
grado cero, sabemos que existe un operador integral sin-
gular generalizado T, tal que (z')® = or,, donde el

A
simbolo or de T satisface or (z) = C + k (z), luego,
a\¢ 4 A A
9 () =il (oL b la
[((%) f] (z) =i <o +A(:f,)> [A f] (z).

Entonces, de (2) (transformada inversa), obtenemos

(ﬁ.)a f=ilal T, plely

oz

donde T,f(z) = a(z)f(z)+ [gn ka (2,2 —y) f (y) dy.
Luego,

P(D)f= > aa (a—i)af= Y i g, T &RIF

ja]<m lal<m

Para |a|] = m, tenemos

Zaa(m)(%>af = ™

|af=m

> aa(@)Ta | A f

lal=m

= ™ TA™f

donde T'= 3 aq(z)Ts .

jaj=m

Conclusién: P, (D) f =i T A™f .

Ahora, sea la ecuacién diferencial Au— A u = f, con
o . 2N,
A < 0. Tomando transformada de Fourier: |y|“u(y) —

A
A (v) = J (y); entonces

/()
ly® — A

u(y) = . con A# [yl

Via transformada inversa,

s 1 A
u(@) = [ LTy
yl”—A

Iisto sugiere que si nosotros tuviéramos la ccuacién de
Poisson Au = f, obtendriamos formalmente la solucién

21T . —2 oy
u<m>:/e w172 T () dy

Ahora regularizamos el factor |yl—2 “parchando” con
la funcién 8 € C*° (R") tal que 6 (y) = 0 en una vecindad
del origen y € (y) = 1 en el infinito. Asi, obtendriamos
una solucién regularizada

#(z) = / 7Y 9 () [y F(y)dy .

Mas generalmente, consideremos ain al operador difer-
encial P (D). Tenemos

PIDI/E = T et (2) s
- |Q,Z£,,laa (x)/e‘Z””'z [(%)af]/\ (2)dz

— Z Qa (I)/c”z‘—\”'z (27rz'z)“jf\‘(z)dz

lafsm

It

/C~2m‘x4z Z aq (z) (27riz)° ff\(z) dz .

laj<m

Asi, obtendremos:

P(D)f(z) = / P p(2,2) [2)dz (3)

donde p(z,2) = Z aq (z) (27i2)° .

laj<m

Nota. También tenemos,

P (D) [ (z) =

/6—2“‘1‘-2 3 il ag (@) ()" (Aialf)“ (2)dz .

jal<m

Miremos (3). Consideremos la parte homogénea de
grado k en p (x, z). Asi,

Z aq (z) (2miz)°

laj=k

- 5 %a (@) (2)7 o vk 0k

la|=k

P (CL‘,Z) =

/ k k
= (2m)" ||
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donde hy (z,2) = Z

K . ay
ao (%) (i2) Entonces, desde

que

k

ok 12l
ple,z)= > pe(e2),

|aj=k=0

obtendremos la representacion

9.

10

11.

12:

13.

PD) @) =3 [ piela2) fl)de
k=0"

m

S [e=t o) @ 1 [
k=0

I}

(tenemos [A;:f],\ (2) = (27)F |z|* }(z))

m

2/6_2“1"’ hy (z, 2) [Akf]/\ (2) dz .
k=0

It

Entonces, si Hy. es el operador

Hy g(z) = /6—2"'”'2 hi (z, 2) 9(2) dz,

con Q e L', tendremos la representacién:
P(D)f(z) =Y Hi (A*f) ().
k=0

8. Conclusiones

En esas ideas estd la génesis de la Teoria de los O-
peradores Pseudo-Diferenciales la que se desarroll6 a
partir de los afios 1960°s y tuvo importantes aplicaciones.

El trabajo [5] es pionero en la relacién entre los ope-
radores integrales singulares con los operadores diferen-
ciales; en este trabajo se introduce una nueva y pro-
funda metodologfa matemética. En (7], Calderén pone
a prueba su gran potencial creativo para tratar la unici-
dad de la solucién del problema de Cauchy via novedosas
y profundas ideas. Estos esfuerzos se consolidan en [8]
con resultados sobre existencia y unicidad de soluciones,
un bello trabajo en opinién de los especialistas; [6] estd
también en esta direccién. El lector interesado en proble-
mas hiperbélicos puede consultar [11]. Algunos aspectos
sobre aplicaciones de los métodos del anlisis real a ecua-
ciones en derivadas parciales pueden ser encontrados en
(17].
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Probamos la convergencia global del método del maximo descenso con busca generalizada de Armijo para re-
solver problemas de minimizacién con funciones objetivo cuasi-convexas definidas en una variedad riemanniana
completa con curvatura seccional no negativa. Resultados de convergencia obtenidos en espacios euclidianos, llegan
a ser casos particulares de este desarrollo. Ademds, introducimos una clase de métricas diagonales en la variedad
IR% . y estudiamos sus propiedades geométricas, como son: geodésicas, curvatura, distancias riemannianas, etc.

Palabras claves: Método del gradiente, variedades riemannianas, funciones cuasi-convexas, convergencia global.

‘We proof the full convergence of the steepest descent method whit a generalized Armijo search to solve minimiza-
tion problems whit quasiconvex objetive functions defined on complete riemanniana manifolds whit nonnegative
sectional curvature. Previous convergence results obtained in euclidian spaces are particular case of our approach.
Moreover, we introduce a class of diagonal metrics on IR}, and study its geometrical properties as: geodesics,

sectional curvature, riemannian distances.

Keywords: Riemannian manifolds, steepest descent method, quasiconvex functions, full convergence.

1. Introduccién

Desarrollamos una extensién de la convergencia del
método del gradiente para minimizar funciones cuasi-
convexas definidas en una variedad riemanniana. Ideas
afines fueron inicialmente estudiados por Luenberger 7,
Rapcsdk 9, Udriste 11, Smith 10, entre otros. Este
trabajo fué motivado por los resultados obtenidos por
Kiwiel y Murty 5 quienes demuestran la convergencia
del método de méximo descenso para funciones cuasi-
convexas en espacios euclidianos y la generalizacién de
esta versién en Papa et. al. 8.

2. Elementos de geometria riemanniana

En esta seccién resumimos algunas definiciones,
propiedades y resultados fundamentales sobre variedades
riemannianas. El lector interesado en profundizar estos
aspectos lea por ejemplo do Carmo 3.

Definicién 1. (Variedad diferenciable). Una variedad
diferenciable de dimensidn n es un conjunto M y una
familia de aplicaciones inyectivas Xo : Uy — M, a €
I(Congunto de pardmetros), definidos en abiertos U, de
IR™ en M tales que se cumplen las siguientes condiciones:

1) M= | Xa(Ua).

acl

2) Sea Xy, Xz con Xo(Us) N X3(Ug) =W # &, los
conjuntos Xo H(W) y X3~ (W) son abiertos en
IR™ y las aplicaciones

Xslo Xyt XN (W) — X H(W)

son diferenciables.

El par (Uy,Ay) con p € Xo(Us,) es llamado una
parametrizacién o sistema de coordenadas locales

de M en p. Una familia {(U,, Xa)} satisfaciendo 1) y
2) es llamada estructura diferenciable de M. Asf, la
variedad es un conjunto M con una estructura diferen-
ciable.

Una estructura diferenciable en una variedad diferen-
ciable M induce de forma natural una topologia en M
definido por:

A C M es abierto em M si para todo a € I,
Xy Y AN X4 (Uy)) es abierto en IR™.
Observemos que la topologia es definida de tal modo que
los conjuntos X, (Uy) son abiertos y las aplicaciones X,
son continuas.

Proposicién 1. Toda superficie regular de IR™ de di-
mension k es una variedad diferenciable de la misma di-
mension.

Definicién 2. Sea f : U € M — IR, donde U es un
subconjunto abierto de la variedad diferenciable M. Di-
remos que f es diferenciable en p € U, st para alguna
parametrizacion X : Uy C IR™ — M, conp € Xo(Ua) C
U, la funcién compuesta f o Xy : Uy C IR™ — IR es
diferenciable en X71(p). Se dice que f es diferenciable
en U si es diferenciable en todo punto de U.

Definicién 3. (Espacio tangente a una vaeriedad difer-
enciable). El espacio tangente a una variedad M en un
punto p representado por Tp,M, es el conjunto de todos
los vectores tangentes a M enp. Asi, T,M = {v ¢ R™ /v
es un vector tangente en p }. La unidn de espacios tan-

gentes

U 1M

peM
es llamado Fibrado Tangente.
Proposicién 2. El espacio tangente de una variedad
diferenciable que es un subconjunto abierto de IR™ es el
propio IR™.

Como consecuencia de esta proposicién se tiene que:
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a). T,R" = R*, T,R", = R".

b). Si M = {(\,s) € R™ x R"
T,M = R™".

). Si M = {(z,A,s) € R" x R™ x IR" : (x,s) > 0},
entonces T, M = IREaTm,

: s > 0}, entonces

Métricas riemannianas

Definicién 4. Sea M una variedad diferenciable. Una
métrica riemanniana es una aplicacidn que asocia a cada
p € M un funcional (,), : TyM x TyM — IR de modo
que se cumplen los siguientes condiciones:

1. {,), es bilineal, simétrica y definida positiva para
cada p € M (o sea (,)p es un producto interno).

2. (,)p varia diferenciablemente en el siguiente sen-
tido:
Si X U C IR — M es um sistema de coor-
denadas en torno de p, con X(z;) = g € X(U)
y 52_,-(‘1) = dX,(0,0,...,0,1,0,...,0,0) entonces la
funcion:

9] 15}
gij(z) = gs5(x1, T2, ., Tn) = <8_a:,-(q)’ %j(q»q

es una funcién diferenciable en U.

Las funciones g;; : U —— IR definidas por g;;(z) =

o a . P .
<${(Q)v ?)z—,-(Q)>q son llamadas expresiones de la métrica
riemanniana en el sistema coordenado A y la matriz
G = (gij) es la representacién de la métrica riemanni-
ana.

Definicién 5. (Variedad riemanniana). Una variedad
diferenciable para la cual se define una métrica rieman-
niana se denomina una variedad riemanniana.

Ejemplo 1. Sea M = IR", defina la parametrizacion
X IR — IR" tal que

X(z1,T2; .-y Tn) = (T1, 22, ..., Tn).

Observe que T,M = IR".
Definamos la métrica usual:

(,)p : R x R" — IR definido por (z,y), = zTy.
Sea g € IR entonces
7]
8—££(q) =dX,e; = ¢

y ast: g;; : U — IR definidas por:

0 0
0(2) = { (o), o)) = el = b
L z

son diferenciables en IR™.

Luego IR™ con expresidn de la métrica riemanniana
G = Id, es una variedad riemanniana, esto es, el es-
pacio euclidiano es un ejemplo particular de variedad
riemanniana.

Ejemplo 2. Sea M la variedad definida por el siguiente
conjunto:

M = {(z1,z2) € R?* : 75 > 0}

usamos la parametrizacion identidad, ademds Tp,M =
IR?%, con p= (p1,p2) € M.
Definimos la aplicacion:

(,)p: R*xR* — R
tal que
1
((z1,22), (y1,%2))p = p—2($11/1 + Zay2)

Sea q = (q1,492) € M, entonces

0
a(Ei

(q) = dXye; = e;, para todo i = 1,2.

Luego glJ : M — IR definidas por:

1 1
gij(x1,x2) = = (ei,ej) = ;:;51'1'

son diferenciables en M. Por tanto M es una variedad
riemanniana con la métrica

G(p) = piz(fd)‘zxz-

Esta méirica es conocida como la métrica de Lo-
batchevsky o Poincairé.

Ejemplo 3. St M = IR}, y el funcional
() TRy, x TRy, — R
tal que .
(w,v), = uT G(p)v
donde
G(p) = diag(1/(hi(p:))*)

y h; : IR}, — IR funciones diferenciables, entonces

0i5
gij(m) = (hi(mi))Q

son diferenciables en IR , . Luego M es una variedad ie-
manniana con la métrica G(p). Esta métrica generaliza
la métrica de Dikin P~2 = diag (1/p%,1/p%,....1/P%),
usada en métodos de puntos interiores.

Ejemplo 4. Sea la variedad riemanniana (IR?,G(p)),
con (u,v), = TG(p)v, donde

4p?+1 —2p;;

G(p) = —opy 1

es la métrica dada por Udriste, 11.
Geodésicas

Definicién 6. Una curva parametrizada o : I — M es

una geodésica st el campo tangente % verifica

D da
dt di
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Los siguientes resultados, son aplicaciones para en-
contrar geodésicas, distancia riemanniana, curvatura del
ejemplo 3.

e Ecuacién de la geodésica: Sea ¢l par
(IR ,G(x)) donde G(z) = diag(1/(hi(x:))?), en-
tonces la ecuacién de la geodésica en cl punto
p € IR" ., con direccién v € T, IR}, = IR" es la
curva z(t) que resuelve:

1 d 4+, 1=1
—dr; = a;it+0b;, i=1...,n
h»j(-’l:i) 1 i i :

donde a; y b; son constantes reales tales que:
z;(0)=p;, i=1,...,n.

zi(0) =v;, i=1,...,n.

e Distancia riemanniana Sea v la curva geodésica
que une los puntos y(0) =z y v(1) =y

d(z,y) = Y1 ((

e La curvatura riemanniana es cero.

e Gradiente y Hessiano.
Sea f una funcién suficientemente regular, entonces

n a
grad f(z) = Z hi(l‘i)2a—£(x)
=1 t

HI = f"(z) + G(2)} (G(2) T ) F'(x)
donde:
oo (Of(x) Of(z)  Of(x)
Fz) = dzag( 9z, 0z ' Bz, )
9% f O%f Bzf)

Ox%’ Oz} oz

f"(x) = diag (

En particular, si 2;(z;) = 22, r € IR entonces:

NS O
V]R’;_Ff(z) —-in—i_—i z) = X" f(z)

=1
Hf = f"(z) + 5 X7 F'(2).

3. El problema de optimizacién en
variedades riemannianas

El problema de interés sera resolver el siguiente mod-
elo:
min f(z) (1)
z e M
donde M es una variedad riemanniana y f : M — IR
funcién real definida en M y el término min f(z) significa
encontrar minimos local o global.

Definicién 7. Una funcién [ : M — IR es llamada
semicontinua inferior en T € M, st para toda sucesion
{z*} de M convergente en i se tiene que:

lim inf f(=®y > f(7).

Si f es semicontinua inferior para todo x € M, entonces
decimos que [ es semicontinua-inferior en M.

2
I, i,
i:h,)) le=1 = (f h,((“/i)> I‘:")

Teorema 1. (Weicrsirass) Considere el problema (1),
st f: M » IR es semicontinua inferior y M es com-
pacto, entonces eziste un punto de minimo global.

Establecemos las condiciones de optimalidad para el
problema (1).

Teorema 2. (Condicidn necesaria de primer orden) Sea
f: M — IR de clase C!. Si 2* es un punto de minimo
local, entonces grad f(z*) = 0.

Demostracién. Tomemos v € T,-M, una curva
geodésica v ¢ IR — M con condiciones (0} = z*,
~'(0) = v. Sea ademds una aplicacién h : IR —-— IR tal
que h(t) = f(vy(t)). Como z* es punto de minimo local
para f, entonces existe un § > 0 tal que h(0) = f(z*) <
f{v(0)) = h(t), para todo t € {(—4,d) lo que implica que
en t == 0 tenemos punto de minimo local de h.

Por la condicién necesaria de primer orden cn IR se tiene

W (0) = f(+(0)) = (grad f(z"),v) = 0.

Tomando en particular v = grad f(z*) tenemos que

grad f(z*) = 0.

Usando similares argumentos de la demostracién an-
terior podemos probar los siguientes resultados.

Teorema 3. (Condicidn necesaria de scgundo orden).
Sea f: M — IR de clase C?. Si z* es punto de minimo
local, entonces (v, H{.v) >0, Vv € Ty- M.

Teorema 4. (Condicion suficienie de segundo orden).
Sea f : M — IR de clase C?. Si x* € M satisface:

i) grad f(z*) = 0.
i) H. definida positiva.
entonces ©* es punto de minimo local estricto de f.

Convexidad, Cuasi-convexidad y Pseudoconvexi-
dad

Definicién 8. Sea M wuna variedad riemanniana com-
pleta, se dise que A C M es totalmente convezo, st para
cualquier par de puntos p y ¢ de A (no necesariamente
distintos), las geodésicas que unen dichos puntos, estan
integramente contenidos en A. M serd conveza en caso
de tener una geodésica minimal tal que una dichos pun-
tos.

Definicién 9. f : M — IR es llamada funcion con-
veza si su restriccion a cualquier geodésica de M es una
funcién conveza en IR, es decir si, v : IR — M es
geodésica entonces:

fov:IR— IR

es convezra.
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Teorema 5. Sea f: M — R es conveza si y solamente
si para todo v : [a,b] — M segmento de geodésica y para
cualquier A € [0,1] se verifica

FO((L=Aa+ ) < (1= AN)f(v(a)) + Af (D).

Teorema 6. Sea f: M — IR de clase C?, f es conveza
si, y solamente si, para todo p € M la Hesiana de f en p

HI :T,M — T,M
es semidefnida positiva.
Demostracién. Sea v € T,M y p € M y la geodésica
~v: IR — M tal que y(0) =p y v'(0) = v.
Definiendo h : IR — IR tal que h(t) = f(7y(t)) sabe-
mos que h es convexa y de clase C?. Del andlisis convexo

cldsico tenemos que lo anterior es equivalente a h” > 0.
Como

K (t) = (grad f(7(£)),7 (1)),
se tiene que
K" (0) = (v, Hiv) > 0.
Reciprocamente, si

(v,HI{v> >0

entonces f es convexo, esto es, definiendo h : R — IR
convexa, entonces se tiene h = f o~y es convexa.

Definicién 10. Sea M wuna veriedad riemanniana y
f : M — IR una funcién real. f es llamada cuasi-
conveza en M si para todo z,y € M, t € [0,1], se cumple

F(y(8)) < max{f(z), ()},

para toda curva geodésica vy : [0,1] — M, tal que
7(0) =z y~(1) =v.

Teorema 7. Sea f : M — IR una funcién diferenciable
y cuasi-conveza en una variedad riemanniana completa
M yseax,ye M. St f(z) < f(y) entonces

(grad f(y),7'(0)) <0,
donde grad f es el gradiente de f y~ es la curva geodésica
tal que v(0) =y y (1) = =.

Demostracién. Sea la geodésica v @ [0,1] — M tal
que v(0) = y y v(1) = z. Definimos h : IR — IR tal
que h(t) = fo~(t), usando la aproximacién de Taylor de
primer orden de h en t = 0 tenemos

h(t) = h(0) + th'(0) + 6(¢)
con }ir% 0—(;2 Entonces tenemos

F(v(#) = F(3(0)) + t {grad f(+(0)),~'(0)) + 6(]¢])
como f es cuasi-convexa entonces tenemos el resultado.

Definicién 11. Una funcidn diferenciable f : M — IR
es pseudoconvera si, para todo par de puntos distintos
z,y € M y toda curva geodésica que unex ay (v(0) ==
y v(1) = y) tenemos

{grad f(z),~'(0)) 2 0, entonces [(y) = f(x).

Teorema 8. Sea f : M — IR una funcidén diferenciable
y pseudoconveza. Entonces, * es un minimo global de f
si, solamente si, grad f(z*) = 0.

Demostracién. Si z* es minimo global, entonces es
minimo local, luego por el Teorema 2 se tiene que
grad f(z*) = 0. El reciproco es inmediato basta usar la
definicién de f ser pseudoconvexa.

4. Método del maximo descenso

Sea f : M — IR una funcién diferenciable en una
variedad riemanniana M. El método de méximo descenso
genera una sucesién {z*} dada por

z% e M,

#*+ = exp, i (—trgrad f(z¥))

donde expyr @ TppM —— M es la aplicacién exponen-
cial y ¢ es un pardmetro positivo. En el caso particular
cuando M = IR"( el espacio euclidiano) tenemos que las
iteraciones son

ohtt = g% — 4, V().

Asi el método de maximo descenso en variedades rieman-
nianas generaliza el método cldsico de méximo descenso

en R".

Figura 2. En el grdfico se muestra el procedimiento it-
erativo del método del mdzimo descenso sobre una super-

ficie, en IR®.

Existen diferentes maneras de escoger el pardinetro
t;, generando consecuentemente diversos métodos como:

Método A: Gradiente con busqueda exacta

1. Dado z*, calcule el grad f(z*) en el plano tangente
Tk M;

2. Determine la geodésica y(t), ¢ > 0 de M que veri-
fique 7(0) = z* y v/(0) = —grad f(z*);

3. Minimize f(v(¢)), t > 0, obteniendo tx y hacer:

$k+1 = 7(tk)-

Método B: Gradiente con Regla de Armijo

1. Dado z*, calcule el grad f(z*) en el plano tangente
TEME

2. Determine la geodésica (t), t > 0 de M que veri-
fique v(0) = «* y v/(0) = —grad f(z*);
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3. Hacer:
tp 1= 2_1"",

donde i es el menor entero positivo tal que:

F(®) < f(a*) - ot || grad £(=*)|?
ya€(0,3).

El objetivo es mostrar que la sucesién generada por el
método del maximo descenso converja cuando f es cuasi-
convexa.

¢ Resultados débiles para f arbitréria. (UDRISTE,
1994; RAPCSAK, 1997; SMITH 1993).

e Sila Variedad A tiene curvatura no negativa y f
es convexa entonces {z¥} converge a una solucién
éptima. (da CRUZ NETO, LIMA, OLIVEIRA,
1998).

Definicién 12. Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Una sucesion {y*}, k > 0, de X, es cuasi-Fejér conver-
gente al conjunto U C X, si para cada u € U existe una

+o0
sucesion {ex} C IR tal que e, >0, > € < +00 y
k=0

d?(yk+l,u) < d2(yk,u) + €.

Teorema 9. En un espacio métrico completo (X,d), si
{y*} es cuasi-Fejér convergente para un conjunto U C X,
entonces {y*} es limitado. Si ademds, un punto de acu-
mulacién § de {y*} pertenece a U, entonces {y*} con-
verge y limy_ 100 ¥* = 7.

Hipdtesis 1: X* # ¢, donde X* es el conjunto de solu-
ciones 6ptimas del problema (1).
Definamos

U={zeM: f(z) < irk}ff(zk)}.

En lo que resta, asumiremos que la variedad riemanniana
es completa, conexa, finita dimensional y de curvatura
seccional no negativa.

Lema 1. Para todo z € U y todo tx > 0,
Pz, z) < d*(a*, 2) + tllgrad f(z*)|*.

Demostracién. Sca z € U arbitrdrio. Sea también
v : [0,11]) — M la geodésica minimal que une z* y z con
¥(0) =z, ||V (0)|| =1 y 72 : [0,1] — M una geodésica
que une z¢ y z*+1, esto es 12(0) = z*, (1) = z**!
con v4(0) = —trgrad f(z*), por propiedad de homo-
geneidad de las geodsicas, v, es reparametrizada, tal que
ahora tenemos 72 : [0,tx|lgrad f(zF)l]] — M, tal que
Y2 (trllgrad f(z*)||) = =¥+ y ahora tenemos ||v3(0)|! = 1.
Por el Teorema de la ley de cosenos para variedades rie-
mannianas tenemos:

(21, 7) < dP(z¥, @) + tRilgrad f (=°)il*+

+2trd(z*, z) (grad f(z*),71(0)) -

Como f es cuasi-convexa y f(z) < f(z*), del Teorema 7
obtenemos que

(grad f(z"),%;(0)) < 0.

Usando este resultado en la desigualdad anterior obten-
emos el resultado deseado.

Método con busqueda de Armijo generalizado

El método de méxima descenso con busca de Armijo
genera una sucesién de puntos {z*} dados por

2% e M,
251 = expe (—trgrad f(z*))
donde se satisface las siguientes hipdtesis:
Hipétesis A2: Existe una funcién ¢ : Ry — IR, tal
que:
A2.1 Existe a € (0,1),7, > 0; t € (0,7a] : ¢(t) < at.

A22 Existe 8 > 0, 75 € (0,+00]; para todot & (0,75)N
R : ¢(t) > pt*.

A2.3 Paratodo k, f(zF*1) < f(2*)—o(t:)l|grad f(z*)||?

vy 0 <ix <7g.
A2.4 Existe vy > 1, 7y > 0; para todok : i), > 7, 0
existe 1t € [ti,vte] : f(y(E) = f(zF) —

¢(T)ilgrad f(z*)]|?.

Obscrvemos que la hipétesis A2 es satisfecha por la
regla de Armijo para ¢(f) = at, B =,y = 2,7 = T =
Ty, = 1.

Proposicién 3. Sea f : M — IR una funcién
continuamente diferenciable y cuasi-convera. Suponga
que las hipétesis Al y A2 son satisfechas. Entonces:

d? (2", 7) < d*(a¥, ) + t}llgrad f (M),
+oo
> thligrad f(z*)|I* < +o0
k=0
Demostracién. De las hipdtesis A2.2 y A2.3 tenemos
Btillgradf(z*)||* < f(*) - f(z*) (2)
Esto implica que

*

+o0 0

e FE) =
> ligraas@i < LELZL < oo
k=0

Del Lema 1 y la Definicién 12 tenemos el resultado.

Teorema 10. Con las hipdtesis de la Proposicion ante-
rior, la sucesion {a:’“} converge para un punto T tal que

grad f(z) = 0.
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Demostracién. De la Proposicién anterior {z*} es
cuasi-Fejér convergente en U, asi {z*} es limitado. En-
tonces existem Z y una subsucesién {z*i} C {z*} que
converge para T. De la continuidad de f obtemos

im  f(zM) = f(3).

J—+c0

Debido a que {f(z*)} es una sucesién no creciente, con
una subsucesién que converge para f(Z), toda la sucesién
converge para f(Z) y as{

f(&) < f(z*), para todo k € IN.

Esto implica que Z € U. Ahora, del Teorema 9 concluimos
que {z*} converge para z.

Finalmente, probaremos que grad f(Z) = 0. Por con-
tradiccién, supongamos que grad f(Z) # 0.

Claramente, tenemos que grad f(z*) — grad f(z) # 0
y f(z*) — f(&). Se tiene que

k—livrr—}-oo f,k =0. (3)

de la Proposicién 3. Por otro lado, usando A2.4 y A2.1,
tenemos, para k suficientemente grande,

f(expor(—Trgrad f(z*))) — f(z*) 2 —odillgrad f(z®)||*.

Ademas, del teorema del valor medio, para cada k, existe
tr € [0, tal que

(grad f(exp,u(~tigrad f(a*))), P04 97ad f(a*)) 2
> of|grad f(«*)]?

donde Py, o,:: es el transporte paralelo a lo largo de la
geodésica i, tal que v (0) = z* y v,(0) = —grad f(z*).
Ahora, (3) y A2.4 implican que limy 4o t; = 0. Ha-
ciendo ¥ — 400 en la desigualdad anterior y tomando
en cuenta la continuidad de grad f, exp el transporte
paralelo, tenemos que 1 < a, lo que contradice 42.1. Por
tanto, grad f(z) = 0.

Como consecuencia del Teorema 8 y 9 tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 1. Sea f : M — IR una funcidén
continuamente diferenciable y pseudoconveza. Entonces,
con las hipdtesis Al y A2, la sucesion {z*} converge para
un punto de minimo global del problema (2). #

Ejemplo 5. Sea la funcidn f(z1,z2) = (Inz1)?+(Inz2)?.
cuya stmulacidén se ve en las figuras 2y 3.

Esta funcién f es claramente no convexa en IR? con
la métrica usual, sin embargo al hacer uso de la métrica
G(p) = diag (1/(hi(p:))?) con ¢ = 1,2., la funcién en
cuestién se transforma en convexa en la variedad Bi +
dado que su Hessiano es semidefinida positiva, a saber,

Z 0
H{:[rox 2].

Su ecuacién geodésica es
2ig
~v(t) = psexpri, i =1,2

y las iteraciones del método de maximo descenso son:

 Of (2"
;z;f’{"l = :cfe:rp (tkflﬁ.{-\—.%(g;_)) s t=1,2,

1500 -

10004 -

500

100 ' — 100 150

150 0 50

Figura 2. Grdfico de la funcidon f.

1500
1000

500~ -

~500.L
150

Grdfico de la funcién f despues de una

Figura 3.
rotacién.

5. Conclusiones

La teorfa de convergencia global del método de
méximo descenso es generalizada para la clase de fun-
ciones cuasi-convexas.

Asi extendemos el campo de aplicacién del método
para diversos problemas de optimizacién donde sus
restricciones pueden ser visto como una variedad rieman-
niana completa de curvatura seccional no negativa.
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The introduction of topological spaces is proposed through the filters. Indeed, in this way both topology and
limits theory are grounded on the same structure with an evident reduction of basic concepts. In the paper, the
classical axiomatic systems for the topological spaces are first introduced, with the main concepts of topology, then
the definitions of limits are introduced, including the Moore-Smith convergence. Then the proposed pathway is
introduced, starting from pre-orders, directed sets, and filters. Eventually, the most important concepts of topo-
logical spaces and limits theory are introduced on this basis.

Keywords: Directed sets, filters, limits, pre-orders, topological spaces, topology.

La introduccién de los espacios topolégicos se propone empleando los filtros como conceptos claves. En realidad,
de este modo la topologia y la teoria de los limites estdn basadas en la misma estructura con una reduccién evidente
de conceptos bésicos. En este articulo, los sistemas axiométicos clasicos para los espacios topoldgicos se introducen
primero, con los conceptos principales de topologia, luego se presentan las definiciones de limites, incluyendo la con-
vergéncia de Moore-Smith. Luego proponemos el camino a seguir, empezando con pre-érdenes, conjuntos dirigidos,

y filtros. Al final, sobre esta base se presentan los conceptos mas importantes de topologia y de limites.

Palabras claves: Conjuntos dirigidos, Espacios topoldgicos, filtros, limites, pre-érdenes, topologia.

1. Introduction

The introduction of elements of topology is very lim-
ited in university studies: it finds some space only in
the courses for mathematics careers, where the axioms
of open sets are introduced as a basis for the simplest
and most parsimonious development of the theory. Un-
like the classical presentation of the limits, in which
the definition is repeated for every particular case, in
this framework, the theory of limits may be introduced
through two equivalent general approaches: the nests
(also known as Moore-Smith convergence, see Moore and
Smith [9,1], Kelley [7}) and the filters (Cartan [3], Bour-
baki {2], Willard [10j), and it must be pointed out that
no limits can be defined out of topological spaces. So,
it is our opinion that an integrated approach would be
advisable.

Indeed, in all applications of mathematics, where the
real analysis takes its place, the limits are necessary, so
that it would be advisable to introduce explicitly some
elements of topology and of limits theory in nearly all dis-
ciplines where mathematics are involved. It is our opinion
that elements of topology may be easily introduced in all
these cases, for a good explanation of all properties of the
real numbers and for the theory of limits, provided that it
is done in a very simple way. A special comment deserve
the studies of mathematics in Architecture, due to the
particular form of mind (Gardner {5]) of these students,
that are supposed to be more susceptible to spacial than
to numeric concepts, maybe more than those in other
disciplines. For them, some topological concepts, such as
connection, classification of pathways on a surface, etc.
may take significant meanings in the organization of the
space of a construction.

For this reason, I considered the opportunity to intro-
duce in my lectures for the studies of Architecture some

basic concepts of topology. In order to minimize the new
concepts to introduce, I decided to start dealing with fil-
ters, as structures deriving from the directed sets. In this
way, I could develop the concept of convergence from the
concept of order, something that seemed easier to be un-
derstood, because the directed order is a special case of
order or pre-order, resulting in the introduction of filters.
Then, I found it straightforward to introduce the topo-
logical spaces as spaces with a filter associated to each
point, the filter of its neighborhoods. In this way the
topology assumes the intuitive meaning of the definition
of the proximities of points, again an easy concept.

With this framework, the concepts of convergence and
of limit are easily introduced, based on the comparison
between filters. In addition, the classical concepts in-
troduced in topology, interior and closure of a set, open
and closed sets, compactness, and uniformity may be as
well defined, thus providing all the necessary for further
studies.

In this paper, I shortly revise the classical introduc-
tions to both topological spaces and limits, I introduce fil-
ters and filter bases, convergence, and topological spaces
through the filters of neighborhoods, and outline how the
approach based on the filters can be proposed.

2. Topological spaces

As a foundation of topological spaces it is present com-
mon practice (see, e.g., Dixmier [4], Kelley [7], Willard
[10]) to introduce first the axioms of the open sets as
follows:

Definition. A topological space E is a couple (X, J),
formed by a set X and a topology &, that is a family of
open subsets of X such that:

01) Xe€ Z and B € 7;

Facultad de Ciencias - Universidad Nacional de Ingenieria



Filters as introductory concepts to topological spaces

61

02) h,The I=>T1NT)eT;
03) {Titier € T =2 Ui Ti € 7.

After these axioms, it is customary to introduce the
closed sets as the complement of the open ones:

Definition: A closed set C is the complement to X of

an open set. The family of the closed sets is defined as:
Ce¥eeilreFTandC=X-T.
By using the properties of the complement and the De
Morgan’s formulae, it is easy to prove the properties of
the closed sets. Viceversa these properties can be used
as axioms to define a topological space:

Definition: A topological space E is a couple (X, %),
formed by a set X and a family € of closed subsets of X
such that:

Cl) Xe¥and b e ¥,
02) Cl,C2€(g$C’1UCQG‘f;
C3) {Citier €€ = ie; Ci €F-

The equivalence between 0O1..03 and C1..C3 is
straightforward. Then, neighborhoods of points are in-
troduced as follows:

Definition: A neighborhood of a point is a set that
contains an open set that contains the point.
As a direct consequence of this definition, it follows that:

e an open set is a neighborhood of each point it con-
tains,

e each neighborhood contains an open neighborhood,
that is an open subset that is a neighborhood of
each point it contains.

This leads to the properties of the neighborhoods. In-
deed, these properties may be taken as axioms for the
topological spaces, as did Hausdorff [6]), but nowadays
abandoned in favor of 01...03:

Definition: A topological space E is a couple
(X, {HF2}zex) where, for ecach z, a family &, of subsets
of X is given, such that the following properties hold:

N1) (VI)((I € ) = (z € I));
N2) (VI)((AL)(I: € F) and (I € 1) = (I € S%));
N3) I, I, € I = LNk e Fas

N4) (I € &) = (3] € F;) such that (y € J = J €
Fy).

The definition of neighborhood of a point (and of a
set) helps in characterizing the points of the space, in
respect to a subset.

Definition: Given a subset S of X, a point z is said
to be

e internal of S, if there is a neighborhood of z all
contained in S. The set of all internal points of a
subset S is called the interior of S, I(S).

e adjacent of S, if for every neighborhood I of z,
I,nS # @, that is in every neighborhood of z there
is at least one point of S. The set of all the adja-
cent points of a subset S is called the closure of S,
SC. "

e isolated of S, if there are neighborhoods I of z,
I, NS = {z}, that is neighborhoods of z in which
the only point of S is z itself.

e accumulation point for S, if for every neighborhood
I, of z, in I; N S there is at least one point of S
different from z. The set of all the accumulation
points of a subset S is called the derivate of S,
D(S).

e boundary point of both S and Cx S, if it adjacent
of both sets. The set of all such points is called the
boundary of S and of CxS, B(S) = B(CxS).

e external of S, if it is internal of the complement of
S, Cx(S). The interior of CxS, I(CxS) is called
the exterior of S, E(S).

As a consequence, given a subset S, the space X is
partitioned into three sets: X = I(S)U B(S)U E(S).

It is easy to see that the interior of a set S, I{S) is
an open set. Indeed, if for every z € I(S) there is a
neighborhood I, of z all contained in S, there is also
an open neighborhood O, of z all contained in S. So,
I(S) = Ugers)Oz is an open set and so is the exter-
nal of S, E(S). As a consequence, the closure of S,
SC€ = I(S) U B(S) is closed, as complement of the ex-
ternal E(S).

From these definitions, it follows that an open set is
composed by only internal points; on the opposite, as
complement of an open set, a closed set is composed by
all adjacent points.

Based on these considerations, two operators can be
defined in a topological space E: an interior operator and
a closure operator, that associate to each subset S either
its interior or its closure. Since they are respectively open
and closed, it is evident that, whereas the former is the
largest open subset of S, the latter is the smallest closed
superset of S.

Four properties result for both operators. In partic-
ular, Kuratowski ([8], see also Kelley [7]) proposed to
adopt the closure operator properties as axioms of the
topological spaces as follows:

Definition: A topological space E is a couple (X ),
formed by a set X and a closure operator © : p(X) —
©(X) such that VA, B € p(X):

K1) 0€ =0

K2) A C A€

K3) ACC = A€

K4) (AuB)¢ = A°UB°.
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If one defines a closed set as a set A such that A = A®,
it can be demonstrated the equivalence between the two
sets of axioms K1...K4 and C1...C3. Equivalently, by con-
sidering the interior operator one can define a topological
space as follows:

Definition: A topological space E is a couple (X,!),
formed by a set X and an interior operator T : p(X) —
p(X) such that VA, B € p(X):

1) X' =X
2) ATC A
18) AT = AT

14) (AnB) = ATnBL.

If one defines an open set as a set A such that
A = A = A!, it can be demonstrated the equivalence
between the two sets of axioms I1...I4 and T1...T3.

Albeit the axioms currently adopted for the topolog-
ical spaces may be preferred for simplicity, it seems that
the concept of neighborhood may be more easily under-
stood by a non-experienced user. Indeed, the neighbor-
hood is a true key concept in topology, considering that
it plays an important role in the comprehension of both
open and closed sets, considered as coincident with their
interior and their closure respectively. As well, it plays
a key role in the definition of the concept of limit of a
function in a topological space and, consequently, of local
continuity of a function.

It is for this reason that the introduction of topo-
logical spaces via the neighborhoods may be more easily
understood. Indeed, one can roughly describe the family
of neighborhoods of a point = as a non-empty family of
subsets all containing z such that both each subset con-
taining a subset in the family and the intersection of two
sets in the family belong to the family. This structure,
associated to each point can be explained as a general-
ization of the description of the proximity, in the sense
that any pathway that leads from a larger neighborhood
to a smaller one of the same point, in the sense that it
is contained in the other, leads inevitably towards the
point itself. A special mention deserves the fourth ax-
iom N4, since a set that is a neighborhood for each of its
points plays the role of homogenizing the definition of the
neighborhood families, that otherwise could be different
for different points in the space.

3. Introduction to limits theory

Historically, to explain the concept of limit of a function,
one starts from the limit of a succession (), in this way:

Definition: A succession (z,) of real numbers has
limit L:

lim z, =y

n—00
if, once fixed £ > 0, an integer n. may be found such
that for every n > n. it results |y — z,| <e.
For this definition it is necessary to use the ordering of

the natural numbers and the metrics of the real numbers.
In order to define the limit of a real function, one has to
refer again to the metric properties of the real numbers:

Definition: A real function f(z) : R — R is said to
have limit [ as x approaches «

lim f(z)=1
r—Zo

if, once fixed € > 0, a §. > 0 can be found such that,
for every = with |z — zo} < & it results |f(x) —I| <e .
Indeed, if either zq or I or both are infinite, the definition
must be modified accordingly:

- z infinite, [ finite: for z > § it results |f(z)—I| < e

- x finite, [ infinite: for |z — zg] < J¢ it results

flz)>e
- r infinite, { infinite: for z > J. it results |f(z) > e,

- if infinite is negative, the signs must be changed
accordingly.

A multi-dimensional generalization is possible for a func-
tion f(z) : R™ — R™, by referencing to the metric of
both spaces:

Definition: A real function f(z) : R™ — R" is said
to have limit [ as = approaches zp

lim f(z) =1

xr—To
if, once fixed ¢ > 0 a 6. > 0 can be found such
that, for every = with /), (z: — z0:)? < & it results
Vi (fl)—1)?<e.
Some of these definitions can be easily seen as special
cases of a more general concept of limit of a function
between topological spaces:

Definition: A function between two topological
spaces f : X — Y has imit | € Y as z approaches
zg € X if for every neighborhood of I; € # there is a
neighborhood g € S, such that f(I,) € L.

Indeed, the limits to infinite can be seen in this same way
only if one introduces the infinite as an extra point added
to the straight line.

To give a geometrical interpretation of the derivative
of a function in a point, the concept of secant straight to
a curve must be introduced, together with its limit. Now,
given a point Py on a curve C, we consider a second point
P moving along the curve and we define as secant straight
P, P to the curve the straight joining these two points. If
the point P approaches Py, the secant approaches a limit
position, when P reaches Py. If this exists, we call it the
tangent to C in Fy.

To define a Riemann Integral of a function on an in-
terval (a,b) € R!, one must consider the set P of the
partitions of interval, ordered as such: <a partition d; is
equal of finer than & if the cutting points of d; include
those of 2 >. Such an ordering gives P the structure of
a directed set. '

The Riemann integral is then defined as the limit of a
function on this directed set.
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So, there are many different structures where a limit
may be defined. Indeed, a specific structure can be intro-
duced to define the concept of limit, structure that can be
applied in every case, since all may be traced back to the
limit of a function on a directed set. The Moore-Smith
convergence unifies all limits in this way.

Definition: A nest in a space X is a function {z, }aca
where A is an upward directed set.

Definition: If X is a topological space, the nest

{Zo}aca converges to the limit x if for every open neigh-
borhood I, of z there is an a; € A such that z, € I, for
every a > ay.
Such a definition, that extends the definition of limit of
a succession, can be applied to any kind of limit. So, the
limit of a function can be defined if the function is de-
fined bétween an upward directed set and a topological
space.

An upward directed set is thus an interesting struc-
ture for the introduction of the theory of limits. Indeed,
the upward directed set is the weakest structure where,
given some elements, one can safely find an element fol-
lowing all the given ones. In the following, we shall see
how this property can be formalized differently and used
to define a topological space.

4. Directed sets and filter bases

Definition: An upward directed set is a set with a
pre-order {that is, with a reflexive and transitive rela-
tion) such that for every two elements a,b there is a
common upper bound, that is an element ¢ such that
a<cand b<c
Unlike common pre-ordered and ordered sets, an upward
directed set has a special property: starting from any
two elements and following the given pre-order, one can
be sure to reach, sooner or later, the same elements. So,
it has a kind of funneling capacity, that may be adopted
to describe some spatial organization of the proximities.
Indeed, if X is a directed set, we can consider the family
A of subsets

B: = {yl(y € X) A (z < y)}

such that
e A is non-empty and every B, is non-empty;

e every B, contains all the elements equal or follow-
ing z;

e since X is upward directed, given z,y there is a z
such that B, C B, N By,.

Definition: Given a set X, a filter base on X is a
family  of subsets of X such that:
B1) £ is non-empty and the empty sct is not in .

B2) The intersection of two subsets in & contains a
subset in 4;

So, given an upward directed set X, the family of all
B, is a base filter associated to it.
Viceversa, if in X a filter base & is defined, given three
elements z,y,z we can say that ¢ <@ 2z and y <z 2
if there exist three subsets B, By, B, € £ with z €
B;,y € By,andz € B, and such that B, C B; N B,.
It is easy to prove that <g is an upward directed pre-
order and with it, X becomes an upward directed set.
We can give the filter bases on a same set a pre-order:

Definition: Given two filter bases % and %', we say
that & is subordinate of &' and we write & < %’ if

VB; € 3B} € #' such that B; C B;

It is evident that < is a pre-order and not an order. In-
deed, the antisymmetric property does not hold: as an
example, consider in R? a point z and the two filter bases
composed respectively by all open circles and all open
squares, both centered in z. It is evident that either fil-
ter basis is subordinate to the other, although they are
not equal. Since we know that both filter bases have the
same capacity of funneling toward z, we would prefer to
consider equivalent two filter bases if they generate in
some way the same structure. This may be done, given
a filter base & on a set X, by considering the family
Z(B) of all subsets of X that contain at least an ele-
ment of B. F (%) is called the filter spanned by £. 1t is
easy to check that both filter bases in the example span
the same filter.

5. Filters
Definition: A filter is a family % of sets such that:
F1) & #0and 0 ¢ &
F2) If Fe % and GD F,then G € %
F3) If i,Fhe F then iNF e F

A filter & of subsets of a set X defines the structure
of filtered set and the set is called the set filtered by F'.

Ezamples:

e The filter genecrated by a filter base satisfies these
conditions.

o The set composed only by {X} is a filter on X.

e The set composed by all subsets of X that contain
the element z is a filter.

e If X is infinite, the complements of finite subsets of
X form a filter, called Fréchet filter.

e In N the family %£ of the encapsulated sets
(1(2(3(4.....(n....... that is I, = {ili > n} is a fil-
ter base that generates the Fréchet filter in N.

Consequences:
e A filter is a filter base.

e Every filter base spans a filter.
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e A filter may be spanned by more than one (equiv-
alent) filter base: consider in R? the filter bases
of circles and squares centered in z. Both span the
same filter, composed by all sets containing cither a
circle or a square centered on , since every square
contains a circle and may be embedded in a circle.

The property F3 can be stated by saying that a fil-
ter is closed in respect to the finite intersection. On the
opposite, a filter may not be closed in respect to the in-
finite intersection. In particular, the intersection of all
elements of a filter may be empty or not.

Definition: We call heart of the filter &%, the set
H(#) =0pegF.
Based on the heart, we propose the following classifica-
tion for the filters:

Definition: A filter & is

o frec if H(F) = 0.

e floating if H(F) # 0 and H(F) ¢ Z.
o fized if H(F) € &.

Ezamples: the Fréchet filter on N is free. The heart
of the filter spanned on R? by the open circles with cen-
ter in a point = and radius rho > 0 is {a} itself, so, it is
floating; the filter of all subsets containing or equal to a
given subset is fixed.

Definition: Given two filters & and &' on the same

set X, we say that & < &', &’ is finer than &, and
that & is coarser than &', if & C F'.
The set of all filters on X is partially ordered by this re-
lation. Since X is contained in all filters and is itself a
filter, it is coarser than any other filter on X, so that the
set of all filters on X is a downward directed set.

Ezomple: Given two disjoint sets A and B and a com-
mon superset C, the fixed filter of ¢ = {S|S 2 C}
is coarser of both fixed filters #4 = {S|S 2 A} and
Fp = {515 2 B}. Instead, #4 and Fp are not compa-
rable.

Definition: An ultrafilter is a filter strictly finer than

all other comparable with it. It is a maximal element of
the set of all filters on X.
Indeed, the filter of all subsets containing the same ele-
ment z € X is an ultrafilter. It can be shown that, given
a filter, there is always an ultrafilter finer than it, but if
a set X has more than one element, there are more than
one ultrafilter, clearly not comparable. Thus, the set of
all filters on a set X is not upward directed.

If we consider the onward order associated to either

" a filter of a filter base, a rclation between elements of X
can be interpreted as follows: if © <g vy, then y is closer
to the heart of the filter & than .

If we consider an oriented graph G(X,Ez) on the
set X, associated to this filtering order, so that (z,y) €
Eg <= 1 <z y, we can see that the function of all

oriented paths is to funnel towards the heart of &. As
well, a rough estimation of a YL%distance'iz,% of an ele-
ment z € X from H(&) may be obtained by considering
the elements following it or by comparing it with other
elements distance.

6. Filter bases, filters, and functions

Proposition: If f : X — Y is a function, £ is a filter
base on X and & a filter on X, then both f(Z£) and
f(&Z) are filter bases on Y.

Indeed, VA, B C X, f(ANB) C f(A) N f(B).

So, ordinary functions are morphisms for the structure
of filter base, whereas they are not morphisms for the
structure of filter. A

A morphism for the structure of filter should be a
function such that VA, B C X, f(AN B) = f(A) N f(B).
This would mean that no element in the symmetric dif-
ference AAB would have image in f(AN B).

Clearly, the bijections are isomorphisms for both

structures.

7. Filters and topological spaces

Definition: A topological space is a triple (X, {Z:}, f)
composed by a set X, a family of filters {%;}zex and a
function f : X — &, that associates to each point z € X
a filter %, called filter of the neighborhoods of x, such
that:

FT1) Vz,z € H(Z.);

FT2) VV € &, there exists W C V, such that for every
yeW,\W e Z,.

The filters of neighborhoods are thus either floating or
fixed, the structure of filter of the neighborhoods corre-
sponds to the axioms N2...N3 and the axiom FT2 corre-
sponds to N4. Consequently, this definition is equivalent
to all other definitions given in section 2.

With such a definition of topological space, it is better
put in evidence the meaning of the neighborhood filters,
as a structure that funnels towards the elements in the
heart of the filter. As well, the function of the axiom
FT2 is to uniform the way in which the filters are chosen
as neighborhood systems for each point. Indeed, without
FT2 two different neighborhood filters may be totally dif-
ferent. Instead, FT2 stresses the importance of the open
sets in the definition of a topological space, so that one
can eventually understand why they are commonly cho-
sen as the main structures in the topological spaces.

It is straightforward to define an open set O of X as a
set that is a neighborhood for each of its points, that is
such that

(Vz)(z € O = 0 € F)

Based on this definition, we can say that the set W is
an open set, since it is a neighborhood for all its points.
In this way, the role of open sets in the definition of the
topology may be put in evidence. Indeed, we can post-
pone this definition, once that we have characterized the
points of a set S, based on the topology defined through
the filters:

Definition: Given a subset S of a topological space,
a point « is said to be:
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internal of S, if S € &, that is there is a neighbor-
hood of z all contained in S. The set of all internal
points of a subset S is called the interior of S, I(S).

e adjacent of S, if for every neighborhood F, € %,
F,NS # 0, that is in every neighborhood of z there
is at least one point of S. The set of all the adja-

cent points of a subset S is called the closure of S,
5€.

e isolated of S, if there are neighborhoods F € %,
Fr NS = {z}, that is neighborhoods of z in which
the only point of S is x itself.

e accumulation point for S, if for every neighborhood
F, € %,,in F, NS there is at least one point of
S different from z. The set of all the accumula-

tion points of a subset S is called the derivate of S,
D(S).

e boundary point of S and of Cx .S, if it adjacent of
both sets. The set of all such points is called the
boundary of S and of Cx .S, B(S) = B(CxS).

e external of S, if it is internal of the complement of
S, Cx(S). The interior of Cx S, I(CxS) is called
the ezterior of S, E(S).

Definition: In a topological space, a subset is said to
be:

e open if it is coincident with its interior, that is it is
composed by only internal points;

e closed if it is coincident with its closure, that is it
contains all its adjacent points.

Proposition: Given a subset S of a topological space
X, it results:

1) X = I{S) U B(S) U E(S);
2) both I(S) and E(S) are open;

3) both I(S)UB(S) = S¢ and B(S)UE(S) = (CXS)C
are closed;

4) the complement of an open set is a closed set and
viceversa;

5) B(S) = S€ N (CxS) is closed.

From the axioms FT1...FT2 and this proposition, all
the main characters of topological spaces are easily given,
with a special attention to the main characteristics of
both open and closed sets. As a consequence, the ax-
iom set O1...03 may be easily proved. Indeed, one can
as well define a topological space starting from a filter
base, as usually we start with a local base for the neigh-
borhoods. Thus, the topology of a straight line may be
introduced by the open intervals, a plane topology may
be introduced by the circles, the squares, etc...
Nevertheless it must be remarked that in a topological
space filters may be defined that are not neighborhoods.

Consider, in particular, the image of a succession of ra-
tional numbers on the straight line R*, {1/n}ren. To
it, a filter is associated, spanned by the filter base {I,}
composed by the sets I,, = {1/m{m > n}, but this is not
a neighborhood filter. Indeed, it is on the relation among
filters and neighborhood filters that we can ground the
limit theory.

8. Theory of limits

We remarked that a limit theory can be developed if
we have both a filter and a topological space.

Definition: in a topological space X we say that a
point a is adherent to the filter or the filter base & if for
every F' € & and every neighborhood I € &, , FNI # 0.

Definition: in a topological space X we say that a
filter & converges to | if & is finer than &, the neigh-
borhoods filter of I.

Definition: a filter base & converges to [ if it is sub-
ordinate to the neighborhoods filter %#;, or equivalently,
if the filter it spans is finer than the neighborhoods filter
F.

It is easy to see that the latter two definitions are
equivalent, considering a filter base and its generated fil-
ter.

Ezamples: In a topological space X, any non-free fil-
ter Z, that is such that H(%#) # 0 converges to every
point x € H{.%).

Indeed, the convergence to a unique point of a non-free
filter does not depend on the filter but on the topology
of X.

Definition: A Hausdorff or T2 space is a topologi-
cal space where, for each two points z,y there exist two
neighborhoods I, and I such that I, NI, = 0.

It is easy to show that:

Proposition: A topological space is Hausdorff if and
only if every convergent filter converges to only one point.

Whereas non-free filters certainly converge to at least
one point, it is not necessarily so for free-filters. Never-
theless, it is customary, in the case of a divergent filter,
such as the Fréchet filter on N, to put oo into its heart.
As a consequence, the Fréchet filter becomes the filter
of the neighborhoods of oo, so that one can say that it
converges to co. The same can be done on the set of real
numbers R, with the inclusion of both —co and + co.

It is interesting to remark that the concept of ad-
herence and convergence of filters and filter bases are
independent on functions. In this way, all what strictly
concerns convergence may be discussed prior the intro-
duction of the concept of limit. This is by no means an
advantage of filters in respect to nests, where the two
concepts are confused.

Definition: Let f a function from a set X/ filtered by
the filter & to a topological space Y. We say that a is
adherent to f according to & if it is adherent to the filter
base f(%). We say that [ is the limit of f according to
Z if the filter base f(%) converges to [.
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Indeed, [ is the limit of f according to & if and only
il the filter generated by f(4£) converges to [. Clearly,
the limit is unique if Y is Hausdorff.

It is very ecasily proven that all definitions of limit
introduced in the section 3 can be restated in terms of
cither filter or filter bases.

9. Conclusiones

In this paper, the introduction of topological spaces
based on the previously introduced concepts of pre-order,
directed sets, and filters is proposed, in order to econo-
mize concepts and to better explain the meaning of topol-
ogy.

Indeed, by proposing the concept of filter, a general-
ization of the idea of proximity to a point is given, based
on the funneling derived by the directed order associated
to the filter. In addition, the definition of topological
spaces based on the filters of neighborhoods of points
gets simpler the comprehension of the difference between
topologies based on the different definition of the proxim-
ities. Proceeding in this way, both definitions of open and
closed sets, as coincident respectively with their interior
or their closure, become more intuitive and understand-

able. In addition, the presentation of the open sets as
special neighborhoods, can be a good explanation of their
role in the topological spaces and of their importance.

By using the filters, the topological spaces, the con-
vergence, and the limits, can be introduced on the same
basis, with an important economy in term of number of
used concepts. In addition, in this way it is more clear
the meaning of the topological spaces and the meaning
of limit.

As a last remark, we can say that the separation be-
tween convergence and limits allows the use of filters and
of their convergence as bases even for other important
concepts in topology, like compactness, Cauchy sequences
and filters, and uniform spaces, something that could be
illustrated in a further paper.
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The tensor product of the states of two twin particles can be written in an entangled form, which is what was
done in the EPR paper. In the following paper I show that it is always possible to write a common state function
for two totally independent physical systems in an entangled form. But such entanglement is only a mathematical
one, which does not imply a physical entanglement. This fact invalidates the claim{3] which states that because
the state of a pair of particles is expressed in a mathematical entangled form, then a physical entanglement should
follow. Finally I show that the (correct) mathematical reduction of the two-subscript-coefficients to one-subscript-
coefficients does not produce a physical entanglement.

Keywords:Entanglement, twin particles, tensor product.

El producto tensorial de los estados de dos pariculas gemelas puede ser escrito en forma enlazada (entangled),
que es lo que se hizo en el articulo EPR. En el presente articulo muestro que, para dos sistemas fisicos totalmente
independientes, siempre es posible escribir, el estado comiin a dichos sistemas, como estados enlazados. Pero tal
enlazamiento es puramente matemadtico, y - por supuesto - no implica un enlazamiento fisico. Este resultado inval-
ida la afirmacién (ver, por ejemplo {3]) segin la cual un estado compuesto expresado en forma matemadticamente
enlazada, implica también un enlazamiento fisico de los sistemas considerados. También muestro que la reduccién
matemdética del coeficiente con dos subindices, de un sistema compuesto, a un coeficiente con un unico indice no

produce un enlazamiento fisico de los sistemas.

Palabras claves: Entanglement, particulas gemelas, producto tensorial.

1. Introduction

According to the quantum model, if at instant ¢ you
measure an observable property of a physical system and
get the (real) value g, then the state of the system, Uy,
changes suddenly to a state ¢, which is a proper state
of the operator 2 representing the measured property,
where ¢ is the corresponding proper value, i.e. Q¥ = eW.

On the other hand, if we have two physical systems,
PS; and PS5, which do not interact with each other, we
can mathematically handle them as one composite system
utilizing the tensor product of the base states of PS; and
PS; of such systems. If {u;} is some set of base states of
PSy, and {v;} is some set of base states of PS; then the
general state of the composite system can be written as

B(t, &1, 82) = »_ Bir(t)us(Z1) ® vi(2)

ik

or
D= Bik(t)u; @ vk

ik
where 8j; are complex numbers which characterize the
compound state. But here we have to take in account
that any pair of base states of P.S; and P.S; can be used
to represent the compound state &, and for each case
there is a set of appropriate numerical coefficients.

If we now measure an observable property of PSi,
represented by operator 2, and get the numerical value
€1, then the state of P.S; will suddenly change to ¢, such
that Q¢; = €1¢; Since both physical systems are inde-
pendent of each other, we are confident that the mea-
surement will not modify the state of PS;. To see that,
we consider as base states the proper states of operator
Q in each system, {¢,,} and {¥n}, that is

‘I’t = Zanln(t)¢m ® Pn-

mn

Now if the measurement gives the result &,, that is,
the state function of P.S; has changed to ¢,, we can write

o, = Z QAmn (t)¢m & pn — Z Qpn (t)¢p & ©n,

that is

Dy — ¢p® D apn(t)pn

where the state of PSj; is a general linear combination of
the corresponding base states, p,, as it should be.
It is convenient to mention that the expression

(I)t = Z amn(t)d)m ® Pn

where ¢,, and ¢, are the proper states of operator 2
only has an explanatory reason, and has nothing to do
with the result of the measurement.

2. Equivalence betweem two independent
physical system and one compound
physical system

Let us consider two particles (or two physical sys-
tems), P1 and P2, very far apart and independent of
each other, each one subjected to a particular potential.
Let ¥y(Z,t) and ¥y(F,t) be the state functions satis-
fying the corresponding Schrodinger equations

how, hoU,
H1‘1’1+Ew~—0 H2\1’2+;;"—BT- =0 (1)
where
B2 s -
Hj = —o—Vj+V;(Z;)
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operates on W;(%;,t), j=1,2.
As we know, the general solution for each particle has
the form:

- o 1
U,i(E;,t) = Z Ajrpir(T;) exp (——EEjkt>
5 ]

where Aj are two scts of arbitrary constants, and

Hijpjk = Ejreoje, J=12.

Now we construct the function

U(&,%2,t) =
2 " )
S Bragrol@en(n) oxp (~5(Bup + Eagt )
Pa
and one can directly verify that it satisfies both equations
(1):

7181 hov
L =p
H{¥ + FArTS =i Hy U + = Bt

where the H; operates only on the corresponding func-
tion so that, for example,

Hlﬂf)lp(PZq = Elp‘plp‘PQqa IJ?‘PIPSDZ(] = EQq‘Plp‘P2q

We consequently might consider that W(Z1,72,t) is the
joint function state of particle P1 and particle P2.

Furthermore, if we define the sum-operator H =
H, + H,, we can verify that

Hopippaq = (E1p + E2q)1pP2q

and

17} 7 .
a exp (—}—_L(Elp + LQ};)t) =
~ %(Em + Ea) exp (*% (Erp + Ezk)t)) (2)

which means that the function W(&F1,Z2,t) satisfies the
Schrodinger equation:

h ov

HY + = 0. 3
Ut -5 3)
So we can conclude that:
[
Hy W 4 1}38_1 =0 and Hg\I’—}-B%:O
/L ov
HY + = (. 4
= 5 =0 (4)
But we can proceed in the opposite way as well:

Let be

I ow
I{‘I’ 1“ ;—a't* = 0

where H = Hy + Hy , V(Z1,Z2) = Vi(&1) + Va(&2) and
{(F1,Zo,t) is the general state function for the two par-
ticles.

Note that because particles P1 and P2 are indepen-
dent of each other there does not exist an interaction-
potential function which connects both particles. This
allows us to express state U(Zy, Zz,t) as a product of two
functions, each corresponding to one of the particles:

U(F1, To, t) = ¢1(&1,t)P2(T2, 1)

Inserting this product into the given equation we get:

d1Hado + oo Hi1p1 + — <¢18¢>2 + ¢2~‘—> =0

or

}7,8452 fLU¢1 _
Qs (Hz¢2 : ) A (H1®1 + o ) =0,

but, because of the form of the potential functions, the
first summand of the above sum does not depend on Z»
and the second summand does not depend on Z; ; con-
sequently both summands can be only dependent on a
function of the time variable, which we can choose to be
a constant, E° (we can make this choice because we are
considering potential functions which are time indepen-
dent), that is

h 8@51

) ho
H17)1+——0— E°¢ 1092 _

noge o
Hypo + pRrT E"¢s.

‘Multiplying the first equation by g(t) =
exp(—1E°t/h), the second by g*(t) = exp(iE°t/h), and
taking in account that

dt dt
we have
h 0¢
ng¢1 + lg L _E%d =0
ot
d *
H2g Cb? + g iﬂ +Eog ¢2 = 0
or
Hi(g¢1) + (gqsl)
ho, .
Hg(g*¢2) + ?a(g $20 = 0.
but |gé1| = |¢1l. l9*d2| = |2l, so physically g¢1 and

g*¢o have the same meaning as ¢; and ¢y, respectively.
Furthermore, with

Uy = g¢1, Uy = g 02,
we have
U, ¥y = ¢160;
this time we can write,
ho
HU + - = =0=
o0t
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koW, h 00U,
H 9, + T 0 and HoWUsy+ a5 0 (5)
Consequently from (4) and (5), we are allowed to
write the logical equivalence:

how
F g L
+ . 0=
hoU, hov,
B, 5 270 o BOYY =
1¥4 ot 0 .[1[2\1’2+i e 0 (6)

with

Uy (Z1,t) = 3, Aiep1r(Z1) exp ('*%Elkt> ,
Uy (Za,t) = 3 ) Aokpar(Z2) exp <_%E2kt> ;
(7

U(Z,%2,t) =

= = 1,
Z Bpqp1p(Z1)p2q(F2) exp [_E(Elp S & E2q)t]

pPq

3. Mathematical entanglement by
assumption

Now suppose that at instant t we are going to mea-
sure the energy of particle P1. According to the theory of
QM, by each singular measurement on 1 we get one of
the proper values of the energy, E1, , and the state of the
particle P1 has (suddenly) changed to the proper state
¢1n. Does this measurement on particle P1 have some
effect on the state of particle P2? The answer to this
question from a physical point of view is clearly negative.
But we could try to get a different, mathematical answer.
With that purpose we use the tensor representation (6)
where we choose coefficients of the form By, = Cpdpe (In
their EPR paper, the authors have chosen By, = 1). So
we can write,

\I/(fl,fg,t) =

Z Cr1:(Z1)par(Z2) exp (_%(Elk + Ezk)t>
k&

Now as a consequence of the measurement of the energy
of particle P1 the state function collapses:

U(Zy,Zp,t) —
Cn‘Pln(fl)S@2n(fZ) exp <_%(E1k -+ EZk)t>

This time we apparently get the extraordinary result
that particle P2 has, too, changed its state, to ¢2,. But

this result has no physical significance. Then we have
assumed without proper justification (like the authors
of the EPR paper) that the coefficients of the general
combination should have a particular form. In a physical
problem the form of the coefficients should be determined
by the initial conditions.

4. Mathematical entanglement by
diagonalization!

On the other hand, it is always possible to reduce
the two-subscript-coefficients of the tensor product’s lin-
ear combination to another linear combination with one-
subscript-coefficients(3, 4].

Here one has to consider the following:

The two-subscript-coefficients, Bpg, in (7), are coeffi-
cients of a tensor product of two sets of proper states cor-
responding to two energy operators, one for each physical
system. But in the case of the (resulting) one-subscript-
coefficients, the two new states of the tensor products
are no more directly referred to such (energy) observ-
ables, and so, when a measurement is made, neither of
such states appears after the state’s collapse. This can
be deduced from:

Theorem[4]: Let A be a m x n-matrix, then there
exist three matrices: an orthogonal m x m-matrix V, a
diagonal m xn-matrix M and an orthogonal n x n-matrix
U such that

A=VMUt =

*
Qi = Zvjrmrsuks =
TS
* o . *
§ ﬂrvjrtsrsuks - E HrVjr Uy -
T$s i
Thus, for the compound state we can write:

U= Zajkspj ® ¢k =
jk

Z/‘LT Zvjr(pj ® (ZUZT@C) =
T k

J
Z ,ur‘pg ® ¢2
P

Now, if by the measurement on particle P1 we get the
observable value €, corresponding to the state ¢, this
means that

I — Z Hr ('Uprﬁop) ® (br = Pp Z /‘Lrvpr¢2
That is

T — S"pZﬂrvm (uprdk) = ¢p @ <Zapk¢k)
T k

as it should be.

I1et A and B be two operators for two physical observables of a physical system, and let x;, n1 be the corresponding proper states,
that is, Ax; = a;x;, Bk = Brne. Now suppose that at instant ¢ the state of the system can be written as ¥(t) = Zj a;(t)x;, and in
that same instant you measure the observable represented by B, getting the result 8m. To which state has collapsed the previous state
W(t) of the system? As you can see, it has no significance that the previous state was expressed as a linear combination of the A’s states;

the result is simply ¥ — Bm7m.-
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5. Conclusiones

The general linear combination of the (tensor) prod-
ucts of the proper states corresponding to some partic-
ular operator (for example, the energy operator) is not
entangled; its coefficients have two indexes.

This general linear combination can (without justifi-
cation, as in the EPR case) be written in an entangled

form, but this entanglement is only a mathematical one.

We can choose to mathematically transform the two-
subscript-coefficients of the tensor products to coeffi-
cients with only one subscript, but this implies a change
of the factor-states, which will not longer be proper states
of the observable in consideration. So this one-subscript
linear combination does not mean - like the previous cases
- a physical entangled state.
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El estudio de los rayos césmicos es una de las mds exitosas aventuras cientificas del wltimo siglo. Es un tépico
que trasciende las barreras disciplinarias tradicionales teniendo repercusiones para astrofisica, fisica de particulas,
geoffsica, comunicaciones para mencionar solo los mayores. Histéricamente el Pertd, y en particular el Instituto
Geofisico a través del observatorio de Huancayo tenfa una participacién activa en el campo, aunque en las tltimas
décadas esta actividad desaparecié. Sin embargo, la perspectiva para esta 4rea en el Perd es buena, la diversidad de
terrenos, su posicién en el hemisferio sur y cerca del Ecuador y su historia hacen que sea un lugar natural para la
investigacién en este campo. Este articulo presenta ideas de proyectos en rayos césmicos que se podrian desarrollar
en el Pert, basado en los tltimos reportes de la conferencia internacional de rayos césmicos (30th ICRC, Mérida,
México). Estd destinado a investigadores de universidades peruanas buscando aprovechar las nuevas oportunidades

" que se estan presentando para la investigacién en el pafs.

Palabras claves: rayos césmicos, Peru, Fisica experimental, astrofisica.

The study of cosmic rays is one of the most successful scientific adventures of the last century. It is a discipline
that transcends traditional barriers, with implications for astrophysics, particle physics, geophysics and communi-
cations, to name only the largest. Historically Peru, and in particular the Peruvian Institute for Geophysics through
the Huancayo observatory has had an active participation in the area, but this activity disappeared. The outlook
however is good; high altitudes, its position in the southern hemisphere and near the equator and its history make
it a natural place for research in this field. This article presents ideas for five projects in cosmic rays that could
be developed in Peru, based on recent reports of the international conference of cosmic rays (30th ICRC, Merida,
Mexico). It is intended for researchers from Peruvian universities seeking to take advantage of new opportunities

that are being presented for research in the country.

Keywords: cosmic rays, Peri, experimental Physics, Astrophysics.

1. Introduccidon

Se denominan rayos césmicos a las particulas produci-
das por mecanismos astronémicos como por ejemplo en
nucleos activos de galaxias, explosiones de supernovas,
en el sol etc. Algunas de estas particulas viajan hasta
llegar a nuestro planeta y nos brindan informacién sobre
procesos fundamentales de la fisica y del universo. Los
rayos cosmicos fueron descubiertos en 1913 por Victor
Hess, cuando subié en un aerostato con un detector de
particulas y noté que el flujo de particulas que media
aumentaba con la altura, confirmando el origen extrater-
restre de esta radiacién. Desde esta época, el estudio
de los rayos césmicos llevé a numerosos descubrimien-
tos como por ejemplo la antimateria, el muén, el mesén
pi entre otros y ha sido reconocido a su vez con la ob-
tencién de numerosos premios Nobel. El campo se dis-
tingue también por la prioridad histérica que se da a sus
experimentos, el primer experimento llevado al espacio
fue un experimento de rayos cdsmicos en Soyouz II, y los
mis grandes experimentos del mundo en tamafio son de
rayos cosmicos (el observatorio Icecube en Antdrtica que
mide 1 km? y el observatorio Pierre Auger en Argentina
que mide 3000 km?).

Durante los casi cien afos de estudios sobre los rayos
césmicos, se ha medido el flyjo del los rayos césmicos que
llegan a la tierra con respecto a su energia, este resultado
es mostrado en la Fig.1. La energia de estos rayos esta

IContacto: cosmicrays@jro.igp.edu.pe

ligada con su origen. Segun su origen los rayos césmicos
pueden ser: solares, galdcticos y extra-galdcticos.

Rayos césmicos solares: Como lo indica su nom-
bre, los rayos césmicos solares provienen del sol. Los
rayos cdsmicos solares son generalmente de bajas en-
ergias (E<100KeV) aunque ocasionalmente, eventos es-
poradicos pueden producir particulas del orden de GeV.
El flujo promedio de los rayos coésmicos solares varia con
la actividad del sol, entre otros, y esta anti-correlacionado
con el nimero de manchas solares. En su mayoria, los
rayos césmicos solares son dtomos con una composicién
similar a la del sol.

Rayos césmicos galdcticos: Se consideran como rayos
c6smicos galdcticos a todas las particulas aceleradas den-
tro de nuestra galaxia y que no provienen del sol. De-
pendiendo de la carga del rayo césmico, este puede ser
acelerado hasta energias de 10'® eV si se trata de pro-
tones (p) o nucleos atémicos livianos y hasta 107 eV
si se trata de nicleos atémicos més pesados (Fe). Este
limite en energia proviene de que se estima que esta es la
energia con la cual los rayos césmicos pueden escapar al
campo magnético de la galaxia y este limite depende de la
carga del rayo césmico. Generalmente, se considera que
los rayos césmicos galdcticos provienen de explosiones de
supernovas.

Rayos césmicos extra-galdcticos: Se denominan rayos
césmicos extra-galdcticos a aquellos que fueron aceler-
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ados fuera de nuestra galaxia. Todavia se desconoce
el origen y el rango de energia exacto. Tradicional-
mente se cree que los rayos cédsmicos ultra energéticos
(E> 10'8eV) son de origen extra-galdctico. El mecan-
ismo estandar de aceleracién de rayos cdsmicos (acel-
eracién Fermi) tiene dificultades para explicar la acel-
eracién de los rayos césmicos ultra energéticos. También,
la composicién de estos rayos (protones, hierro) es tema
de muchos estudios por las implicaciones que tiene so-
bre su origen. Finalmente, el rango de energfas de estos
rayos representa un interés para la fisica de particulas,
porque a través de ellos se puede estudiar energias que
no se pueden alcanzar con aceleradores (E< 10'%eV). Por
estas razones, los experimentos portabanderas en rayos
césmicos se dedican a explorar el rango de ultra altas
energias. Como podemos apreciar en la Fig. 1, el flujo
de estos rayos disminuye con su energfa, por lo que se
requiere experimentos cada vez més grandes, costosos e
involucrando grandes colaboraciones internacionales.
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Figura 1. Flujo total de rayos césmicos vs. Energia [1].

Este articulo propone cinco experimentos en rayos
césmicos para el Perd. Incluye proyectos de las varias
dreas relacionadas a los rayos césmicos, de fisica de altas
energias a fisica solar pasando por astronomfa de rayos
gamma. Se presenta primero una breve introduccién a
la deteccién de rayos césmicos como base para entender
los cinco experimentos propuestos.

Bases de la deteccién de rayos césmicos

La deteccién de rayos cdsmicos aprovecha las tec-
nologfas utilizadas en fisica de particulas. Generalmente
los métodos de deteccién dependerdn de la energfa y el
tipo de los rayos que se quieren detectar. Pero para sim-
plificar, en este articulo se limitara la descripcién a dos

casos genéricos: la deteccién directa y la deteccién indi-
recta a través de interacciones con el atmdsfera.
Deteccién directa: La mayor parte de los rayos
c6ésmicos son particulas que interactiian mediante la
fuerza electromagnética, es decir, tienen una interaccién
relativamente fuerte con la materia. Las particulas
cargadas (protones, muones, etc) son particulas ion-
izantes que se pueden detectar individualmente con tubos
Geiger-Miiller o centelladores. En el caso de particulas
neutras (neutrones, fotones), la deteccién pasa primero
a través de una interaccién con la materia de detector
que producen particulas cargadas, que después se de-
tectan con las técnicas anteriormente mencionadas. Otra
técnica cominmente usada es mediante la deteccién de la
luz Chérenkov. Una particula energética que viaja més
répido que la luz en un medio emite una onda de choque
de luz, llamada luz Chérenkov. Un ejemplo de un medio
puede ser agua, que tiene la ventaja de ser econdmica y

_transparente, permitiendo asf la deteccién de esta luz y

indirectamente de particulas de altas energias. Para una
revisién completa de técnicas de deteccidn, el lector estd
referido a la revista de fisica de particulas [2].
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Figura 2. Cascada aérea extendida [3].

Deteccién indirecta: Interacciones con la atmésfera:
Al aumentar la energfa de los rayos césmicos se van
volviendo més infrecuentes y la deteccién directa se
hace cada vez més dificil. Afortunadamente los rayos
césmicos de muy altas energias (E> 10'%eV) al chocar
contra moléculas de la atmésfera producen una cascada
de particulas secundarias (ionizantes y no ionizantes) lla-
madas cascadas aéreas extendidas (CAE) (ver Fig. 2).
El niimero de particulas secundarias es extremadamente
alto para detectarlas individualmente, y ademés el drea
total en la cual caen las particulas es extensa. Por
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este motivo, los experimentos que buscan detectar rayos
césmicos de muy altas energias usan arreglos de detec-
tores esparzos, que hacen un muestreo de las particulas
secundarias, como en el caso del experimento Kascade
[4] o del observatorio Pierre Auger [5]. Usando este
muestreo, se puede recabar indirectamente la informacién
principal sobre la particula primaria que provocé la CAE,
es decir, su energia y direccién.

Otro método consiste en la deteccién de la luz de fluo-
rescencia emitida cuando las particulas electromagnéticas
secundarias interaccionan en la atmdsfera. Este método
es también utilizado por ejemplo en el observatorio Pierre
Auger.

2. Cinco experimentos en rayos
césmicos para el Peru

2.1. Busquedas de CAE al Radio Obser-
vatorio de Jicamarca

Otra técnica postulada para el estudio de las CAE de
rayos césmicos es la de usar radares [6], como por ejem-
plo el del Radio Observatorio de Jicamarca (ROJ) [7].
Cuando se desarrolla una CAE en la atmésfera, ioniza
las moléculas del aire. Esta ionizacién se podria detec-
tar con un radar. Gracias a su alta potencia, el radar
principal del ROJ es una herramienta ideal para intentar
de detectar este fendmeno. Desde Abril del 2007, se han
empezado estudios de datos en el ROJ con el objetivo de
buscar sefiales de CAE en datos del observatorio.
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Figura 3. Senal andmala que podra ser un evento can-
didato para rayo césmico en datos de radar del ROJ [8].

En las primeras busquedas se identificaron senales
anémalas (ver Fig. 3) en los datos, similares en cier-
tas formas a lo que se podria esperar por rayos cdsmicos
[8]. ‘El analisis de los datos continua para entender el
origen (CAE u otro) de estas sefiales. En el caso que
no sean de origen césmicos, el préximo paso es entender
el fenémeno que produce esta sefial, para poder identi-
ficarlo como ruido, eliminarlo y buscar de nuevo senales
de CAE. En el caso de que sean de origen césmicos, el
préximo paso serd el disefio de experimentos que podran

Water Cherenkov Delector Surface [mz}

revelar informacién sobre la energfa y la direccién de estos
rayos césmicos. En ambos casos, este experimento esta
abierto a mayor participacién de universidades peruanas.

2.2. Participacién en el proyecto LAGO

El proyecto LAGO (Large Apertura Gamma Ray
Burst Observatory) apunta a la deteccién de la com-
ponente de alta energia de los destellos gamma [9, 10].
La teoria del origen de los destellos gamma es que
provienen de hipernovas (supernova originando de una
estrella super-masiva) o de la combinacién de dos ob-
jetos compactos (estrella de neutron, agujero negro) en
un sistema binario. Cuando ocurre un destello gamma,
la atmésfera esta irradiada por una multitud de gam-
mas de altas energias. Estos numerosos fotones provocan
cascadas de particulas, demasiadas pequenas para ser de-
tectadas individualmente pero que juntas, pueden ser de-
tectadas como un aumento en el flujo instantdneo de un
detector. Para detectar el mayor numero de particulas,
la clave es posicionar el detector lo més alto posible.
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Figura 4. Curvas de iso-sensitividad para varios ezper-
imentos de rayos césmicos [11].

La Fig. 4 muestra las curvas de iso-sensitividad de
grandes experimentos para diferentes alturas y super-
ficies. Como se puede observar ubicando detectores a
>5000m se puede llegar a tener la misma sensitividad a
destellos gammas que el observatorio Pierre Auger, us-
ando una superficie de deteccién mil veces menor. Esta
observacién es la base del proyecto LAGO que propone
instalar una red de detectores a grandes alturas. Los
detectores son de tipo tanque Chérenkov (iguales a los
del Pierre Auger) que tienen la ventaja de poder de-
tectar protones, electrones y fotones. La posibilidad
de detectar fotones es importante porque son una com-
ponente importante de las cascadas electromagnéticas
provocados por los gammas energéticos. Ya existen de-
tectores Chérenkov LAGO instalados en altura en Ar-
gentina, México y Venezuela y el Pert es un candidato
natural para participar en un futuro préximo en este ex-
perimento.
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2.3. Detectores de neutrones de altas en-
ergfas (el futuro de Huancayo)

Monitores de neutrones de altas energias son una her-
ramienta clave para cstudiar la relacidn entre la actividad
solar, la heliosfera, cl clima terrestre y rayos césmicos {12,
13]. En particular, se utilizan presentemente neutrones
energéticos para estudiar erupciones solares, y incremen-
tos de la radiacién terrestre (ground level enhancement)
asociada [14], asf que la actividad solar (por ejemplo in-
crementos de Forbusch), y el clima terrestre [13]. En el
pasado, el observatorio de Huancayo participaba en estos
estudios, antes de su destruccién y sus datos fueron usa-
dos por cientificos de todo el mundo incluyendo el mismo
Forbusch [15]. Reconstruir el observatorio de Huancayo
en su forma pasada tendria solo un interés menor de-
bido a la evolucién del campo en los ltimos anos. Sin
embargo, la posicién geogréfica del Pert, combinada con
la altura de su terreno hace que sea un lugar ideal para
estudiar neutrones solares [12].

Una propiedad clave de los monitores de neutrones
es que puedan medir la energia de los neutrones, porque
conociendo su energia se puede estimar el tiempo desde
que los neutrones fucron producidos en el sol. También es
clave poder caracterizar la atmdsfera del sitio del detec-
tor. Finalmente, la capacidad de medir la multiplicidad
(numero de particulas en coincidencia en un detector) de
cada evento es un a propiedad importante [16].

2.4. Determinacién del origen de rayos

Hasta hora, no existe un mecanismo comunmente
aceptado para describir el fenédmeno que provoca la ini-
ciacién de los rayos. En particular, se ha notado que
el campo eléctrico en las nubes es hasta 10 veces menor
de lo necesario para permitir la creacién de rayos. En
1992, A. Gurevich propuso el mecanismo de averfa fugi-
tiva (runaway breakdown) que describe interacciones de
rayos césmicos como posibles fuentes de electrones para
los rayos [17].
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Figura 5. Mecanismo de produccidn e aceleracién de
electrones en presencia de un campo eléctrico [18].

Rayos césmicos de altas energfas crean en la nube
pares de clectrones y positrones relativisticos que estén
acelerados por el campo eléctrico. Los positrones, estin
acelerados hacia arriba, e interactiian con las moléculas
para aniquilarse y producir gammas. Los electrones estén
acelerados hacia abajo, y después de un tiempo inter-
actdan con la materia, provocando la creacién de gam-
mas, que a su vez realimentan el flujo de positrones. La
clave es que los electrones relativisticos asi creados necesi-
tan un campo eléctrico menos fuerte para provocar la ion-
izacién del aire y asi el comienzo del rayo. En este caso,
se deberfa poder medir un aumento del flujo de electrones
proviniendo de nubes antes de un rayo, correlacién que
ya se observé [19]. Sin embargo, quedan cuestiones en
este modelo que podrian ser resueltas al tener un obser-
vatorio de rayos césmicos suaves (electrones) en altura,
es decir mas cerca de la nubes.

2.5. Exploracién de sitios arqueoldgicos
por tomograffa de muones

En los afios 1960, el fisico premio Nébel Luis Alvarez
desarrollé un experimento para explorar las partes escon-
didas de las pirdmides de Giza en Egipto, usando rayos
césmicos [20]. Cuando muones atraviesan la materia,
pierden energia por ionizacién [21] hasta ser absorbidos:

% ~ 2.3MeV/gm/em® ~ 0.6GeV/m (1)

Es entonces posible, midiendo el flujo y el espectro de
muones en una direccién, estimar el espesor de la roca, y
buscar antros, que aparecerian como un exceso relativo
del flujo de muones. Es posible estimar el numero (N)
de muones requeridos para llegar a una sensibilidad ()
suficiente [22]:

&L

2

donde n es un factor que depende de la energia del
muén, y X es la dimensién tipica del antro. Basédndose
en estos cédlculos, Alvarez pudo tomar el equivalente de
una imagen de rayos-X de las pirdmides ubicando un de-
tector de muones en ellas (telescopio de muén). Recien-
temente, progresos en la tecnologia de fisica de particulas
han fomentado un renuevo en el interés por esta técnica,
con la posibilidad de aplicarla en Teotihuacdn en México
[22]. Al mismo tiempo, se han desarrollado técnicas pare-
cidas que no necesitan estar en la pirdmide (tomdgrafo
de muén), técnicas ya aplicadas por fisicos/arquedlogos
italianos [23, 24] y en camino de ser aplicada en Belice
en templos Mayas [21]. La extensién a la arqueologia
peruana parece natural, con una variedad de estructuras
como huacas limefas (Huallamarca, Pucllana), templos
antiguos (Chavin de Huantar), o estructuras Incas (Sac-
sayhuamén, Machu Picchu).

Ademds, esta técnica tendrfa otras aplicaciones de in-
terés por la sociedad peruana. Recientemente, se usé el
flujo de muones de altas energias para medir la actividad
de un volcdn [25].

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 11 (1) (2007) 71-75



Cinco Proyectos de Rayos Césmicos para el Perii

3. Conclusiones

Sea por su historia (Huancayo), por las herramien-
tas ya presente (Jicamarca), por su ubicacién geografica
(Andes, volcanes, cercania al ecuador) o por su cultura
(pirdmides pre-hispénicas), el potencial del Pert para
implementar experimentos de rayos césmicos es grande.
El presente articulo presentd cinco ideas de experimen-
tos individuales, aunque complementarios. En el caso
de LAGO, del estudio de rayos y del monitor de neu-
trones, los requisitos del observatorio son muchas veces
muy parecidos (altura), lo que sugiere la posibilidad de
construir un solo observatorio, versatil y con muiltiples
experimentos corriendo en paralelo. Kl agrupamiento de
experimentos contribuiria a formar una masa critica de
investigadores y alumnos que permitirian acumular la
experiencia necesaria para un desarrollo de este campo
en el pafs. En particular, teniendo esta masa critica
de investigadores en el drea, grupos peruanos podran es-

perar participar activamente en los grandes experimentos
en rayos cosmicos como el HAWC [26] (observatorio en
construccién en México) y el Pierre Auger (observatorio
construido en Argentina).
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Instituto de Investigacién y Post Grado de la Facultad
de Ciencias de la UNI. Los articulos serdn presentados
en formato Portable Document Format (PDF) al e-mail:
investiga_fc@Quni.edu.pe.

Los articulos deben de ser originales, inéditos y que
no hayan sido sometidos para publicacién en otra revista.

Los articulos seran recibidos por el Comité Cientifi-
co el cual lo enviard a uno o mdés arbitros para su re-
visién. El Comité Cientifico comunicard al autor que
someti6 el articulo la decisién de publicacién asf, como
las observaciones de los &rbitros.

Para la publicacién del trabajo, la redaccién y el for-
mato del articulo deben seguir las siguientes indicaciones:

« El tipo de letra es normal Roman o equivalentes.

= Los mérgenes son: de los lados derecho e izquierdo
1,5cm y de arriba y abajo 2cm.

« El titulo debe de estar centrado y escrito con letra
normal de tamano 14pt y negritas.

= Debajo del titulo deben de ir los nombres comple-
tos de los autores con letra normal tamafio 10pt.
Después del nombre de cada autor, debe indicarse
el lugar de trabajo y el correo electrénico con letra
cursiva y tamano 10pt.

" » FEl resumen debe escribirse en inglés y espanol, con
letra normal tamafio 9pt con un ancho del texto
de 16,2cm, debe contener entre 50 y 150 palabras
e indicar al final las palabras claves. Primero va el
resumen en el idioma en que se redacté el articulo.

» El texto se escribe con letra normal tamano 10pt en
dos columnas separados en 0,7cm. Y debe ser divi-
dido en secciones numeradas con nimeros arabigos.
El nombre de las secciones deben de ser escritas en

negritas tamafio 12pt y centradas. Las subsecciones
con letras negritas y centradas. Se recomienda que
los articulos contengan las siguientes secciones: In-
troduccién, Conclusiones y Agradecimientos
(esta dltima no se numera).

» Al dltimo va la seccién sin numerar designada co-
mo Apéndice: Nombre del apéndice, en caso de
haber varios apéndices van en secciones designadas
como Apéndice A, Apéndice B, etc.

» Las férmulas deben ser numeradas con nimeros
ardbigos entre paréntesis en la margen derecha. La
referencia de las férmulas en el texto debe de ha-
cerse colocando entre paréntesis su niimero corres-
pondiente.

« Toda letra latina que se utiliza en las férmulas debe
estar escrita en cursiva.

= Las funciones seno, coseno, logaritmo natural, y
otras en esta categoria, se escriben sen, cos, In, etc.

» Las tablas y figuras se numeran con niimeros arabi-
gos. En la parte superior de la tabla e inferior de la
figura, se colocara: Tabla y Figura correspondiente-
mente después el niimero, punto con letra negrita y
la leyenda con letra cursiva, todo en tamafio 10pt.

= Las citaciones en el texto se hacen colocando el
nimero correspondiente de la lista de referencias
entre corchetes.

» La lista de referencias que se citan en el articulo es
con nimeros ardbigos, en el orden de citacién y va
al final del articulo debajo de una linea horizontal,
én dos columnas, separadas en 0,7cm. El tamatio
de las letras es de 9pt. Por ejemplo:

1. S. Frittelli, C. Kozameh, and E.T. Newman, J Math. Phys.
36 (1995) 4975.

2. V.L Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics
(Springer, Berlin, 1980).
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