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EDITORIAL

En mi condicién de Decano entre los afios 2006 — 2008, aposté por un apoyo
abierto y decidido a todos aquellos colegas que mantienen vivo el interés por la
publicacion de uno o mas articulos cientificos inéditos o de divulgacion
especializada.

Con frecuencia escuchamos hablar sobre calidad, investigacion y desarrollo e
innovacidén tecnoldgica, pero no es muy frecuente encontrar en nuestro medio,
articulos de revistas que guarden relacién con lo que se dice. Felizmente en
nuestra Facultad tenemos la publicacién periddica de la revista REVCIUNI
(revista de la Facultad de Ciencias de la UNI), que se publica desde los afios
1995, habiendo despertado a través de estos aflos el hébito de investigar y
publicar resultados por parte de muchos profesores investigadores de nuestra
Facultad y algunos amigos de ella.

Como bien lo dice en uno de sus articulos la Ley Universitaria y el Estatuto de
la UNI, la investigacion es una tarea inherente a la Universidad, es fuente de
conocimiento de la realidad nacional y via valida de independencia cultural,
cientifica y tecnologica del pais. Asi pues, es claro que esto, define el perfil de la
docencia universitaria, segin el cual todo docente puede y debe participar en
proyectos de investigacion, publicando sus resultados ademas de su produccién
intelectual.

Quiero terminar estas lineas, agradeciendo la colaboracién y el esfuerzo de
todos aquellos profesores investigadores, editor y personal administrativo que de
una u otra manera contribuyeron a la publicacién del presente nimero de nuestra
revista.

“La calidad no se pregona, se nota cuando existe”.

Dr. Pedro Canales Garcia
Decano



Revista de la Facultad de Ciencias de la UNI, REVCIUNI 12 (1)(2008) 1-19

Métodos multimalla para la solucion de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas anisotropicas

Xyoby Chévez Pacheco, William Echegaray Castillo
Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria
E-mail: xyoby@uni.edu.pe, williamechegaray@yahoo.com.br

Recibido el 10 diciembre del 2007; aceptado el 3 de marzo del 2008

Los métodos multimallas solucionan muy eficientemente diferentes clases de problemas. Se aproxima el prob-
lema sobre multiples mallas con diferentes grosores y se relacionan entre ellas por medio de operadores de trans-
ferencia. Estos métodos son independientes del grosor de la malla y ademds la eficiencia es optimal puesto que
el trabajo computacional es proporcional al nimero de las variables. En este articulo se da una vision general de
los métodos multimallas, revisando los métodos iterativos cldsicos, operadores intermallados (interpolacién y re-
striccién) y un valor inicial 6ptimo(FMG) como parte de sus componentes. Usamos el andlisis de suavizacion para
problemas de tipo eliptico para demostrar que la convergencia lenta de los métodos cldsicos se debe a la exis-
tencia de los componentes suaves del error, aun cuando las componentes oscilatorios son reducidos rdpidamente.
Esta propiedad es tratada con detalle para estudiar la convergencia de los métodos multimalla para ecuaciones
anisotrépicas, .i.e., ecuaciones donde existe fuerte acoplamiento en una direccién de los ejes coordenados.

Palabras claves: Métodos Multimalla, Anélisis de Fourier, Anisotropia, Métodos iterativos clasicos

Multigrid Methods solve a large class of problems very efficiently. Approximating a problem on multiples
grids with different wide The problem comes near on multiple meshes with different thicknesses and they are relat-
ed among them by means of transference operators. These methods are independent of the thickness of the mesh
and in addition the efficiency is optimal since the computacional work is proportional to the number of the vari-
ables. In this articule occurs to a general vision of the methods multigrids, reviewing the classic, operating methods
iterative intermeshing (interpolacién and restriction) and an initial value 6ptimo(FMG) like part of its components.
We used the analysis of smoothing for problems of elliptical type to demonstrate that the slow convergence of the
classic methods must to the existence of the smooth components of the error, even though the oscillating compo-
nents are reduced quickly. This property is dealt with detail to study the convergence of the methods multigrids for

anisotropic equations, i.e., equations where exists strong connection in one of the axes direction

Keywords: Multigrid Methods , Fourier analysis, anisotropy, classic iterative methods.

1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de tipo
eliptico son el corazén de muchos modelos matemadticos
usados en la ingenieria y la fisica, lo que en muchos ca-
sos originan problemas de alto costo computacional. Por
ello es necesario buscar métodos numéricos que tengan
un alto grado de eficiencia, lo que deriva en un bajo cos-
to computacional. El método denominado cominmente,
"multigrid’ o multimallas, cuenta con esta caracteristi-
ca. Ademds de una rdpida convergencia éste método no
se deteriora cuando la discretizacién del dominio de la
solucién es refinado, lo que no sucede con los métodos
iterativos cldsicos.

El método multimalla ha sido desarrollado desde los
afios 1964, pero el principal trabajo préctico, tal co-
mo lo afirma Wesseling [17,p. 2], fue la publicacién de
Brandt [1] en 1977, base para el desarrollo de los méto-
dos multimallas. Uno de los descubridores (1976) y pro-
motores de este método fue Wolfgang Hackbusch[7],
quien publicé en 1985 un libro que nos permite intro-
ducirnos a las aplicaciones del método de multimallas.

Otras referencias importantes son Stiiben K - U Trotten-
berg {12], Briggs [4] y Paul E. Ciesielski Scott R. Folton
and Waynw H. Schumber[10].

2. Discretizacion en diferencias finitas

Problema de Valor de Frontera Continuo
El problema de valor de frontera (PVF) lineal son deno-
tados por

xeQ

Lait = fa(x),
{ im0

Laqu = faq(x),

donde Q c R? es un dominio dado con frontera 6. Lg
es un operador diferencial eliptico en Q y Laq represen-
ta un operador lineal de frontera y d es la dimension del
problema. fq denota una funcién dada sobre Q y faq una
funcién sobre Q. Las soluciones de (1) son siempre de-
notadas por u = u(x).

En lugar de (1) escribiremos por simplicidad

Lu=f. 2)
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Los dos problemas de valor de frontera modelos que
seran usados son los siguientes :

Primera ecuacién modelo: caso unidimensional

' (x) = f(x), x€eQ=(0,1) ()
u(0) = u(1) =0.

I}

Lqu

1l

Layqu

con f € C%) . ( Las condiciones de frontera son de
Dirichlet).

Segunda ecuacién modelo: caso bidimensional

—(862 + 5D)Uxr + 2(8 — Dcsuyy — (ss2 + cZ)u,.y = f(x,y),
u=gxy). (x,y) € 0Q
4
donde (x,y) € Qy Dom(g) € 0Q, ademds ¢ = cosp,
s = sen 3 donde 8 € [0, 2x].

Definimos los siguiente casos particulares a partir de
ecuacion (4):

Tabla 1. Pardmetros para la segunda ecuacion modelo

Laplace e=1 B=2n
Anisotrdpica O<exloe>»1 B=2r
Mixto B #2n

Cuando 8 = 2 se obtiene la denominada ecuacién
de Poisson anisotrdpica

—EUyx — Uyy = f. &)

Como puede verse se dice que una ecuacién es
anisotrépica cuando existe una fuerte dependencia de la
direccién de los ejes coordenados.

2.1. Discretizacion

Las ecuaciones modelos mostradas arriba pueden ser
reemplazadas por un esquema de diferencias finitas car-
acterizandose por su grosor de malla que serd denotado
porheRé(d=16d=2).

Definimos la malla infinita

G;,:={xeRd:x=oz-h and} 6)
y el subconjunto
Q=GN @)

como la malla computacional.

Ahora la EDP (2) puede ser aproximada por un prob-
lema discreto usando una malla discreta €, el mismo
que sera denotado por

Lyup = fj 8)

donde subindice h se refiere a la malla computacional

€y, de grosor de malla h sobre la que se ha hecho la dis-
cretizacion.

2.2. Discretizaciéon de la primera ecuacién
modelo Q Cc R

La malla computacional correspondiente es obtenida
de la discretizacién del intervalo [0, 1] en N puntos

xi=ihi=0,---,N; x0=0,xy=1

con h = 1/N. Luego la malla discretizada en N puntos
es:

Qy = {ih:i=1,--- ,N-1}L
Losx;=ih, i=1,---,N—1sonlosn =N -1 puntos
interiores de Q.

En cada punto de la malla x; € Qj la ecuaci6n difer-

encial (3) ha sido reemplazada por la férmula de difer-
encias. La més simple es :

K2 =u(xim1) + 20(x) — u(xi41)] = =" (x) + O(H). (9)

Obtenemos un sistema de n ecuaciones de diferen-
cias para las n variables del vector u;, (para simplificar
tenemos u; = uy,(ih), ademds ug = upy = 0):

—Uj—y + 2U; — Uiy

7 =f, 1<i<n (10)
equivalentemente
[ 2 -1
-1 2 -1
1 -1 2 -1
= - . w=fi (1)
-1 2 -1
N | -1 2 ]

Abreviaremos la ecuacion (1 1) en la siguiente forma

h2 -1 2 —1lu = fi (12)

Esta abreviacién es denominada notacién plantilla.

2.3. Discretizacion de la segunda ecuacién
modelo Q c R?

La discretizacién de la ecuacién modelo (4) queda
segin la eleccién de la discretizacién de los términos
cruzados:

Esquema de 7 Puntos

1 -1 0O
[Ly) = (£c2+s2)[—'-12—1]+(8—1)cs[ -1 2 -1 ]+

0 -1 1
e

(es2+c2)[ 2 ] (13)
-1

Facultad de Ciencias - UNI
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Lomesnsean da 0 TMeeed o
AudY ULl UL s 2 CYTYRVA ]

c:(ez-l) —c* - s2¢ cx(lz—e)
[Ly) =] —s*—-C% 2(62 + sz) (+6€ -st-cte | (14)
c.r(lz—e) —2 — ¢ cs(;—l)

Si 8 = 2 se tiene un Esquema de S Puntos.

3. Meétodos Iterativos Clasicos

Histéricamente los primeros métodos para resolver
sistemas de ecuaciones lineales generados a partir de
ecuaciones diferenciales parciales son los métodos de-
nominados métodos de suavizacién o relajacién. Estos
métodos son relativamente faciles de implementar y re-
quieren poco almacenamiento, por ello es que son am-
pliamente usados en la solucién numérica de ecuaciones
elipticas. Los més conocidos son los métodos de Jaco-
bi, Gauss-Seidel, ADI, SOR y son desarrollados extensa-
mente en J. Stoer, R. Bulirsch [8.§8], J. Strikwerda [11],
G. Birkhoff and Lynch [3] o en J. Douglas Faires Richard
L. Burden [9].

Definicién 3.1. Denotemos el espacio de las funciones
malla por %,:

%,,:{u;,:Q,,CRz—)R]. (15)

Sea el sistema algebrdico lineal que resulta de la dis-
cretizacién de EDP

Lyup = ﬁh (up, ﬁl € 02111) (16)
Separando
L, = A, - By, Aj, no singular a7

el método iterativo basico para una aproximacion ini-
cial ug es:

A = Byl +fi, 0<meZ*  (18)
Wl = Sl + Tifi (19)

con
Sy =A;'By, Ty=A4;", (20)

donde S, es la matriz de iteracion.

3.1. Convergencia de Métodos Iterativos

Basicos
Sea ahora Apuy = Buy, + fi, , asi que el error después
de m iteraciones es
ey = Uy — Uy 1)

donde u;, es la solucién de la ecuacién (16) y se satisface
que

et =Sne”, (22)

dunde 5, ©s la mauiz de neracion deiinida arriva. De ia
ecuacién (22) se sigue por induccién que e}’ puede ser
escrito en términos del error inicial, €9, como

m _ om0
€p = O pp (23)

donde el super indice sobre S, es un exponente y m 2 0.
En términos de norma vector , tenemos

0 0 0
el = 1S7ell < NSy lleyll < IS all™legll,  (24)

con || - || la norma espectral de la matriz 0o norma eu-
clideana segtin sea el caso. El término ||S,|| es tam-
bién llamado niimero de contraccién del método itera-
tivo basico.

Puesto que Ly, es un operador lineal definimos el de-
fecto o residual en la m ésima iteracién

it = Lt~ fi
para la ecuacién (16). Consecuentemente se tiene
W = Lyey,. (25)
Asf usando (22) resulta:
dy*! = Syd" = LySiLy ' dy (26)

donde S, = L;,S /,L;l = B/,A,‘ll es la matriz iteracién del
defecto. El propésito de usar el defecto es tener una ref-
erencia de la aproximacién a la solucidn, en vista que el
error es desconocido.

3.2. Meétodos Iterativos Jacobi, Gauss Seidel y
AD1

En esta seccién describimos varios métodos itera-
tivos cldsicos que resultan de la eleccién de las matrices
de la ecuacidn (17).

Considerando un sistema lineal (16) donde L, puede
ser un operador de cinco o nueve puntos, la ecuacion en
un punto (x:,y;) de la malla puede ser entonces

Sll,‘,j_l + H/ll,'_lJ + Cll,"_,' + Ell,‘+1'j + Nll,',j+] = ﬁ_, (27)

donde los subindices (i, j) de los coeficientes han sido
suprimidos. Equivalentemente:

0 N O
L,,u,;j =W C E Ui j = f;] (28)
0 § O

De forma similar puede obtener una férmula de 9
puntos

NW!I,‘JH +Nll,"j+1 +NEll,"j+1
Wu,'_u +Cu,;,- +Ell,'+1'_,- (29)
SWuj_yjo1 +Sujjo1 +SEuivjo1 = fij
Equivalentemente
NW N NE
Luij=| W C E |uij=fij (30
SwW § SE

REVCIUNI 12 (1) (2008) 1-19
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3.2.1. Jacobi Puntual

En (17) se tiene
Ay = diag(Ly),
produciendo la siguiente iteracién
A" = Bl + f, donde By = Aj - Ly

Para la férmula de 5 puntos tenemos

Sul' |+ Wil +Cullt! + Eigyy i+ Nugy,, = fij G1)
Equivalentemente
000 0 N O
0 CO0fu'=—\W 0 E |uj+fij (2
000 0 S 0

Para la férmula de 9 puntos

NWul, | +Nu, +NEW);

Wul, . +Cu;"’j“ +Euj}, ; (33)
SWul, .y +Su, +SE iy = fij
equivalentemente
0 0O NW N NE
0 CO|u'==| W 0 E |ulj+fi; 34
0 0O SwW S SE

3.2.2. Jacobi por Bloques

En (17) A, es obtenido de la siguiente manera:

0 Lj#ixl

Ay = tridiag(Ly) = { en otro caso ’

Lh;i,j

Luego con un ordenamiento lexicogrifico nos da
una Jacobi lineal horizontal; con un ordenamiento lex-
icogréfico rotado uno obtiene una Jacobi lineal verti-
cal. Una iteracién lineal horizontal seguido de una it-
eracion Jacobi lineal vertical nos da una Jacobi alter-
nante. Para el caso Jacobi lineal horizontal tenemos la
siguiente férmula de iteracién

S ulll

m+1 m+1 m+1 m s
pi-t ¥ WU+ Cul T+ Bl i+ Ny = i (35)

i-1,j i,J i+1,j

6 equivalentemente

0 00 0N O
W C E|u'=-{0 0 0|u+fij (36
00 05 0

y para la férmula de 9 puntos

NW”:‘],lj-;-] +Nu:."’j+] 'FNE”Z;,‘H
Wi +Cuptt +Eu 37)
SWuly . +Suwli +SEWl ;i =fij
6 equivalentemente
0 0 O NW N NE
W CE|[uf'=-| 0 0 0 |uj+fi
0 0 O SwW S SE

(38

3.2.3. Gauss-Seidel Puntual

El proceso de suavizacion més frecuentemente usa-
do es la iteracién dada por Gauss-Seidel [18,p. 3]. Para
la formulacién matricial hemos introducido la descom-

" posicién de Ly en

Ly =D~ Ap— By,
D : Matriz diagonal. 3%
An(Bp) : Matriz triangular inferior (superior)

La iteracién es equivalente a

Wl = W, f) = (D - A (B + f) (40)
= SuZ’+T/,f.
donde
S = (D-A)'By=1-(D-Ap"'Ly,
T, = (D-Ap)~".

La separacién de (39) es tnica, pero la repre-
sentacién de una ecuacién modelo no es tnica. La con-
struccién de L, depende del mimero de variables (i.e.
puntos en la rpa]la).

Observacién 3.1. La iteracién de Gauss-Seidel depende
del ordenamiento de las variables.

Luego tenemos que la férmula para el método de it-
eracién Gauss Seidel para la notacién de cinco puntos
es:

m+1 m+1 m+1 m mo _ £,
Su,.,j_1+Wu,»_|,j+Cu,)j +E14,.+1J.+Nu,.‘j+I = fij (41)

6 en su notacién estencil

0 00 0N O
W CoOo|ut==10 0 E|u;+fij (42
050 00 0

Para la formula de 9 puntos

m m m
NW“.',j]n +Nu,.'j+1] +NEu,._j+l
m+ m+ m
Wui_]ij +Cu,.‘j ) +Eui+]'j1 43)
m+ m+ m+ - f .
SWu,._u_] +Su,.'j__] +SE“:+1,j-| = fi ]

Facultad de Ciencias - UNI
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3.2.4. Elmétodo de relajacion de Gauss Seidel pun-
tual multicolor

El primer tipo de estos métodos de relajacién de G-
S es el de dos colores (RB) que se usa para una dis-
cretizacién de 5 puntos. Definimos los indices de los
puntos de malla como

rojo :
negro :

i+ j par
o (44)
i+ j impar
En este método procedemos en dos pasos interme-
dios, uno para cada color de los puntos. La formulacién
de la ecuacién discretizada para los puntos rojos (primer
paso intermedio) es
FCUMT LB, AN = fij (45)
li,j u : u f:.j (

n m
Su; +Wu i+1,j Lj+l =

ij-1 i—1.j

donde i + j es par, y para los puntos de malla negros
(segundo paso.intermedio)

1 1
m+> n mty

1 i
g m+]1 43 -
+Wu +Cu,.'j +Eul+1,j+N“i,j+l = fij (46)

St i-1,j
donde i + j es impar.

EL método de relajacién Gauss Seidel puntual mul-
ticolor para una discretizacién de 9 -puntos tiene cuatro
colores. Este método se procede en cuatro pasos, un pa-
so por cada color de punto que esta siendo usado. Para
la formulacién del método, se tiene para los puntos rojos

(Primer cuarto de paso):

m m m
NWul.,J.+1 +Nu,.,j+l +NEul.'j+]
m mtg m
Wu,._l,j +Cu,.,j +Eui+u 47)
m m m —
S Wui_l,j._I +S wiy +SEL¢I.+LJ-_1 = fij

donde i es impar y j es impar. La ecuacién para los pun-
tos de mallas negros (segundo cuarto de paso) es:

m m m
NWuI.J+1 +Nui'j+[ +NEu,.) =
m+yz m+s3 m+z 4
Wui_l‘j +Cui.j +Eui+l‘j 48)
mn m m S -
SWul._,J_, +S”,-,j~1 +SE“i+|,j-1 = fij

donde i es par y j es impar. La ecuacién para los puntos
de mallas verdes (tercer cuarto de paso) es:

1 1
m+7 m+3 "1+§
NWul.,j+1 +Nui,j+l +NEuI.' 1
. . m+3z m+z
Wul_lij +Cu, | 1 +E“i+l,jl (49)
m+z n+< m+x
2 4 2 s F 5
SWL:I._lJ_1 +S ;i +SEuy, %y = fi.j

donde i es impar y j es par. La ecuacién para los puntos
de mallas amarillos (Cuarto cuarto de paso) es :

1 1
m+3 "l'*"i HH-E
NWul.’j;] +Nui,j+1 +NEuL ]
IIH-Z m+1 Ul+4— 50
Wu_ 5 +Cul ‘ +Eu;, (50)
I"+z I"’*"z" I"‘f‘z _ -
SWu_y 7oy +Su ;5 +SEu Gy =i

donde i es par y j es par

3.3. Gauss Seidel por Bloques

3.3.1. Iteracién Gauss Seidel Linea

en la direcciéon X

Para esta relajacion, tan igual como para la iteracién de
Jacobi por bloques, se requiere de la solucién de un sis-
tema tridiagonal para cada una de las variables por linea.

La relajacién Gauss Seidel por linea en la direc-
cién X sin un ordenamiento multicolor para una dis-
cretizacién de nueve puntos esta dado por:

74, m nt
NW L +Nu,.'j+]l +NEui,li+l
m+1 m+ m+
Wul._l.j +CuiJ 1 +E”i+1,j1 51
m+1 m+ m+ - .
SWuly iy +SuiT +SEW .y = fij

Cuando se usa un ordenamiento de dos colores RB
Zebra o llamado antes Linea-Zebra, los colores son
definidos

rojo :
negro :

J umpar (52)
J par
La relajacion es realizada en dos pasos intermedios, el
primero sobre los puntos rojos, y el segundo paso sobre
los puntos negros. El primer paso de la relajacion lineal
para la discretizacion de nueve puntos es lo siguiente:

14 m m m
N Wuu ., N u'; 41 +NE u
m+z m+z m+ s
2 2 2 53
Wu,_ % +Cuy 2 +Eug, ] (53)
m 113 m o s
S Wui_l'j_] +S 0y +S Eu; L = fij

donde j es impar para el primer paso intermedio, y el
segundo paso intermedio es:

1 1 ]
m+ 3 m+ 3 m+ 3
NW Mi;! ]H +N u,.;j' +1' +NEul.' o1
n n-r AP o
Wu,._l‘lj +Cu,.'j 1 +l"“i+1,j (54)
m+x m+x m+z
2 2 2 s f .
SWu,_ % +S ;i +SEu, %, = fij

donde j es par.

Iteracién Gauss Seidel Linea
en la direcciéon Y

3.3.2,

Para esta relajacién, tan igual como para la iteracion
Gauss Seidel Linea en la direccién X, se requiere de la
solucién de un sistema tridiagonal para cada una de las
variables por linea.

Presentamos la relajacién Gauss Seidel por linea en
la direccién Y para una discretizacién de nueve puntos
(Observar que para una discretizacion de 5 puntos es
un caso especial de nueve puntos cuando NW = NE =
SW = SE = 0). Larelajacién Gauss Seidel por lineas en

REVCIUNI 12 (1) (2008) 1-19
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la direccién Y sin un ordenamiento multicolor para una
discretizacién de nueve puntos esta dada por:

m+1 m+1
Wik, N, +NEU, |
m+ Nl+ mnm
Wil 1 +Cu] 1 +E”1+11 (55)
m+1 m+ m —
SWui oy +Sui +SEuly, . = fij

Cuando un ordenamiento multicolor es usado con un RB
Zebra en la direccién Y los colores son definidos por :

rojo: i impar (56)
negro: i par

La relajaci6n es realizada en dos pasos intermedios, el
primero sobre los puntos rojos, y el segundo paso so-
bre los puntos negros. El primer paso de relajacion lineal
para la discretizacién de nueve puntos es:

1
m+5

mn n
NWu.J+1 +Nu‘,j+ll +NEuU+1
m m+2 m
Wu, 1 +Cu; +E”1+1; (57)
m Ill+2 _ -
SWui' 1j-1 +Sui,j—l +SEuH_U_ = fij

donde i es impar, para el segundo paso intermedio ten-
emos,

1

m+ mts

2 m+1 z

NWu i1 +N“',j+1 +NEu,.’ i

”H'z m+] IM+'7:
Wu,_ 1 +Cutt B, (58)

m+2 m+1 m+7 _ -
SWu Ui_yioy +Su!j | +SEul.+lJ_1 = fij

donde i es par.

3.3.3. Iteracién Gauss Seidel Linea Alternante

El método de Gauss Seidel linea alternante es real-
izado haciendo una Gauss Seidel linea coloreado Zebra
por lineas en la direccién X seguido por un Gauss Seidel
lineal coloreado por lineas en la direccién Y.

4. El método multimalla

4.1. Efectos de suavizaciéon de método itera-
tivos

Consideremos primero la primera ecuacién mode-
lo unidimensional (3). Luego de haber hecho su dis-
cretizacién obtenemos un sistema lineal:,

Lyup = h2[-1 2 = 1]u = fi
donde h = 1/N y Lj, una matriz de orden N X N. Pode-
mos escoger, por su facilidad, el método de Jacobi para
observar una de la caracteristicas de los métodos itera-
tivos cldsicos sobre los efectos de suavizacién. Podemos

descomponer la matriz L, como se hizo en la seccién
3.2.1
L, = A, — By, donde Ay, =2h72]

(I : matriz identidad) A es la matriz diagonal de la ma-
triz Ly,. Escribimos asf el sistema Lyu, = fp como

Anup, = Bpup + fo, Bn=Ap— Ly
generando las iteraciones
Wl = A Bu, + fi (59)
Ay (Lat, = f)

mostrando que la correccién u;” — uy, es obtenida del de-
fecto Lyu' " — fi. Volviendo a la iteracién de J acobi ahora
amortiguada con pardmetro de amortiguamiento ©

— i
= llh

ut! = uf, — @7 (L), = fi), con @ € (0,1)  (60)

En nuestro caso tenemos A,‘!' = %hzl. Colocando w =

©®/2, rescribiremos la ecuacién 60 como
Wit = ul, - wAL Lyt - fi),  conw € (0,1/2) (61)

La nueva aproximacién serd obtenida de la presente
menos un peso apropiado del defecto.

Proposicién 4.1. Los vectores propios de Ly, son

v = 2h[sen(iknh)]L,, (62)

parak = 1,--- ,ny los correspondientes valores propios
son: 1
A = ﬁsenz(knh /2) (63a)
1
verificdndose que
4
Lyt = I—z-senz(kﬂh/Z)z//k. (63b)
1

Puesto que‘
Sy =1-wh’Ly

tiene los mismos vectores propios que Ly, g.l/k, pues
Shl//k = Wk -

h_ .

o - whPApf =11~ 4wsen2(kﬂ-2-)]t//‘.

wh*Ly*

Luego

h

A(w) = A(Sp) =1~ 4wsenz(kﬂ§), 1<ks<n (64
Se observa que el valor maximo de p(Sp) se alcan-
zaen k = 1. La eleccién w = % produce la iteracién de

Jacobi normal. La razén de convergencia es
1 2, 1 2,2 4
p(Sp) = /1;(—) =1-2sen (7r—) =1- 57! h* + O(h™),
lo que demuestra que el método converge muy lenta-
mente, més atin p(S;) — 1sih — 0. Paraw € O, 2)
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la razén de convergencia es adin errada. Con w = 1/4
tenemos:

pSh) = /11(%) = COSz(ﬂlz—l) =1- inzh2 + O(h*).

Asf laiteracién (61) con w = 1/4 requiere dos veces mds
iteraciones que con w = 1/2.
Como

(@) <1 para O<w<1, k=1,---,n,

todas las frecuencias & serdn amortiguadas si0 < w < 1.
Sin embargo con una eleccién apropiada de w es posible
amortiguar las frecuencias altas, i.e. (n + 1)/2 < k < n,
de manera menos fuerte. En particular
. 1Ak (w)

serd minimo para w = 1/3, y entonces |4;(w)| < 1/3 para
(n+1)/2 < k < n (Ver [8,p. 704]). Fijemos w = 1/4. Aiin
con la iteracién (61) prueba ser muy lento. Los compo-
nentes y* con frecuencias k > (n + 1)/2 son reducidos
al menos por un factor de % por iteracién. Esto signifi-
ca que la razén de convergencia de la iteracién Jacobi
amortiguado restringido al sub espacio

span {n//‘ t(np+1)/2<k< n}

de altas frecuencias es % La iteracién es rapidamente
convergente con respecto a las altas frecuencias. La con-
vergencia es lenta debido sélo a las bajas frecuencias. .

4.2. Introduccion al método de dos mallas

Para mallas con h; = 2,]7 re-escribimos Q; = Q.

Ly = fi. (65)

Se tiene Lju; = fi. Sea iy alguna aproximacién inicial da-
da para y; = Ll'l fi- Aplicando un método de suavizacién
. El error e; = iij—uy es suave, (mds suave que ii;—u;). El
error e; puede ser usado como correccién de la solucién
exacta

u=iu—e.

Insertando i; en la ecuacién Lju; — f; = 0 obtenemos el
defecto de iy
dy = Ly — fi, (66)

el cual se anula si y sélo si & es la solucién exacta u.
Tenemos

Lie; = Lty — Lyuy = Ly — f; = d
luego la correccién exacta ¢; es la solucién de

Lie; = d,. 67

Para aproximar el problema L;e; = d; por una ecuacién
en la malla gruesa podemos hacer

Li_ei-| =dj—y (68)

donde la matriz L;_; es ya definido por (11). d;—; de-
pende linealmente sobre el lado derecho de la ecuacién
dj. Haciendo una aplicacién lineal llamada restriccion
r: % — %, definido por

di-y = rdj. (69)

Veamos la siguiente restriccion para el caso unidimen-
sional

1
(rdp(x) = Z[dz(x = hy) + 2di(x) + di(x + hp)),

xeQ_ cQy (70a)

Su notacién plantilla serd

r=%[l 2 1] (70b)

Esta es una restriccién especial denominada weight-
ed.

Habiendo definido d;—; por (69), obtenemos ¢;_1 =
Ll‘_ll d;_; como la solucién exacta de la ec.(68). Esper-
amos que ¢;_; sea una aproximacién a la correccién ex-
acta e;. Sin embargo, ¢;_; s6lo es definido sobre la malla
gruesa €;_;. Nosotros tenemos que interpolar esta fun-
cién de malla gruesa por:

€ = pej-1, an

donde la prolongacion p : %, — % describe una inter-
polacién de una malla gruesa a una fina. La interpolacién
mds simple es la interpolacién lineal por partes :

x € Qy;
otro caso.

er-1(x),

(pel—l)(x) = { e,_|(x—h1)+e1_1(x+h,) (72a)
) )

En ésta definicién colocamos e;-1(0) = ¢;-1(1) = 0 pues
suponemos que el error en los extremos son nulos ya que
se conocen alli los valores de frontera.

La representacion plantilla del operador p seria:

1 1
p==12 (72b)

2
1

Puesto que u; = i — e; es la solucién exacta y
é; = pe;-) aproximada a ej, uno trata de mejorar el valor
de & por

U?ew = it} — €. (73)

El paso de & a u®" por (66)-(73) es llamado correc-
cion de malla gruesa CGC (Coarse Grid Correction).
Combinando las partes separadas (66)-(73), obtenemos
la férmula compacta

m = B-pLl iy - f) (de(66))  (74)
para el CGC.
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Observacion 4.2. La correccion en la malla gruesa (74)
no es una iteracion convergeite

Esto muestra que la ecuacién de defecto en la malla
gruesa (68) en general no siempre es una aproximacion
razonable para la ecuacién de defecto original (67). En
particular, aquellos componente de ¢ los que no pueden
ser representados sobre la malla gruesa Q. (a los que se
les dice no visibles”sobre la malla [ — 1), pueden no ser
reducidos por el uso de esta malla. Resumiendo tenemos
el Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Iteracién dos mallas para solucionar L = fi

Seau; j-ésima iieracion dada, un paso de suavizacién:

= I (], f), (752)
correccién en la malla gruesa :
d, :=Li—fi (cilculo del defecto) (75b)
di.y  :=rd (restricci6n del defecto) (75¢)
ey :=L;diy  (solucién en la malla gruesa)(75d)
u{“ =@y — pei.;  (correccién de i) (75e)

En el Algoritmo 1, denotado por TGM" que depende de
v, ahora se puede realizar la suavizacién en dos partes,
al inicio hacemos v; iteraciones de suavizacién y vz
suavizaciones después para poder eliminar las compo-
nentes oscilatorias que pueden aparecer luego del proce-
so de CGC. Resultando el Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Iteracién TGM®*? para solucionar Liu; = f;

subroutine TGM(l, u, f),integer [;array:u, f
if =0 thenu:=L;" = f
else array: e,d

u = I, £ (pre-suavizacién) (76a)
u—p* L,”_l1 *r(Lju — f); (76b)
u = I, 1) (post-suavizacién) (76c)

u

end TGM

4.2.1. Convergencia de la iteraciéon del métodos de

dos mallas para la ecuacién modelo unidi-
mensional

Para nuestro problema modélo de la proposicion 4.1
tenemos que los vectores propios de L; y S, de la it-
eracién

i+1

W = A, fi) = Spl + Tifi, Sy=1- Zh,ZL, (77

son las funciones malla 1,//;", 1<k<nm,m=N-1,N=
2!. Estos vectores forman una base Asi la matriz

- 1,0 -1 - 1=-n. 4
Ql - [l/’,,l/f,’,l//,zu//}" IEFT "//i;: |’w7:+ 1y |’l//,’l )+l],

donde se tiene un ordenamiento especial de los vectores
y¥ es unitaria; es decir o'=0 = or.

Supongamos que la iteracion dos mallas es de la
siguiente forma:

i+l
u, =

My + Nify, donde M;= M(v),

v niimero de relajaciones
donde 1a matriz de iteracion
My = M) = (I - pLi\rL)S], (78)

con Sy =1~ ‘%h,zL,. Luego tenemos que la matriz. de
iteracién del método dos mallas M) es semejante a una
matriz diagonal por bloques

M
MI

C oM = (79)
Ml(nl..|+l)

donde Mfk), 1 < k < m; son matrices de 2 X 2
y M,(""'“) es 1 x 1. Puesto que Q; es unitaria, M; y
Q,"M,Q, tienen el mismo radio espectral y norma es-
pectral. Por el siguiente lema veremos que tan s6lo es
suficiente estudiar las submatrices.

Lema 4.3. Sea M, dado por (79), donde Qy es unitaria.
Entonces

p(M)) = maxip(MF), 1 <k <m_y+1}  (80)

WMl = max{IMKl, 1 <k <m_y+1}  (81)
donde

2 2 2 v
® s o flee ©
Mi [ ciHO ] (Ask<m) g

-y +1 _ —y
M = 2

Observacion 4.4. La matriz diag[cf,sz]" corresponde a la

matriz iteracion w Jacobi y muestra que las altas frecuen-

cias Yy} son reducidos por s’, puesto que 0 < s2< 3y

las bajas frecuencias ¢rf son disminuidos por un factor de

ci"( % < ¢ < 1 ) que se aproximan a 1 para k pequenios.
2 2

: s; ¢ . iz

El primer factor [ s’i C§ } viene de la correccion de la mal-
k Sk

la gruesa. Se esperaba que la correccion en la malla gruesa

tenga la propiedad complementaria , es decir, que las bajas

frecuencias llrf sean reducidas por sf < -;- v las frecuencias

altas x,bf' sea decrementadas por cf > %

k

4.3. Operadores de Restriccion y Prolongacion

En esta seccién discutiremos y formalizamos los op-
eradores de transferencia entre la malla fina y la malla
gruesa
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4.3.1. Malla Fina Q,; y malla gruesa Q,_,

El dominio Q en la cual la ecuacién diferencial par-
cial es solucionado se asumird que esta dado en un
cuadrado unitario d = 2. La eleccién mas frecuente de
Q; y Q- son mallas cuadradas con tamafio de malla

y hi—y = 2h;. También podemos asumir que los tamafios
de malla /1, y I, en la direccién x e y son diferentes, por
ejemplo: h} = hy_ | y h)_| = 2k A este tipo de mallado

se le denomina semi-engrosamiento .

4.3.2. Operador prolongacién

Sir: % — -, entonces r* : %_, - % esuna
prolongacién.

Prolongacién de Nueve puntos. La interpolacién p
llamada prolongacién de nueve puntos y simbolizado en
su forma plantilla es:

1 1 21
[pli = 7 2 4 2 |. (83)
1 21

Prolongacion de siete puntos. La interpolacién lla-
mada prolongacién de siete puntos y simbolizado en su
forma plantilla es:

1 01 1
[pli = 3 1 2 1. (84)
1 10
Otro operador usado por Stuben,Trottenberg [12,p.
110] es el operador half weighting (HW),i.e.

[Pli==] 1 (85)

N NG
i

1
8

4.3.3. Restriccion

El adjunto de la prolongacién de nueve puntos (83)
es llamado restriccién de nueve puntos. Su simbolo es :

I 1 21
[rli = I3 2 4 2. (86)
1 21

La versién multimalla de la iteracién de dos mallas
es mostrado en el algoritmo 3. Este realiza un paso de la
iteracién multimalla cuyo resultado es

Algoritmo 3: Iteracién multimalla MGM""** para solucionar
Ly = fi

subroutine MGM(l, u;, f);integer Larray u; 5 f
ifi=0

upi=Igt w f (89)

Note que los simbolos de (83) y (86) difiere por un
factor de 4 (factor de escalamiento), reflejando el hecho
que la matriz transpuesta de p

La restriccién de siete puntos es el adjunto de la prolon-
gacién de siete puntos (84). Su representacién plantilla
es

) 011
[r]i = 3 1 2 1/[. &7
1 10

4.4. Iteraciones Anidadas: CiclosVy W

4.4.1. Algoritmo multimalla

El método multimalla se inicia observando que en el
método de dos mallas no es necesario resolver exacta-
mente la ecuacion de defecto en la malla gruesa,

Li-iep- = dp-1. (88)

En su lugar, sin una pérdida esencial de la velocidad de
convergencia, se puede reemplazar e;.) por una aprox-
imacién aceptable. Una manera natura de obtener tal
aproximacién es aplicar también un método de dos mal-
las a (88). Claramente, si el factor de convergencia del
método de dos mallas es suficientemente pequefio, es
suficiente realizar unas pocas iteraciones, por decir y it-
eracién, para obtener una buena aproximacién de la solu-
cién (88). Esta idea puede ser aplicada recursivamente
usando mallas cada vez mdas gruesas (malla / — 1). Sobre
la malla mds gruesa cualquier método puede ser usado
para solucionar la ecuacién, por decir, es suficiente us-
ar métodos directos o procesos de suavizacién si tienen
buenas propiedades de convergencia sobre la malla grue-
sa.

else
o= I ) (90)
dioy = rx(Lixu—f) on
€l-1 = 0 (92)
for j =1,y do MGM(-1,e1,di-1) (93)
u = w-—pxer (94)
u = .,“IVZ(MI, ﬁ) (95)

end if
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método dos mallas: método tres-mallas:

MAVAAVV VY

(@) b y=1

método cuatro-mallas:

©v=2

@y=3

VARV

@y=1

® y=2

Figura 1. Estructura de un ciclo multimalla para diferentes niimero de malla y diferentes valores de .

Un paso u) — ui*! de la iteracién multimalla es rea-
lizado por

up = ul;
MGM(l, uy, fi);
ut =y

La unica diferencia de la iteracién dos mallas es que la
sentencia e := Ll'_]1 d, es reemplazada por (92)-(93). La
solucién exacta es reemplazada por vy iteraciones multi-
mallas aplicado al paso inicial con valor e = 0. El valor
usual de y es y = 1(V-ciclo)o y = 2(W-ciclo). Como es
ilustrado en la Figura ().

m  solucién exacta en el nivel [ = 0
e pasos de la iteracion en cada nivel.

4.4.2. Analisis de dos mallas

En esta seccién haremos algunas observaciones so-
bre las propiedades de convergencia del algoritmo dos
mallas TGM”'»"2 del Algoritmo 2.

Sea h; la medida del tamafio de malla de la malla
computacional . El propésito de analizar la iteracién
dos mallas es mostrar la independencia de h; respecto a
la razén de convergencia. Para el caso unidimensional ya
se mostrd en la seccién 4.2.1 un andlisis de convergencia.

Usaremos para ello el andlisis de Fourier y ciertas
suposiciones de simplificacién (coeficientes constantes ,
una combinacién especial de suavizadores y condiciones
de frontera o dominios infinitos). Tal anélisis puede ser
encontrado con mayor detalle en Pereyra V [13], Stiiben
Trotenger [12), A. Bandy[1] ,Wesseing[17]

Matriz de iteracion de suavizaciéon Sea el método
de suavizacién 7" (u, f;) en el algoritmos dos mallas de

la seccién 4.2.1 definido para v = 1 por una aplicacén de
un método iterativo (18) :

o= S f)=Su+Afi (96)
Si=A"'Bi, Al -B =1L
Aplicando esta iteracion v veces tenemos:
o= I, fi) = Sjud + TV, 97)

T =Sy +-- 4+ DA ™!

Matriz de iteracion de dos mallas La matriz iteracién
de dos mallas es igual a

M1, v2) = SO - pL i rLps™”.  (98)
Podemos escribir la Ecuacién (98) como
M) = (L7 - pLr) (LiS)) (99)

y concluimos que
MOl e <L = pLErlly e 2 LSl o -
(100)

4.5. Propiedades
suavizacion

de aproximacion y

El segundo factor ||L;S 5")"5:(_42/ en (100) describe
cuan efectivo f,(") es para suavizar. El otro factor IIL,‘] -
pL,'_‘l rlle & describe que tan buena es la solucién en la
malla gruesa para aproximar a la solucién u;. Asi las dos
partes esenciales de la iteracién dos mallas denominadas
el paso de suavizacidn y la correccién de la malla gruesa
pueden ser analizados separadamente.

Definicion 4.1. Propiedad de suavizacion. Sean|| - ||o
y |l - l# dados. Decimos que S tiene la propiedad de
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aproximacion si existe una constante Cs y una funcién

n(v) independiente de h tal que

C ]-2"!
sh™"n()

LS lgca < (101)

con n(v) — 0, cuando v — oo. donde 2m es el orden de
la ecuacion diferencial parcial a solucionar.

Definicion 4.2. (Propiedad de aproximacién). La
propiedad de aproximacion se da cuando existe una con-
stante C4 independiente de h tal que

IL;' = pLi Pl s < Cal®™ (102)

donde 2m es el orden de la ecuacién diferencial parcial
a solucionar.

Si estas dos propiedades son ciertas, la razén de con-
vergencia del método dos mallas es independiente de 4,
pues:

Teorema 4.5. (La razén de convergencia /-
independiente del método dos mallas). Supongamos
que las propiedades de suavizacion (101) y de aproxi-
macion (102) son ciertas. Entonces existe un nimero v
independiente de h tal que
MWl < CsCan(v) <1,

Yy >y (103)

4.5.1. Trabajo computacional

La razén de convergencia ha sido comparado con el
trabajo computacional por iteracién. Para estimar el tra-
bajo computacional de la iteracién multimalla (Algorit-
mo 3), asumamos los siguientes costos computacionales
de las partes bésicas del algoritmo:

sentencias aritméticas niimero de operaciones

w= ', f) < Csm Yix1 (104a)
dioy:= rxLjxuy—f)< Cpn Viz1 (104b)
= u-pxey < Cem ¥Yiz1 (104c)
1y = La' < Co (1044d)

Recordemos que n; es el nimero de variables y ecua-
ciones en el nivel /. Las cotas son proporcionales a
puesto que las matrices L; son esparcidas (uniforme-
mente). En (104d) asumiremos Cp constante, puesto que
corresponde al tamafio de paso mds grande hg ( asi tam-
bién ng) es fijo cuando / se incrementa. La constante
ny-1

Cy :=sup —
>1

(105)

toma el valor de

Proposicion 4.6.

Cy:=27¢ (1062)

para una malla d dimensional Q; ¢ RY con tamario
de paso hi_y = 2h. Una excepcion es el caso de que
h_ = \/zhl,a' = 2, donde

Cy = (106b)

1
2

La siguiente proposicién establece que el trabajo
computacional de una iteracién multimalla es también
proporcional a n;

Proposicion 4.7. Suponga que

6:=yCp <1 (yde(93).) (107)

Entonces un paso de la iteracion multimalla requiere
Cny operaciones, donde

VCs+CD+CC /=1 7
Cr € == +8 ¢y

con Cy = Co/n. (108)

En el caso estindar la condicidn @ < 1 es satisfecho:

Corolario 4.8. Si hi.y = 2h la condicion (107) se
mantiene para todoy < 2¢ — 1.

En el caso bidimensional (d = 2)(8 = %) la desigual-
dad (108) es

o 3vCs + Cp + Ccl + (3)7'Cy para y =1,
: 2[vCs + Cp + Cc] + (%)"IC(') para y = 2.
(109)

Sin embargo, el W—ciclo (i.e. y = 2)enelcasod = 1
o el V- ciclo (y = 1) en el caso de (106b) implica
6 = yCy = 1. Entonces el trabajo no es mds propor-
cional a n;.

Proposicion 4.9. Si 6 = 1 el niimero de operaciones es
acotado por

[(vCs + Cp + C)l + Colmy (110)

donde C(’) = Cy/ny.

La estimacién (108) y (109) muestra que ciclo W
(y = 2) tomo cerca del 50 % mads trabajo que ciclo V
(y = 1). Note que el nimero vCs + Cp + C¢ corresponde
al trabajo de la iteracion dos mallas cuando la solucién
de la ecuacién en la malla gruesa no es contada. La prue-
ba de la Proposicion 4.7 muestra que el trabajo realizado
en la malla gruesa / - 1,/ — 2,--- es rapidamente de-
creciente, sin embargo se incrementa un niimero de y**
ecuaciones auxiliares en el nivel k a solucionar.
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4.6. Full Multimalla
4.6.1. Algoritmo

Dado algin proceso iterativo, la natural elecci6n del
inicio es una aproximacion aceptable u? y luego realizar
varios pasos de la iteracién. Para la iteraci6n multimalla
el programa deberia ser

iy = uf (111)
for j:=1:(1):ido MGM(l, &, f1);
El error de ii; satisface
Ny — urlley < N = il (112a)

donde ¢ es el nimero de contraccién de la iteracién con
respecto a ||.||lz . En particular, la eleccion mds simple es
u? = 0 produciendo una estimaci6n de error relativo:

liit; — willa

< (siu) =0).
Ileerll 2

(112b)
Para obtener un error (relativo) fijo &, uno necesita
j = log(e)/log($) = O([log(e)]) iteraciones. Frecuente-
mente, € no es dado por anticipado y uno tienen que
elegir un aceptable valor. Usualmente, se toma & mas
pequefio que el error de la discretizacién (i.e.|lu; — ul|
con u solucién del problema continuo). Desafortunada-
mente, el tamafio cuantitativo del error de discretizacion
no es conocido a priori, sino sélo su comportamiento
asintotico O(h;‘)(K: orden de consistencia). Por lo an-
terior tomamos & = O(h}), entonces tenemos que

i = O(log(hn))

iteraciones son requeridos para obtener una aproxi-
macién i; con un error del tamafio del orden de dis-
cretizaci6n. El correspondiente nimero de operaciones
es

O(nllog()]) = OCh;“[log(h]).

La iteracién anidada descrita posteriormente (llamada
full multimalla) tiene varias ventajas:

(1) A pesar que a priori no se conoce el error de dis-
cretizacidn &g, la iteracion anidada produce una
aproximacion i; con un error O(&isc)-

(ii) La iteracién anidada es mds barata que la simple

aproximacién (111). Una aproximacién con un er-

ror O(&qisc) s calculado por O(n;) operaciones.

(iii) Ademds de i, las soluciones en las mallas gruesa

ftj-1, #j-1, -+ - son también aproximaciones y estan

dispuesto para uno.

La iteraci6n anidada puede ser combinada con cualquier
proceso iterativo y frecuentemente junto con sucesivas
iteraciones de sobre relajacién. La idea es obtener un
buen punto de inicio u? por medio de iteraciones sobre
la malla gruesa.

Algoritmo 4: Iteracion anidada

fig == Lg' * fos (113a)
fork=1:(1):1 do
begin flk = ].)'I_lk_]; (] ]3b)

for j=1:(1):i do MGM(k,ii, fi) (113c)
end

En cada nivel k = 1,2,,---,1, i iteraciones son re-
alizadas. El valor inicial es obtenido de la aproximacién
en la malla gruesa ii_;, p denota alguna interpolacion .
Desde el punto de vista de la programacion la eleccion
6ptima es p = p(p del algoritmo multimalla), puesto que
ninguna subrutina adicional es necesaria. Sin embargo
interpolaciones p de 6rdenes mds altos que p deberan
ser tomados en consideracién.Una apropiada eleccién de
i ser discutido en la siguientes seccién. El mismo valor
i, puede ser escogido para todos los niveles, puesto que
los nimeros de contraccién de la iteracién multimalla
son acotados independientemente del nivel 0 < k < L.

5. Analisis de suavizacion

El comportamiento convergente de los métodos multi-
malla depende en gran manera de las propiedades de
suavizacién vistas en la seccién 4.4.2. Una herramien-
ta util para estudiar la eficiencia de los efectos de
suavizacién es el Andlisis de Fourier. Con €]l deseamos
encontrar métodos que reduzcan los componentes de al-
tas frecuencias del error.

Tal como se indico en la seccién 4.1 el suavizador es
importante pues reduce los modos de altas frecuencias,
mientras que la correccién en la malla gruesa comple-
menta el proceso eliminando las componentes de baja
frecuencia del error.

Si elegimos los componentes del operador correc-
cién de malla gruesa, de tal manera que se elimine las
componentes suaves de error, podemos aproximar el fac-
tor de convergencia del método multimalla por su re-
spectivo factor de suavizacion. '

Un anélisis de dos mallas intenta aproximar el radio
espectral de (I - pL,'_'l pLI)S ; para el algoritmo de dos
mallas, mientras que el andlisis de suavizacién evalda
el radio espectral de S, , el factor de convergencia del
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suavizador multimalla, aplicando Gnicamente a las com-
ponente oscilatorios del error.

5.1. Transformada discreta de Fourier

Definimos
V(@) = exp(i(j-6)) (modos de Fourier) (114)
con j € I, 6 € ® (nimeros de onda) con
I={j:j=01J2)» Ja=0,1,....,Ne = 1}  (115)
©=1{0:0=(61,62),0q = 2nke /N,
ke = —mg, o+ ;Mg + po,a = 1,2} (116)
donde
T _ Na-l .
Pea=0, me==5—,  Ngimpary,
Pe=1, mg= Nzﬂ -1, N, par.

5.2. Definicion de factor de suavizaciéon de mo-
do local

Sea
Ly = fi

y sea el método de suavizacién

(117)

g =S +A Y, S =A""'B, Li=A - B;. (118)

g' = §7e° (119)
Ahora supongamos que entre los modos de Fourier
¥(0) podemos distinguir modos suaves (6 € ;) y mod-
os oscilantes(8 € ©,), donde
O=0,U0, 0;,N0,=0. (120)
Definicién 5.1. Factor de suavizacién de modo local.
El factor de suavizacion de modo local p del método de
suavizacion (118) es definido por

p = sup{|A(6)| : 6 € O,}. (121)

5.3. Semimallado

Con un semimallado existen al menos una direccién
enel cual iy en £,..; es también igual como en ;. En esta
direccién no ocurre superposicién puesto que los modos
de Fourier sobre €); serdn los mismos que sobre £2;-1.

Ejemplo 5.1. Sea d = 2 y asumamos que hj_, = hj(semi
engrosamiento en la direccion y). Entonces

Qs = ON{[-m, 7l X (-n/2,7/2)}, O, =0\ (122)

5.4. Definicién de independencia de tamaiio de
malla del factor de suavizacién

Se tendrd un método de suavizacién sobre la malla
Q) si existe px independiente de N, , tal que

p<px<l, VYN, a=12,---,d (123)
Sin embargo, p definido por (121) depende de Niq,
puesto que ©;, depende de N,. Para obtener una in-
dependencia del tamafio de malla lo que implica (123)
tenemos que definir un conjunto ©;, > ©;, con

©,, independiente de N, o, y definimos

p =sup[lao): 00, | (124)

asi se tiene

p<p (125)

y se tendrd un método de suavizaciénsip < 1.

5.5. Modificacién del factor de suavizacion
para condiciones de frontera de Dirichlet

Necesitamos considerar ahora el efecto de las condi-
ciones de frontera, en particular, las condiciones de fron-
tera de Dirichlet. Para problemas con condiciones de
frontera de Dirichlet, conocemos que el error en la fron-
tera es siempre cero, y asi se puede ignorar los nimero
de onda donde 8, # 0, cambiando la definicién de ©, en
(121)

©P = (0:0=(01,02 " ,04),00 = 27tka/Nia,ka # 0,
N, N;,
== L
d
T T
of = 0P ﬂ(_i’ ol oL = eP\ @2, (126)
a=1

(127)

donde el siper indice D sirve para indicar una frontera
de Dirichlet. El factor de suavizacién es ahora definido
como
pp = sup(lA(6)| : 6 € ©). (128)
5.6. Expresiéon explicita para el factor de am-
plificacion
Ahora para determinar los factores de suavizacion p,
p o pp de acuerdo a la definicion (121), (124) y(128)
tenemos que solucionar el problema de valores propios

S (0) = AW ()
con S dado por (118). Asi, tenemos que solucionar

B, y(6) = AO)A; (6). (129)
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Usando la notacién plantilla (129) se puede representar
por:

S By (m, Wones(©) = A6) ), Ar (m, D j(6) (130)

jezd jezd
5.7. Métodos de suavizacién para una ecuaciéon
de tipo anisotrépica

En esta seccién veremos el andlisis de suavizacién
usando los métodos cldsicos de iteracién como métodos
de suavizacién para una ecuacién de tipo anisotrépica

5.7.1. Jacobi puntual

Jacobi puntual con correspondiente amortiguacion
corresponde a la separaci6n de la (17), en notacién plan-

tilla.
A1 (0) = w 'L(0), Ar(j)=0,j#0. (131)

Asumiendo condiciones de frontera periédicas obten-
emos, usando (13) en el caso especialc =1, s =0

A0) =1+ w(ecosO —e+cosb—1)/(1+e) (132)

).

El minimo valor de p y el correspondiente valor éptimo
de w son

obteniéndosesi0 < e < 1:

P>
p = max{|l - 20|, |l — ——
p max{l w| ’ I_H;w

p=(2+8)/2+3e),
-]

pp = max{|l - 2w|,|1 - ew(1 + 27%/N?)/(1 + &)}

w=2+2&)/2 + 3¢)

4

,e=1 W=z
g—0

(133)

— W

por lo que pp = + O(N~2).

Observacion 5.2. Jacobi puntual no es un método ro-
busto para ecuaciones de difusién anisotrdpicas.

5.7.2. Jacobi lineal

Similarmente se tiene

=1
4] = w-‘[o 2e+1) 0]

-1
A0) = 2550 134
1+¢&—cos0, @ (134)
[AGr, 0 =1, siw=1

Sin embargosie | 0y w = 1 tenemos 1 = 0.

pp = méx {|A(6) : 6 € ©P|} = mix (12(x, 7/2), A, I}

con y = 2r/n € 9OP.

op ~ (1+27%H*[e)!, — h'Ing:o (135)
£,
. w
p=max{1———,|l—-2w|}. (136)
l1+¢&
_ 1+2¢
P=3r2e (o)
Eligiendo w = 0,7 obtenemos
0,7
p=max{l - ——;0, 1
p max{ T+e 6} (138)

Observacion 5.3. Con Jacobi Lineal tenemos un
suavizador aceptable para todo 0 < & < 1, con un w,
e-independiente.

5.7.3. Suavizacién de Gauss Seidel puntual

) 0
- 2(e+1) O
-1

(Ar]l= € ] (139)

[oNeRe

. [Bl]=[0

ge'l + e

—ge™ + 2 +2 e (140)

A0) =

Para £ = 1 (Ecuacién de Laplace) tenemos
1
p = |A(/2, cos™@4/5))| = 5 (141)

y para semimallado en la direccién y

(142)

Lo que establece que para £ < 1 se tiene una buena
suavizacién, pero para € > 1 uno deberia escoger un
semimallado en la direccién x. Se podria tener en casos
précticos que £ < 1 en una parte del dominio y & > 1
en ofra.
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5.7.4. Ecuacion de anisotropica - Gauss Seidel lineal
vertical

-1 0
[A]1=]| - 2+1) 0|, [B1=|0 0 & | (143)
-1 0
ge
A(6) = -
©) —ge™ + 2 +2 —2c0s(65) (44
El factor de suavizacién de (144) es
” -1
A= = ( + 1) ] (145)
[ V5
y -
_1
e[e? +4(1 + - cos()?] o< 165
PD 2 -3
€ [4 (1 +€—- §cos(<p)) + €2 sen((,a)z] LE2 "'2‘5
(146)

con¢ =2n/N =2xhy h=1/N.

Cuando € > 1 tenemos de (145) y de (146)

por lo que se predice una mala suavizacién.

Por supuesto que para £ > 1 un Gauss Seidel lineal
horizontal deberia ser usado. Un buen suavizador para
un arbitrario € es un Gauss Seidel lineal alternante. En
tal caso tenemos que

A(6) = 2(6)A.(6),

con las subscripciones z y v referido a un Gauss Seidel
lineal horizontal y vertical, respectivamente. De este mo-
do

P = pzpvsPD < PDPDy- (147)

Tenemos A,((61,62);€) = A((62,61); 1/£). Puesto que
@y, es invariante cuando 8; y 6, son intercambiados ten-
emos p,(€) = p,(1/¢), asi de la ec.(145) que

p,(e) = méx[-l—,(2a+ 1)—‘]. (148)

Vs

Proposicion 5.4. Para un Gauss-Seidel lineal alternante
tenemos

57122 + 1)
p<1/s (149)
p<522/e+1)7!

0<e<(V5-1)/2 : p<
(V5-1)/2<e<(V5+1)/2
(V5+1)/2<e

5.7.5. Gauss Seidel Red-Black

Los método de suavizacién Gauss Seidel Zebra y
Red-Black, necesitan de un tratamiento especial, porque
los modos de Fourier ¢(8) no son invariantes bajo estos
métodos iterativos, pero si para ciertos subespacios gen-
erados por sus combinaciones lineales.

Asumiremos que N;| y N2 son pares, tenemos en-
tonces

v(6) = e’ (150)
con
j=(j]7j2)’j(7=011,27""Nl‘a—l (151)
y
ke
fe®= {((9,,62),9(, = 2nN Jke = —mg, - c- mg + 1
lLa
(152)
conmgy = Njo/2 -1
1 L= oAy 2 _ ol _ Slgn(@})ﬂ
e®;=0n[-3,7) 6 =0 ( sign(aé)ﬂ
0 sign(8hHm
3 _pl _ — gl _ 1
0" =0 ( sign(@%)n ) gt =0 ( 0
(153)
donde
. -1 6<0
sign(@) = { 1 050
Sea
'//(9;)
6
¥(©) = 52633 , uj= Z cg‘l’j(())
0e0;
w(e*)
Un error antes de la suavizacién es
= =@, y(g), (154)
entonces luego de la suavizacién estard dado por
g' = (A(O)co) ¥(0), (155)

con A(6) una matriz de 4 X 4, llamada matriz de ampli-
ficacién. Si se usa una relajacién SOR, entonces

AB) = wAB) + (1 — W)

donde w es una pardmetro de amortiguamiento de rela-
jacién e [ es la matriz identidad.

(156)

El factor de suavizacion

Comparando con @; definido en (153) se tiene que
los modos de Fourier oscilatorios

w(6%), y(0°), (@),

mientras que el modo de Fourier suave es representado
por

1//(91), excepto cuandof)! = —11/266) = —x/2.
P 1 2
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Usamos el operador proyeccién sobre el espacio
generado por los modos de Fourier oscilatorio para poder
asumir la eliminacién de los modos suaves.

Q(6) = diag {6(9), 1,1, 1}

cond(@) =1si6; =-506,=-5,y60) = 0 en otro
caso.

Para problemas con condiciones de frontera de
Dirichlet podemos hacer como antes, pero los mimero de
onda del tipo (0,63) y (65,0), s = 1,3,4 no son tomados
en cuenta (notamos que 62 = 0 no puede suceder), 6sea
los elementos correspondientes de cg son reemplazados
por cero. Esto puede ser implementado reemplazado QA
por POA con

157)

P(6) = diag {p1(6), 1, p3(0), pa(6)} (158)

donde p;(81,6,) =0si6; =0y/o 6, = 0; p1(61,6,) =1
en otro caso; p3(61,6,) = 0, si 6 = 0 (asi 6] = 0),
p3(61,62) = 1 en otro caso; pa(6y,62) = 0si6, =0
(asf @ = 0), pa(61,6,) = 1 en otro caso.

La definicién de factor de suavizacion es:

pp = méx {y(P(O)Q(O)A(D)) : 6 € Og). (159)

Un factor de suavizacién independiente del tamafio de
malla es p

p=sup((QOAWB): 6]  (160)
— 2
con @ = (—% g) .
Gauss Seidel Red-Black
Los valores propios de PQA son
41 = 0=23(0)
20 = 3[pyudl+p) +pm@ -],  (161)
40 = 3ur[ps— pa+pa(ps + pa)]

y los dos tipos de factor de suavizacion de Fourier son

p,pp = mix {lwA2(6) + 1 — W}, lwAs(@) + 1 —w| : 0 € O}

(162)
donde p; = p3 = ps = 1 en (161) da p, y escogiendo pj,
P3, pa como fue definido antes de la ecuacién (158) da
pp en (0,0).

Observacién 5.5. Con w = 1 tenemos p = -}3 para la
ecuacion de Laplace. Esto es mejor que Gauss Seidel
Lexicogrdfico, para el cual p = % (Ver ec.(141)).

Tabla 2. Factor de suavizacién p 'y pp con Gauss
Seidel Red Black para la ecuacién difusion anisotrépica
con B = 0 discretizada de acuerdo a (13); N = 64.

B=0
w=10 w=0,7
& p PD )
1000 0.99800 0.98981  0.99860
100 0.98033 0097088  0.98621
10 0.82645 0.81851  0.87851
1 025  0.24760 0.475
0.1 082645 081852  0.87851
0.01 0.98030 0097088  0.98621
0.001 099800 0.98981  0.99860
0.0001 0.9998 0.99249  0.99998

Relajéciﬁn Gauss Seidel Zebra: X-Linea
Los valores propios de POA son

216 = 0=43(6)
20) = L[piomQ+pm)+ pan(=1+pm)],
A4(6) 3 2(1 + p2) + papa(=1 + p12)]

(163)
Los dos tipos de factores de suavizacién de Fourier son
dados por (162), tomando A3, A4 de (163).

Proposicién 5.6. Para ¢ = 1 (ecuacion de Laplace),
w = 1 (sin amortiguamiento) tenemos

p:p:

EN

Proposicién 5.7. La suavizacion de zebra horizontal no
es robusto para una ecuacién de difusion anisotrdpica
(Ver la tabla 3 ), y lo mismo es cierto para una zebra
vertical

Relajacién Gauss Seidel Zebra: Y-Linea os val-
ores propios de PQA son

A6 = 0=2300)
20 = 3[piovi+ pavi(v = D], (164)
40 = 5[l +v)+p3va(v2— 1]

Tabla 3. Factor de Suavizacién con Gauss Seidel Zebra
o, pp para la ecuacion de difusion rotada discretizada
de acuerdo (13); N = 64.

ﬁ =0 ,3 =90
€ PD 14 PD
1 0.247608 0.25 0.24760
0.1 0.81851 0.125 0.125
0.01 0.97088 0.12476 0.12476
0.001 0.98842 0.12459 0.07112
0.0001 0.99020 0.12459 0.00997
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Gauss Seidel zebra alternante Los valores propios
de la matriz A, 4 X 4 son:

1(6) 0= 23(6)
20O) = H-(pa(—pm)pa (=1 +vi)vi)—-

spipt (1+p)vi (1+v)], (165)
40 = rps(=1+p)p (=1 +v)va+

2 (1 + ) va (1 4 v2)]

Tabla 4. Factor de Suavizacién p, pp con Gauss

En este caso el método de G-S Lineal Y Zebra es el que
tiene mejor factor de convergencia.

Tabla 5. Analisis de convergencia del MGM para la
ecuacion modelo (4d)con B = 0y N = 64,y = 2,v| =
2,vo = 0. i Niimero de iteraciones realizadas, T factor
de reduccién media teniendo a Gauss Seidel Red-Black
Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X y Gauss Seidel
Zebra Y.

Seidel Zebra Alternante para la ecuacion difusion d il = il ,“L"u;'—f"” T
anisotrépica rotada sin amortiguamiento discretizada G5 Retl Dllack Honzonty Zehig
et e (i5 I €l [ 7 103E-06 289E-03 0126
N =04 0.1 35 692E07 10IE-03 0654
001 250 6.99E-06 126E-03  0.95I
0.001 500 9.00E-03 0335 0989
= G-S Lineal X Zebra
B=0 =90 T 7 1.03E-06 843E05 0.126
. . o , o5 pn 0.1 35 762807 1.I3E-03 0656
T 003541 003517 0.03541 003517 0.03517 01 250 T00E06  LJEGR D5
0. 010165 010024 0.10103 0.09960 037209 Do Sp 9OIRGS « D386 | 0980
001 02189 0.12074 0.12189 0.12073 0.88866 G-S Lineal ¥ Zebra
0.001 012432 007047 0.12432 0.07047 0.98809 1 ¢ BEDG  I4SENS 009
0.0001 0.12456 0.00989 0.12456 0.00989 0.99880 0. 6 25307 3.12E-05  0.071
001 6 428E08 275806 0.053
0001 6 546E-09 3.54E-08  0.037
6. Pruebas computacionales y conclu- 0.0001 3 5.87E-10 5.11E-10 0001

siones

Finalmente queremos mostrar el andlisis de convergen-
cia del método multimallas haciendo uso del andlisis de
suavizacién desarrollado en el capitulo IV. La primera
ecuacién modelo usada es (4) con 8 = 0 (ningtlin termino
mixto) y el los pardmetros del método multimallas son
N =64,y =2,v; = 2,v, = 0 (esquema W, con 2 itera-
ciones de pre-suavizacién y ninguna post-suavizacion ).
El valor inicial es ug =0.

El criterio para observar la convergencia del méto-
do multimalla en resumen es el siguiente: si el factor
de convergencia computacional es préximo al factor de
suavizacién significa que el corrector en la malla grue-
sa (CGC) est4n funcionando correctamente. Recordemos
que para hacer el andlisis de suavizacién se asumio que
el CGC anula las componente suaves y por lo tanto el
factor de convergencia que se obtiene proviei. del anéli-
sis de los modos oscilatorio.

En la Figura 2 se muestra la independencia de la
convergencia de los métodos multimalla con respecto al
tamafio de paso & = 1/N, caracteristica que no poseen
los métodos iterativos clasicos.

En la tabla 5 se muestra el factor de convergencia
(donde 7 es el factor de reduccién media) para el méto-
do multimalla teniendo como suavizador a Gauss Sei-
del Red-Black Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X'y
Gauss Seidel Zebra Y. Se observa aqui que la anisotropia
(€) es determinante para elegir el método de suavizacion.

Se demostr6 de la tabla 3 que el factor de
suavizacién Gauss Seidel Zebra vertical X, para una
fuerte anisotropfa, es un mal suavizador para 8 = 0; pero
para 8 = 90, lo que es equivalente a tener un Gauss Sei-
del Zebra Y, es un excelente suavizador. El método mul-
timalla con este suavizador se comporta andlogamente,
lo que también quiere decir que el corrector de mal-
la gruesa (CGC) es bueno. La convergencia para estos
métodos es ilustrado en la Figura 3 donde el decaimien-
to del error en escala logaritmica es el esperado.

7. Conclusiones

A diferencia de los métodos de iteracién cldsicos,
que dependen del tamaiio de paso elegido (1) y empeo-
ran a medida que éste se reduce, los métodos multimallas
demuestran una independencia del tamafio de paso.

No deberia de usarse como suavizadores los méto-
dos iterativos de Jacobi o Gauss Seidel puntual cuan-
do se incluye un pardmetro de anisotropfa. Lo mads re-
comendable es usar un método de relajacién por bloques
y alternante, por decir Gauss Seidel Zebra Alternante,
cualquiera sea la ecuacién. El tinico inconveniente es que
si la anisotropfa se presenta claramente en una direccion
el costo computacional es mayor si es que se usard tnica-
mente un método de relajacién por bloques en la direc-
cién de la anisotropia.

El método multimalla se presenta como un método
eficiente, pues el costo computacional es proporcional
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al nimero de variables. Adicionnalmente éste método es
usado para resolver ecuaciones lineales que deriven de
la discretizacién de EPDs de tipo elipticos y se pueden
usar como pre-condicionador en los métodos basados en
subespacios de Krilov (Por ejemplo con Gradiente Con-
jugado [15]).

Posteriormente se podria analizar el factor de
suavizacién con mejores métodos de relajacién, por
ejemplo, el de factorizacién incompleta (ILU) incluyen-
do ademés el término mixto 8 # 0 e implementar un

programa que no use recursion.
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El objetivo de este trabajo es hallar el nicleo de viabilidad para un problema de control en tiempo
discreto asociado a modelos de gestién de recursos renovables distribuidos por clases de edades. El nicleo
de viabilidad juega un papel muy importante ya que describe los estados para cl cual podemos controlar
y mantenernos por siempre (tiempo infinito) en una configuracién deseable, definido en este caso por un
factor econémico y biolégico. No obstante, calcular explicitamente este nicleo de viabilidad no es una tarea

facil en general.

Palabras claves: Teoria de control, viabilidad.

The goal of this paper is to find the viability kernel to a dynamical control in discrete time associated
to models in management of renewable resources distributed by age class. nowing this viability kernel has
practical interest since it describes the states from which controls can be found that maintain the system
in a desirable configuration forever. However, computing this kernel is not an easy task in general.

Keywords: Control theory, viability.
1. Introduccién

En este trabajo estudiaremos el siguiente sistema en
tiempo discreto descrito por la ecuacién en diferencia:

{ N(t+1)=g(N(),A(), t=0,1,--- )
N(0) dada,

donde la variable N(¢) pertenece al espacio de estado de
dimensién finita X = R™ y la variable A(t) pertenece al
espacio de control, también de dimensién finita, U = R™v.
La funcién g : X x U — X representa la evolucién del sis-
tema.

Asociado a la dindmica (1) y a un conjunto arbitrario
no vacio D C X x U, llamado conjunto deseable, se define
el nicleo de viabilidad como el conjunto

3(A0),A(1),--+)
(N(0),N(1),---) verificando

VD) =y NOI (v a@) e’y 1)
para todo t=0,1---
Debido a que cada N(0) en V(g,D) implica

(N(0), A(0)) € D para algtin A(0) en U, se tiene
V(g,D) C V(D) := Projx(D);

pero, en general la inclusién es estricta.

Desde el punto de vista aplicativo en gestién de pesca
(relacionado a la conservacién y el aprovechamiento ade-
cuado de las especies en estudio), el conjunto deseable

D podria ser definido por ejemplo considerando dos as-
pectos: bioldgico y econdémico, donde el primero de estos
dos aspectos podria exigir que el nivel de biomasas de las
especies (peces) no sea menor que un cierto nivel prefi-
jado N* (previo estudio de bidlogos especialistas en este
sector), y que el segundo aspecto podria exigir que el
nivel minimo de pesca no sea menor que un cierto nivel
prefijado p* (previo estudio de rentabilidad econémica re-
alizadas por los agentes pesqueros). Asi, en resumen este
conjunto vendria expresado de la siguiente forma:

D={(N,A):N>N*"AN>p},

donde en este caso, la variable de estado N representa la
biomasa (medida en toneladas) y la variable de control
A representa el esfuerzo de pesca tal que AN representa
el nivel de pesca (también medida en toneladas).

Conocer el nucleo de viabilidad tiene un interés muy
importante, ya que describe en nuestro caso el conjunto
de biomasas iniciales (en el instante ¢ = 0) para el cual
puede ser controlada (variando A en un conjunto factible
que depende del conjunto admisible D) y mantenerse por
siempre (para t = 1,2,---) en una situcién deseable (re-
specto a D) y asf evitar por ejemplo la extincién de las
especies en estudio. No obstante, calcular este nicleo de
manera explicita no es una tarea fécil en general.

Una interesante estrategia, al menos teérica2, para
calcular este nucleo de viabilidad se obtiene introducien-
do los asf llamados nicleos de viabilidad hasta el instante

LEl trabajo del primer autor fue realizado durante su estadfa (Julio-Agosto del 2008) en el IMCA.
2En la prictica, calcular los conjuntos Vi (g, D) también resultan una tarea nada facil en general.
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k, denotado por Vi(g, D), definidos por

3 (A0),---, A(K) ¥y
(N(0),---,N(k)) verificando
(N(t)a’\(t)) €D parat=0,---,k
y (1) para t=0,---,k—1

Vi(g,D) := < N(0)

Por definicidn,
V(g,D) C Vit1(9, D) C Vi(g, D) C Vo(g, D) = V°. (2)

Ademas, por induccidn, los nicleos de viabilidad has-
ta el instante k satisfacen la siguiente relacién de progra-
macién dindmica,

VO(g’D) =VO,
A% ,]D) — NEV )]D
k+1(9, D) { x(9, D) y g(N,)) € Vi(g,D)

Debido a la relacién (2), se tiene la aproximacién sigu-
iente:

INeU, (N,\)eD }

V(g,D) C (] Vi(g, D) = lim Vi(g, D).
keN

Ademds (ver [5]), si la sucesién {Vi(g,D)}r=0,1,2,.. S€
estabiliza, esto es, si para algin k se tiene Vi(g,D) =
Vz41(9, D), entonces para p > 1 se tiene Vi, ,(g,D) =
Vi(g,D) y ademds Vi(g,D) coincide exactamente con
V(g, D).

Esto se resume en el siguiente teorema [5]:
Teorema 1. Respecto a una iteracidn arbitraria finita
k, las dos relaciones siguientes son equivalentes:

i) Vk(g7D) = Vk+1(g= D)
i) Vi(g,D) = V(g, D).

Asf, para encontrar el nicleo de viabilidad se deben
hallar en cada iteracién los conjuntos Vi(g,D) y ver
en que momento se obtiene la igualdad en z). Pero, a
menudo, no es una tarea ficil expresar explicitamente es-
tos conjuntos Vi (g, D). En efecto, la dificultad radica en
el hecho que en cada iteracién surgen nuevas restricciones
ya sea sobre la variable de estado o sobre la variable de
control (o ambos), y atin teniendo la igualdad en ), puede
ocurrir que V(g,) no quede expresado explicitamente;
esto dependers mucho del conjunto deseable D y de la
dindmica g que intervienen en el problema. Mas adelante
veremos que para la dindmica y los conjuntos deseables
estudiados en este trabajo, este nicleo de viabilidad se
obtiene de manera explicita haciendo uso el Teorema 1.

2. Un modelo con clases
de edades

En esta parte estamos interesados en estudiar un
problema de gestién de recursos pesqueros modelado por
el sistema (1), pero ahora representando a la variable
de estado N como un vector de abundancia. El tiempo
considerado es medido en afios y el tiempo con indice

t € N representa el inicio del afio ¢ y del periodo an-
ual [t,t 4+ 1[. A € N denota la edad maxima de las es-
pecies en estudio y, para estas especies de case de edad

~a € {1,---,A} (todos expresados en afios), denotamos

por N = (Ng)a=1,--,4 € Rﬁ la abundancia por edades:
paraa=1,--- ,A— 1, N,(t) es el niimero de individuos
de edad entre a—1y a al inicio del periodo anual [¢,t+1[;
N4(t) es el nimero de individuos de edades mayores que
A-1.

Las componentes N, de N satisfacen la dindmica sigu-
iente: Paraa=1,--- ,A—1,

N (t + 1) 1= e~ Met2OFI N (1),

donde:
s M, denota la tasa de mortalidad natural de peces
de edad a (en realidad constante).

= F, denota la tasa de mortalidad por pesca de los
individuos de edad a, entre los periodos t y  + 1,
suponiendo constante durante el periodo [t,t + 1{;
el vector (Fy)e=1,.,4o es llamado vector de ex-
plotacién.

= \(t) denota el esfuerzo de pesca aplicado durante
el periodo [t,t+ 1] .

Como Ny4(t) es el mimero de individuos de edades
mayores que A — 1, un término adicional aparece en la
relacién dindmica,
= e—(MA~1+t\(i)FA—1)NA_1(t)

ek T X e‘_UWA‘!')\(t)FA)NA(t)

Na(t+1)

donde 7 toma el valor 1 si en el modelo también inter-
vienen peces de edades mayores que A (los de la “3era
edad”) y O en caso contrario. En cuanto al reclutamien-
to, vamos a considerar, por simplicidad, un reclutamiento
constante R:

Ny(t)=R paratodo t=0,1,2,---
Necesitamos también hacer las siguientes notaciones
(ver [6]):
» La biomasa desovante que intervendrd como indi-
cador en la definicién del conjunto deseable D, seré:

A
SSB(N(t)) =Y _ YawaNa(t),

a=1

donde v, € [0,1] representa la proporcién de peces
de edad a, que estan aptos a reproducirse. La can-
tidad w, representa el peso por pez de edad a.

» Las capturas por edad:

Ca(N, N) = Ak,

_ _ o= (Ma+AFa)
)\Fa+Ma(1 e )N,

= La biomasa capturada Y (IV, \), este serd el segun-
do indicador que intervendrd en la definicién del
conjunto deseable D,

A
Y(N,X) =) waCa = (k(X),N)

a=1

REVCIUNI 12 (1) (2008) 20-24
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con k(A) = (k1(A),---,ka(A)), donde pata a =
T

AF,

— o~ (Ma+AFa)y
Wog L L e )

Ka(A) =

2.1.

Trataremos de obtener la igualdad entre dos conjun-
tos consecutivos de la sucesién {Vi(g,D)}r=0,1,.. con-
siderando un primero conjunto deseable D = ID; definido
de la siguiente manera:

'}
bl

Biim > Ymin - 3)

Un primero conjunto deseable D,

YN,)\ Z min
D, = {(N, A) €RA xR, SéB(I\Z) ZyBum

teniendo en cuenta la siguiente condicién:

Respecto a la evaluacién real de stock de las especies
en estudio, el conjunto ID; representa un buen conjunto
deseable. En effecto, la biomasa desovante y los desem-
barques (la funcién Y) son indicadores utilizados tradi-
cionalmente en la literatura. En este caso, la igualdad %)
del Teorema 1 para algiin k, se obtiene adicionando una
condicién bastante razonable.

Evaluacién de Vy(g,D):
Teniendo en cuenta nuestro modelo, este conjunto tiene
la siguiente expresién:
_ Ire R, t.q. Y(N, A) 2 Ymin
woon20 = (] I 5B L '

De acuerdo a las condiciones impuestas previamente, este
conjunto puede ser reducido a una expresién més sim-
ple: primero notemos que si pescamos mucho, la pesca
en término de biomasa serd igual a la biomasa total, es
decir,

A
Jim Y(N, ) = ;waNa.

Ahora, como Z;‘Ll weN, > SSB(N), entonces, si
SSB(N) > Biim, la condicién (3) implica que para algiin
A € Ry, la relacién Y(N, ) > ymin se verifica. De esta
manera el conjunto Vg(g,D;) puede ser expresado como

Vo(g,Dl) = {N (S RA 1 SSB(N) > ma} E

Evaluacién de V,(g,D,):

Por definicién y teniendo en cuenta la dltima expresién
de Vo(g,D1), el conjunto Vi(g,D;) queda expresado de
la siguiente forma:

tal que Y (N, \) > ymin

Vl(.q’Dl) = {N
y SSB(g(N,})) = Biim

SSB(N)> Bum y IA€Ry }

Similar al hecho anterior, la expresién de este conjunto
puede ser simplificado: para N fijo, consideremos A* (que

depende de N) tal que Y(IN, A*) = ymi,. Entonces, te-
niendo en cuenta la monotonia de las funciones g (respec-
to 4 la variable de control A\) y SSB, podemos reescribir
V1(g,D1) como

SSB(N)> Biim ¥y
Vito. By = { ’ SSBN AN Bur |
En efecto, si tomamos N tal que SSB(N) > Bim ¥y
SSB(g(N,\*)) = Bim entonces, teniendo en cuenta que
Y (N, *) = Ymin, se muestra que N € V;(g,ID;) con
A = X* en la definicién de este conjunto. Reciproca-
mente, sea N en V;(g,I;), entonces existe A € R, tal
que Y(N,A) 2> Ymin ¥ SSB(g(N,A)) 2 Biim. Asi, por la
monotonfa de las funcciones g (respecto a la variable de
control) y SSB, tenemos

§8B(g(N, ")) 2 SSB(g(N,})) Z Brim,

y por lo-tanto, la ltima expresién de Vy(g,D;) se verifi-
ca.

Evaluacién de Vy(g,D;):
Ahora, para V,(g,D;) es un poco més complicado. De-
notemos N’ := g(N, \) para A € R,., entonces

SSB(N) 2 Biim

(]
y 3X € R, tal que
N Y(N, ’\) 2 Ymin,
SSB(N') > Biim ¥
SSB(g(N',\"*)) = Biim

Vo(g,Dy) = 3X € Ry tal que (N, \) € Dy }

y g(N,)) € Vy(g,D)

con \'* tal que Y(N',A"*) = Ypmin.

El nicleo de viabilidad

Como podemos notar, la dificultad de poder expresar ex-
plicitamente los conjuntos V;(g,D;) (i = 0, 1,2) crece con
i. En esta parte, daremos una condicién suficiente (y ra-
zonable desde el punto de vista aplicativo en este sector
de pesca) para que la inclusion siguiente se verifique:

Vl(gle) CVZ(glel)' (4)

Asf, aplicando el Teorema 1, obtendriamos una expresién
(explicita en este caso) del nicleo de viabilidad V(g, D, ).

Para encontrar esta condicién, prosigamos de la sigu-
iente manera: primero, tomemos un N en

SSB(N) > Bl y 3IAER,
N| tal que Y(N,)A) > Ymin
= {

y 'SSB(g(N,})) 2 Biim

SSB(N) > Bim y
SSB(g(N1 Am)) > Bh'm

Entonces, existe un A tal que Y(N,A) > ymin ¥

SSB(g(N,A)) > Biim. Teniendo en cuenta la monotonia

de las funcciones g (respecto a la variable de control Ay

Vi(g,D1) =
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SSB, existe A > ) tal que SSB(g(N, 5\)) = Blim, y como
la funcién Y es creciente (también respecto a la variable
de control A), entonces la condicién sobre la funcién Y en
la expresién del conjunto Vo(g, D) también se verifica.

Denotando N’ = g(N, ), entonces una condicién
suficiente para que la inclusién (4) se verifique es que
N’ esté en Vy(g,1D;). Como SSB(N’) = Bjim, entonces
debemos mostrar que SSB(g(N’,\'*)) > SSB(N') =
Biim con A* satisfaciendo V(N )\'*) = Ymin-

Esto nos lleva al siguiente hecho:
Proposicién 1. Si para todo N y A* tal que Y (N, A*) =
Ymin la condicion siguiente se verifica:
SSB(N) = Bjym => SSB(g(N,\*)) > Biim -
Entonces, V1(g,101) C Va(g,D1), y por lo tanto

SSB(N) z Biim  y }

V(gle)l) ;Vl(gaDl) = {N SSB(g(N,)\*)) % Bl

2.2. Un segundo conjunto deseable D,

Consideremos ahora un nuevo conjunto deseable te-
niendo en cuenta las observaciones anteriores. En este
caso, el vector de abundancia estd acotado inferiormente
sobre todos sus componentes, esto es

= {(N,)) € RAXRF |Y(N,)) > Ymin ¥ N = Npmin} .

En la observacién abajo, veremos la relacién existente
entre este conjunto deseable y el conjunto deseable I;
definido en la subseccién anterior. Similar a los hechos
anteriores, definamos los conjuntos Vi (g,D;) y V(g, D).

Proposicién 2. Sea ZA L WalNSim >
que para Amin tal que Y (Nmin, Amin) = Ymin Se tiene

9(NVmins Amin) = Nmin. Entonces
V(g,D2) = Vo(g,D2) = {N|N > Npin}-

> Ymin Y ASUMAMOS

Demostracién. De la misma manera que con el con-
junto D; podemos explicitar Vo(g,D2) y Vi(g,D2) de la
siguiente manera:

Vo(g,D2) = {N € R*| N > Npnin}

y

Vl (g, Dg) = {1\7 | N 2 ]Vmin. y g(f\i’, /\*) Z Armin}-

Ahora vamos a mostrar que Vo(g,ID5) C Vi(g,D2). Para
tal efecto, tomemos N en Vo(g, Ds). Entonces N > Npin
y por hipétesis, g(Nmin, Amin) = Nmin. Sea A* tal que
Y (N, A*) = Ymin, entonces como Y es una funcién cre-
ciente de N, tenemos

Y(Nw /\mzn) > Y(Jvmina )\min) =

La desigualdad anterior implica que A* < Apin ya que Y
es en realidad estrictamente creciente con A. Asi, hacien-
do uso nuevamente la monotonia de g, tenemos

Q(N, /\*) 2 g(Nmina)\min) Z Nmin

y por lo tanto la inclusién Vo(g,D2) C Vi(g,D2) se
verifica. Ahora, aplicando el Teorema 1, concluimos que
V(g)D2) = VO(gs DZ) = {N | N Z Nmin} . a

Ymin = Y (N, A%).

Observacién 2.1. En contraste a lo sucedido con el
conjunto deseable Dy, la determinacidn explicita del
nidcleo de viabilidad haciendo uso el conjunto descable
Dy, es bastante directo. Ademds, si elegimos Nmin tal
que SSB(Nmin) > Biim, entonces tenemos la inclusion
stquiente:

V(g,D2) C Y(g,D1).

Una forma prdctica de calcular el pardmetro Npin en
el conjunto deseable Dy, es como sigue: si tenemos los
datos de abundancia sobre varios anos (aquf la unidad
de t, es en afios), podriamos definir por ejemplo

min_ N{
tE[Tc,

NS =

min

donde [Ty, T) denota el intervalo de arios en los que ten-
emos datos de abundancia.

2.3. Generalizando el conjunto deseable
Dy

De la proposicién anterior podemos decir que las ex-
presiones exactas de las funciones Y y g no son muy im-
portantes. Lo importante son sus propiedades de mono-
tonfa. As{, podemos pensar en una generalizacién del con-
junto deseable D, y obtener un resultado similar a la
Proposicién 2.

Proposicién 3. Asociado a la dindmica (1), considere-
mos el siquiente conjunto deseable:

Y(N,2) 2 Ymin
D3 = {N\ y F(N) > Fon }

donde Y y F satisfacen las siguientes hipotesis:

s Y:XxU— R es una funcién creciente con re-
specto al control y al estado, separadamente.

= F:X — X es una funcién estrictamente creciente
componente a componente, esto es,

Va=1,2,---A y V(IN,N)eXxX,
Na> N = Fy(N) > Fa(N').

= 3 Npin tal que F(Nmzn) = Fin

- F(g(Nminy)‘m'in)) Z Fmin
Y(Nmin, /\min) = Ymin-

para Amin tal que

Entonces,

)ZFmin}~

V(g,D3) = Vo(g,D3) = {N | F(N
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Demostracion. Primero explicitemos los dos
primero nicleo de viabilidad hasta el instante k(= 0,1):

Vo(g,D3) = {N eR*|F(N) 2 F(Nmin)}-
SSB(N) 2 Biim
Vl(g:DS) = {N' F(g(]sf, A)*)) Zl F(N):nzn) } .

La idea de la prueba es similar a la demostracién de la
Proposicién 2. Como antes, mostraremos que Vo (g,D3) C
Vi(g,3). Para tal efecto, tomemos N € Vy(g,D3). En-
tonces F(N) > Fpin = F(Nmin) y como F es estricta-
mente creciente, tenemos que N > Ny,;,. Sea A\* tal que
Y(N,X*) = Ymin = Y (Nmin, Amin). Entonces, por la
monotonia estricta de Y (respecto a la variable de control
A), tenemos Apin > A* y asf

g(N, ’\*) > g(Nmin, /\min)

Nuevamente, haciendo uso la propiedad de monotonia es-
tricta de F' concluimos directamente que

F(g(N)’\*)) 2 Fmin

y por lo tanto la inclusién Vo(g,D3) C V;(g,D3) se veri-
fica. Aplicando el Teorema 1, concluimos que V(g,D3) =
Vo(y,D3) = {N | F(N) = F(Nmin)}. O

3. Conclusiones

Encontrar el micleo de viabilidad de manera explicita,
depende mucho del tipo de restriccién que se considere
en el conjunto desable . Por ejemplo, con una restric-
cién de dimensién igual a la dimensién del estado (como
en el caso del conjunto deseable DD2), podemos ficilmente
obtener este nicleo de viabilidad, pero si la restriccién
es de dimensién inferior que la dimensién del estado (co-
mo en e] caso del conjunto deseable D), la tarea deviene
mucho maés dificil. Ademads, podemos intuir, para el caso
de D ; que se necesitaria de A iteraciones, si la dimensién
del estado es A, para obtener las igualdades en i) y ii)
del Teorema 1.

1. J-P. Aubin.
542 pp.

2. N. Bonneuil and K. Miillers. Viable populations in a prey-
predator system. Journal of Mathematical Biology, 35(3):
261-293, February 1997.

3. M. De Lara, L. Doyen. Sustainable Management of Natural
Resources. Mathematical Models and Methods. Springer,
2008.

4. M. De Lara, L. Doyen, et al. Monotonicity properties for
the viable control of discrete time systems. Systems and

Viability Theory. Birkhiuser, Boston, 1991.

Control Letters, 56(4):296--302, 2006.

5. E. Ocaiia , M. De Lara , et al. Explicit Construction of Vi-
ability Kernels for Sustainable Management of Ecosystems
with an Application to the Hake-Anchovy Peruvian Fish-
eries. To appear in the journal of Mathematical Biology,
Springer.

6. T. J. Quinn, R. B. Deriso. Quantitative Fish Dynamics. Bi-
ological Resources Management Series. Ozford University
Press, New York, 1999. 542 pp.

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 12 (1) (2008) 20-24



Revista de la Facultad de Ciencias de la UNI, REVCIUNI 12 (1)(2008) 25-32

_Espectrometria de Resonancia Ciclotrénica de Tones (FT-ICR): Una poderosa
herramienta para el analisis estructural y el estudio de reacciones ion-molécula
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FT-ICR (“Fourier Transform Ion Cyclotron Resonance Spectroscopy ™) es una espectrometria de masas de muy alta resolucion,
basada en el efecto de un campo magnético intenso sobre la trayectoria de particulas de carga ¢ y masa m. Su principal caracteristica de
confinar iones por largos periodos de tiempo, permite estudiar la cinética y termodindmica de reacciones ién-molécula en fase gascosa.
Acoplada con fuentes de ionizacién “suave”, tales como MALDI o ESI, constituyc una poderosa herramienta para la identificacién y
analisis estructural de macromoléculas (biomoléculas, polimeros, “clusters”, etc.).

Palabras clave: FT-ICR, MALDI, ES], espectrometria de masas, macromoléculas, cinética, termodinamica.

FT-ICR ("Fourier Transform Ion Cyclotron Resonance Spectroscopy") is a mass spectrometry with very high resolution. It is based
on the effect of an intense magnetic field on the trajectories of charged particles of charge ¢ and mass m. Its main feature of trapping ions
for long periods of time allows to study the kinetics and thermodynamics of ion-molecule reactions in the gas phase. It coupled with
“soft” ionization sources, such as MALDI or ESI, is a powerful tool for identification and structural analysis of macromolecules

(biomolecules, polymers, clusters, etc.).

Keywords: FT-ICR, MALD]I, ESI, mass spectrometry, macromolecules, kinetic, thermodynamic.

1. Introduccion

La Resonancia Ciclotrénica de lones con Transfor-mada
de Fourier (FT-ICR) es la técnica de espectrometria de
masas que proporciona la mayor resolucion alcanzable
actualmente. Esta propiedad, combinada con la utilizacion de
fuentes de ionizacién suave (ESI, MALDI) ha hecho de la
FT-ICR una técnica de eleccién para determinar, por
ejemplo, masas “exactas” de proteinas.

Hay otras propiedades, practicamente exclusivas de esta
técnica y mucho menos conocidas, que son de importancia
comparable. La clave se encuentra en la posibilidad de
almacenar iones (positivos y negativos) en un tiempo que va
desde decenas de milisegundos a decenas de minutos a muy
baja presién. Ello permite observar y seguir las reacciones
entre iones y moléculas neutras. Este seguimiento
proporciona informacién cuantitativa sobre la cinética y la
termodinamica de los procesos estudiados. Ademds, los
jones se pueden aislar y someter a un estudio
individualizado, se pueden excitar cinéticamente por medio
de radiofrecuencias o activar selectivamente algunos de sus
enlaces por medio de radiaciones (generalmente IR) usando
laseres apropiados. Esta tltima opcion conduce a la
fragmentacién controlada de los iones y proporciona una
informacién muy valiosa sobre su estructura.

Es de destacar el uso de FT-ICR en campos como la
proteémica y metabolémica particularmente en la
determinacion de masas exactas, secuenciacion de pétidos y
proteinas, etc.

El abanico de las aplicaciones de esta espectrometria es
amplio y, a pesar de que su costo €s elevado en comparacion
con otras técnicas de masas convencionales, hay un

considerable incremento de usuarios en distintos campos de
la ciencia y la tecnologia.

2. Fundamentos y aplicaciones de la FT-ICR

En este apartado establecemos los fundamentos de la
espectrometria FT-ICR, describimos sus caracteristicas, las
posibilidades de realizar experimentos selectivos muy
interesantes y finalmente los principios y las aplicaciones,
particularmente con fuentes de ijonizaciéon “soft” (ESI,
MALDI) acopladas, para macromoléculas de importancia
bioldgica (sacaridos, péptidos, proteinas, etc.), industrial
(polimeros) y en general moléculas con enlaces débiles,
practicamente imposibles de estudiar mediante técnicas de
masas convencionales, incluidas las FT-ICR “clasicas™.

2.1. Espectrometro FT-ICR: Descripcidn e importancia

FT-ICR es una espectrometria de masas basada en el efecto
de un campo magnético sobre la trayectoria de particulas
cargadas (movimiento ciclotrénico) (Fig. la). Los iones
generados por ionizacion electronica, o provenientes de una
fuente externa (ESI, MALDI, etc.) se introducen en una
celda de confinamiento y analisis (Fig. 1b). La celda esta
situada dentro de la regién de un campo magnético
permanente homogéneo e intenso (B, entre 1 y 25 T)
producido generalmente por una bobina super-conductora.

Los iones (con carga q y masa m) dentro de la celda se
mueven, confinados por campos eléctricos, cn orbitas
circulares con frecuencia ciclotronica,

0 = (¢/m)B, (H
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Figura 1a. [én bajo un campo magnético B.
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Figura 1b. Esquema de la celda de confinamiento y del
circuito electrénico del espectrometro FT-ICR
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Los iones son acelerados (proceso de excitacién)
coherentemente mediante pulsos de radiofrecuencia (RF)
hasta alcanzar radios de giro adecuados e inducir sefiales de
corriente imagen en las placas de deteccién (proceso de
deteccion). La sefial completa estd formada por sefiales
sinusoidales cada una de las cuales tiene la frecuencia
ciclotrénica de la correspondiente especie idnica presente en
la celda. Una vez amplificada, la sefial se digitaliza y
acumula en un ordenador, luego mediante un algoritmo
répido de Transformada de Fourier (FT) se extrae la
frecuencia y  amplitud para cada  componente,
deconvolucionando y registrando de esta manera un espectro
de intensidades en funcién de la relacién m/q (espectro de
masas).

La muy alta resoluciéon y sensibilidad de la FT-ICR-
comparada con cualquier espectrémetro de masas
convencional- hacen de esta técnica una poderosa
herramienta de trabajo para el estudio de una amplia
variedad de reacciones fisico-quimicas del tipo i6n-molécula
en fase gas con utilidad en diferentes campos de la ciencia y
la tecnologia. Desde su introduccién por Comisarow y
Marshall en 1974 [1], FT-ICR ha visto incrementar
continuamente su versatilidad y aplicabilidad, de tal forma
que en la actualidad existen varios centenares de
instalaciones en el mundo. Es de destacar que en los tltimos
tiempos la importancia de esta técnica ha quedado de
manifiesto particularmente con la introduccién de fuentes
externas de ionizacién “soft” (desarrolladas en la década del

80) como son las fuentes de “electrospray” (ESI) o MALDI
("matrix-assisted laser desorption ionization"). Estas fuentes
han revolucionado la utilidad de la espectrometria de masas
(especialmente en el campo de la proteémica) con el estudio
de macromoléculas de importancia bioldgica (sacéridos,
péptidos,  proteinas, nucledtidos, etc.), complejos
organometalios, "clusters" diversos, polimeros sintéticos y en
general sistemas moleculares que presentan enlaces débiles y
una variedad de complejos no-covalentes.

2.2. Caracteristicas

a) Confinamiento de iones (positivos y negativos) por
periodos variables de tiempo: es la propiedad fundamental de
la FT-ICR y se obtiene por medio de una combinacion de
campos magnéticos y eléctricos en la celda de cuatro placas
(Fig. 1b) que se mantiene bajo alto vacio (entre 107 - 10"
mbar).'A' diferencia de las técnicas de espectrometria de
masas habituales, los iones sobreviven por tiempos "largos",
hasta 15 min en un experimento "normal". Durante este
tiempo, y pese a las bajas presiones de trabajo, los iones
pueden colisionar cientos de veces con moléculas neutras. La
deteccién de las especies i6nicas presentes se observa
practicamente en tiempo real y los tiempos de reaccién que
se pueden explorar facilmente varian entre 1 ms y varios
minutos.

La posibilidad de seguir la intensidad de los iones en
funcién del tiempo permite determinar la cinética de las
reacciones ion-molécula 'y, en muchos casos, la
termodindmica de esos procesos [2].

b) Rango de. masas registrados: Van desde 10 Da vy,
dependiendo entre otros factores, del campo magnético y los
voltajes de confinamiento, pueden alcanzar varios miles de
Da. Por ejemplo para un campo B,= 7 T se puede llegar
incluso a una masa critica de 274.000xq Da [3a], lo que
implica que en ICR las frecuencias ciclotrénicas estan en el
rango de 10 KHza 10 MHz.

c) Sensibilidad, definida como la relacién sefial/ruido (S/N),
la sensibilidad de FT-ICR es de las mas altas comparadas
con la de otras técnicas de la familia de espectrometrias de
masas, pudiendo llegar a ser més de 10 veces mayor que la
de un TOF (Q-TOF o Q-Star) convencional.

d) Limite de deteccién, definido como el minimo ntmero de
iones que se pueden detectar a partir de una sefial "no-
amortiguada" y en un periodo de adquisicién simple de 1s,
para producir una sensibilidad S/N de 3:1 (esto es, una sefial
mensurable). Este limite en condiciones normales de
operacion viene a ser ~ 187 iones [3b]. Espectros FT-ICR de
buena calidad se pueden obtener con 10° a 10* iones, de tal
manera que las cantidades molares de muestra usada estin en
el rango de pmol-fimol [3b] y en casos como el de las

macromoléculas biolégicas se llega al orden de los attornol
[4,5].

¢) Resolucién y poder de resolucién (R): La resolucién en
espectrosocopias de masas se define como el ancho de un
pico del espectro a la mitad de su altura maxima (Awspy, 6
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Amsgy,), y el poder de resolucion, R, es la relacion w/Awsgy, 6
m/Amsgy. El poder de resolucion en FT-ICR es,

R= m/Amsg=-Bo/[(m/q) Awsgy] 2)

Una de las caracteristicas mas importantes de la FT-ICR es
su muy elevado poder de resolucion, pudiendo llegar a ser
entre 10 y 100 veces mayor que el de un TOF convencional.
En nuestra experiencia hemos conseguido R =~ 2 x 10° con
presiones de 10 mbar y B, = 4.7T. Valores mucho mayores
de R se pueden conseguir a bajas presiones (107 - 107°
mbar) como en el caso del N* (bajo B,=3T), R~ 2.5 x 10", ¢
indudablemente la resolucion aumenta con el aumento de B,,.
Aunque R disminuye al incrementarse m/q, se han reportado
valores del orden de 10° para m/q=400 [6]. En el caso de
moléculas biolégicas, en el rango de masas 10% - 10°> Da es
posible alcanzar resoluciones mejores que 1 Da usando iones
con cargas multiples gracias al empleo de fuentes externas de
lonizacidn.

f) Fuentes idnicas utilizadas: La aplicacion satisfactoria de la
técnica FT-ICR requiere la ionizacién y confinamiento de
especies de interés. Para los compuestos volatiles estos
procesos no revisten dificultad alguna y se llevan a cabo
dentro de la celda de analisis por ionizacién “in situ” o
ionizacioén interna, siendo lo mas habitual la ionizacion
electrénica (EI). Los electrones usados para El también se
pueden emplear para inducir la ionizaciéon quimica (CI) de
ciertas especies. La fotoionizacion (PI) es otra de las fuentes
usadas (de las primeras en ser implementadas) y requiere de
una fuente de radiacion (laser, lampara de arco, etc) dirigida
a lo largo del eje de la celda. Mediante PI se han estudiado
muchas rutas de reacciones idn-molécula, estructuras iénicas,
energética, cinética e identificacién de una variedad de
compuestos [7,8].

Para el caso de compuestos poco volatiles, como metales
y organometales, se suelen usar laseres energéticos que por
ablacion del material se volatiliza el compuesto para generar
los correspondientes iones [9-11]. Sin embargo, para la
ionizacién de macromoléculas como complejos no-volatiles,
macromoléculas bioldgicas, polimeros sintéticos, etc., es
imprescindible el uso de fuentes externas de ionizacidén.
Estas fuentes estdn habitualmente separadas de la celda de
analisis por varios estadios de bombeo diferencial, y los
iones generados se inyectan mediante guias idnicas
adecuadas. Entre las fuentes externas usadas destacan las de
alta presion, de “clusters”, ESI y MALDI. Estas dos tltimas
las describimos mds adelante.

g) Versatilidad para el acoplamiento de interfases y técnicas
adicionales, como pueden ser las fuentes idnicas externas,
interfases cromatograficas (cromatografia de gases y
liquidos) [12-14], sistemas de electroforesis capilar [15] o
técnicas como REMPI (“resonance-enhanced multiphoton
ionization”) [16], con resultados satisfactorios y que abren
perspectivas muy prometedoras para el estudio de fendmenos
novedosos y excitantes en distintos campos de la ciencia y la
tecnologia.

2.3. Experimentos sclectivos

Las propiedades de la técnica JCR asi como la aplicacion
de la FT permilen una scric de experimentos muy
mimportantes, ademds de los habitualmente realizados:

a) Seleccidn de iones. Dada una mezcla de especies idnicas,
es posible seleccionar una o mas de entrc ellas y expulsar las
restantes. Se pueden estudiar asi las reacciones individuales
de cada especie.

b) Excitacion, activacidn e irradiacion selectiva de iones. Se
puede excitar selectivamente un i6n dentro de una mezcla o
bien un i6n previamente seleccionado. Afadiendo un gas
inerte (p. ¢j. Ar) se pucde llegar a fragmentar el 16n excitado
por colisiéon con las moléculas o atomos del gas inerte
(disociacién activada o inducida por colision, CAD é CID).

El patrén de descomposicion CID aporta informacién
estructural importante del compuesto estudiado. Para la CID
de iones, el método mas habitual es el SORI (“sustained off-
resonance irradiation”™) [17]. En SORI los iones
seleccionados son altamente excitados y desexcitados
mediante excitacion periddica con frecuencias proximas a la
frecuencia ciclotrénica del idn.

La activacion de iones seleccionados también se puede
realizar por colision superficial inducida  (SID),
fotodisociacion ultravioleta (UVPD), disociacién
multifoténica de infrarojo (IRMPD), disociacion por
radiacion IR de cuerpo negro (BIRD) o disociacion por
captura electronica (ECD).

c) Identificacion v_secuenciacién de macromoléculas: Un
campo de investigacién interesante y muy actual es la
identificacion y secuenciacién de proteinas. Mediante la
técnica FT-ICR se puede identificar una proteina, tanto por
el procedimiento de la “huella digital” de la masa de proteina
(PMF) como por las técnicas de disociacion. PMF incluye el
ensamble adecuado de los péptidos (componentes de la
proteina) inequivocamente identificados gracias a la elevada
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Figura 2. Fragmentacion de un péptido.

resolucion de la técnica FT-ICR. Es posible obtener
informacién mas detallada de la proteina a partir de técnicas
de disociacion como SORI-CID, IRMPD o ECD las que
ademds permiten obtener informacion de la secuencia del
ordenamiento de aminoacidos monomeros presentes en los
péptidos (Fig. 2).
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2.4. Espectrometria de masas aplicada a macro-moléculas
y complejos poco volatiles.

Como ya mencionamos anteriormente, la generacion de
iones de forma “clasica” en espectrometros de masas
(incluyendo FT-ICR) se realiza habitualmente por ionizacién
interna (EI) y por ablacion o desorcion laser. Estas
modalidades son practicamente inaplicables al caso de
complejos poco volatiles, macromoléculas o biomoléculas.
El advenimiento y desarrollo de fientes externas de
ionizacion “soft” (desarrolladas en la década del 80) como
son las fuentes de “electrospray” (ESI) o MALDI ("matrix-
assisted laser desorption ionization") han superado los
problemas de volatilizacién/ionizacién en espectrometria de
masas, revolucionando de esta manera el estudio de
macromoléculas, especialmente en el campo de la
proteémica. Estas técnicas permiten estudiar de manera
satisfactoria compuestos poco volatiles (p.ejem. complejos
organometalicos), macromoléculas de importancia biolégica
(sacéridos, péptidos, proteinas, nucleétidos, etc.), industrial
(polimeros) y en general moléculas que presentan enlaces
débiles y una variedad de complejos no-covalentes.

Uno de los pioneros en aplicar satisfactoriamente la
espectrometria de masas al estudio de macromoléculas
biologicas, fue el Prof. Fenn de la Universidad de Yale,
quien fue galardonado por tal motivo con el premio Nobel de
Quimica en 2002. Su grupo utilizé por primera vez, en 1988,
una fuente ESI para la identificacion de polipéptidos y
proteinas de masa molar 40 kDa [18,19]. El otro
galardonado con el Premio Nobel 2002 fue el Prof. Tanaka
[20], quien en 1987 logrd extraer proteinas ionizadas en
forma de gas, utilizando un laser de baja energia para excitar
y extraer la proteina “disuelta” en un determinado sustrato
(matriz). Este principio fue utilizado por Karas y Hillenkamp
[21] para desarrollar la técnica MALDI (matriz-assited,
laser-desorption ionization).

Las fuentes de ionizacion vienen acopladas a analizadores
de masas, que pueden ser: de sector magnético, de tiempo de
vuelo (TOF) o FT-ICR. Los mas extendidos son los TOF,
pero el espectrometro que presenta mayores prestaciones, no
s6lo como una poderosa técmica analitica (por su muy
elevada sensibilidad y resolucion) sino particularmente como
una herramienta que permite el estudio “in-sine” de
variopintas reacciones ién-molécula, es la FT-ICR.

2.5. Fuentes de ionizacion ESI y MALDI acopladas al
espectrémetro FT-ICR

a) Fuentes ElI- MALDI (matrix-assisted laser desorption

ionization)

Las fuentes de impacto electronico (EI) y MALDI vienen
combinadas en un solo mddulo y ambas estan dentro de una
camara de alto vacio.

La fuente MALDI (Fig. 3) incluye un laser de nitrégeno
(337nm) o YAG (266nm) con dispositivos de focalizacion y
guia (lentes y espejos) hacia la zona de desorcién controlada,
donde esta situado el soporte matriz-compuesto de estudio.
Esta region suele estar a un vacio mejor que 10~ mbar.

La matriz contiene una pequefia cantidad del compuesto
de estudio diseminado de tal manera que el conjunto es una
disolucién s6lida homogénea. La matriz sirve como elemento
‘"amortiguador y difuminador” de la energia de la radiacion

Analizador
de masas

o Analito
° Matriz

Figura 3. Fuente MALDI.

laser incidente, cuya absorcion causa una rapida excitacion
vibracional, produciendo la extracién de "clusters" que
contienen las moléculas del compuesto de interés, los que a
su vez quedan libres para su posterior ionizaciéon (por
ejemplo por protonaciéon de la matriz foto-excitada)
formando especies tipo [M+X]" (X=H, Li, Na, K, etc.),
especies multi-cargadas (+n), dimeros, trimeros, etc.; iones

negativos (formados por deprotonacion) y radicales
moleculares ionicos.
Una vez generado los iones, se eyectan

electrostaticamente hacia una guia i6nica que puede ser una
guia cuadrupolar de radiofrecuencia (Q-RF) (Fig. 4), la que
conduce de modo eficaz los iones, en un amplio rango de
masas, colimados y con baja energia de inyeccion (< 10 eV)
hacia la célula ICR.

El sistema de guia i6nica cuadrupolar, puede operar con

=

Figura 4. Guia ionica cuadripolar.

@ &

frecuencias que permiten registrar rangos de masa bajos
(100-1000 m/q) y altos (400- 2500 m/q), con precision
menor que 1ppm, poder de resolucién mayor que 600.000 y
sensibilidad del orden de 50:1; todo ello en un FT-ICR de
7T.

b) Fuente de “Electrospray FTMS” (ESI) (Fig. 5)

A diferencia de MALDI, la fuente ESI genera iones a
presion atmosférica a partir de un dispositivo que nebuliza
disoluciones salinas del producto bajo estudio. Los iones
(macromoléculas protonadas o desprotonadas) se acumulan
en un hexapolo (bajo alto vacio) y luego se inyectan en
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forma de pulsos para su posterior conduccién, p. ejm.

.| Analizador
de masas

gotas cargadas

- Figura 5. Fuente “Electrospray” ESI.

mediante una guia Q-RF, hacia la célula ICR. La "multi-
protononacion” (protonacidn en varios sitios accesibles de la
macromolécula) es el proceso mas habitual en las
biomoléculas, y el i6n resultante puede ser portador de
cargas de entre n = +1 a +40 o incluso mas. El espectro
registrado consiste en una serie regular de picos que reflejan
la relacién m/q. Una de las teorias que permiten desentrafiar
satisfactoriamente los resultados obtenidos es la teoria de las
"multiples cargas" propuesta por Fenn [19] en 1987.

La resolucion es similar que en MALDI y presenta una
mayor sensibilidad (en muchos casos mas de 100:1). La
masa de liquido inyectado es del orden de pmol/ul con un
flyjo de pl/min.

El dispositivo ESI permite realizar experimentos
“tandem” MS/MS para el analisis estructural y es versatil a la
hora de acoplar un dispositivo de cromatografia liquida [22].
Ultimamente se han desarrollado dispositivos nano y micro
ESI [23-27] y también dispositivos de desorpcion (DESI)
[28] que mejoran las prestaciones de esta fuente. Asimismo
se han desarrollado fuentes de ionizacién hibridas,
MALDESI [29].

2.6. Aplicaciones importantes de la espectrometria de
masas con fuentes MALDI y ESI

a) Estudio y caracterizacién de biomoléculas y complejos
no-covalentes.

Desde su desarrollo, tanto ESI como MALDI
acopladas a espectrometros de masas, con especial
relevancia a la FT-ICR, se utilizan como una poderosa
herramienta de andlisis en el campo de la proteémica [30-33]
sobre todo para la deteccidn, identificacién o secuenciacién
de biomoléculas como péptidos, proteinas o grandes
complejos enzimaticos. Estas fuentes también muestran su
utilidad para la deteccion y estudio de enlaces débiles,
complejos  no-covalentes y  diversas interacciones
biomoleculares como la de proteinas con inhibidores,
cofactores, iones metalicos, carbohidratos, otros péptidos y
proteinas; pares enzima-sustratos o complejos de 4cidos
nucleicos. De esta manera y aunque tanto la cristalografia de
rayos X como RMN son los métodos habituales de eleccién
para obtener informacién estructural de las biomoléculas, la
espectrometria de masas con fuentes como MALDI y/o ESI

es una herramienta complementaria emergente de analisis y
seguimiento de procesos diversos, cuya utilidad esta siendo
cada vez mds importante en investigaciones biologicas,
bioquimicas, biomédicas o farmacoldgicas (basta con revisar
la bibliografia de los Gltimos afios).

A modo de ejemplo mencionamos algunos estudios
realizados utilizando como herramienta fundamental la FT-
ICR: Estudio de procesos de glicacion no-enzimatica de
péptidos/proteinas  [34], analisis de isotopdmeros
aminoacidos en  bacterias  [35], interaccién de
“clusters”/enzimas [36], disociacién de péptidos con cationes
de metales alcalinos térreos [37], anlisis de complejos no-
covalentes y pequefias moléculas poli-anidnicas [38],
caracterizacion estructural de complejos glicolipidicos de
bacterias [39], de complejos no-covalentes proteina-ligando
[40], de glicerolipidos foto-oxidados [41], de lipo-
polisacaridos altamente fosforilados y de sitios de
fosforilizaciéon en proteinas [42,43], de crioglobulinas de
membranas proteicas de patogenos [44,45], de polipéptidos
de proteinas precursoras de la enfermedad de Alzheimer
[46], de proteinas neuronales [47] y “screening” de
compuestos farmacolégicos y complejos no-covalentes a
partir de librerias combinatorias de componentes péptidicos
[48,49]; estudio de bases nucleicos de purinas y nucledsidos
[50] y eficacia de empaquetamiento de trihélices de péptidos
con enlaces de Fe [51], estudio de complejos formados por
iones Ca y péptidos, caracterizacién de sus correspondientes
enlaces [52,53]; reacciones de intercambio H/D con péptidos
protonados; secuenciacion de péptidos, flexibilidad y estados
de plegamientos de los mismos [54,55].

b) Estudio y caracterizacién_de compuestos organome-
talicos. complejos inorgdnicos y "clusters" diversos.

Si bien es cierto que las técnicas mas utilizadas para
estudiar la quimica de compuestos organometdlicos y
complejos con ligandos metalicos en disolucién son la
electroquimica y la espectroscopia NMR; la espectroscopia
de masas con fuentes ESI o MALDI proporciona
informacién complementaria y, en algunos casos, puede ser
usada para observar especies idnicas que son dificiles o
imposibles de detectar por las técnicas convencionales antes
mencionadas (p.ejem. especies paramagnéticas o que tienen
nucleos inadecuados para estudiar mediante NMR).
Mediante FT-ICR se han estudiado por ejemplo la
reactividad y el ensamblaje de complejos supramoleculares,
de “clusters” o de “nanoclusters™ [56-59], las reacciones de
intercambio de ligandos en complejos metalicos [60-63] la
quimica de los dendrimeros, etc. [64,68]

c) Estudio y seguimiento de reacciones intermedias.

La capacidad de la espectrometria de masas con ESI
para detectar especies intermedias en reacciones en
disolucién proporciona un medio adecuado de seguimiento
de las rutas de muchas reacciones [69], como aquellas que
incluyen la formacién de enlaces C-C o el estudio de
mecanismos de activacién de enlaces C-H en presencia de
catalizadores organometalicos [70]. El papel que juegan
estos catalizadores, por ejemplo en procesos de importancia
industrial, pueden ser estudiados de esta manera. Hay todo
un campo novedoso e inexplorado de la quimica capaz de ser
abordado con la espectrometria de masas [71].

d) Caracterizacion de sistemas poliméricos sintéticos
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La espectrometria de masas (MS) ha sido usada
para el estudio de sistemas poliméricos sintéticos desde la
década de los 60. La aplicacion ba estado limitada, en gran
parte, @ la caracterizaciéon de sistemas de polimeros con
aditivos y polimeros que han sufrido degradacién quimica o
térmica. El advenimiento de nuevas fuentes como MALDI o
ESI y sistemas de analisis han potenciado el papel de MS
para el estudio de los sistemas poliméricos y actualmente se
investigan varios aspectos como: distribuciones de pesos
moleculares y sus variaciones quimicas, identificacion e
informacién de grupos terminales, determinacion de aditivos
y defectos estructurales, cinética de polimerizacion,
microestructura polimérica a partir de una secuenciacion
parcial o total, de sistemas oligoméricos, conformaciones
poliméricas en fase gas.

Aunque no es féicil la preparacién de muestras
dentro de la matriz que requiere MALDI, esta técnica tiene
varias ventajas para la caracterizacion de sistemas
poliméricos, dado que los espectros obtenidos (verdaderas
distribuciones de picos) suelen estar bien definidos. El
sistema MALDI ha sido utilizado satisfactoriamente en el
estudio de sistemas co-poliméricos, como la microestructura
y composicién de copolimeros de etileno-mondxido de C
[72], caracterizacién de poliesters [73] y polioxialquileno-
aminas [74], estructura de distribuciones de tribloques de
polimeros de poli-oxipropileno, poli-oxietileno [75].

ESI tiene mayor impacto en la caracterizacion de
biopolimeros. Aqui es donde el uso de la fuente ESI
acoplada al espectrémetro FT-ICR juega un papel
importante. La elevada resolucién de FT-ICR permite
deconvolucionar el espectro obtenido, identificando de
manera univoca los sistemas poliméricos registrados. Existen
estudios de distribuciones de pesos moleculares [76], grupos
terminales [77] y composicién quimica [76b,78] usando la
combinacién técnica de ESI y FT-ICR. Su utilizacién en el
estudio de polimeros sintéticos es mas restringido, debido en
parte a la formacion de especies multicargadas que
incrementan mas atin la ya compleja distribucion espectral.

El futuro de la espectrometria de masas con fuentes
como MALDI o ESI en el estudio de los sistemas
poliméricos sintéticos, conjuntamente con otras técnicas
como las cromatogrificas, NMR u otras espectroscopias, es
bastante prometedor [79].

€) Seguimiento de procesos y caracterizacion de especies en
mezclas heterogeneas

La fuente ESI, acoplada al espectrometro FT-ICR,
tiene particular importancia tanto en la caracterizacion de
especies como en el seguimiento de procesos que tienen
lugar en mezclas heterogéneas como el petréleo, materiales
organicos presentes en aguas, suelos, sedimentos (é4cidos
himico y fiilvico [80,81] y los marinos [82]) o el vino [83].
Mencionamos algunos trabajos recientes realizados con el
petréleo crudo: distribucién de componentes aromaticos
policiclicos sulfurados en el crudo de Arabia Saudi [84],
caracterizacién y comparacién del crudo ruso y el del mar
del norte [85], identificaciéon de especies nitrogenadas en
procesos de hidrotratamiento [86,87] e identificacion de
compuestos 4cidos NSO [88,89], andlisis de compuestos
heterociclicos [90] y caracterizacién de petroporfirinas [91].

3. Conclusiones

FT-ICR es la técnica de espectrometria de masas que
proporciona la mayor resolucion y sensibilidad alcanzable
actualmente. Estas y otras caracteristicas (como el
confinamiento de iones) hacen de la FT-ICR una poderosa
herramienta de trabajo adecuada para el estudio de una
amplia variedad de reacciones ién-molécula en fase gas con
utilidad en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia.
Acoplada con fuentes de ionizacién “soft” como MALDI y
ESI, sirve no sélo para la identificacién y andlisis estructural
de macromoléculas (biomoléculas, polimeros, ‘“clusters”,
etc.), sino también para el estudio de la reactividad,
energética e interacciones moleculares en ausencia de
solventes.
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En el presente trabajo se presenta la sintesis de geles y particulas de SiO, por el método sol gel, a partir del
Tetraetoxisilano (TEOS), con etanol y agua, catalizado en medio acido y medio basico, obteniéndose a pH basico el gel mas
opaco y consistente, lo que no ocurrié en medio acido. Asi mismo se estudio el valor del tiempo de gelacién, con variacion del
pH y relacién H,O/TEOS (r), encontrandose para ambas curvas un valor minimo el cual corresponde a pH = 4 (catalisis acida)
y pH = 10 (catalisis basica); y un valor de r= 6 (para ambas catalisis). Los sélidos obtenidos en ambos casos muestran picos en

posiciones similares en los espectros infrarrojos (IR).

Palabras claves: Particulas de SiO,, método de sol gel.

This work presents the synthesis of gels and particles of SiO, by the sol-gel method, these are obtained using
Tetraetoxisilano (TEOS), ethanol and water; this process is catalyzed by acid and basic media, to pH basic the gel is more
opaque and consistent than to pH acid. Likewise we studied the values of gelation time for differents pH and those are
relationship with H,O/TEOS (r), we found a least at both curves which corresponds to pH = 4 (acid catalysis) and pH = 10
(basic catalysis); and a value of r = 6 (for both catalysis). The solid obtained in both cases shown similar peaks in the infrared

spectra (IR).

Keywords: Particles of SiO,, sol-gel method.

1. Introduccion

En un proceso sol gel, los precursores a través de
reacciones de hidrélisis y condensacién se conectan unos
con otros para formar el sol. Dependiendo de las condiciones
de la reaccién, el sol obtenido puede ser de naturaleza
polimérica o particulada (ver Fig. 1).

El proceso sol gel puede ser llevado acabo usando como
solvente el agua (método acuoso), o alcoholes (método no
acuoso). En el método acuoso el reactivo de partida es una
sal (M,X,) que contiene al metal de interés, el cual al ser
disuelto en agua, se dispersa en iones. Por incremento del
pH' los acuo ligandos (M-OH,), productos de la solvatacion
del metal en agua son convertidos en hidroxo ligandos (M-
OH o M-(OH)-M) y oxo ligandos (M=O o M-O-M).
Precipitados, soles estables o geles, son obtenidos por
modificacién de la concentracién, pH o temperatura de la
solucidn.

Es posible modificar el tamaiio, estructura y propiedades
del éxido obtenido™ modificando el pH, los precursores, el
solvente, etc. de la solucién. Los materiales obtenidos por el
método sol gel tienen diversos usos en Optica, electroénica,
como sensores, catalizadores, etc.

En el presente trabajo se obtuvieron particulas de oxido
de silicio por el método sol gel, este método es usado para
obtener 6xidos de diferentes metales y no metales a baja
temperatura, en comparacién con los métodos clasicos que
consumen mucha energia, debido a las altas temperaturas de
sintesis. En el caso de la preparacién de soles de silice, el
precursor mas comin empleado es el tetraetoxisilano

! Cotton, Albert. “Quimica Inorganica Avanzada”. Cuarta edicién. Limusa.
1990.

(TEOS), cuyas reacciones de hidrélisis y condensacién son
las siguientc52:

a) Hidrdlisis

Si(OC;Hs)aqy + 4H20¢) > Si(OH)y(ey + 4 C:HsOHgy  (1.1)
b) Condensacion

SiOH (o) + SiOH (g < Si-0-Si(s) + H20q) (1.2)
Si(OC,Hs)qy + SiOHqy <> Si-O-Si) + C;HsOHy, (1.3)

El progreso de la reaccion de condensaciéon da lugar
finalmente a la formacién de un gel, que consiste en este
caso de una red de enlaces Si-O-Si interconectada en tres
dimensiones. Los geles de silice son obtenidos, tanto en
medio acido como en medio bésico’.

El 6xido de silicio actualmente tiene una gran cantidad de
aplicaciones, las dispersiones coloidales de silice se puede
combinar con pigmentos, colorantes orgénicos, particulas
metalicas y una gran cantidad de compuestos quimicos,
antes que gelifique. Actualmente se ha logrado encapsular
células con 6xido de silicio a través de un proceso llamado
Biosil®, que es una variacion del método sol gel.

Es posible también obtener nanoparticulas de silice
usando el método propuesto por stober® en 1968, o el método

2 Brinker, C. Jeffrey “Sol — Gel Science™ Academic Press, Inc. United
States of America. 1990.

3 Picrre, Alain C. “Introduction to Sol-Gel Procesing”. Kluwer Academic
Publishers. Unitcd States of America: 1998.

4 Carturan, Giovanna Encapsulation of functional cells by sol-gel silica:
actual progress and perspectives for ccll therapy. 2004

5 Stéber W and Fink A J. Colloid and Interface Science 26 62. 1968.
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seguido por Kaifeng Yu® 2005 para la obtencién de
nanocubos de silice utilizando acido tartarico.
1.1.  Sol Gel Método no Acuoso

Los alcoxidos tienen la formula quimica M(OR),,
resultado de la reaccién directa de un metal y con alcohol
ROH, en este caso el agua es un reactante. Segin el método
no se introducen sales en el medio y el solvente puede ser

eliminado ficilmente por calentamiento, formandose
mondmeros u oligdmeros en solucidn.

oxido cristalino

solucion

Gel oxido amorfo

Figura 1. Esquema general del proceso sol gel

La desventaja de usar los alcdxidos metdlicos como
precursores es que son sensibles a la humedad, calor, luz y
requieren alto control de las condiciones de sintesis®. La
sintesis es rapida y sencilla, la ruta depende principalmente
de la electronegatividad del metal o semimetal.

El caracter idnico del enlace M-O, depende del tamafio y
electronegatividad de M, siendo el mas covalente Si-O.

El proceso se da en las mismas etapas que para el método
acuoso; el proceso de hidrélisis’ depende de:

- Lanaturaleza del grupo alcéxido.

- La naturaleza del solvente.

- La concentracion de cada especie en el solvente.

- La relacion molar del agua y el alcéxido r =
[H,O]/[alk]

- Latemperatura

Por ejemplo en el proceso de condensaciéon para del
alcoxido de silicio procede con eliminacién de una molécula
de agua (reaccién 1.2) o alcohol (reaccidn 1.3).

2. Parte Experimental

Se usaron los siguientes reactivos tetraetoxisilano
(FLUKA pureza = 98%), H,0 ultrapura de 18MQ"!, etanol
absoluto (SCHARLAYV Multisolvent HPLC grade ACS
ISO UV-VIS), acido clorhidrico fumante 37% MERCK,

¢ Kaifeng Yu et al. Materials Letters Synthesis of silica nanocubes by sol—
gel method 59 4013 — 4015, 2005.

"ller, Ralph K. “The Chemistry of Silica”. John Wileyy & Sons, Inc. United
States of America: 1979.

hidroxido de amonio 28 — 30% (J.T.BAKER Reagent
Grade).

Para determinar el tiempo de gelacion vs pH se procedid
de la siguiente manera:

Se agregé sobre el TEOS, etanol y agua en proporcién
1:2:4, ajustando el pH con ayuda de soluciones diluidas de
dcido y basen, controlando de esta forma el tiempo de
gelacion.

Luego se graficé el tiempo de gelacién vs la relacion
molar [H,O/TEOS] (r). Agregando al TEOS, etanol 1:2 y
una cantidad suficiente de agua para llegar al valor de r
deseado, ajustando el pH a 3.5 con ayuda de las soluciones
diluidas de acido y base.

El secado. del gel, se realizd a diferentes temperaturas: 100,
300, 600"y 900°C para catélisis acida y 300, 600 y 900°C
para catilisis bésica; en todos los casos el tiempo de
sinterizaciéon fue de 3horas, con una rampa de 2°C por
minuto.

3. Resultados y Discusiones

3.1. Catalisis Acida

3.1.1. Ticmpo de Gelacién vs pH

En la Fig.2 se muestra la relacion pH- tiempo de
gelacién, en la que se observa un maximo a pH = 2 y un
minimo a pH = 4. Se prepard una seric de 10 tubos de
ensayo conteniendo Etanol:TEOS:Agua 2:1:4 desde pH =
0.5a6.

La disminucién del t, a pH bajos (pH<2) se debe al
aumento de la velocidad de hidr()lisisz, el aumento de la
velocidad de hidrélisis con cantidades estequiométricas de
agua (r=4), hace que esta reaccién sea casi completa,
produciendo una gran cantidad de mondmeros de &cido
monosilicico (Si(OH),) y alcohol segin la reaccion 1.1, el
alcohol producido en esta reacciébn permite la rapida
homogenizacién de la solucién. Debido a la gran cantidad de
mondmeros disponibles el crecimiento del polimero ocurre
primero  entre  reacciones mondmero-mondémero y
posteriormente entre monémero-cluster’, formando de esta
manera la macromolécula gigante (el gel).

Debido a esto también se obtienen geles bastante ligeros
y poco compactos, ya que la velocidad de redisolucién es
bastante baja por lo que la reaccién de condensacién es casi
irreversible.

A pH>2 el tiempo de gelacién disminuye, esto es debido
al aumento de la velocidad de condensacién (reacciones 1.2
y 1.3), ademds la velocidad de hidrdlisis es pequefia, por lo
tanto no producira suficiente alcohol como subproducto de la
hidrélisis para permitir la homogenizacién de la solucién. La
condensacion ocurrird entre especies no hidrolizadas
totalmente Si(OH),OR4,. Posteriormente se realizd el
secado del gel a temperaturas de 100, 300, 600 y 900°C
caracterizndose estas muestras por espectroscopia IR.
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Figura 2. Tiempo de gelacion vs pH, usando catdlisis dcida
Etanol:TEOS:Agua 2:1:4

En la Fig.3 se aprecia el espectro IR de las muestras
obtenidas a diferentes pH y secadas a una temperatura de
100°C, no se observa ninguna variacion importante del éxido
obtenido, se adjudican los picos y bandas®® a los siguientes
modos vibracionales:

SiOH: v ~ 952 y 2600 — 3790cm™,
H,0: v~ 1628cm™
Si0,: v ~ 467, 800 y 1070 — 1200cm™

El pico que se observa alrededor de 2300cm' corresponde
al CO, del medio. La banda ancha de v = 2600 — 3790cm’™
pertenece a grupos de silanol Si-OH que aun puede contener
el 6xido, el pico de v = 1628cm™ que se tiene en todos los
espectros, es debido a la presencia de agua en la estructura
del solido, la cual puede estar enlazada a un grupo Si-O
mediante un puente de hidrégeno.

Al aumentar la temperatura se observa la disminucion de
esta banda hasta su desaparicién (Fig.4). Las bandas de v =
467,800 y 1070 - 1 200cm™ corresponden a vibraciones de
balanceo, flexién y estiramiento respectivamente del Si0,"
aumentan su intensidad al aumentar la temperatura, debido a
la formacién de enlaces O-Si-O a partir de Si-OH. El pico a
v = 952cm™ corresponde a la vibracion de un silanol, es
debido a esto que al aumentar la temperatura su intensidad
disminuye.

Al eliminar el agua es decir al hacer el tratamiento
térmico, se induce a la condensacién entre silanoles
adyacentes que pueden dar silanoles aislados o geminales. El
pico casi imperceptible de v = 3634cm™ corresponde a
silanoles geminales o aislados Fig. 5.

% Plinio Innocenzi Infrarcd spectroscopy of sol-gel derived silica-based
films: a spectra-microstructure overview, 2002.

% Plinio Innocenzi et al Highly ordcred sclf-assembled mesostructurcd
membranes: Porous structure and pore surface coverage, 2007.

10 Mapco de silice xerogel usando IR

Luego del tratamiento térmico al gel desde 100°C hasta
900°C, se observa como las bandas de agua disminuyen al
aumentar la temperatura, y su completa desapariciéon a T=
900°C, se aprecia el crecimiento de los picos de v =445y
794cm™ y la disminucién del pico a v = 940cm™, el cual
correspondia a un grupo silanol, también se aprecia la
completa desaparicién de la banda correspondiente al grupo
SiOH (v = 2500 — 3800cm™), es decir que conforme
aumentamos la temperatura eliminamos el agua y el solvente
que pudieron quedar atrapados dentro del 6xido o estar
unidos mediante un enlace simple, asi mismo promovemos
la condensacion entre grupos silanol adyacentes,
observandose las siguientes vibraciones:

SiOH: v ~ 940, 2500 — 3800cm-1,
H,0: v ~1640cm-1

Si0,: v ~ 445,794, 1065 - 1200

-
3
o
(37
f =
S
E [——pH=40]
E /\ J\/\\J
| \ /

Nzl

l ——pH=26
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Figura 3. Espectro IR de las muestras obtenidas a diferentes
pH y secadas a 100 °C durante 3horas
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Figura 4. Espectros IR de las muestra obtenida ar = 4, y
tratada a diferentes temperaturas por 3 horas.
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Figura 5. Formacién de un silanol geminal y silanol
aislado.
3.1.2. Tiempo de Gelacién vsr
Se prepar6 una serie de 10 tubos con valores de r entre 1
y 10 todos a pH = 3.5 y relaciéon Etanol: TEOS 2:1. Se
obtiene para cada valor de r un valor distinto de tg. En la

Fig.6 se muestra los resultados obtenidos de la variacion del
tiempo de gelacion con el cambio der.

500
L}
400
n
£ 3001 /
o) /
Q. /
E 2004 o
Ead = /
100 \ .
'\./.
o T T L} T
2 4 6 8 10
r (TEOS/H,0)

Figura 6. Variacion del tiempo de gelacion vs la relacion
molar HO/TEOS (v) a pH = 3.5.
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Figura 7. Espectro IR de las muestras obtenidas a pH = 3.5
y diferentes valores de r.

Se observa un méximo en la velocidad de gelacién o lo
que es lo mismo un minimo en el tiempo de gelacion, que
ocurre a un valor de r = 6, a r > 6 el tiempo de gelacion
aumenta, se debe al exceso de agua, que provoca una
inmiscibilidad entre el TEOS y la fase acuosa (alcohol +
agua + catalizador), no siendo suficiente el alcohol agregado
para su homogenizacién, debido a esto la reaccion se hace
mas lenta, mientras que a altos valores de r provocan la
hidrélisis de los enlaces siloxano aumentando el tyy. AT <6
la poca cantidad de agua afiadida no es suficiente para
completar el proceso de hidrdlisis, por lo que la reaccion se
hace més lenta, el agua producida por la condensacién ayuda
a que la reaccion pueda llevarse a cabo.

1

- LL/FJ_—_T—:\\G%—I,CV\\/H

\\./

4000 3000 2000 1000

namero de onda (cm™)

Transmitancia (u.a)

Figura 8. Espectro IR de la muestra obtenida a r = 10
ypH=35

Los espectros IR obtenidos de las muestras (Fig.7) son muy
parecidos en los picos correspondientes al H,O y vibraciones
del Si0», observandose como al ir incrementando el valor de
“r” aumenta también la intensidad de la banda del silanol
(SiOH), debido a la inmiscibilidad entre el alcoxido y la
solucidn acuosa. Los picos que aparecen son los mismos que
los que se observaron para la Fig.3.

SiOH: v ~ 942 y 2500 — 3800cm™
H,0: v ~1643cm™

Si0,: v ~ 463,780 y 1070 — 1340cm™

Al hacer el tratamiento térmico a las muestras (Fig.8), se
observa un notable crecimiento de los picos de v = 463, 780
y 1070 - 1340cm™ correspondientes a vibraciones del SiO, y
una notable disminucién del pico a v = 942 y 1643cm™
correspondiente a SiOH y H,O respectivamente, lo cual
confirma que al realizar el tratamiento térmico, promovemos
la condensacion de los grupos silanol vecinales, pero el pico
a v = 3660cm™ indica que aun en la estructura existen
silanoles presentes, esto es debido al alto valor de “r”
utilizado.
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SiOH: v ~ 942, 2500 — 3800 y 3663cm”
H,0: v ~1643cm™

SiO,: v ~ 463,780 y 1070 — 1340cm™’

3.1.3. Secado del Gel

Se realizd las medidas de pérdida de peso durante el
tratamiento térmico (Fig.9).

es de tipo cluster-cluster porque la redisolucion ocurre
preferentemente en las ramificaciones, el crecimiento ocurre
principalmente entre monémero-cluster.

A pH<I10 la condensacién ocurre principalmente entre
especies no hidrolizadas totalmente debido a la disminucién
de la velocidad de hidrolisis>. El gel es de naturaleza
particulada (en vez de polimérica como lo es en pH acidos),
por lo que ocurre dispersion de la luz y el gel se ve opaco.

n
90 1 160 ™~
80 » pH=4p0
70 ¢ pH=28 120
| v pH=492 G
o 80 % pH=10084 £
S 50+ 2 804
5 E ]
= 40 4 Q2
) J -
g 30- 401 \\
= E ]
\? 20—
< y 0+ \-—-.-
10 3 "
E M R
0 s 6 8 10 12
T T T T v T T T
0 200 400 600 800 1000 pH

temp eratura (°C)

Figura 9. Variacién del peso del oxido, obtenido ar = 4,
con aumento de la temperatura.

Se observa que a T=100°C se produce la mayor pérdida
de peso, las temperaturas posteriores no provocan cambios
realmente apreciables en el peso del 6xido, esto también se
observa en las Fig.4 y 8 donde hay una gran disminuci6n de
los picos del agua, ademés la banda que aparece a v=2500 —
3800cm™ desaparece a T=900°C lo cual nos indica que esta
banda corresponderia a grupos Si-OH y que a 900°C su

Figura 10. Variacion del tiempo de gelacion con el aumento
delpHar=4.
3.2.2.  Tiempo de Gelacién vsr

Se preparé una serie de 10 tubos de ensayo, variando la
cantidad de agua afiadida para la reaccion, todas las muestras

fueron llevadas a un mismo pH y a una relacién molar de
Etanol:TEOS 2:1 (Fig.11)

eliminacion se debe a una reaccién de condensacion con
otros grupos Si-OH cercanos. El gel obtenido mediante 3004 .
catalisis 4cida es bastante transparente, el porcentaje de /
transmitancia es de un 25%, que es debido a la naturaleza 250+
polimérica del gel obtenido. __200- _/
3.2. Catilisis Basica g 150+ /
§ 1004 /
3.2.1.  Tiempo de Gelacién vs pH = /'
50 »

Se prepard una serie de 10 tubos de ensayo variando el 0l '_._-____/./
pH desde 6 a 10 con una relacién molar de Etanol: |
TEOS:H,O 2:1:4. Como se observa en la Fig.10 a pH -50 . ; : . :
mayores que 10 no se obtuvieron geles, sino particulas, esto 0 2 4 6 8 10
porque las particulas que se forman después de alcanzar un r (H,0/TEOS)

tamafio critico, son estables a la gelacion por efectos de
repulsion.

A pH=10 la velocidad de hidrélisis aumenta’, igual que la
condensacién y la redisolucién, es decir se forman polimeros
los cuales a su vez se redisuelven para formar otros, llegando
a estructuras mas compactas, es debido a esto que los geles
obtenidos son mas densos y compactos, y mas resistentes al
exponerlos al medio ambiente. La union para formar el gel

Figura 11. Variacion del tiempo de gelacion con el aumento
de r, obtenidos a pH= 10

Solo se obtuvieron geles para valores de r> 5, parar <6
se obtuvieron precipitados blancos de 6xido de silicio esto es
debido a que la hidrdlisis no es completa por lo que la
condensacién ocurre entre grupos silanos y siloxanos, los
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cuales debido a la redisolucién los enlaces siloxano (Si-O-
Si) se rompen quedando solo moléculas de bajo peso
molecular los cuales se repelen, debido a este efecto se
genera un solido de naturaleza particulada®.

Las muestras fueron secadas a una T = 100°C y
obteniéndose su espectro IR (Fig.12), los picos encontrados
son:

SiOH: v ~ 949, 2900 — 3800 y 3660cm™
H,0: v ~1534 y 1663cm™

Si0,: v ~ 478, 803 y 1020 — 1350cm™

Transmitancia (u.a)

4000 3000 2000 1000

nimero de onda (cm™)

Figura 12. Espectro IR de las muestras obtenidas a pH = 10
y secadas a 100°C.

Haciendo el tratamiento térmico a T=100°C para
diferentes r, se obtiene el mismo tamafio de los picos en los
espectros IR, no se encontré una gran diferencia entre los
6xidos obtenidos, excepto para r = 10 que muestra una banda
de silanol pequeiia, (Fig.12).

| ——T=900°cC |

—T=600°C
| ——T=300°C

—T=100°C

4000 3000 2000 1000

Transmitancia (u.a)

numero de onda (cm™)

Figura 13. Espectro IR de la muestra obtenida a pH = 10 y
r = 6, secada a diferentes temperaturas durante 3horas.

Al hacer el tratamiento térmico a diferentes temperaturas,
se observa como desaparecen los picos de agua y silanol,
mientras que los del 6xido crecen (Fig.13):

SiOH: v ~ 949, 2900 — 3800 y 3655cm”
H,0: v ~ 1501 y 1647cm

Si0,: v ~ 478, 803 y 1020 — 1350cm”™

Es decir ocurre exactamente lo mismo que en catalisis
acida, al hacer el tratamiento térmico eliminamos el solvente
y promovemos la condensacion entre grupos silanol
adyacentes.

Por medio de una catélisis basica se logré obtener
xerogeles, atribuida a una mayor resistencia del gel obtenido,
que como se explicod se debe a las reacciones de disolucion,
condensacién e hidrélisis combinadas. Ademas los geles
obtenidos son mds opacos, el porcentaje de transmitancia es
del 2%, también es posible obtener xerogeles en medio 4cido
pero el proceso de secado del gel requiere un mayor tiempo.
3.23. Secado del Gel

Se realizo el tratamiento térmico a los geles obtenidos en
medio basico a diferentes temperaturas (Fig.14).
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Figura 14. Variacion del peso del oxido obtenido a pH = 10,
con aumento de la temperatura

Al igual que en catalisis acida se observa que la mayor
pérdida de peso ocurre a 100°C, lo cual esté relacionado con
la pérdida del solvente.

La poca pérdida de peso a mayores temperaturas se debe
a que casi no se elimina solvente si no mas bien se produce
un reacomodo de enlaces, formando mayor cantidad de
enlaces siloxano Si-O-Si.
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Figura 15. Izquierda: Gel obtenido mediante catdlisis dcida.
Derecha: Gel obtenido mediante catdlisis bdsica.

4. Conclusiones
Los geles obtenidos mediante catalisis basica son mas
opacos y mas resistentes al medio ambiente (Fig. 15). Asi
mismo permiten la facil obtencion de xerogeles.

No se obtuvieron diferencias estructurales en los geles a
diferentes pH. Existe un minimo para la formacién del gel

tanto en catélisis acida (pH = 4), como en catélisis bésica
(pH=10).

Al aumentar la concentracion del agua, se produce la
inmiscibilidad de las soluciones, pero se logran obtener
geles, estructuralmente iguales. En catilisis basica no se
obtienen geles a r<6.

Con el tratamiento térmico se elimina el solvente
atrapado dentro del gel, ademéds se promueve la
condensacion entre grupos silanol adyacentes.

Los sélidos obtenidos por ambas catélisis muestran los
mismos picos IR.
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En el presente trabajo se estudia la preparacién de CuO usando una variante del proceso sol- gel, el cual esta basado en la
hidrolisis forzada de soluciones acuosas de diferentes sales de cobre (II) hasta la obtencion de particulas de CuO. La hidrélisis
de dichas soluciones de cobre se consigue por alcalinizacién homogénea debido a la descomposicién de la urea a temperaturas
de 80 y 100 °C, la cual permite obtener particulas de 5 micras en solucién acuosa, dependiendo de Jas condiciones de sintesis
iniciales. En este trabajo se estudia pardmetros tales como concentracién de los reactivos (sales de cobre y urea), pH de la
solucién controlado por la concentracion de la urea, temperatura, efecto del anion, y estabilizacién de particulas por adicion del
surfactante PVA (Poli vinil Alcoliol), con los cuales se logré obtener particulas de CuO del tamafio de 5 micras
aproximadamente. Dichas particulas fueron estudiadas por las técnicas de Espectrofotometria Visible para comprobar la
estabilidad de las particulas, Espectroscopia Infrarroja (FTIR) para descartar la formacién del Cu,O y la formacién de las
particulas de CuO y Microscopia Electronica de Barrido (SEM), para conocer el tamafio y la forma de las particulas.

Palabras claves: Modelo de la Carga Parcial, Sol gel, Alcalinizacién homogénea.

In this paper we study a variant of the sol-gel process, which is based on the hydrolysis forced from aqueous solutions of
various salts of copper (II) to obtain particles of CuO. Hydrolysis of these solutions is achieved by copper homogeneous
alkalization due to the decomposition of urea at temperatures of 80 ° C and 100° C makes it possible to obtain different
particles depending on the initial conditions of synthesis. In this paper we study parameters such as concentration of the
reagents (copper salts and urea), pH of the solution controlled by the concentration of urea, temperature, anion effect, and
stabilization of particles by the addition of a surfactant. With which was obtained CuO particles of the size about 5 microns.
These particles were studied by different techniques visible spectrophotometry, Infrared spectroscopy, Transmission Electronic

Microscopy.

Keywords: Model Charge Partial, Sol gel, homogeneous Alkalinization.

1. Introduccion

El estudio de las particulas de oxido de cobre, y
especialmente las de tamafio nanométricos han cobrado gran
interés debido a sus muchas aplicaciones en el campo de la
ciencia y la tecnologia, por ejemplo como catalizadores por
ejemplo en reacciones de hidrogenacion tales como la
sintesis de metanol[10]. Existen varios métodos
convencionales para la preparacién de polvos de éxido de
cobre que incluye la descomposicion térmica de sales de
cobre, sintesis alcotérmica, precipitacion, entre otros. Es asi
que se han desarrollado métodos de sintesis que apuntan a la
obtencidn de particulas de CuO.

Candal [1] reportd la sintesis de diferentes particulas de
cobre (sales bésicas y 6xidos) a partir de sales de nitrato de
cobre por alcalinizacién de la urea a 80°C. McFayden y
Matijevic [2] realizd la sintesis de particulas de 6xido de
cobre de diferentes sales por adicién de NaOH y hace
estudio del efecto de otros aniones presentes en el seno de la
solucién. Otros trabajos estdn enfocados a la sintesis de
nanoparticulas de 6xido de cobre, Hong [3] reportd la
preparacion de nanoparticulas de 6xido de cobre por una ruta
alcotérmica. Kumar et al [4] desarrollé un nuevo método
sonoquimico para la preparaciéon de nanoparticulas de CuO
en solventes organico. Junwu Zhu [5] utilizé el método de
precipitacién para preparar nanoparticulas de CuO. En este
trabajo se presenta los primeros ensayos para la sintesis de
particulas de CuO por el proceso sol gel por hidrolisis

forzada de soluciones acuosas (alcalinizacion homogénea
por descomposicién de la urea), asi como el estudio de los
parametros de control del tamafio y dispersion del tamafio de
particula (pH, concentracién de las sales, tipo de sales, tipo
de surfactante, temperatura, etc.)

- 2. Experimental
Materiales

Se prepararon soluciones patréon de Nitrato de cobre
(Riedel de Haen, 99.9%), Sulfato de cobre (Riedel de Haen,
99.9 %), y Acetato de cobre (Merck, 99.9 %) 0.025 M, urea
(Merck, 99.9 %) 2M, con agua bidestilada. Los materiales a
usados fueron lavados quimicamente para evitar la
presencia de residuos organicos, iones indeseados y
particulas sélidas que puedan estar presentes.

Preparacion de muestras
Formacion de ia fase sélida
La formacién de las particulas de oxido de cobre se

fundamenta en la siguiente reaccion:

Cu® + 20H > Cu(OH),
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A partir de las soluciones patron de tres sales de cobre se
prepar6 soluciones de cobre 4 x 10° M y Urea 0.1 M en
diferentes recipientes, y se colocaron en un termostato
previamente calentado a 80 °C. Se fue tomando alicuotas
cada cierto tiempo conforme avanzaba la reaccion, cada
alicuota tomada fue colocada en un baiio de hielo por un
espacio de 20 minutos para detener la reaccién de hidrolisis.
De estos soles preparados se tomaron alicuotas y se
almacend en otros recipientes para su caracterizacién por
UV-Visible (PERKIN ELMER- LAMBA 10), la solucion
restante fue centrifugada entre 30 minutos a 1 hora. Luego
fue separada una porcion de solucién libre de particulas para
el analisis de la concentracion de cobre presente.

El resto de muestra fue centrifugado y lavado cuatro veces
con agua destilada y tres veces con etanol. En cada lavado
las particulas fueron redispersadas usando un equipo de
ultrasonido por 10 minutos con la finalidad de romper las
particulas mas grandes que se hayan podido aglomerar.

Las particulas obtenidas fueron secadas a 60 °C por 12
horas y almacenadas para su posterior caracterizaciéon por
FTIR luego de ser sometido a un tratamiento termico a dos
temperaturas diferentes, con la finalidad de comparar sus
fases y su mejora con respecto a la temperatura.

Variacion del pH y concentraciones de urea

Con la finalidad de formar particulas de tamafio
homogéneo es necesario llevar a cabo la reaccién a un pH
controlado, es por ello que se hace un seguimiento en el
tiempo a diversas concentraciones de urea. Para ello se
prepar6 dos muestras iguales de soluciones de sal de cobre
de concentracion 4 x 102 M, en la cual una de ellas
presenta concentracion de urea 0.5 M y en las otra 0.1 M,
ambas soluciones fueron colocadas en un termostato
previamente calentados a 80 °C y cada cierto tiempo se fue
midiendo el pH de la solucién con ayuda de un pH- metro.

Seguimiento de la reaccién por alcalinizacién homogénea
de la urea.

Con el objeto de encontrar una temperatura adecuada
para la formacién de particulas de oxido de cobre por
alcalinizacién homogénea de tal manera que se formen
particulas monodispersas, se llevo a cabo la siguiente
prueba. Se preparé soluciones de nitrato de cobre (II) de
concentracién 4 x 10° M y de Urea 0.1 M, las cuales fueron
colocadas en un termostato precalentado a 50 °C, y se tomd
muestra cada cierto tiempo conforme avanzaba la reaccion.

Cada muestra fue colocada en un bafio de hielo para
detener la reaccién, por 20 minutos y almacenada para su
posterior lectura de transmitancia en un espectrofotometro
SHIMADZU. Lo mismo se hizo para las demds muestras a
la temperatura de 80 y 100 °C.

Los soles tomados a las dos horas fueron almacenadas
centrifugadas y lavadas varias veces con agua destilada y
etanol y redispersadas con ultrasonido. Luego solo a uno de
ellos se adiciono PVA al 0.1%, y se procedio a caracterizar.

3. Resultados y discusion

La alcalinizacién homogénea puede ser descrita de
acuerdo a las siguientes reacciones quimicas:

ky
OC(NHy); | OCN "+ NH,"*
k_y

k
OCN + H'+2 H,0 —2—> HCO; +NH,"

La alcalinizacion homogénea de las soluciones es
obtenida al calentar las soluciones que contienen urea, esta
se descompone generando una alcalinidad basada en
bicarbonatos.

Estos bicarbonatos estan en equilibrio con los carbonatos
que generan la basicidad de la solucion.

HCOy + H,0 — H,CO; + OH°

Los iones OH" liberados en solucién, reaccionan con los
iones cobre presentes en solucion para formar las particulas
de hidréxido de cobre:

Cu®* + 20H > Cu(OH),

El calentamiento de la solucién permite la formacion de
las particulas de 6xido de cobre, con un color inicial marroén
y finalmente un color marrén oscuro, caracteristico de
particulas de este 6xido.

Cu(OH), +Q > CuO

Un exceso de concentracién de urea puede generar
complejos de cobre con amoniaco, y redisolver las particulas
ya formadas, por formacién del complejo de cobre con
amoniaco, segiin la siguiente reaccién:

NH,"+OH ™ > NH;+H,0
Cu? +NH;> [Cu(NH,)]*

En la a Fig. 1 se observa que la solucién de acetato cobre
forma precipitados mas rapido que el nitrato y el sulfato, lo
cual indica que sus reacciones de hidrdlisis y condensacion
son mas rapidos, el nitrato llega a formar el 6xido pero es
necesario gran cantidad de tiempo, y el sulfato de cobre
como sal de partida no forma 6xidos por alcalinizacion
homogénea por descomposicion de la urea, ya que el sulfato
ingresa a la esfera de coordinacién del i6n cobre y no
permite la formacion de CuO si no la formacién de sales
basicas. Es mas beneficioso usar las sales de acetato de
cobre o quizas las sales de nitrato de cobre para poder
formar el 6xido de cobre, cuando se hace una alcalinizacién
por descomposicion de la urea a 80°C.
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Figura 1. Variacion de la concentracion de cobre en el

tiempo, para diferentes sales de cobre, durante la

descomposicion de Urea 0.5 M a 80 °C

De la figura 2 podemos ver que el pH de la solucion se
puede controlar simplemente variando la concentracion de la
urea a una temperatura fija de 80°C. Del grafico se puede ver
que cuando la concentracion de la urea es 0.1 M, se puede
controlar el pH de la solucion aproximadamente a 6, a dicho
pH damos tiempo a que se formen los suficientes
precursores durante la alcalinizacién homogénea, con el
objetivo de formar particulas uniformes y monodispersas,
una vez controlado el pH, la temperatura es la que se encarga
de convertir el sol de hidroxido de cobre formado a éxido de
cobre.
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Figura 2. Variacién del pH para diferentes
traciones de urea a T = 80 °C

concen-

La figura 3 muestra que cuando la temperatura de
reaccion es mas alta la reaccion es mas rapida, a 100 °C ya
se esta formando el hidréxido mientras que a 50 °C no hay
aun formacién de particulas. A veces es mas conveniente
que la reaccion sea lenta para dar tiempo a que se forme la
suficiente cantidad de nicleos. La temperatura recomendada

es de 80 ° C, a temperaturas muy altas no da tiempo a la
formacién de la suficiente cantidad de nicleos para la
formacién de particulas y por lo tanto el tamafio de las
mismas no es homogéneo que es lo que se desea.
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Figura 3. Medidas de transmitancia para soluciones

nitrato de cobre 4 x 10° M, y de urea 0.1 M, a diferentes
temperaturas.

Propiedades dpticas

Con la finalidad de estudiar la estabilidad se ha realizado
el espectro de absorcién UV- VISIBLE de las particulas de
oxido de cobre preparados, estas muestras tienen un pico
ancho de absorcién centrado cerca de A =290nmm . Las
nanoparticulas de dxido de cobre bien dispersas forman una
solucién’ transparente pero oscura, luego de una vibracion
ultrasonide por 20 minutos. El sol de d6xido fue preparado
moliendo en un mortero de 4gata las particulas de éxidos de
cobre (II), formando asf una suspensién homogénea, seguido
de su lectura UV-VISIBLE.

En la Fig. 4 se observan los espectros UV-VISIBLE de
dicha suspension después de diferentes tiempos de
almacenamiento, se puede notar que la absorbancia de la
suspension pricticamente es la misma conforme pasa el
tiempo lo que indica que las particulas de éxido de cobre no
floculan y podemos decir que la suspension es estable, lo
cual demuestra también que las particulas de CuO estin bien
dispersas.

Espectros FTIR

Los espectros de FTIR de la Fig. 5 proveen informacién
adicional de la naturaleza del 6xido de cobre sintetizado.
Con la ayuda de estos espectros descartamos la posibilidad
de formacion del Cu,O, el cual tiene un espectro IR
totalmente diferente al del CuO. El Cu,O presenta un pico de
absorcion alrededor de 623 cm-1 [6], el cual es atribuido a la
vibracion Cu(l)-O, pico que no aparece en nuestros espectros
obtenidos, descartando asi la posibilidad de su formacién.
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Figura 4. Medidas de transmitancia para soluciones nitrato
de cobre 1 x 10° M, y de urea 0.1 M, a diferentes
temperaturas.

Los picos de absorcion alrededor de 588, 534, 480 cm’’
que aparecen en el espectro son asignados a las vibraciones
de Cu(Il)-O. También se puede agregar que el pico a 588
cm’ es debido al enlace Cu-O en la direccién del plano (-
202) del DRX, y el cercano al 534cm™ es debido a la
vibracién en la direccién (202). Los espectros FTIR de la
Fig. 5 también muestra el mejoramiento de la fase del CuO
después de un tratamiento térmico a 800 °C, comparado con
el de 400 °C. Se aprecia picos mas pronunciados que dan
evidencia de ello. Los espectros de la Fig. 6 muestra la
diferencia de espectros FTIR de CuO sintetizados por
adicién de una base como el hidréxido de sodio (b) y por
alcalinizaciéon homogénea de la urea (a). Se puede rescatar
que las particulas formadas por alcalinizacién homogénea
presentan una mejor fase.
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Figura 5. Espectros IR de las particulas de oxido de cobre

sintetizadas por alcalinizacién homogénea con tratamiento
termico a (a) 800 °C y (b) 400°C.
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Figura. 6. Espectros FTIR de las particulas de dxido de
cobre sintetizadas por alcalinizacion homogénea por

hidrélisis de la urea (a) y por adicién de NaOH con
tratamiento térmico a 800 °C.

Se realizé6 medidas por SEM a las particulas de CuO
formadas con la finalidad de observar la forma y el tamafio y
la homogeneidad de las particulas y cual es la influencia de
agregar un surfactante, para la estabilizacion de las
particulas. Las imdgenes SEM de la figura 7 muestra la
diferencia de particulas cuando se adiciona un surfactante tal
como el PVA al 1%, cuando estas han sido preparadas por la
adicién de hidréxido de sodio a una solucién de acetato de
cobre a 100°C, las imdgenes muestran un tamafio de
particula polidisperso con particulas mayores e iguales a 5
micras, las mas pequefias tienen forma esférica. También se
puede apreciar que sin la adicion de un surfactante se
producen aglomeraciones de dichas particulas especialmente
durante el secado de las mismas.

Las imégenes SEM que se presentan en la figura 8
muestra la diferencia de particulas cuando se adiciona el
surfactante PVA al 1%, cuando estas fueron preparadas por
alcalinizaciéon homogénea de la urea a 80°C y a partir de
soluciones de acetato de cobre, las imagenes muestra un
tamafio de particula monodisperso con un tamafio de
particula cercano a 5 micras y de forma esférica. Se puede
notar que solo la diferencia de temperatura en ambos casos,
ocasiona un cambio en el tamafio de las particulas, incluso
en su forma, es por ello que para la sintesis se recomienda
temperaturas moderadas entre 70 y 80 °C, si es que se
pretende obtener particulas pequefias y monodispersas

Las imagenes SEM de la figura 9 muestran: (a) la
influencia de la concentracién de la solucién inicial de cobre
y (b) la influencia del anion de la sal inicial de cobre en la
estructura final de la particula, como puede verse para una
concentracién més alta de sal de cobre ya no se aprecian
particulas de forma esférica, como se vio en las primeras
imégenes, si no como forma de varillas, lo cual quiere decir
que para concentraciones altas el anién puede formar parte
de la esfera de coordinacién del cobre y se forma un nuevo
precursor que toma una ruta diferente hasta la formacion de
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una sal basica. En la otra fotografia se observa como se han
formado particulas en forma de cubos cuando se utiliza el
sulfato de cobre a la misma concentracion que se han llevado
a cabo las pruebas, la forma se ve alterada por la presencia
del anién que se enlaza fuertemente al Cu(ll).
Permaneciendo dentro de su esfera de coordinacidn.

Figura 7. Imdgenes SEM de particulas de oxido de cobre
sintetizadas por adicion de NaOH a 100 ° C, (a) con adicion
de PVA, (b) sin adicion de PVA al 1%.

(@) (b)

Figura 8. Imdgenes SEM de particulas de oxido de cobre
sintetizadas  por  alcalinizacion ~ homogénea  por
descomposicion de la urea a 80 °C, (a) con adicion de PVA,
(b) sin adicion de PVA.

(@) (b)

Imdgenes TEM de particulas obtenidas (a)
Acetato de cobre 0.01 M (b) Nitrato de cobre 0.01 M y urea
0.1 M, a 80 °C.

Figura 9.

4, Conclusiones

Se han obtenido particulas de oxido de cobre estables
sintetizadas por el proceso sol-gel del i6n Cu (II) en solucién
acuosa por alcalinizacién homogénea por hidrdlisis de la
urea a 80 °C.

Segun los espectros FTIR, se trata fundamentalmente de
particulas de oxido de cobre CuO, descartando una posible
formacion del Cu,O durante la sintesis.

Segin las imagenes SEM la forma de las particulas son
esféricas y homogéneas de un tamafio de 5 micras por
adicién del surfactante P.V.A. la cual evita su aglomeracién.
También se muestra la influencia del anién en la sintesis del
CuO, en la forma y tamafio de las particulas.

Apéndice A: Modelo de la carga parcial

El modelo propuesto por Livage y colaboradores
denominado Modelo de la Carga Parcial (M.C.P.), se
encuentra sustentada en estudios sobre la electronegatividad
llevadas a cabo por Senderson, Iczkowski — Margrave y
Klopman. Ademas de trabajos de Pearson sobre el principio
de los acidos y bases duros y blandos (ABDB), los cuales
estan sustentados tedricamente en los trabajos realizados por
Parr y colaboradores.

El modelo de la carga parcial parte de asumir que la
energia total E de un atomo depende de la cantidad de
electronddy del mimero atémico Z y ademas asumiendo que
esta funcién es continua y diferenciable se llega a demostrar
que:

~py = ~(9E/ON) m

donde: ; es el potencial quimico de los electrones y N es el
numero de electrones.
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La afinidad electrdnica (A) y la energia de ionizacion (I)
de un atomo aislado son una funcién de esta energia E, y a
partir de ella se define la electronegatividad como:

x =12(I+ A) ~ —(8E/ 8 N) @

A partir de las ecuaciones (1) y (2) podemos ver que la
electronegatividad puede ser considerada como el potencial
quimico de los electrones. La dureza (n) de un atomo es
definido por Pearson como:

n=(1/2) BWaN ) = (1/2) (G’E/oN? ) = (1/2)(A-A) 3)

Refleja la resistencia del potencial quimico electrénico a
un cambio en el nimero de electrones alrededor del atomo.

Los electrones de una molécula se transfieren de un atomo
a otro hasta cuando ellos alcancen el mismo potencial
quimico o la misma electronegatividad. Cuando se llega el
equilibrio cada atomo adquiere una carga &;. De la definicién
de dureza tenemos que:

K = Ko — Mi (AN) ©)

El termino m;(AN) re fleja la desviacién a partir del
estado estandar debido a la variaciéon de carga &1 = AN.
Dado que la electronegatividad de un atomo x(i) es opuesta
al potencial quimico de los electrones pe(i) este es
equivalente a:

%X 6 =xm»+ @) 5)

donde x°G representa la electronegatividad de un atomo
neutral.

La dureza de un 4tomo segtin Alfred y Rocho es definido
de la siguiente manera:

n=1.36 (°x)" (6)

Del principio de igualacién de electronegatividades de
Senderson, usando las ecuaciones (5) y (6) tenemos que:

X a=xwm+ &) 1.36(x "2 )

En el caso de un complejo C% compuesta por varios
elementos, debemos de considerar la carga total Z como la
suma de todas las cargas parciales de cada atomo presente.
Entonces por conservacion de la carga se tiene que:

> 6=z ®

Dado que en ¢l equilibrio todos los atomos en C tienen la
misma electronegatividad:

Se tiene:

z z; +1,36z ©

’ 1
R

Z::

Reemplazando las ecuaciones (6) y (9) en (5) se puede
calcular la carga parcial de cada éatomo presentc en la
molécula en cuestion.

Relacién entre el pH y la electronegatividad
Como el complejo estudiado no se encuentra aislado, si
no interactuando con un medio que lo rodea que en este caso
es el solvente que en este caso asumiremos que €s el agua. A

escala macroscopica el potencial quimico de un protén en
solucion es:

Man= 1° an - 0,06 pH 10)

A nivel microscopico se considera que la
electronegatividad representa el potencial quimico de los
electrones ¥ = -, si consideramos los protones en vez de
los electrones tenemos:

Xan =K Ba an
Reemplazando en la ecuacion (10) tenemos:

% =% @y - 0.06 k' pH 12)
Haciendo las siguientes consideraciones usando la ecuacion
o A pH =0, y(H" = x(H40¢) = 2,621

ApH =1, y(H")=12.621-0.06 k pH
Sabiendo que a
pH =7; x(H") = x(8) = x(H0) = 2,491

Reemplazamos y tenemos que: k = 0.309. La ecuacion
queda de la siguiente forma:

x(H") = 2,621 - 0,02 pH 13)
De acuerdo con el principio de igualacién de
electronegatividades, el intercambio de proton entre el
complejo metalico y el medio (acuoso) toma lugar hasta que
las electronegatividades promedio llegan a ser iguales, es
decir cuando se igualen las ecuaciones (9) y (13), a partir de
ella podemos determinar el grado de hidrélisis de la
molécula para cualquier pH.
Por ejemplo: asumiendo que el complejo tiene la forma:

C= [M(OH),(H,0)nn]“™"

Y el grado de hidroélisis es:

1
h= —_ — X
(1+0,014pH)

x| 1,36Z ~ N(0,236 — 0,038 pH ) -

2,621 0,02pH + x., }
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La electronegatividad del complejo resuita ser:

xs + N\x5 + N =) x5, +136(Z )

Tabla 1. Precursores de Cu(ll) en solucion acuosa, a
distintos pH, segiin el Modelo de la Carga Parcial (M.C.P.)

2(C) =

1 N 2N-h

Todas estas ecuaciones del M.C.P. permiten predecir la
especie que se encuentra presente en solucion para distintos
pH, estas especies iniciadoras formadas por hidrélisis son los
llamados “Precursores”, son las especie de partida que
experimentan reacciones de condensaci6n (olacién u
oxolacion), hasta llegar a la formacion de la particula.

HIDROLISIS DEL COBRE (II)

Como habiamos mencionado anteriormente el M.C.P.
puede predecir el grado de hidrélisis del catién cada vez que
incrementa el pH de la solucién. Los calculos para el i6n
Cu(Il) se presentan en la Tabla 1.

pPH h PRECURSOR
2 1 [Cu(OH)(H20)s]
6 2 [Cu(OH)(H20)4]°
12 3 [Cu(OH)3(H20)s]
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Aflatoxins adsorption on smectite clays is evaluated. B1, B2, G1 and G2 type aflatoxins were extracted from contaminated
food and contacted with acid activated smectites. The mineralogical characterization of the clays was performed by XRD, IR-FT
and MS. These techniques were used also for monitoring structural changes in the minerals associated to the activation treatment.
The evaluation of the adsorption of aflatoxins by the clays was performed by means of the ELISA method; for this purpose a dose
of 0,1% w/w clay/corn feed naturally contaminated with 80 ppb of aflatoxins was used. The results show that in some cases the
modified samples have higher efficiency for adsorption than the natural untreated clays.

Keywords: Clays, adsomption, toxin.

Se presenta la evaluacion de la adsorcién de aflatoxinas en arcillas smectitas. De una muestra de alimento contaminado se
extrajeron aflatoxinas del tipo Bl, B2, Gl y G2y se pusieron en contacto con arcillas esmectitas térmicamente activadas. La
caracterizacién mineralégica de las arcillas se realizo por XRD, FT-IR, y MS. También se usaron éstas técnicas para monitorear
para monitorear cambios estructurales en los minerales debido al tratamiento de activacion. La evaluacién de la adsorcién de las
aflatoxinas por las arcillas se realizé por el método de ELISA; con éste propésito se us6 una muestra con una dosis de 0,1% w/w
de arcilla/maiz. Este tltimo proveniente de alimento contaminado con 80 ppb de aflatoxinas. Los resultados demostraron que en

algunos casos las muestras modificadas tienen mayor eficiencia de adsorcion que las arcillas naturales sin tratamiento.

Palabras claves: Arcillas, adsorcion, toxinas.

1. Introduction

The aflatoxins Aspergillus flavus and parasiticus are
colorless, flavorless and scentless mycotoxins. They are
fluorescent in ultraviolet light and resistant to high
temperatures (from 260° to 320°C), so that boiling, cooking,
fermenting or pasteurizing contaminated food does not
eliminate them. The main manifestations associated to the
exposure to these mycotoxins, are hepatic and renal lesions,
mutagenesis, teratogenesis, carcinogenesis, and
immunsuppressive impact [1]. The aflatoxins are of the most
important mycotoxins that affect the poultry industry
through food refusal, poor food conversion, diminished body
weight gain, increased disease incidence due to immune
suppression and interference with reproductive capacities
which are responsible for great economical losses. Peru, as
many others countries, registers problems of aflatoxins in
food such as sorghum, com feed and nuts, among others for
animal and human consumption. The most frequently
registered aflatoxins are the B1, B2, Gl and G2 types [2].

Many materials have been used as adsorbents of
aflatoxins, among them are the aluminosilicates that
represent an economic and efficient alternative to reduce the
effects caused by these substances. Evaluations carried out in
vivo [3], as well as in vitro [4] proved their aflatoxins
adsorption efficiency in animal food. For detection of
aflatoxins, immunological methods have been used with a
great deal of success due to their sensitivity, specificity, time
saving and simplicity. Among these methods is the ELISA
(enzyme-linked immunosorbent assay) method approved as
an official AOAC (Association of Official Analytical
Chemists) method for aflatoxins.

2. Experime ntal Work

2.1 Clay samples

The samples were selected according to their smectite
content. The samples were labeled 1C-01, HU-01, and EU-
01. The first one was collected from a clay deposit located in
Ica, Peri. Previously this sample was purified for later
analyses. The second sample was a commercially available
sample collected from a deposit located in Huancayo, Peri.
The third sample is also commercially available and is
distributed by Ward’s, Colorado — USA. All the samples
were grounded and sieved to 200 mesh.

2.2 Acid activation

The acid activation treatment was done using HCIl in a
Pyrex reactor, with reflux condenser and mechanical
agitation. The treatment conditions were: solid/acid ratio
6,6% w/v, 2 hours of treatment at 90°C , and 2N and 8N of
acidic concentrations. After the treatment the samples were
washed to pH 3.

2.3 X ray diffractometry (XRD)

The XRD measurements were carried out in a RIGAKU
Miniflex diffractometer, at 30 kV, 15 mA, with Cu- Ka
radiation and Ni filter; 5° < 20 < 65° interval, angular step:
0,02° and 2 seconds/step. The samples were prepared using
the powder method and approximately 500 mg of the sample
were used [5]. The identification of the mineral composition
was done using the JCPDS-ICDD data base (PCPDFWIN
version 2.2 - June 2002).
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2.4 Infrared Fourier transforms pectroscopy (JR - FT)

The IR spectra were obtained using a NICOLET Protégé
460 spectrophotometer, in the ﬁ'equency range from 4000 to
250 cm™, with 32 scans and 4 cm’! resolution. The samples
were prepared in tablets of spectroscopic grade KBr
sinterized at a pressure of 3,9 x 10° kPa.

2.5 Mossbauer s pectroscopy (MS)

7Fe transmission Mossbauer spectroscopy was used to
characterize the Fe mineralogy in the clays. A 25 mCi 3Co
radioactive source in a Rh matrix was used. All Méssbauer
spectra were fitted using Fe sites in the Normos program [6].

2.6 ELISA immunological detection method

The evaluation of the adsorption of aflatoxins B1, B2, G1
and G2 by clays was caried out by the ELISA
immunological method, using a Veratox kit. An inclusion
dose of 0,5 g of clay in 500 g of naturally contaminated com
food with 80 ppb of aflatoxins was used obtained using a
spectrophotometer at a wavelength of 650 nm The
procedures of preparation and the evaluations of samples
were according to the method described by AOAC[7].

3. Results and Discussion

3.1 Mineralogical composition of clays

The results of the XRD and IR-FT measurements show
that all the samples are composed mainly of
montmorillonite. The position of its characteristic peak
corresponding to the inter planar dyy, distance lies between
13,5 and 15,0 A; this basal spacing is a function of the cation
type and water content in the interlayer position [8}. Other

components are quartz and cristobalite (Figure 1). The IC-01
sample contains only small quantities of quartz whereas the
other samples contain larger amounts of quartz and
cristobalite as impurities.

The IR spectra show the characteristic bands of smectites
summarized in Table 1 [9]; the spectra are shown in Figure
2. The band labeled 4, at 795 cm’!, is atribuited to the
presences of Si-O, that is, to quartz 1t is more intense in
samples HU-01 and EU-01 but imperceptible in sample IC-
01, in agreement with the information provided by XRD.
Moreover, there is a noticeable difference in the intensities
between the bands labeled 10 and 11 in these samples, which
indicates diferent interaction of the OH" radicals with water
located in the interlayer. The relation of intensities of the
band labeled 3 among the three samples agree with the
relative content of Fe as it will be seen in the MS
measurements.

The results of the MS measurements (Figure 3) show that
paramagnetic Fe** and Fe’* sites are present in the three
samples, which are associated with the montmorillonite clay.
Considering the isomer shift (IS) values and quadrupole
splitting (QS) hyperfine parameters, these Fe atoms could be
located in the octahedral layers[10, 11]. Table 2 shows the
hyperfine parameters as well as the partial relative resonance
absorption areas for each of the Fe sites in the samples.
Sample IC-01 shows two doublets, the more intense
corresponds to occupancy by Fe** and is responsible for 90%
of the absorption area; the other doublet corresponds to Fe?*
Samples HU-01 and EU-01 appear to have two sites of
slightly different environments, as it is shown bg'
drﬂ‘erent hyperfine parameters, and are occupied by Fe and
Fe? * cations; 52,3% of the Fe sites in the EU-01 sample are
occupied by Fe?"
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Figurel. XRD powder diffraction patterns of untreated clays.
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Figure 2. FT-IR spectra of the untreated clays.
Table 1. Characteristic bands of clays.
Wavenumber Mode of vibration Bond Band N°
(cm™)
400-500/465 Deformation Si-0-Si/Si-O 1
525 Deformation Si-0-Al 2
624 FeFeOH ') 3
795 Deformation Si-O-Si 4
830-850 Deformation Mg-Al-OH mont. 5
918 Deformation Al;-OH mont. 6
970-1070 Tension Si-0-Si 7
1030-1040/1090 Si-O mont. 8
1630-1640 Deformation Adsorption HO 9
3440-3450 Interlaminar H,O 10
3625 Deformation OH (Ads. H,0) 11
S .":.\" \.:.;'. : :‘—'\:——-;:’_i‘\.-._‘-:. 'l.‘—’;-i'.:é';\w.v S ”mfi‘?:’;h;:
-‘s“-} ;:,‘-
2% ﬁ } A%
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Figure 3. Mossbauer spectra of untreated clays at RT.
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Table 2. Missbauer hyperfine parameters of untreated clays at RT.

Sample Site IS QS Relative Area
(mm/s) (mm/s) (%)
IC-01 Fet 0,25 0,59 90,2
Fe?* 0,80 1,71 9,8
Fe** (1) 0,24 0,6 85,3
HU-01 Fe** (2) 0,64 1,31 6,4
Fe** 0,77 2,94 8,3
Fe** (1) 0,21 0,56 32,1
EU-01 Fe** (2) 0,35 0,98 15,6
Fe?* (1) 0,75 2,57 11,3
Fe* (2) 1,06 2,85 41,0

3.2 Structural changes in clays due to activation

In order to establish a qualitative description of the
structural changes in the clays produced by acid activation at
2N and 8N, a new sequence of -characterization
measurements by the three before mentioned techniques was
performed.

By XRD we observe a shift in the angular position of the
(001) reflection peak (Figure 4 a, b, c). A slight increase in
the interplanar distance is observed for samples IC-01 and
HU-01. This is associated to the change in the Bragg angle
position corresponding to distance shift from 14,5 to 15,8 A;
for the sample EU-01 a slight decrease is observed in the
interplanar distance as the position of the peak moves from
15 to 12,5 A. Moreover, in general, the intensities of the
peaks tend to decrease after activation; this effect is more
noticeable in sample IC-01, which would indicate a higher
dissolution of its structure compared to the other samples
[12].

FT-IR spectroscopy allowed wus to deduce the
mechanisms by which the acid environment attacks the clay
structure. In Figures 5a, b, ¢ the IR-FT spectra are shown for
the three samples after acid treatment. For all the samples the
intensities at the bands labeled 5 and 6 decrease, as the acid

concentration used increases. The protons from the acid
solution displace the metal cations from the octahedral sites.
It is thought that these protons are responsible for the
increase in the adsorption capacity of the clays, especially
for the hydrogen bridge bonds [13]. Moreover, it is observed
that the bands associated with the interlayer zone, labeled 10
and 11, are affected by the acid treatment; sample IC-01 is
more affected whereas in sample EU-01 the two bands are
better defined.

MS measurements show evidence of a slight removal of
Fe by the acid treatment. Due to its relatively high residual
Fe content a spectrum was taken only for the activated EU-
01 sample. Figure 6 shows the variation of the relative
resonance absorption areas versus the acid concentration at
each of the Fe. sites. In this way we have an idea of the
variations in the relative occupancy by Fe in its two valence
states in the structure of the clay with the acid treatment. The
occupancy of the Fe3+(1) site increases whereas that of the
Fe2+(2) decreases maintaining the relative Fe3+(2) and the
Fe?'(1) site occupancies almost constant. On the other hand,
the total absorption area remains approximately constant;
this means that during the acid treatment Fe?" is oxidized to
Fe**. In the case of the other two samples the spectra show a
broad distribution of doublets indicating disorder in the site
environment.

14,477A

<
§_
Iy
b

(a)
Figure 4. Comparative powder XRD patterns of samples IC-01(a), HU-01(b) and EU-01(c).
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- Figure 5. Comparative FT-IR spectra of activated sample IC-01 (a), HU-01 (b) and EU-01 (c).
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Figure 6. Relative resonance absorption area per Fe site
versus acid concentration for the EU-01 sample.

3.3 Aflatoxins adsorption

The results of the ELISA tests are shown in Table 3;
these include the adsorption, desorption and the adsorption
efficiency percentages for each of the three samples without
and with acid treatment at 8N. The clay aflatoxin adsorption
fraction was calculated by taking the difference between the
initial concentration of aflatoxins and the final concentration
in the supematant. This was followed by the evaporation of
the residual solution in order to separate the residual
sediment from the initial process; then it is washed with
polar organic agents and centrifuged. The desorption is the
fraction of aflatoxins that is released from this residual
sediment to the supernatant. The adsorption efficiency is
calculated taking the difference between the adsorption and
desorption fractions. All the tests were carried out at pH 7.

These results show that the HU-01 clay maintains a high
adsorption percentage with and without activation. The IC-
01 clay increases considerably its adsorption and efficiency
adsorption with activation. For EU-01 clay the adsorption
and desorption increase slightly with activation but
maintaining a low efficienciy for retention of aflatoxins.

Table 3. Results of aflatoxins adsorption in contaminated
corn feed by clays.

Samples Adsorptio  Desorption  Adsorption
n (%) (% efficiency
(%)
1C-01 30 20 10
IC-01 8N 90 10 80
HU-01 88 10 78
HU-01 8N 90 10 80
EU-01 70 57 13
EU-01 8N 79 60 19

4. Conclusions

The application of characterization techniques, such as
XRD, IR-FT, and MS, allows us to appreciate the mineral
composition and structural changes caused by acid treatment
on the clays. The acid treatment on the clays improves the
adsorption capacity, whereas the content of Fe*" in the clay
appears to affect negatively its adsorption capacity of
aflotoxins.

Commercially availably HU-01 clay shows good

aflatoxins adsorption capacity (88%) even without
activation; after activation this clay increases its adsorption
capacity to 90% and shows a low desorption percentage
(10%); this means a high adsorption efficiency (80%).
The EU-01 clay shows a high adsorption capacity with and
without activation between 70 and 79%; however, its
adsorption efficiency is considerably low between 13 and
19%.

The IC-01 clay shows a different behaviour compared to
the other clays. The acid activation causes a considerable
increment in its aflatoxins adsorption capacity, from 30 to
90%, and its adsorption efficiency from 10 to 80%.
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En este trabajo se presentan estudios de sorcién de cadmio (II) por quitosano, caracterizado en estudios anteriores [1]. Los
estudios de sorcién de cadmio (II) por quitosano se realizaron en medio acuoso, relacionando sus caracteristicas
fisicoquimicas con su capacidad de sorcién. Los experimentos de sorcién se realizaron tomando en cuenta ciertas variables
como pH, concentracién de cadmio (II), cantidad de quitosano y tamafio de quitosano. Se demostré que la sorcidn de iones
cadmio (I1) ocurre en un rango de pH de 5 - 9. Los datos experimentales del equilibrio de sorcion para soluciones de cadmio
fueron interpretados segin la isoterma de Freundlich y las posibles interacciones de complejacion entre el quitosano y cadmio
fueron predeterminadas por espectroscopfa infrarroja.

Pz_alabras claves: Quitosano, biosorcién, biosorbente, isotermas de sorcién de Freundlich.

This work presents studies of sorption of cadmium by chitosan, characterized in another studies. The studies of sorption of
cadmium by chitosan had been realized in aqueous solution, relating its physic-chemistry characteristics whit its sorption
capacity. The sorption experiments were carried on considered the variable as pH, concentration of cadmium (II), quantity of
chitosan and size of chitosan, It was demonstrated that the sorption of ions cadmium (II) happens into certain rank pH 5 - 9.
The experimental data for the sorption of cadmium were interpreted with the Freundlich isotherm and the possible interactions
of complexation between quitosano and cadmium were predetermined by infrared spectroscopy.

Keywords: Chitosan, biosorption, biopolymer characteristic, biosorbent, Freundlich adsorption isotherm.

1. Introduccion quelacién y otros mecanismos, debido a la presencia de los

grupos aminos en la estructura del quitosano, Figura. 1.
El cadmio presente en aguas residuales es un gran El método més apropiado para determinar la capacidad
problema debido a su alta toxicidad y proceso de del biosorbente es la derivacién de una isoterma de sorcion,
acumulacion. El cadmio es usado extensamente por diversas 12 cual muestra un equilibrio entre la concentracion del

industrias incluyendo metalurgicas, produccién de baterias, sorbato en cl fluido y en las particulas de sorbente a ciertas
refinerias de zinc y los efluentes industriales son condiciones iniciales.

generalmente tratados con métodos quimicos como la

precipitacion quimica, intercambio ionico, CH,OH H NHCOCH 5
electrodeposicién, adsorcién y sistemas de membranas. 72

Todos estos métodos son generalmente buenos para H 0
soluciones de concentraciones altas e involucran un alto H

costo, es por eso que la biosorcién aparece como una nueva OH H
técnica, atractiva por su bajo costo y la posibilidad de uso en R H
soluciones diluidas. H NHCOCH 5

Biosorcion

La biosorcién involucra la adsorcién y absorcion de
contaminantes por biomasa muerta e inactiva de origen
bioldgico. Asi, los caparazones de crustaceos, insectos,
camarones, calamar y caparazon de cangrejos se someten a
procedimientos quimicos para poder extraer la quitina, que
es utilizada como biosorbente de metales debido a los grupos
funcionales que contiene.

Para mejorar su capacidad de sorcion de la quitina se
realizan modificaciones fisicoquimicas, es asi que se obtiene
el quitosano, a partir de una desacetilacion parcial de la
quitina. Por lo tanto, desechos de crustdceos producidos por
la industria pesquera y afines son la materia prima mds
abundante e importante para la industrializacion de la quitina
y el quitosano.

Figura 1. a. Unidad Estructural de la Quitina. b. Unidad
Estructural del Quitosano

Entre las propiedades mas importantes del quitosano,
esta su capacidad quelante de metales, debido a esto se

En comparacién con la quitina, el quitosano es el ! St
pueden formar complejos con los metales y ser utilizado

biopolimero mas adecuado para atrapar metales idnicos por
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para la sorcion de cadmio. Igualmente en la industria minera
se utiliza para la remocién de metales preciosos y de alto
valor econémico, como el oro, plata y platino.

En este trabajo, los experimentos de sorcién se
realizaron tomando en cuenta variables de pH, concentracién
de cadmio (II), cantidad de quitosano y tamafio de particulas
de quitosano, demostrando un rango de pH de 5 — 9 en el
cual se observa un aumento del porcentaje sorcion; por
debajo de pH 5 la sorcidbn ecs minima debido a Ila
competencia de cadmio con los protones por los sitios
activos del quitosano y por encima de pH 9 se observa la
precipitacion de cadmio. Asi también se observdé como los
tamafios de particulas mds grandes de quitosano presentan
mayor capacidad de sorcién en todos los experimentos,
donde se toman en cuenta dichas variables, convirtiéndose
en un factor muy importante en los procesos de optimizacion
de sorcion de cadmio (IT) con quitosano; esto principalmente
a las diferencias de porosidades de los distintos tamafios de
quitosano Jo cual favorece la difusion externa del cadmio en
el quitosano.

Se muestra también, el equilibrio de sorcién para
soluciones de cadmio, interpretado segin la isoterma de
Freundlich, demostrando asi el modelo empirico para este
proceso de adsorcion. También realizamos trabajos de
espectroscopia infrarroja para interpretar las posibles
interacciones de complejacion entre el quitosano y cadmio.

2. Parte Experimental
Reactivos y equipos

El quitosano de camaréon fue obtenido de los
laboratorios Fluka, Francia. Caracterizado previamente en
estudios anteriores [1], present6 un porcentaje de
desacetilacion de 84,7%; masa molecular de 5,04 x 10°
Dalton e indice de cristalinidad de 70,5%. Las sales de
cloruro de cadmio (II), el acido clorhidrico, hidréxido de
sodio, el tartrato de sodio y potasio fueron de grado P.A. El
surfactante Triton X-100 se obtuvo de J. T. Baker y la
ditizona de Carlo Erba.

Las medidas espectrofotométricas en la region del
visible se realizaron en un espectrofotometro UV —12010V
Shimatzu, con celdas de 1,00 cm. Las medidas de pH se
realizaron con un potenciémetro Orién y electrodo de vidrio.
Las medidas de microscopia electrénica se realizaron en un
Microscopio Electronico de Barrido marca Philips modelo
XI30TMP con microanalizador EDA X-DX4i. El espectro
infrarrojo de las peliculas de quitosano se obtuvo en un
espectrémetro infrarrojo con transformada de Fourier FTIR
Per]lcin Elmer 1001-R en un rango de frecuencia de 4000-400
cm .

Sorcién de Cadmio por Quitosano

Todas las soluciones de cadmio se prepararon a partir de
una solucién de 1000 ppm de cadmio (II); los experimentos
de sorcion se realizaron en frascos de plastico
herméticamente cerrados, por 72 horas a una velocidad
constante de 120-150 rpm en un agitador horizontal. La
solucién fue filtrada y la concentracién de cadmio se analizd
por espectrofotometria UV-Visible.

Los experimentos de sorcion se realizaron con tres
diferentes  tamafios de particulas de  quitosano
determinandose la influencia del pH y la concentracion del
metal en solucién asi como la cantidad de quitosano.

Cuantificacién Es pectrofotométrica del Cd (IT)

El analisis de Cd (II) se realizo, llevando una alicuota de
una concentracién menor a 10 ppmde cadmio, a una fiola de
25mL, adicionandose 4mL de NaOH 10%, 3mL de Tartrato
de Sodio y Potasio al 10 % y 6 mL de Ditizona en Tritén X-
100 al 10%, se enrasé con agua bidestilada. Se realizo la
lectura del complejo coloreado a 532nm en un
espectrofotometro UV —12010V Shimatzu.

3. Resultados y Discuciones

Micrdséobia Eectrénica de Barrido (SEM)

Las escamas de quitosano T), T, y T3, se observaron por
microscopia electrénica de barrido (SEM) obteniéndose las
Figuras 2,3,4 respectivamente donde observamos que la
distribucién y didmetro de los poros superficiales
disminuyen a medida que disminuye el tamafio de particula
de quitosano. Para la muestra T;, (figura 2), se observan
poros de un didmetro aproximado de 5 pm (macroporos) en
cambio para el caso de las muestras de quitosano T, y T,
(figuras 3 y 4), no se aprecian dichos poros.

Debemos tener en cuenta, que la muestra proviene de
una misma fuente biolégica, con la diferencia que la
mo lienda para obtener los distintos tamafios de quitosano se
realizaron en un mortero de porcelana. Es decir, el tamafio
original en que se obtuvo la muestra de quitosano es T3, a
partir de la molienda de esta muestra se obtuvieron los
tamafios T y T.

La molienda pudo haber afectado la porosidad,
causando obstruccién de las mismas por cierta friccion y
calentamiento generado entre las particulas de quitosano y la
superficie del mortero, perdiendo asi la accesibilidad el
cadmio (IT) a los sitios de sorcion en las particulas de tamafio
T, y T,. Por lo tanto estos dos tamafios de particulas de
quitosano presentarian menor porcentaje de sorcion de
cadmio en solucién, como se pudo observar en los diferentes
ensayos de sorcion, en sistemas Batch.

Figura 2. Fotografia del Quitosano T3 (> 630 um). 486 x

aumentos.
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Figura 3. Fotografia del Quitosano T, (400- 630 pm).139 x
aumentos.

Figura 4. Fotografia del Quitosano T; (< 400 um). 473 x
aumentos.

Sorcién de Cadmio por Quitosano
Influencia del pH de la Soluciéon

El pH de la solucién tiene un efecto dramatico en la
sorciéon de cadmio sobre quitosano, la Figura 5 muestra
como el porcentaje de remocion aumenta a partir de pH 5
hasta pH 8, debajo de pH 5 no hay sorcién, debido a la
competencia entre los protones y el cadmio por los sitios
reactivos en quitosano. Sobre pH 9 la remocién de cadmio
no fue estudiada debido a la precipitacién de este como
Cd(OH),. Por lo tanto todas las experiencias de sorcion se
realizaron a pH 8. Ademas, la protonaci6n de grupos aminos
inducen a una repulsién electrostitica de los cationes
cadmio.

80

70 1| o T,>630pm)
1l o T,400-630 pm)
60| & T,(<400um)

50
40

% SORCION

o
1

pH

Figura 5. pH Optimo para la Sorcién de Cadniio en
Distintos Tamarios de Quitosano.

Los valores de porcentaje de sorcién son calculados de
la siguiente forma:

%S = [Cinicial] ‘[Cequusbrid %100

Cocn]

donde:
Ciniciat: cOncentracion inicial de cadmio en la solucién (ppm).
Cequitibrio concentracion de cadmio en el equilibrio (ppm).

Estas pruebas de sorcidn, se realizaron con tres tamaiios
distintos de quitosano; la Figura 5, muestra a T3 con un
maximo de sorcién hasta de 70% y disminuye con el
tamafio de particulas de quitosano. Esto debido a la
diferencia de porosidades de los distintos tamafios de
quitosano lo cual favorece la difusion externa del cadmio en
solucién hacia el quitosano

Influencia de 12 Concentracién Inicial del Metal en
Solucion

La Figura 6, muestra un aumento del porcentaje de
sorcién relacionado con un aumento de la concentracién
inicial del cadmio, pero a partir de 100 ppm de cadmio para
el quitosano de mayor tamafio, el porcentaje de sorcion
tiende a ser constante, esto no quiere decir que se encuentre
en el maximo de la capacidad de sorcién, sino que el proceso
de sorcion parece estar involucrando diferentes mecanismos
o la suma de ellos a medida que aumenta la concentracion de
cadmio en solucién. Como comenta E. Guibal [2], una baja
concentracién del metal podria involucrar una sorcién en
sitios especificos, mientras que una alta concentracion del
metal provocaria la saturacion de estos sitios y conduciria a
un incremento de la sorcién superficial.

70
60 - { S SRTRRTI § =
50
= 40- e
O s e e e —e e
8 ] — - o
& 304 O T,(>630 pm)
=2 ] < T2(400 - 630 um)
204 FAN T (<400 pm)
10
0 v L] T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Concentracion Inicial de Cd (I1I) ppm

Figura 6. Porcentaje de Sorcion Cadmio (1} para Distintos
Tamarios de Escamas de Quitosano.

El aumento del porcentaje de sorcion a medida que
aumenta el tamafio de particulas de quitosano, puede estar
relacionado con la presencia de macroporos en las particulas
de mayor tamaiio del quitosano, que fueron mostradas con
los estudios de SEM (Figuras 2,3 y 4).
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Influencia de la Cantidad de Quitosano

En la Figura 7, se observan diferencias en la capacidad
de sorcion para los distintos tamafios de particulas de
quitosano, posiblemente relacionado con la mayor darea
superficial que presenta el quitosano de mayor tamafio T; en
comparaciéon al de menor tamafio, como lo muestran los
estudios de microscopia electronica SEM.

350

- o ; ~=&—T,(< 400 pm)
= | —6— T (> 630 pm)
=
g 250- ’
£
o 200
2
g
g 1504 3
e \O o
E 1004 . W e wew ]
o
E a
3 504 - \
Y : : R
© 0 T r . . ;

0 10 20 30 40 50

Quitosano (mg)
Figura 7. Influencia de la cantidad de quitosano.

El punto méximo de la Figura 7, para el quitosano de
menor tamafio, significaria que la difusién intraparticular
estaria limitando la capacidad de sorcion y la caida de la
grafica, esta relacionada posiblemente con la réapida
saturacion de iones cadmio en la superficie por ausencia de
macroporos externos que limitan la difusion intraparticular,
lo contrario para este proceso estaria ocurriendo para el
quitosano de mayor tamafio.

Gibbs y Guibal [2] para determinar el control de las
propiedades difusionales en los procesos de sorcion de
colorantes en quitosano, evaluaron el pH al inicio y al final
del proceso, de igual forma en la en la Figura 8, se muestra
la variacién del pH hacia rangos mas écidos, esto significa
que el namero de grupos oxhidrilos y aminos libres
disponibles incrementan su desprotonacién para formar
interacciones con el cadmio y consecuentemente disminuye
el pH.

-1.0
—8— T (<400 pm)
-1.24 —6—T,(>630 um) [
‘l 4 ' \\0 -
z 1
< -1.64 '
n\/n -—\U
-1.84
2.0 T T y T T
10 20 30 40 50

Quitosano (mg)

Figura 8. Variacion del pH con la Cantidad de quitosano.

Isotermas de Sorcién: Sistemas Batch

A partir de los resultados de la figura 6, graficamos la
capacidad de sorcién con respecto a la concentracién de
cadmio en el equilibrio, obteniendo la isoterma experimental
(Figura 9), para la sorciéon de cadmio en quitosano. Se
observa un aumento progresivo de la capacidad de sorcion
del quitosano para los tres tamafios, con la diferencia que la
disminucién del tamafio de particulas de quitosano involucra
una menor capacidad de sorcion, posiblemente relacionado
con las diferencias superficiales que muestran los estudios de
microscopia electronica SEM.

0 T(>630pum)
O T(400 - 630 pm)
A T (<400 pm)

w a
s 8
L
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3004 °

n
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Capacidad "q" (mg Cd/g Quitosano)

o
n

T T

0 40 80 120 160 200 240 280
Concentracion de Cd (11) en el Equilibrio (mg/L)

Figura 9. Isoterma de Sorcion de Cadmio para Diferentes
Tamarios de Particulas de Quitosano.

La isoterma linealizada obedece a la ecuacion planteada
por Freundlich, por ser una funcién matematica creciente,
como se muestra en la Figura 10.

3.0
58] Lo8(@=1.08763 Log(C)+0.4650
: R*=0.99144

2.6

2.4
=
= 2.2 . o
3 O T,(>630 pm)
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[ T2(400 - 630 pum)
1.8+ o .
Log(q) = 1.0086 Log(C ) + 0.25834

R =0.97877
1.4
12 14 16 18 20 22 24 26
Log (Ce)

Figura 10. Isoterma de Freundlich para el Quitosano.

Segin este modelo empirico de la isoterma de
Freundlich para procesos de adsorcién solido-liquido, se
tiene la siguiente expresion:

log(q) = IogK, +1.10g(C, )
donde:
q: Concentracién del soluto sorbido (ing.g™).
Ceq: Concentracién del soluto en solucién (mg/L).
K¢ Constante de capacidad de Freundlich (mg.L"".g".L'"™)
n: Constante de intensidad de energia de adsorcién.
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Los parametros K y n de la ecuacién de Freunclich,
permiten establecer ciertas caracteristicas del proceso de
sorcién ya que dependen de la naturaleza del biosorbente y
adsorbato respectivamente.

Tabla 1. Constantes de la Ecuacion de Freundlich

Quitosano Ky n
T, 1,77 0,99
Ts 298 0,92

Como se puede observar a partir de la Tabla N° 1, los
valores de K¢ y n son consistentes con los resultados de los
experimentos de sorcidn, asi, el mayor valor de K¢ del
quitosano de mayor tamafio esta relacionado con su mayor
capacidad de sorcién; el aumento del valor n para el
quitosano de menor tamafio implica una mayor afinidad del
cadmio por el quitosano en la adsorcién de la monocapa.

Interaccién entre el Cadmio y el Quitosano

Se dice que las interacciones entre el quitosano y los
iones metélicos son complejas y son una combinacién de
varios procesos, que implican la adsorcién, el intercambio
iénico y/o la quelacién. El quitosano es un buen quelante de
iones metalicos, debido a la presencia de los grupos amino
libres que contiene su estructura, ademdas de sus grupos —
OH, todos estos grupos podrian estar actuando como
ligandos en una misma cadena o de otras cadenas y se unen a
un mismo ion metalico.

Para estudiar las propuestas de las posibles interacciones
de quitosano con cadmio (II) presentamos en la figura 11. El
espectro de IR de una pelicula de quitosano 0.25% (w/v), 1a
cual no fue expuesta a ningin proceso de sorcidon con
cadmio y el espectro IR de una pelicula de quitosano 0.25%
(w/v) después de estar en contacto con la solucién de cadmio
(II); se observa claramente comparando ambos espectros que
la banda aguda caracteristica de la amina libre a 1582 cm’
que se observa en el espectro del quitosano desaparece en el
espectro del quitosano-cadmio, esta desaparicién de la sefial
de los grupos amino libres puede estar relacionada con la
complejacion de estos grupos -NH; con los iones cadmio.

Se observa también una banda aguda a 3456 cm” que
pertenece al grupo —OH en el espectro del quitosano y en el
espectro  del  quitosano-cadmio  se observa  un
ensanchamiento de la misma ademas de su traslado hacia
zonas de menor energia. Segin los estudios de Harish [3]
este ensanchamiento de la banda se debe a que no habria —
OH libres debido al aumento de las interacciones puente
hidrégeno de los —OH presentes en la estructura del
quitosano.

Con estas dos caracteristicas presentadas en el espectro
podemos proponer un tipo de interacciéon entre los
nitrégenos de las aminas libres (base de comportamiento
intermedio) y el cadmio (4cido blando), ademdas proponemos
la participacién de los grupos hidroxilo (base dura) con
menor afinidad al cadmio que el nitrégeno segun los
conceptos de Pearson [4].

Quitosano
~ == Quntosance Cadmie:

100W
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Figura 11. Espectro Infrarrojo de Pelicula de Quitosano
con y sin Cadmio.

La posibilidad de la participacion de moléculas de agua
no estaria descartada ya que un aumento en la banda,
informa un aumento en las interacciones puente hidrégeno.
En ambas posibilidades se estarian formando complejos
estables. El traslado de la banda a zonas de menor energia
puede estar relacionado a que el hidroxilo al estar unido al
cadmio, adquiere rigidez debido a la disminucién de sus
movimientos vibracionales.

Esta formacién de complejos podria ocurrir con dos
grupos amino de diferentes cadenas poliméricas o con los de
una misma cadena, es decir se habla de una quelacién
intermolecular e intramolecular, siendo las interacciones
intermoleculares preferidas en comparacién con las
quelaciones intramoleculares, debido a los efectos estéricos
que se pueden dar ya que requiere diferentes segmentos del
polimero para formar un anillo macrociclico. En la siguiente
Figura 12, proponemos las posibles interacciones entre el
cadmio y quitosano.

A + ca? + 2H
ny n
b.
HOH N o
e, e
+ ca? i - + 2H
M o N
Ny o
c.
HoH N OH,
I: Ve .
“° + ca? 4 HO =—= \Cd\ 4 H
o OH,
Ny a

Figura 12. Posibles Interacciones de Quitosano-Cadmio.
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4. Conclusiones

El pH es un pardmetro muy importante en el proceso de
sorcién. Este pardmetro controla la sorcion de cadmio en
quitosano, observando que el porcentaje de remocién
aumenta a partir de pH 5 hasta pH 8, relacionado con la
protonacion de grupos aminos que inducen a una repulsién
electrostatica de los cationes cadmio.

La cantidad de quitosano en solucién, ejerce cierta
influencia en el proceso de sorcién seglin los tamafios de
escamas de quitosano, que podria estar relacionado con los
distintos mecanis mos de sorcién del metal en el quitosano.

Las escamas de quitosano de mayor tamafio tienen una
gran capacidad que disminuye cuando decrece el tamafio de
las escamas de quitosano posiblemente relacionado con las
restricciones difusionales que presenta el quitosano de
menor tamafio, como lo muestran los estudios SEM.

El proceso de biosorcién de cadmio se describe segiin la
isoterma de Freundlich, que interpreta el proceso de
biosorcion donde la superficie del quitosano es considerada

energéticamente heterogénea y donde los diferentes valores
de “K;” demuestran la mayor capacidad de interaccién para
el quitosano de mayor tamafio con respecto a las de menor
tamafio y los valores similares de “n” para los distintos
tamafios de quitosano corresponden a las caracteristicas de

un mismo material.

Segun los espectros de IR de las peliculas de quitosano
antes y después de ser expuesta a una solucién de cadmio
(I), se puede involucrar a los grupos amino e hidroxilo en la
complejacion del cadmio (II) en solucidn, por la ausencia de
la banda en 1582 cm’ correspondiente a los grupos aminos
libres y la banda en 3456 cmi”' de los oxidrilos.

Agradecimientos

Iy Maza Mejia y Christian Jacinto Hemandez
agradecen a la Facultad de Ciencias de la UNI a través del
Instituto de Investigacién por el apoyo econémico, de igual
manera agradecen al Msc. Holger Maldonado y la Dra. Ana
C. Valderrama por el apoyo brindado.

I. Mamza M. Ily y Jacinto H. Christian, “Caraterizacion
Fisicoquimica de Quitosano para su Aplicacién como
Biosorbente de Metales” Revciuni, Revista de 1a Facultad de
Ciencias UNJ, 11, (2007), 1-5

2. Gwendolyn Gibbs. John M. Tobin and Eric Guibal. “Influence
of Chitosan Protonation on Reactive Black 5 sormtion
Isotherms and Kinetics”. Ind. Eng Chem. Res. 13, (2004), 1-
11

3. K.V. Harish Prashanth, F. S. Kittur, R.N. Tharanathan. “Solid-
state Structure of Chitosan

4. Prepared Under Different N-deacetylating Conditions”.
Carbohy drate Polymers, 50, 2002, 27-33.

5. Albert Cotton and Geoffre y Wilkinson, “Quimica Inorganica
Avanzada”, México, Limusa Noriega, Cuarta Edicién, 1997,
1330.

6. Findon, A. Mckay, G. “Transport Studies for The Sorption of
Copper Ions by Chitosan”, Journal Environmental Health, 28,
1, (1993), 173-185

7. M.S. Dzul Erosa, T.I. Saucedo Medina, Navarro M endoza, M.
Avila Rodriguez, E. Guibal. “Cadmiun sorption on chitosan

sorbents: Kinctic and equilibrium studies”. Hydrometallurgy.
61, (2001), 157-167.

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 12 (1) (2008) 53-58



Revista de la Facultad de Ciencias de la UNI, REVCIUNI 12 (1)(2008) 59-64

Transiciones de fase y la funcién de distribucién radial para el argén
usando dinamica molecular

Nilo Barrantes Melgar, Héctor Loro
Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Ingenieria

Recibido el 28 de Noviembre de 2008; aceptado €l 09 de Diciembre de 2008

Se estudia la simulacién de transiciones de fase en un sistema de itomos de argén usando la mecénica cldsica,
considerando un potencial Lenard-Jones para simular la interaccién entre los dtomos. Los resultados muestran la
dependencia de la funcién de distribucién radial con la densidad del gas y nos permite identificar diferentes fases.
También fue posible estudiar el cambio de la energfa total como funcién de la temperatura e identificar temperaturas

asociadas con transiciones de fase.

Palabras claves: dindmica molecular, transiciones de fase, funcién de distribucién radial.

A phase transition simulation in a system of argon atoms is studied under classical mechanics considering a
Lennard- Jones interection among them. The results show the dependence of the radial distribution function as a
function of its density and let us identify diferent phases. It was also possible to study the total energy change as
a function of temperature and to identify temperatures associated to phase transitions.

Keywords: molecular dynamics, phase transitions, radial distribution function.

1. Introduccion

El estudio de sistemas de particulas puede hacerse
considerando las ecuaciones de la mecénica clasica y un
potencial de interaccién entre las particulas, entre los que
estan el potencial Lennard-Jones, de uso bastante fre-
cuente en la literatura [1], y el potencial de Brenner [2]
usado para estudiar 4tomos de carbono. Este método es
conocido como el método de dindmica molecular [3]. En
este trabajo se estudia un sistema de dtomos de argén
bajo la interaccién de un potencial Lennard-Jones. Se
evaliia la relacién entre su calor especifico y su temper-
atura asi como la funcién de distribucién radial para ca-
racterizar el estado de agregacién en que se encuentra el
sistema. Al interactuar las particulas mediante el poten-
cial considerado, se producen cambios en las posiciones y
velocidades de las mismas. Estos cambios inducen varia-
ciones en las fuerzas de interaccién entre particulas que a
su vez producen nuevos cambios en la posicién y momen-
tum de cada particula. Esto es, se tiene un proceso ciclico
de interaccién y movimiento. Este es el principio bdsico
de las simulaciones en dindmica molecular. El realismo
de la simulacién depende de si el potencial pueda repro-
ducir el comportamiento del sistema bajo las condiciones
en que la simulacién se realiza. Mientras mas similares
sean las fuerzas entre las particulas a las que experimen-
tan en el sistema real cuando estdn distribuidas en la
misma configuracién, la simulacién serd mas realista.

2. El Método de Dinamica
Molecular

En el método de dindmica molecular consideramos
que las particulas se mueven de acuerdo a las leyes de la
mecinica clisica, es decir que la posicién 7; de la i-ésima
particula obedece la ecuacién:

donde ﬁ es la fuerza que actiia sobre la i-ésima particula
de masa m;. Es decir que el método de dindmica molecu-
lar es un método deterministico donde dadas las condi-
ciones iniciales (conjunto de posiciones y velocidades), la
evolucién del sistema luego de un intervalo de tiempo
est4 en principio completamente determinada. Se puede
usar la dindmica molecular para estudiar un sistema a
partir de la mecénica estadistica. Una trayectoria en el es-
pacio fasico obtenida usando dindmica molecular provee
de un conjunto de configuraciones distribuidas de acuer-
do a un cierto ensamble estadistico. Luego, el valor medio
de una magnitud fisica usando la simulacién por dindmi-
ca molecular se obtiene como un promedio aritmético de
varios valores instant4dneos asumidos por esa cantidad du-
rante el proceso de simulacién.

Consideremos el caso simple de un sistema que con-
tiene N 4tomos. La energia potencial debido a la inte-
raccién entre estos N elementos se puede expandir en
términos que dependen de las coordenadas de 4tomos in-
dividuales, pares, tripletes, etc. Esto se representa en la
ecuacion,

U= Zw(ﬁ) + 30D i) +

io§>i
SN walF ) +
i j>ik>j>i
(2)
Ya que los efectos de tres cuerpos pueden ser par-

cialmente incluidos en una energia potencial efectiva de
pares, reescribimos la eq. (2):

Un> w@)+ > ug(7,) (3)
i i §>i

Solamente nos ocuparemos de sistemas conservativos.

En ecstos sistemas f; = —VzU(71,72,...,7n). Despre-
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ciando influencias externas u; = 0 y aproximando esta
energfa potencial a una suma de interacciones de pares,
tenemos:

U7, 7o, ..TN) = 9 9 ug! T (7,75)

T J>1

=3 u(ry)

i j>i

4)

A las energfas potenciales de esta forma se les la-
ma cominmente energias potenciales de dos cuerpos o
de pares y trabajan bien en la simulacién de gases y mo-
deradamente en liquidos y sélidos. Las interacciones a un
nivel muy simple, ocurren entre pares de 4tomos y deben
ser tales que consideren los dos rasgos principales de una
fuerza interatémica: en primer lugar deben considerar la
resistencia a la compresién, por lo que la interaccién a
corta distancia es repulsiva. También deben considerar
el enlace de los 4tomos en los estados sélidos y liquidos,
para lo cual los 4tomos deben atraerse entre si a larga
distancia. Los potenciales que exhiben estas caracteristi-
cas pueden adoptar una variedad de formas y cuando se
eligen cuidadosamente, conducen a modelos ttiles para
sustancias reales.

Para considerar la interaccién entre pares de &to-
mos es frecuente usar la energia potencial de Lennard-
Jones, la cual fue propuesta originalmente para el argén.
Si la separacién entre el i-ésimo 4tomo y el j-ésimo dtomo
es r;;, esta energia potencial viene dado por:

ULs(ri;) = 4e [(%)12 = (%)6] (5)

El pardmetro € gobierna la intensidad de la interaccién
y ¢ define una escala de longitud. La fuerza debido al
potencial de Lenard Jones en el k-ésimo dtomo es:

s 24e g & o \®
A5 b))
;jc o? [ \Tkj Tkj 1

El potencial (5) se muestra en la figura (1) [4]. De (5) se
tiene que U(r = r;; = ) = 0 y que el potencial U tiene
una profundidad —& para ro = 21/%a.

Una funcién 1til en el estudio de la forma en que se
distribuyen espacialmente los 4tomos del sistema, alrede-
dor de uno de ellos, es la funcién de distribucién radial
g(r), la cual puede determinarse experimentalmente [5].
Si escogemos una particula en el origen de coordenadas O
y consideramos que p = N/V es la densidad del sistema,
entonces la densidad media en el tiempo en algun punto
P, siempre que haya un 4dtomo en O, diferird de p en el
factor g(r), es decir que la densidad media a una distancia
r de O es pg(r). La funcién de distribucién radial toma
en cuenta las correlaciones entre los dtomos debido a las
fuerzas que ejercen entre ellos.

U(r)de

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

o —

Figura 1. Forma del potencial de Lennard-Jones (5) que
describe la interaccidn entre dos dtomos en funcidn de su
distamcia 7.

3. Método de calculo

En el cilculo resulta conveniente usar un conjunto
de unidades adimensionales o reducidas [6], [7]. Ex-
presaremos todas las cantidades fisicas a usarse en estas
unidades. Con esto se logra trabajar con valores numéri-
cos cercanos a la unidad (en el rango de 1073 a 10°
aproximadamente) en lugar de valores extremadamente
pequefios normalmente asociados con la escala atémi-
ca. Ademds, las ecuaciones de movimiento se simplifican
porque algunos de los pardmetros que definen el modelo
(si no todos) son absorbidos en las unidades. Las unidades
usadas para longitud, energfa, masa, tiempo y densidad
se definen en la tabla (1).

Tabla 1. Unidades reducidas usadas
en el programa de cdlculo.

Magnitud Unidades reducidas
Longitud ™ =ro~1

Energfa E* = 48F¢™!
Masa M* = Mm™!
Temperatura T = 48kpTe
Tiempo t* =to~1,/48¢/m
Densidad p* = pod

Para evitar los efectos de borde (o superficie) con-
sideraremos nuestro sistema como si fuera infinito y ho-
mogéneo, dividido en pequefios compartimentos ciibicos
de N particulas que se repiten periodicamete para llenar
todo el espacio. Es decir que en los bordes de cada com-
partimente se tienen condiciones de borde periédicas
8], [9]. La forma cibica se usa por su sencillez geométrica.
Mientras més particulas sean incluidas en este cubo mejor
serd la representacién del sistema real. Es importante
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preguntarnos si las propiedades de un sistema pequefio
e infinitamente periddico, y el sistema macroscépico que
representa, son las mismas. Esto dependerd tanto del al-
cance del potencial intermolecular como del fenémeno
en investigacién. Para el cédlculo de las propiedades de
sistemas sujetos a condiciones de limite periédicas, ten-
dremos en cuenta la convencién de la “imagen minima”
representada en la figura (2). Esta se forma considerando
que una molécula (molécula 1 en la figura) permanece
en el centro de una regién que tiene el mismo tamario y
forma que la caja bésica de simulacién. Esta molécula in-
teractda con todas las otras con centros dentro de esta re-
gién, esto es con las imdgenes periédicas més cercanas de
las otras N-1 moléculas. Para reducir aun més el nimero
de términos necesarios para el cdlculo de las propiedades
realizaremos una aproximacién adicional que optimiza
el tiempo de célculo significativamente. La contribucién
més grande para el potencial y la fuerza provienen de
vecinos cercanos a la molécula de interés. Es asi que con-
sideramos un limite esférico de radio r. llamado radio de
corte fuera del cual el potencial de pares U(r) es cero.

100

0l

@)
N

OO

1
B
2

Figura 2. Condiciones de simetria para un arreglo bidi-
mensional. La regién de trabajo es un cuadrado que con-
tiene § moléculas. Esta regidn se repite en todo el es-
pacio. El cuadrado construido con la molécula 1 en su
centro también contiene 5§ moléculas. El circulo dentro
de este cuadrado representa la regidn donde el potencial
es diferente de cero.

En el ejemplo mostrado en la figura (2) las molécu-
las 2 y 4 contribuyen a la fuerza total en 1, ya que sus
centros se encuentran dentro del limite, mientras que las
moléculas 3 y 5 no contribuyen. En una simulacién de
caja cubica de lado L, el nimero de vecinos explicita-
mente considerados se reduce por un factor de aproxi-
madamente L®/ (4":’;”3 ), esto es un ahorro importante en
tiempo de cilculo. La distancia limite no debe ser més
grande que L/2 para que haya consistencia con la con-
vencién de imagen minima.

En esta simulacién se usa el algoritmo Verlet [10],
[11], [12]. En este formalismo, las posiciones y velocidades
transcurrido un tiempo, At son:

r(t + At) = r(t) + v(t).At + fQ—(,,?Atz (6)

v(t + At) = v(t) + (7)

Una vez conocidas las nuevas posiciones de las
particulas se re-evalua el potencial, generando una nueva
fuerza de interaccién entre particulas. El proceso vuelve
a comenzar recalculando las posiciones y velocidades a
partir de las ecuaciones (?7) y (?7). El proceso se es-
quematiza en la figura (3).

ft+ At) +f(t)At
2m

POSICION INICIAL DE LAS PARTICULAS ,

A

——)@L\Lcum DE LAS FUERZAS )

A

CALCULO DE LAS NUEVAS POSICIONES Y
VELOCIDADES

Y
(CALCULO DE PROPIEDADES )

Figura 3. Esquema del proceso de simulacién de un sis-
tema de particulas por dindmica molecular.

En nuestra simulacién de dindmica molecular se usa
una celda cubica de arista L, un radio de corte de 2,50
y un paso de tiempo 0, 0640~1v/48¢/m equivalente a
9 x 10~14s . Estos valores dan resultados numéricos es-
tables. La celda ctbica conteniene 256 dtomos de argon
y esta sometida a condiciones de frontera periddicas. Las
interacciones son modeladas con el potencial de Lennard-
Jones. Los pardmetros para el argén se dan en la tabla

(2)-

Tabla 2. Pardmetros Lennard-Jones para el Ar.‘

e/ks  119,8K
o 3,405 x 1071%m
Masa 39,9%4uma

Los 4tomos se colocan inicialmente en un arreglo fcc
(cdbica centrada en las caras) y las velocidades iniciales
se ajustan para que cumplan la condicién fisica que el
momentum lineal del sistema sea cero. Para contro-
lar la temperatura, las velocidades se escalan de acuerdo
a la ecuacién,

*
corregido

Tp
P

v = v} (®)

Donde el asterisco significa que la cantidad ha sido adi-
mensionada con los pardmetros caracteristicos del mate-
rial (Tabla 1). Tp* es la temperatura a la que se desea
mantener al sistema (temperatura deseada) y Tax es la
temperatura actual del sistema, asociada con su energia
cinética (antes de ser modificadas las velocidades) me-
diante el principio de equiparticién de la energfa. Esta
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cantidad se calcula de acuerdo con la ecuacién,

N
Ti=#8 <Z(vz)2> , ©

donde B = 16/(N — 1) es el factor que relaciona las ve-
locidades con la temperatura, obtenida a partir del teore-
ma de equiparticién de la energfa, en unidades reducidas,
considerando 3(IN — 1) grados de libertad, debido a que
se considera que el momentum lineal total es cero. El in-
cremento de temperatura lleva a corregir las velocidades
de acuerdo a (?7) y se permite al sistema evolucionar de
acuerdo a la dindmica molecular. El sistema estara fuera
del equilibrio durante un tiempo, luego los indicadores
del estado del sistema no son estacionarios y variaran
lentamente hacia nuevos valores. Alcanzado el estado de
equilibrio, se encuentra la nueva temperatura del sistema
de acuerdo a (?7), si esta no es igual, a la temperatura
deseada, dentro de un rango exigido, entonces se corrigen
nuevamente las velocidades de acuerdo a (?7) y se per-
mite al sistema evolucionar durante un nuevo periodo de
tiempo hasta alcanzar el equilibrio. El proceso se repite
hasta alcanzar la temperatura deseada.

Con respecto al cambio del estado del sistema, éste
puede ser inducido cambiando un pardmetro de la simu-
lacién, o puede ser espontdneo si el sistema sufre una
transicién de fase al pasar de un estado de equilibrio a
otro, si las condiciones del problema lo permiten.

Para poder evaluar un valor medio del sistema se debe
alcanzar el equilibrio a la temperatura deseada. Luego
de varios ensayos, se llego a considerar que el sistema
alcanza el equilibrio después de 5 000 pasos de tiempo.
Ya en equilibro se procede a evaluar valores medios co-
rrespondientes a cantidades medibles de interés tomando
configuraciones cada 2 pasos de tiempo. En este trabajo
se “miden” la energfa cinética y la energfa potencial para
evaluar la energfa total E(T). Asimismo se encuentra la
funcién de distribucién radial g(r).

De esta forma se puede evaluar el comportamiento de
la energfa total E(T) en funcién de la temperatuta T .
Asimismo se pueden evaluar las distancias promedio de
un atomo particular al resto de dtomos lo cual da una
distribucién radial caracteristica. A partir de esta dis-
tribucién se puede obtener informacién de transiciones
de fase en el sistema. Con el fin de encontrar una expre-
sién para la funcién de distribucién radial discretizamos
las distancias r;; entre 4tomos usando un entero n y una
variacién Ar, luego si

(n— 1)Ar <7y < nlr, (10)

asociamos estos 7;; a un casquete esférico de espesor Ar
de radio medio 7, definido por 1, = (n — %) Ar.

Si M (ry, Ar) es el nimero total de parejas de dtomos
(i,j) cuyas distancias 7;; cden dentro del casquete esferico
de radio r, mostrado en la figura (4) entonces la funcién
de distribucién radial viene dada aproximadamente por

VM(r,, Ar)

2nr2 N2Ar 1L

9(rs) =

Si las medidas de frecuencia de distribucién radial se

extienden hasta 7. el mimero de valores que puede tomar
nesre/ATr.

POSICION DE
UNA PARTICULA

Figura 4. Volumen que contiene a las M(rp,Ar)
particulas.

4. Resultados

Usando dindmica molecular para un sistema periédi-
co de 256 particulas con L* = 6,5, que corresponde a
una densidad de 1,56 g/cm3, se obtuvo la dependencia
de la energfa total en funcién de la temperatura. La den-
sidad del argén a 1 atm de presién en estado sélido es
1,65 g/em? y en estado liquido 1,4 g/ em?®. Los resultados
obtenidos se muestran en la figura (5). En esta figura se
observan dos saltos caracteristicos de transiciones de fase
que permiten identificar dos temperaturas, las cuales se
dan en la tabla (3), correspondientes a dos transiciones
de fase.

4.4

14.45 =65 +

45

*
s -

-14.55 + o
E* 146 %
1000 ¥ +

14,65

147 +

1475 "

2
+
148 £ B
+ 4
1485
0.62 T* 064 066

Figura 5. E* /1000 en funcién de T*, para L* = 6,5
considerando 256 particulas.

Tabla 3. Comparacién entre los valores experimentales
y calculados para las temperatura de fusidn y ebullicion

del argdn.
Exper. (K) Cale. (K)
Punto de fusién 83,81 75
Punto de ebullicién 87,29 76
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Al comparar estas temperaturas con datos experimen-
tales [13] para el punto de fusién y ebullicién del argén
se pueden asociar las temperaturas observadas a una de
fusién y a otra de vaporizacién del sistema. Como puede
observarse de esta tabla, los resultados obtenidos no estan
muy préximos a los valores experimentales. Esto puede
explicarse porque solo se han considerado 256 dtomos en
la regién de trabajo.

Manteniendo el sistema a T* = 0, 7 se cambié la longi-
tud de la caja ciibica de trabajo que contiene 256 4tomos
de argdén. Las longitudes consideradas, en unidades re-
ducidas, son: 5,2 ; 6,0 y 6,5. Es decir que manteniendo
la temperatura del sistema, se cambié la densidad de los

4tomos de argdn en el sistema. Las figuras (6), (7) y (8)
muestran los resultados obtenidos.

L* =5,2

g(rv) 8 + +

4

[ + + +

+ +

4 & ¥+
+ . +
T + ¥ 2 2
- t

2 e 4+ T i #t & *o
++ +4 I, G i:)— B g
0 PPPUINEHE NN & S e YOG 0 S0 5 S+

0 05 1 15 2 25 3

Figura 6. Funcidn de distribucién radial g(r*) en fun-
cion de r* para T* = 0,7, L* = 5,2.
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Figura 7. Funcién de distribucién radial g(r*) en fun-
cién de r* para T* = 0,7, L* = 6,0.

En la figura (6) se observa picos muy pronunciados
asi como regiones donde g(r*) = 0, esto indica una alta
localizacién de los 4tomos de argén. Los picos observados
coinciden con aquellos de una estructura fcc, estructura
cistalina del argén [9]. Asimismo para r ~ o (r* = 1)
se observa el pico més pronunciado debido al minimo del
potencial de Lennard Jones, y parar < o (r* < 1), g(r*)
se anula debido al término repulsivo del potencial.
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Figura 8. Funcidn de distribucion radial g(r*) en fun-

cion de r* para T* = 0,7, L* = 6,5.

Si se disminuye la densidad (L* mayor) se observa
que los picos dejan de estar bien definidos. Esto se ob-
serva en la figura (7) donde L* = 6,0 . Una distribucién
radial de ese tipo se asocia a una fase liquida del sistema.
Para L” = 6,5 ya se tienen amplias regiones permanen-

temente ocupadas por dtomos, es decir que el sistema

estd en una condicién préxima a la evaporacién.

Si se incrementa la temperatura se espera que la dis-
tribucién muestre dtomos de argén todavia menos local-
izados. A manera de comparacién se muestra los resulta-

dos obtenidos para T* = 3,5 con una longitud L* = 6.0
en la figura (8).
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Figura 9. Funcidn de distribucién radial g(r*) en fun-
cién de v* para T* = 3,5, L* =6,0.

Se observa un cambio importante al comparar las fi-
guras (7) y (9). La delocalizacién de los dtomos es muy
marcada para T* = 3,5. Al disminuir la densidad se es-
pera una delocalizaciéon todavia mayor. La figura (10)
muestra los resultados obtenidos para L* = 14. En esta
figura se observa una completa delocalizacion de los dto-

mos. Esto corresponde a una fase gaseosa del sistema en
estudio.
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Figura 10. Funcidén de distribucién radial g(r*) en fun-
cion de r* para T* = 3,5, L* = 14.

5. Conclusiones

Usando el método de dindmica molecular se logré simular
transiciones de fase para un sistema de atomos de argén.
El método dié6 también buenos resultados al evaluar la
funcién de distribucién radial del sistema, los cambios
observados en estas distribuciones al variar los pardmet-
ros del sistema estan en concordancia con lo esperado, es
decir una alta localizacién de los 4tomos de argén para
bajas temperaturas y altas densidades asi como una fal-
ta de localizacién para altas temperaturas y bajas densi-
dades.
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