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Una base B-spline se puede representar en forma matricial y con una matriz de transformacién de bases aplicado
a la representacién original (abreviado a matriz BSBT) se obtiene otra representacién respecto a otra base B-spline.
En este trabajo, se mostraran las condiciones de existencia y algunas propiedades utiles de las matrices BSBT.
Luego, se propone una férmula recursiva para matrices BSBT y un método eficiente para el cdlculo de matrices
BSBT. Finalmente se aplican estas técnicas en la inserciéon de nodos y la elevacién de grados de curvas B-spline,

obteniéndose nuevos algoritmos para estos procesos.
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1. Introduccion

Los B-spline constituyen una de las bases polinomi-
ales mas importantes en el modelamiento de curvas y
superficies. Son aplicados ampliamente en lo campos de
Diseno Geométrico Asistido por Computadora (CAGD,
por sus siglas en inglés) y Graficos por Computadora
(CG, por sus siglas en inglés). Un problema esencial en
las curvas B-spline y en el modelamiento de superficies es
la conversion entre diferentes representaciones de curvas
B-splines y superficies, los cuales surgen en varias situa-
ciones como reduccion de datos, control de modelamien-
to, aproximacién e intercambio de datos entre diferentes
sistemas CAD. Muchas de estas conversiones son cau-
sadas por las operaciones basicas de curvas B-splines y
superficies, tales como la inserciéon de nodos, la elevacién
de grado, la eliminacién de nodos y la reduccin de gra-
do. Estas operaciones bésicas han sido exploradas am-
pliamente, y esos son resultados muy ttiles sobre ellos
(ver [1, 3, 4, 6, 8, 9]). Tedricamente, todos esos proble-
mas pueden ser reducidos a un cambio de base de una
base B-spline a otra base B-spline,esto es, un problema
de conversion entre diferentes bases B-splines. Y la clave
de este problema es la transformacién matricial de bases
B-splines (abreviado a matriz BSBT, por sus siglas en in-
glés). En este trabajo se muestra que las matrices BSBT
pueden ser usadas para establecer modelos mateméticos
uniformes para la insercién de nodos, elevacién de grados,
eliminacién de nodos, y reduccion de grados de curvas y
superficies B-splines, y proveer una herramienta gener-
al para la conversion entre diferentes representaciones de
curvas y superficies B-spline.

La insercion de nodos y la elevacion de grados son dos
ejemplos importantes de matrices BSBT. Se puede ver en
[2], [3, 4] que se han usado B-splines discretos para pro-
bar, en la presentacion recursiva, propiedades y el calculo
de los elementos de esas matrices mientras exploraban el
método para la insercién de nodos, elevacion de grados y
eliminacién de nodos de curvas y superficies B-spline. Y

basados en esos resultados, dieron el Algoritmo de Oslo
para la insercién de nodos (ver [3]) y el algoritmo de
eliminacién de nodos (ver [4]). Para las matrices BSBT
generales se usaran las diferencias divididas y obtener al-
gunos resultados en la representacién, propiedades, calcu-
lo y aplicacién de ellas (ver [5]). Sin embargo, la forma
de representacion y el algoritmo de célculo para matrices
BSBT son relativamente complicadas. En este trabajo,
se presenta una relacién recursiva simple para las matri-
ces BSBT generales con un nuevo método y se estudia la
representacion, calculo y aplicacion de ellas en las bases
de la relacién recursiva.

Este trabajo estd organizado como sigue: las condi-
ciones de existencia y algunas propiedades de matrices
BSBT son dadas en la Seccién 2; en la Seccién 3 se pre-
senta una propuesta de féormula recursiva simple para
matrices BSBT, y un método eficiente para el calculo de
matrices BSBT; luego, las aplicaciones de las matrices
BSBT, son estudiadas en algunos aspectos, y un nuevo
algoritmo uniforme para la insercién de nodos y elevacion
de grados de curvas B-spline, basado en matrices BSBT,
es desarrollado con algunos ejemplos para ilustrar la es-
tabilidad del nuevo algoritmo en la Seccion 4; finalmente
en la Seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. Condiciones de existencia y

propiedades de las matrices
BSBT

Sean k y k dos enteros positivos. Denotemos como
{B;x(t)},, a las funciones bases B-splines de orden k,
asociadas con el vector nodo:

T = {to,tl,tg, A 7tn+k'}

De modo similar, las funciones de bases B-spline de orden

k, asociadas con el vector nodo:

T = {fo,flaf% s 7tﬁ+l;'}
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seran denotadas como {B; ;(t)}7.
Los vectores nodos T y T satisfacen las siguientes condi-
ciones respectivamente:

nZk—L t0§t1§~-~gtn+ka te—1 < tk, tn<tn+1 (1)

n>k—1,to <t <...<lnip ooy <tp ta <tas1 (2)
Definicién 1. Sean las bases B-spline {B;x(t)}i—y y
{B; 1 (t)}{—o, la matriz de transformacion (cambio de
base) es definida como sigue: si existe una matriz
A, g deorden (n+1) x (n+ 1), tal que:

BO,k(t) Bo,l%gtg
By i (1) Bl,/_c t

. =AirTT : s tE [th—1,tns1)
Bn,k(t) Bﬁ,l_c(t)

(3)

La matriz Ay ¢ r ¢ es llamada la matriz de transfor-
macién (o tambien llamada matriz de cambio de base) de
la base de B-splines {B,; ;(t)}I, a la base de B-splines
{B; r(t)}—y. En este trabajo, la matriz de transforma-
cion de bases B-spline serd abreviada como matriz BS-
BT.

Como los subindices muestran, A i t ¢ esta totalmente
determinada por k, k, T y T, cuando exista.

Usaremos la siguiente notacion para los elementos de la
matriz BSBT.

aoo(k, k) aoq(k, k) ao,n (k, k)

aio(k, k) ar(k, k) a15(k, k)
A/c.lfc.T:I“ = . : :

an,O(k7i{f‘) an,l(k7i€) a’n,ﬁ(k7]7€)

Aunque los elementos de Ay i 1 ¢ estdn relacionados a
los vectores nodo T y T, los a; ;(k, k) son empleados para
representar a los elementos de Ay i 1 -

Teorema 1. Sean k y k dos enteros positivos, tal que
k >k, los vectores nodos T y T que satisfacen las condi-
ciones (1) y (2), respectivamente; y las bases B-spline
{Bix()}y ¥y {Bi,k(t)}?:o de orden k y k respectiva-
mente. Finalmente, supongamos que, en T y T, los nodos
t; y t; tengan como multiplicidades a r; y T;, respectiva-
mente. Si las condiciones:

(@) troy =tr—1, tat1 = tny1,

(b) parai=kk+1,....n, t;, eTyr >ri+k—k
se cumplen, entonces la matriz BSBT Ay pr g de
{Bix(t)}ieo a {Bik(t)}i—o existe. Mds ain, cuando
Ay rrr eviste, aij(k.k) es tnico si t_j-H_c_ > t_j;_y
a; j(k,k) puede ser cualquier nimero real si t; . = t;,
para 5 =0,1,2,...,n,1=0,1,2,...,n.

Demostracion. Sea S*~([t)_1,tn11)) el espacio de fun-
ciones splines de grado & — 1 con nodos

{th1 <trstpgr, .. sty <tpgr}

las condiciones (a) y (b) nos aseguran que t; € T, i =

k—1,k,...,n+1 es decir todos esos nodos estan en T, por

lo que {ij,;(t) ?:0, t € [tk—1,tn+1) pertenece al espacio
Skil([tk_htn_;ﬂ)). Luego para Bi,k(t)a t e [tk—latn+1>
se tendra B, (t) € S* 1([tk_1,tn+1)), entonces para
1=0,1,...,n se tiene:

Bik(t) = aij(k,k)B;(t), t € [te1,tnt1)  (4)
=0

Sitj,; > tj, los B;j(t), 0 < j < @ no serfan identi-
camente nulos en [tg_1,t,11), entonces son linealmente
independientes, asi los a; ;(k, k) son tinicos en la repre-
sentacién de B; k(t) en la ecuacién (4).

Si t;. = t;, entonces Bj%(t) = 0, por lo que a; ;(k, k)
puede ser cualquier ntimero real en la ecuacién (4). O

De ahora en adelante se asume que k > k, y que los
vectores nodos T y T satisfacen no sélo las condiciones
(1) v (2) sino tambien las condiciones (a) y (b) del Teo-
rema 1. Y se considera a; ;(k, k) = 0 si ;. = {;.

Bajo estas consideraciones, la matriz BSBT A, i 1 ¢ ex-
iste y es unica por el Teorema 1.

Lema 1. Sea A, ;v la matriz BSBT de {B; j,(t)}1—,
en {B; k(t)}1o. Para cualquieri y j, tales que 0 < i <mn,
0<j<n,sia;#0 entonces [tj,t;,5) N [th—1,tnt1) C
[tistitr)-

Demostracion. Ver [5] O

Teorema 2. Sea Ay jrr la matriz BSBT de
{B; k(1) }7=o en {Bir(t)}io- Se tiene que Ay, i o1 posee
las siguientes propiedades:

(a) Para cualquier i tal que k —1 <i <mn, se tiene:

» Sity=ti1k, entoncesa;; =0, 7 =0,1,...,7.
w Sity <tipr yi >k entonces a;; = 0 cuando
Ej <t
w Sity < tivr yi < n—k entonces a;; = 0
cuando t; g > tiyk
(b) Para cualquier j tal que k —1 < j <, se tiene:
» Sit; =1,  entonces a;;(k, k) =0,
i=0,1,...,n.
= Sit; < t;,j entonces a;;j(k,k) = 0 cuando
i > tmam{j,fc—l} 0 tipr < tmin{j+7€,ﬁ+l}
(c) Para cualquier j tal que k —1<j <, si ti <tiik
entonces Y. a; j(k,k) =0 y hay a lo mds k ele-

mentos no nulos en la j-ésima columna de Ay, j 7.

Demostracion. Se usa el hecho que si [t;,t;,7) # 0 en-
tonces [tj, ;1 5) N [tk—1,tns1) # 0, es mds

[t5:54%) N [te1, tnga) = [M, N)

dOHd? M = mézc{fj,tk,l} = Eméx{j,k—l} y N =
min{t; 5, tn1} = tingj+k,n+1}- Notar que M < N.
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(a)
= Si tenemos t; = ¢, 1, entonces se tiene a; ; =
0. Cuando t; < t;,, lo veremos por contradic-
cién, es decir suponemos que a; ;(k,k) # 0
para algin 0 < j < 7, entonces del lema 1
tendremos a; ; # 0 entonces:

[t 05) NV [te—1,tns1) S [tis tirr)
pero como t; = t;j entonces [t;, t;1r) = 0 asi
que necesariamente [tj, t; z) N [tp—1,tny1) =
(0, lo cual es una contradiccién.
= Supongamos que a; ; 7 0, entonces del lema 1

[M,N) = [tj,t; 1) N [tk—1,tnt1) C [ti tivk)

entonces M = méx{t;,ty_1} > t; asi que
t; > t; o t—1 > t;; lo cual siempre se con-
tradice pues t; < t; y como i > k se tiene que
t; >t > tp_1.

= Supongamos que a; ; 7 0, entonces del lema 1

[M,N) = [tj, t;15) NV [te—1,tnr1) S [tis tir)

entonces N = min{t; ,t,1} < tiys asi que
Livk < tik O tnyr < tigps lo cual es siempre
una contradiccién pues ¢; ;> titx y como
i+ k < nsetiene que t;1 < t, <tpi1.

(b)
» Si t; = t;,}, entonces a;; = 0, para i =
1,2,...,n.
= Supongamos que a; ; 7 0, entonces del lema 1
[M,N) = [tj,t;0%) N [tr—1,tnt1) C [tis tivk)

asi que M = t_méx{]',kfl} > tiy N =
bmin{j+k,at+1} < ti+k, lo que contradice las
hipétesis.

(c) Como las bases B-spline son una particién de la
unidad

j=0
(DB x(t) = D1 ai;(k k)] B; i(t)
Jj=0 j=0 i=0
SO Y i (BB, () =0
7=0 =0

Sit; < ;5 entonces todos los B; ;(f) que no son
identicamente nulos en [t;_1,t,41), SOn linealmente
independientes, por lo tanto 1 = """ a; ;(k, k).

O

3. Representaciones recursivas y
algoritmo de matrices BSBT
3.1. Relacion recursiva de matrices BS-

BT

Supongamos que los érdenes k y k, y los vectores no-
do T y T de las bases B-spline son dados. Sea m = k—k,
para el entero s tal que 1 < s < k, construimos los
vectores nodo T = {tp o tp_si1,. . tnrst v TG =
{th—ssth—s+1,--->tntm+s} removiendo los primeros y
tiltimos k — s nodos en los vectores nodo T y T, re-
spectivamente. Sean {B; ;(t)}", . v {Bistm ()i
las bases B-spline, de orden s y m + s respectivamente,
asociadas a los vectores de nodo T(®) y T() respectiva-
mente. De acuerdo al Teorema 1, existe la matriz BSBT,
de {Bj sim(t) 1y, a {Bix(t)}™,_., la cual es denota-
da como A, 1. () (s Sea

S — _
A = Ao e
(s) (s) (s)
ak—s,k—s a’k—s,k—s—i—l T a’k—s,ﬁ
o o o
. k—s+1,k—s k—s+1,k—s+1 k—s+1,n

(s) (s) s)

an,kfs an,kferl e An,n

Entonces se tiene:

Bk—s,s(t) 7Bk—s,m+s(t)
kaerl,s(t) Bk75+1,m+s(t)
: =A® : € [th1,tnt1)
Bn,s(t) Bﬁ,m—i—s(t)

(7)

notar que A,z ¢ = AW ahora se dard una férmula
recursiva para calcular A®), s =1,2,... k.

Lema 2. La matriz BSBT A" puede ser construida co-
mo Sigue:
Para cualquier i tal que k —1 < i <n se tiene:

w Sit; =t;1, entonces ag’lj) =0,j=k—-1,k,...,n.

w Sit; <tiy1, entonces

) 1 St Ej < Ej+m+1

a;j = Y [ tjpmtt) N [to—1, tng1) C [t i)

0, otro caso
donde m =k — k
Demostracién. En este caso A serfa la matriz BSBT

de {Bjmt1()} )y a {Bi1(t)},_,, es decir cuando
s =1 en la ecuacién 7

Bi_1.1(t) B@—1,m+1(t)
By (t) Bm+1(t)
) =AM . , € [th—1,tnyr)
Bn,l(t) B'FL,m+1(t)

(8)
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» Sit; = t;11, usando el inciso (a) del Teorema 2 para

a )

AWM ge obtiene a; ; = 0 para j =k —1,k,...,7

Sit; < tiy1, serd suficiente probar que los coefi-

cientes a(lj) cumplen la definicién de matriz BSBT,
es decir:
Z CL j,m-i-l t) te [tk—la tn-‘rl)
j=k—1
Para ver que se cumple esta ecuacién en

[tk—1,tn+1), veamos en dos casos:
Sité€ [tp—1,t;) U[tit1,tny1), entonces:

1 =
Z az(',]')Bjml-i-l(t) -
j=k—1
1) =
= Z az(’,j)BLm-i-l(t) =0

o tj<tjtmt1y

[E5stitm+1N[te—1,tn1)ClEitiv1)
pues para esos indices j que cumplen esa condicion,
como t ¢ [t;, t;y1) se tiene que t & [tj,tj4mt1) N
[th—1,tn+1), asi Bjmt1(t) = 0 para todos los j que
cumplen esa condicién. Por lo tanto la sumatoria
es cero.
Y como B;;(t) = 0, pues ¢t & [t;,t;11), se tiene la
igualdad

-l
j=k—1
para t € [ty—1,t;) U [tit1,tnt1)

Bjms1(t) =0

Sit € [t tit1), se tiene:

E az J ] m+1 t)
j=k
o Ej<£j+m+l y
[Etjtmar)N[te—1,tny1)Cltistit1)
= E , Bj,m+1(t)
o tj<tjym+41y
[t5,t+mr1)N[te—1,tnt1)Cltistitn)

+ Z Bj,erl (t)
- otro caso
-2 B
j=k—

(1)Bjm+1(t)

7, m+1 =1

J 1

pues para los indices j que estan en el otro caso,
se tendrd t; = tj4m41 (es claro que Bj,41(t) = 0)
07 [ti’tj+m+1) n Ltk—latn—&-l) g_ [tiati+1) donde t ¢
[tj,tj+m+1) asi Bjm11(t) = 0., por lo tanto:

Y Bimn(t)=0
otro caso
Y como B;1(t) =1 pues t € [t;,tiy1), se obtiene:

Ek:a

1

Bjmi1(t) =1, te€[titizr)

J

O

Ejemplo 1.

Sean las bases B-spline {B; 3(t)}2_y y {Bi5(t)}5_, re-

specto a los vectores nodo:

T ={2,3,5,8,9,10}

T ={1,2,4,5,5,7,7,8,10,12,13}

Entonces se tienen = 2,k =3 y 7 = 6,k = 5. Luego
de la relacion recursiva del Lema 2, se obtiene la matriz

AWM,

Ejemplo 2.

Sean las bases B-spline {B; 4(t)}_o y {Bi4(t)}}

specto a los vectores nodo:

T = {0,0,0,0,2,6,7,10, 10,

3, re-

10,10}

T ={0,0,0,0,1,1.5,2,2,3,4,6,7,7,8,10, 10, 10, 10}

Entonces se tiene n = 6,k =4 yn = 13,k = 4. Luego
de la relacion recursiva del Lema 2, se obtiene la matriz

AWM,
A=
1 1. 1. 0. o. 0. 0. 0. 0. 0 0.
0 0. 0. 0. 1. 1. 1. 1. o. 1 1.
0 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1. 0. 1 1.
0 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1 1.
Teorema 3. Las matrices A®), s =1,2,..., k satisfacen
la siguiente relacion recursiva:
_ s—1 _
APICH = = _CWALD s=23.. .k
m + s — 1 ) ) ) ) 7
donde m =k —k y AW es dado por el Lema 2,
(s) T
_Ck s+1
RO _e®
AR R
cb) — Ch—s+2  “Ch—st3
051521 )
o
© () -
TE
Ek s+1 _Ek(—s-i-Z
als) als)
C(s) _ k—s+2 k—s+3
_ & |

1
RON { T ti <tits-1, i
! 0, ti = tits—1,

tj <tjrmiys—1,
tj =tjtmys—1,

k—s+1,k—s+2,...,n

j=k—s+1,k—s+2,...,n
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Demostracion. Para cualquier s, 2 < s < k, A®) cumple:

B—_s,s(t) B s,mts(t)
Br_s41,s(t) Br—s41,m+s(t)
) =A® ) tE [th1stni1)
Bn,s (t) Bﬁ,'m«#s(“*)

Derivando con respecto a t:

?I’cfs,s(t) 7?1;75,7n+3(t)
B st1,s(t) Bl st1,mes(t)
. =A® . Jt € [th—1,tny1) (9)
By, (1) By, nL+b(t)

y de la formula para la derivada de los B-splines:

s—1 s—1

B;,s(t) = 731’,571(15) - 7Bi+1)571(t)
tits—1 — tits — tit1
parai=k—s,k—s+1,...,n
Veamos para i = k — s,
s—1 s—1
B;C*S(t) = kas,sfl(t)_73k73+1’5,1(t)
th—1 — tk—s te — th—st1

como t ¢ [tp—s,tk—1) ¥ t € [tk—1,tnt1), Se tiene

By_s.s—1(t) = 0. Luego

s—1
Bl/cfs,s(t) = _tk — 1 1
—s

= (s— 1)(—0,§528+1)ka5+1,571(t)

Parai=k—-—s+1,...,n—1,

Bk:—s-i—l,s—l (t)

1 1

Bl = (s—1)] Bigoa(t) = ————
i+s i+1

(s = D[et” Biam1(t) — ¢ Bis1,a—1(t)]

tits—1 — ti

Finalmente para i = n,

s—1
tn+sfl - tn

s—1

B, .(t) = t
— in+1

Bn,s—l(t)* Bn+1,s—1(t)

thrs
como t € [tk—1,tnt1), se tiene Byy1 s—1(t) = 0. Luego

s—1
—— B, s—1(t
thrsfl —tn e ( )

= (s— 1B, 1(t)

B;L,s(t) = -

Juntando estos resultados se obtiene:

Biy1,s-1(t)]

Entonces:

Bl o5t

] Bi—s41,s—1(t)
Bl sy1,5(t)

B _st2,5-1(t)

=(s—1)Cc® it € [th—1,tns1)

B0 Bos ()

(10)
En forma andloga para los BZ s>
Bk s m+s(t)

B st1,m4s(t)

Br—st1,m4s—1(t)

B Bi—s42,m+s—1(1)

= (m+s—1)C(S)
n m+s(t) Bﬁ,,m,+s—1(t)

Reemplazando (10) y (11

(1)
) en 9, se obtiene:

Bi_s41,5-1(t)

E:;k73+1,7n+571 (t)
Bi_s42,5-1(t)

_ Bk73+2,7n+571(t)
(s—1)C® = (m+s—1)C®) )
B'ﬁ,?n«#sfl (t)
(12)

Y de la definicién de la matriz BSBT A1) se tiene:

.Bn,s (t)

Br—st1,5-1(t)
By _sy2,5-1(t)

Br—st1,mts—1(t)
Br_sy2,miys—1(t)

= ALY it € [tk—1,tny1)

B (1) Bamyai(t)
que al reemplazarlo en (12)

By —st1,mts—1(t)
B _s42, m+s—1(t)
(s —1)CEAL—D

Bn mts— 1(t)
Bk s+1,m+s— l(t)
_ Bk s+2,m+s— l(t)
=(m+s—-1)ASCH . ;€ [th—1,tny1)

Bn ,m-4s—1 (t)

Haciendo P = ((s—1)C®AG=D — (m+5—-1)AGICH)),
se tiene:
Bi—si1mrs—1(t) 0
Bk—s+2,m+s—1(t) 0
P : =1 . |:te [th—1,tn+1)

Bﬁ,ersf 1 (t) 0

SiP = [pj] parai=k—sk—s+1...,nyj=
k—s+1,k—s+2,...,n, entonces:

n
Z PiBjmys—1(t) =0; t € [tp_1,tns1)

j=k—s+1
Bj_, .(® —es )5+1kas+1,571(f) _ n . . .
' como {Bjmis-1(t)}j_x_s41 es linealmente independi-
B;,-S(t) =(s—1) cgs)Bz‘,s—l(t) - C'(if;»)lBi+1,5—1(t) ente en [tk_l,tn—i_l)’ se tiene pij = 0 para = k= 5 k=
s+ 1,...,n. Por lo tanto P = 0, lo que nos lleva a:
s(®) RO () _ s—1
e noEn, A 2" c@AL-D
@ " ) m+s—1
“kls+1 ’Lk)—s+2 ( Bp_s41,5—1(t)
e otz —epois Bl—s+2,5—1(t) O
=(s—1) .
Cns;I —C»Ezs) Bn,’s(t)
Cgls)
B _—s+1,5s—1(t)
Bl —s42,5—1(t)
= (s —1cl)

B, ()

REVCIUNI 14 (1) (2011) 27-36

Facultad de Ciencias — UNI

it € [th—1,tnt1)
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3.2. Férmula recursiva y algoritmo para
el calculo de matrices BSBT
3.2.1. Férmula recursiva

Sea A§-5) la j-ésima columna de A®), donde k — s <
i<ny2<s<k.
Del Teorema 3, se tiene:

s—1

_ 7 - @AY
m+s—1

AG ) —

entonces sus j-ésimas columnas son iguales,

Para los B-spline Bj’s_l, j=k—s+1,k—s+2,...,n;el
t; anterior ocuparia ya no el indice de posicién j sino la
j+1, entonces Bji1mis—1(t;) =1y Bimis—1(t;) =0

paral;éj—&-ll—k'—s—i—lk—s—i—Q nLuego
— —1) 5 _
Bi,s—l(tj) = Z CLE,SJ )Bj,m—i-s—l(tj)
j=k—s+1

s—1) p T
- 1('j+1)Bj+1,m+sfl(tj)
NS

a;iis i=k—s+1,k—s+2,...,n

De la férmula recursiva para la base B-spline se tiene:

-1 _
AGOCE — 5T o pAL-D _ _
J 1 J _ ti —1t; _ tivts —t; -

S, Biolf) = By () B (F)

0 tL-‘ré 1= t tz-i—s - tz—i—l
:( parai = k—s,k—s+1,...,n; donde se considera a los co-
A _EjS) _ S — cl) A(s 1) eficientes con denominador cero, el valor de cero. Reem-
E§-s) m+s—1 plazando los resultados, B; (t;) = ( ) y Bis-1(t;) =

. s—1
: az(‘,j+1)
L 0 - — —
() _ _ti—ti (s-1) tits =t (s-1)
_EES)A§?1 + c(S)A;S) _ hc(s A(s 1) a5 = R A L . Git1,5+1
i=k—sk—s+1,...,n
Por lo tanto:
5 — Se define
(AP AW ) = — lc<5 APV = kst k—s42,. 7
S — {j*ti
(13) a(,s,) = tits—1—ti’ ti <tits—1
w 0, ti =tirs—1
» Sic; () > 0, entonces la ecuacién (13) es equivalente
a:

s —

AP = A+
! =t (m+s—1)é§-5)

C(S)Ags—l)

Por lo tanto se puede calcular A§s) a partir de A§8_)1

y Ag-s_l) recursivamente.
. Sicl® = 0, no se puede calcular AS-S)
ecuacién (13).
Se considera los siguientes dos casos, el primero es
=(s) =(s)

mediante la

que ¢;” = 0y ¢;7; = 0, es decir t; = Ej4mis—1
y t]+1 = tj+m+5, entonces t = t]+m+s, y por el
inciso (b) del Teorema 2 se tendrfa a;; =0, 1=
k—s,k—s+1,...,n por lo tanto A(-S) =0.

El segundo caso es cuando E(S) =0y c(+)1 > 0,

es decir t; = t]+m+g 1y tﬁ_l < tj+m+s; entonces
t < tj+m+57 luego BJ m+s( ) = ].yBl m+s( ) = 0
paral;é],l—k—sk—s—i—l .,7; pues t; ¢
[tl> tl+m+s)-

Como B, s(t) = Zj’ s ag j)B] m+s(t) se tendré:

n

Z J,m-i-s E )

j=k—
— o®
- 7_7 (]‘)

(78]), i=k—sk—s+1,...,n

Bi,s(fj)

i=k—s+1,k—s+2,...,n

T ()
Uklstl,) R Y
1 — a(s> 1— a(s
B k—s+1,j k—s+3,j
) N O)
X — 1,5 n,j
oe(s)v
n,J
entonces
() _ o(8) 5= () yols—D)
;= 0y i 50 + (1- Qi J) i+1,5+1 (14)

Luego para t; = tj4mts—1 < Ljtmts, de la ecuacién
(14) y la definicién de B(*9) se tiene:

(s) _ ) A (s—1)

Al =BEIATY.

En conclusién se ha obtenido una férmula recursiva
para el célculo de las matrices BSBT A®®), s =1,2,... k.

0, ) . { =1 j+m-+s
AL = B((S;J)Agi(_l))’ ¢ ) tj =tjtmts—1 < ljtmes
J s) s s—1 (s) s—1 I
A]. 7Aj71+7(m+< 1>c(S)C A]. , ot < Titmds—1
(15)
j=k—s,k—s+1,..., n, s=2,3,...,k.

y Ag-l) es dado por el Lema 2.
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Célculo de matrices BSBT cuando T esta
anclado

3.2.2.

En esta seccion se vera la manera de calcular la matriz
A®) | cuando el vector nodo T tiene la siguiente forma:

T:{E():El :...:{E71,7E,£E+1,...,tﬁ}

k

A los vectores nodo de ese tipo se le denomina anclado
por la izquierda. Es importante hacer el estudio particu-
lar de las curvas con nodos ancladas por la derecha, pues
en el diseno geométrico al trabajar con varias curvas B-
splines, se busca unirlas, y para los de dicho tipo la unién
es mas factible.

Vemos que T presenta un nodo de multiplicidad k (pues
tr_1 < tr), en este caso diremos que T esta anclado por
la izquierda.

Si se quiere calcular la primera columna de A(®), que
vendria a ser A,(QS, se usard la férmula recursiva (15)
y estarfamos en el caso t; = tj1mis—1 < tjpmys PAra
j=k—s, pues tx_s = tz_;. En este caso solo tendremos:

s k—s s—1
Al(czs = B(S/k )Alifsil

Por lo tanto se puede obtener un algoritmo mas simple
para calcular recursivamente:

ADA® AR A g

Ejemplo 3. Sean las bases B-spline {B;4(t)}?_o y
{B;4(t)}}2, respecto a los vectores nodo:

T = {0,0,0,0,2, 10, 10, 10, 10}

T ={0,0,0,0,1,1,1.5,2,2,3,4,7,10, 10, 10, 10}

Entonces se tienen =4,k =4 yn = 11,k = 4. Luego de
la relacion recursiva, se obtiene la matriz A% .

Ak

5 25
5 75 - -

0
75 0.5
25 0.5
0
0

ISE)
G o

25
25
666667
333333

cocooor
ococoooo
coooo
cooro
cocoro
ocoooo
ocor oo
orooo
onr oo
onvo oo

. 0.
.5 1.
.5 1.
.6 4.
.3 1.

Ciélculo de las matrices BSBT cuando T
no esta anclado por la izquierda

3.2.3.

Para este caso, primero se verd unas definiciones:

}

T = {fo, 1. s

t}:{

Sea h > 1 entero, parai =k—h—2,k—h—3,...,0

Eall

donde

E—1>

S
I
|@.~

ININ

IA A
S

Z —
? +k

O

N
|
~
S

)

- (i) -
0 (1) (2)
-8 A
o 1-p gy
-5 B9
I 1-80 1]

donde
t. t;
BJ(Z) = 7]+k: n = I .7 = 07 17 7Z
bivk — Ut
, H® 0
Ul = [ L (16)

donde I5_;_1 es la matriz unitaria de orden n — 7 — 1.
Para el calculo de la matriz BSBT A, i t 1, se sigue los
siguientes pasos:

Paso 1 Calcular Ak,E T

De la definicién de T se ve que es anclado por la
izquierda; asi que esa matriz BSBST se calcula co-
mo lo indica la seccién anterior.

Paso 2 Calcular AE,E,T,T'
La existencia de AE,E,T,T esta garantizada por el
Teorema 1. pues tp_; = tp_1,tn1 =tn_1yt; = t;,
7 =7; parai =k, k—1,...,7. Sea h la multiplici-
dad de f;_, en el vector nodo T, entonces una rep-
resentacién de AE,E,T,T en forma matricial seria:

Apppp=UF2Ut=8 g® a7

Paso 3 Calcular Ay T 1.
Como ya se tiene Ay ;45 que es la matriz BS-
BT de la base {B, ;(t)}, a la base {B; z(t)}7,
y AE,E,T,T que es la matriz BSBT de la base
{Biv,;(t) n o a{B;k(t)},. entonces:

Ak,E,T,T = Ak,E,T,TAE,k,T,T

Ejemplo 4. Sean las bases B-spline {B;s(t)}i_q ¥
{B;5(t)}S_, respecto a los vectores nodo:

T ={2,3,5,8,9,10}

T ={1,2,4,5,5,7,7,8,10,12,13}

Entonces se tienen =2,k =3 yn = 6,k = 5. Luego de
los pasos mostrados, se obtiene la matriz A, ; ¢ 4.

Af =

1.0333333 0.4777778 0.2444444 0.0777778 0.0111111 - 0.0222222 0.0
- 0.075 0.55 0.7 0.7 0.475 0.175 - 0.7
0.0416667 - 0.0277778 0.0555556 0.2222222 0.5138889 0.8472222 1.6

888889

111111

Ejemplo 5. Sean las bases B-spline {Bj4(t)}}_ vy
{B; 5(t)}>_, respecto a los vectores nodo:

T=1{1,1,3,5,7,7,8,8}

T = {0,3,3,5,5,6,7,7,7,9,10}

Entonces tendremos n = 3,k =4 yn = 5,k = 5. Luego
de los pasos mostrados, se obtiene la matriz A, ; ¢ 4.

Af =
0.5 0.1875 0.0208333 0. 0. 0.
0.5 0.71875 0.3854167 0.125 0 0
0. 0.09375 0.59375 0.7916667 0.5833333 0.
0. 0. 0. 0.0833333 0.4166667 1
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4. Un nuevo método uniforme
para insercion de nodos y
elevacién de grados de curvas
B-spline
La insercién de nodos y elevaciéon de grados son dos
operaciones bdsicas en la manipulacién de curvas B-
splines. En esta seccién se emplean las matrices BSBT

para explorar esas operaciones a partir de un punto de
vista uniforme.

Sea .
t)=> PiBik(t), tE€[th-1,tnt1) (18)

i=0
una curva B-spline de orden k, donde pg, p1,P2,---,Pn

son sus puntos de control y {Bi,k(t)}?:o es la base nor-
malizada de B-spline de orden k asociada con el vector de
nodos T = {to, t1,t2,...,tntk} €l cual satisface la condi-
ci6n (1). Algo en comin que tienen los métodos de inser-
cién de nodos y elevacion de grado de una curva B-spline
p(t) es que el objetivo es representar la curva original p(t)

mediante una nueva base de polinomios B-spline, esto

es, encontrar nuevos puntos de control pg, p1, P2, - - -, Pa
tales que:
n
p Z B 15 t e [tkfl,tn+1), (19)
i=0

donde {B;j(t)}I, es una base B-spline normalizada
de orden k asociada con el nuevo vector nodo T =
{to,t1,t2, ... tai g}

Asi, dos problemas aparentemente distintos, son esencial-
mente el mismo. La unica diferencia entre ellos es que
tomamos una nueva base B-spline diferente {Bi, PO,
que es totalmente determinada por el nuevo orden & y el
nuevo vector nodo T. Para el problema de insercién de
nodos se tiene k = k y

TN [tk—latn-i-l] C T. (20)

Se denota como r; y Ti a las multiplicidades de t; y t; en
los vectores nodo T y T, respectivamente. Luego, para el
problema de elevacion de grado se tiene que kK > k y T
satisface la condicién (20) y

Fi=ri+k—k i=kk+1,... n (21)
Luego, en base al Teorema 1, existe la matriz BS-
BT A, rrt a a partir de una nueva base B-spline
{B, it )}z:O en la base original B-spline {B; ;(t)}I,. De
esto, a partir de la ecuacién (19), se tiene:

7pn]Ak,E,T,’T' (22)

Esto muestra que los problemas de insercién de no-
dos y elevacién de grado de las curvas B-splines puede
ser convertidos uniformemente al problema del céalculo
de matrices BSBT.

Empleando una matriz BSBT podemos también realizar
la insercién de nodos y la elevacién de grados de las cur-
vas B-spline simultdneamente. Para insertar algin nodo

[Po, P1, P2, - -, Pa) = [P0, P1,P2; - - -

y elevar el orden de k a k (k > k en la curva B-spline
p(t)), el nuevo vector de nodo T deberfa ser construido
de modo que las condiciones (20) y (21) son satisfechas.
En esta situacion la matriz Ay, ; 1 aun existe, en virtud
del Teorema 1.
Ahora, se proporcionaran dos nuevos métodos para la in-
sercion de nodos y elevacién de grados de curvas B-spline
en un modo unificado basado en la férmula recursiva para
matrices BSBT dada en el capitulo anterior. Los méto-
dos pueden ser usados para insertar nodos, elevar grados
o hacer ambas operaciones simultdaneamente en curvas B-
spline.
Sean P = [pg,P1,P2,---,Pn] €l vector de puntos de
control de la curva original p(t) definida mediante la
ecuacién (18) y P = [po, P1, P2, - - - , Pn] €l vector de pun-
to de control de la nueva curva p; resultante de la in-
sercion de nodos, elevacién de grados o de ambas opera-
ciones simultdneamente de p(t). Uno de nuestros méto-
dos es en modo directo: primero calculamos la matriz
Ay ;11 mediante el método dado en el capitulo ante-
rior, luego calculamos P mediante la ecuacién (22). Sin
embargo, el tiempo de complejidad del método es O(k?n).
El otro método dado a continuacién es mas eficiente.
Sean C®) y A(®) definidas como en los capitulos anteri-
ores. Escribiendo:

Pk =P
(23)
PO =PEHUCEHD =k —1,k—2,...,1

A

PO =POAG)  s=12 . K (24)

Se considera C*) como en el capitulo anterior. Luego,

denotando A]Sk; T

virtud de las ecuaciones (22)-(24). De acuerdo a las ecua-
ciones (23),(24) y el Teorema 3 se obtiene:

= A, p 1 se tiene P® = P, en

PO — POAD),

P() = mispG Gl s =12, k- L. (25)
Se denota como P() = [pS)spE@S)sH PPy PG =
[P;(€ )J);:)éﬂ ( )} para s = 1,2,...,k. Se considera

§s) y A§- %) como en los capitulos anteriores. Luego, de-

bido al lema 2, y las ecuaciones (15), (24) y (25), se ob-
tiene:

_1) _ )0, ti=tjemy,
P; {pgl)
(26)
j=k—-1,k—2,...,7
0,

Sl
S

Il

o+

Jmtss
I_)E‘S) = P(S)A('S) tj = tjtmys—1 < tjtmss,
mp(g R +f’§g>17 fj < tj J+mts—1,
(27)
j=k—s,k—s+1,...,n, s=2,3,...,k.
De acuerdo a las ecuaciones (23), (26) y (27), se pre-

sentan dos algoritmos que corresponden a los dos casos
considerados para calcular el nuevo vector de puntos de
control P.
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Caso 1.
El nuevo vector nodo T satisface la condicién de
anclajefo =t = --- = t5_;.
Algoritmo LC.

1. Calecular P®) pk-1) pl)
mente mediante la ecuacién (23).

2. Calcular P P . PH) P =P® recur-
sivamente mediante las ecuaciones (26) y (27).

recursiva-

Caso 2.

El nuevo vector nodo T no esta anclado. Definamos
el vector nodo no anclado

k
—

T = {{]}717 e ,{E7175E7£E+1, “ee ,{ﬁ+];;}
Se puede calcular P = PA, it t mediante el algo-

ritmo LC. Consideremos U®) como en la ecuacion
(16). Si se denota como h a la multiplicidad de ¢;_;

en el vector nodo T. En virtud de las ecuaciones
(17) v (22) se tendré:

P=PA, x5 =PA;pq=PUS " IUEY

Obviamente se puede calcular P = P© mediante
la siguiente férmula recursiva

p—h-1) _ f)7
P =PEHIU®, s=k—h—-2k—h—3,...
(28)
Algoritmo LUC.

1. Calcular P = PAk,E,T,’i‘ mediante el algorit-
mo LC.

2. Calcular f’(k’hﬂ%f’(%*h”),...,f’(o), P =
P recursivamente mediante la ecuacién
(28).

Se puede estimar que los tiempos de complejidad del Al-
goritmo LC y del Algoritmo LUC son ambos O(kfi).
Se dan ahora ejemplos para los diversos casos:

Ejemplo 6 (Insercién de nodos).
Sea p1(t) la curva B-spline de orden 4 con vector no-
do:
T={1,1,1,1,1.5,2,3,5,5,5,5}

Ahora considero como puntos de Boor a:

| P
0 (1,3)
1] (35
2 | (5,4)
3| (6,3.5)
4| (7.3)
5| (8,4)
6 | (7,4.5)

Al insertar los siguientes 7 nodos:

{1.1,1.3,1.5,1.8,1.9, 3,4}

U,

Entonces se tendrd un nuevo vector nodo:
T=1{1,1,1,1,1.1,1.3,1.5,1.5,1.8,1.9,2,3,3,4,5,5,5,5}

donde k = 4 (el grado no cambia), pero ahora i = 13.

Figura 1. Curva B-spline p1(t) y los poligonos de con-
trol antes (azul) y después (verde) de insertar los nodos.

Ejemplo 7 (Elevacién de grado).
Sea po(t) la curva B-spline de orden k = 3 con vector

nodo:

T = {2,2,2,3,5.9,6,6, 10, 10,10}

Los puntos de Boor serdn:

1| Pi

0 (42

1| (2,5)

2| (5,10
3| (11,11)
4] (14,7)
5 | (10,3)
6] (7,4)

Se quiere elevar de grado a k = 5, entonces el nuevo
vector nodo serd:

T ={2,2,2,2,2,3,5.9,6,6,10, 10, 10, 10, 10}

Figura 2. Curva B-spline pa2(t) y los poligonos de con-
trol antes (azul) y después (verde) de elevar el grado.

Ejemplo 8 (Insercién de nodos y elevacién de grado).
Sea p3(t) la curva B-spline de orden k = 4 con vector
nodo:

T ={4,4,4,4,5,7,8,8,8,8}

Con puntos de Boor:

OT»-&OO[\DHO‘N-
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Al insertar los nodos: {5.5,6.5} y elevar el grado a
k =5, se tendrd como nuevo vector nodo:

T = {4,4,4,4,4,5,5.5,6.5,7,8,8,8,8,8}

Figura 3. Curva B-spline p3(t) y los poligonos de con-
trol antes (azul) y después (verde) de insertar los nodos
y elevar el grado simultdneamente.

Ejemplo 9 (Insercién de nodos y elevacién de grado).
Sea py(t) la curva B-spline de orden k = 4 con vector
nodo:
T ={1,3,4,5,8,8,9,9.3,9.5,9.5}

Con puntos de Boor:

| P
0] (8,8)
1| (6,15)
21 (12,7)
31 (13,17)
4 | (15,10)
51 (7,17)

Al insertar los nodos: {5.1,8.9} y elevar el grado a
k =5, se obtendrd como nuevo vector nodo:

T ={1,3,4,5,5.1,8,8,8.9,9,9.3,9.5,9.5}

Figura 4. Curva B-spline py(t) y los poligonos de con-
trol antes (rojo) y después (negro) de insertar los nodos
y elevar el grado simultdneamente.

5. Conclusiones

En este trabajo, se presenta una relaciéon recursiva
simple para matrices BSBT. Sobre la base de esto, se
propone una férmula recursiva para el calculo de matri-
ces BSBT, y es desarrollado un algoritmo eficiente para
el calculo de las mismas. Los resultados muestran que las
matrices BSBT proveen una herramienta general para
la conversion entre las diferentes representaciones de las
curvas y superficies B-spline, que son causadas por las
operaciones béasicas de B-spline tales como la insercién
de nodos, elevacién de grados, eliminaciéon de nodos y
reduccién de grados. Empleando matrices BSBT, se pro-
pone un método uniforme para la insercién de nodos y la
elevacién de grados de curvas B-spline. Este método es
eficiente, de propdsito general y simple de implementar.
Esto puede ser usado para insertar un nodo o multiples
nodos, elevar un grado o multiples grados, o insertar no-
dos y elevar grados simultdneamente.
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