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El spin no es necesaria-
mente relativistico

H.G. Valqui ()

ABSTRACT

A prism decomposes an incident light ray in many outgoing rays of different
colours. This idea is applied to the case of an electron-ray directed to a
Stern-Gerlach’s device, from which emerge two electron-rays of different

colours’. This decomposition is achieved by postulating that the Schroedinger

equation is really a two-component (matricial) equation, in such a way that,
wher no magnetic field is present, it reproduces trivially two times the (scalar)
Schroedinger equation. The passage from the trivial matrix equation to the
magnelic-field-dependent one, forces the appearance of the so called
spin matrices.

RESUMEN

Un rayo de luz que incide sobre un prisma resulta descompuesto en muchos
rayos de diferentes colores. Esta idea es aplicada al caso de un rayo de
electroncs que incide sobre un aparato de Stern-Gerlach, donde se producen dos
rayos salientes. Tal descomposicion se obtiene asumiendo que la ecuacién de
Schroedinger es realmente una ecuacion (matricial) de dos componentes, de
manera que, en ausencia de un campo magnético, dicha ecuacion representa la
repeticion trivial de la ecuacion escalar de Schroedinger. El paso de la
ecuacién matricial trivial al de la ecuacion para el caso en que exista un
campo magnético implica la aparicion de las matrices de Pauli,
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Introduccion

La construccion del operador de spin realizada por Pauli no reproducia, por
un factor 2, los resultados esperados. Posteriormente Dirac logré construir
un modelo que si reproducia correctamente los resultados experimentales; pero tal
modelo surgid de la ecuacion relativistica del electrén, por lo que en adelante se supuso
que el spin era necesariamente un efecto relativistico.

En un articulo matematico aparecido en 1981 [1], quedd aclarado que el
operador del spin no es necesariamente producto de los postulados relativisticos.

Aqui desarrollamos las caracteristicas principales de tal construccion para el
caso del spin 1/2.

El modelo no relativistico

El modelo clasico de la 6ptica considera que la luz blanca es una especie de
superposicidon de ondas luminosas de diferentes colores. Esta onda blanca mantiene
su estructura mientras no atraviese algin medio material que posea la propiedad de
separar a las diferentes ondas componentes. El medio clasico de separacion de ondas
luminosas esta constituido por un prisma: Sobre un prisma incide luz blanca, y de él
emergen haces de luz de varios colores, en direcciones diferentes a la del haz incidente.

Por analogia podemos suponer que la funcion de onda de un conjunto de
particulas (4tomos) que inciden sobre un aparato de Stern-Gerlach es una “superposi-
cién” de dos funciones de onda (cada una correspondiente a uno de los “colores” de
spin). Esta “superposicion” podria ser detectada recién en presencia de un campo
magnético no homogéneo (que desempenaria el papel de un prisma).

Con el objeto de obtener una ecuacién de Schroedinger que proporcione dos
soluciones diferentes (cada una correspondiente a un “color” de spin), como un primer
paso escribiremos doblemente la misma ecuacién estacionaria de Schroedinger:

H f, = Ef, Hf,=Ef, (01)
donde H es el operador hamiltoniano
H= (1/2m) PP+V (02)

siendo P el operador (vectorial) de momentum lineal y V el operador (escalar,
multiplicativo) de potencial.
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De otro lado, sabemos que si un electrén penetra en un campo magnético B el
momento lineal pasa a ser P + e A, donde Vx A = By el hamiltoniano toma la forma

Hg= (1/2m) (P +e A} +V (02a)

A continuacién escribiremos las dos ecuaciones escalares (01) como una sola
ecuacion (matricial).

H f= Ef (03)

donde H es una matriz diagonal trivial, f es una funcién vectorial y E es un nimero
real

f

. _[H 0] _ _
H-]OH-HI, f= £

siendo I la matriz unidad. Notemos que también podemos escribir

H°= (1/2m)P* 1+V 1, (02b)

Es claro que (03) es una forma trivial de reescribir las dos ecuaciones (01), las
mismas que, ademas, son coincidentes.

Ahora, teniendo presente que P es un operador (vectorial) de tres componentes,

P =h/i V, construiremos un operador PA multiplicando cada componente por un
coeficiente matricial,

PA= u, P +1,P,+0,P, (04)

N . . » .
donde los u, son ciertas matrices de dos por dos. Nétese que no interesa el orden en

. A . A ’
el que se escriban los productos u, P,. Las matrices u, deben ser construidas de
manera que s¢ cumpla

P?= P ] (04a)
es decir,

H° = (1/2m) P™+ VI (02c)

Elevando al cuadrado la expresion (
de P conmutan entre si, obtenemos

04) y teniendo presente que las componentes
fle. DIn2 Nin2 Adni A A
P™= u P +u, P/ +u;’P, +(Gl u, +u,uy) PP,

A A N VoY
+(u,u;+uyu,) P, Py + (Usul"‘ﬁn {1\3) P, P,

N Ahora, con el objeto de satisfacer la condicién (04a) exigimos que las matrices
u, satisfagan las condiciones
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N2 _Na2_ N2

U = vy =y =l (04b)

Gk Gi 4 ﬁ]- ﬁk =0 parak#) (04c)

Hasta este momento, la ecuacién (03), con el hamiltoniano (02¢) solo es una
forma trivial de escribir la misma ecuacion de Schroedinger para un electréon en
ausencia de un campo magnético. Ahora conectaremos un campo magnético B, lo
que, segin (02a) y (02c), nos lleva a considerar el hamiltoniano (matricial)

H'y=(1/2m) (P+e A)?+ V]I (02d)

Este hamiltoniano ya no es diagonal, pues si bien las componentes del operador
P conmutan entre si y las componentes del operador (multiplicativo) A también
conmutan entre si; en cambio, las componentes de P no conmutan con las componentes
de A, por lo cual las componentes del operador P + e A tampoco conmutaran entre si,
La correspondiente ecuacion

H*, f= B f (03a)

donde E g es un nimero real, representa a dos ecuaciones (escalares) acopladas.

Ahora, teniendo presente tanto las relaciones (04b), (04¢c) como

P,P-P,P,=0, A;A, - AjAi=0; y también

podemos desarrollar (P +e A)? de la siguiente manera:

A AN

+C(P2A3+A2 P3'P3A2"A3 Pl) Gz {1\3
+e(PA + AP -P A- A P) 4,1,
= (P + ¢ A) + (he/i) (9A/0x, - DA /0%, U, 1,
+ (he/i) (8A,/3%, - BAY/0x;) 1, 1,
+ (he/i) (BA/0x, - 8A/3x) T, 1,
= (P + e A)’ + (he/i) (B, u, u,+ B, u, uy+ B, u; 1)
es decir,

(P+eA)’=(P+eA)I+2eS; (05)
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donde
Ss = (h/2i) (B, 4,4, + B, u, 4, + B, 0, 0,) (05a)

lo cual nos permite escribir

H g = Hyl + (¢/m) S (02e¢)

donde, como deseabamos, en el nuevo hamiltoniano aparece un término adicional.
dependiente del campo magnético.

Ahora veamos la forma que debe tener S;. De (04b) y (04c) obtenemos que
N N NA

u, = —u; uy u;. de donde resulta que la traza de cada una de tales matrices debe ser
nula,

Tr(4)=0. k=123

es decir, dichas matrices deben tener la forma,

qr
s —q

S1 tenemos presente que las matrices buscadas deben representar a un observable

fisico, ellas deberan ser autoadjuntas, es decir. el nimero q debe ser real y, ademas, debe
cumplirse que s = r*. Por otra parte, debido a (04b). los elementos de la matriz deben

satisfacer que q2 + rs = 1. La forma mas general de una matriz que satisface los
requerimientos mencionados es:

cos 3 e'* sen Bi

e'"senB  —cosB (06)

donde p, B son nimeros reales arbitrarios. Ahora. puesto que para un sistema de tres
matrices autoadjuntas, siempre podemos encontrar una transformacién unitaria que

: . A
diagonalice a una de ellas, entonces Para u; podemos tomar el valor B =0.
obteniendo

-1 (06a)

A 1 O
3, = ‘ h I
S1, ahora, de acuerdo con (04c). exigimos que las matrices de la forma (06) deban

anticonmutar con la matriz (06a), obtenemos cos B =0, es decir B= n/2. Entonces.
las otras dos matrices tendran la forma

A

0 wl
u, = e

—inl
e™ 0
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. ) L, AN A A
pero, por otra parte, estas matrices deben anticonmutar entre si, u, u, + u, u; = 0. De

esta condicion resulta que. necesariamente cos (u, - py) = 0, es decir p, - u, = wn/2.

Ahora, por comodidad escribimos p, = u; entonces obtenemos e'*2 = je™, con lo cual
podemos escribir

(06b)

donde p es un nimero real arbitrario. Para el caso particular en el que p = 0, se
obtienen las conocidas matrices de Pauli.

Usando (06a) y (06b) podemos verificar que, al multiplicar tales matrices, se
cumplen las relaciones

A A LA . e
u; u, = iu, paraj, k,m=1,2,3 ciclicamente

lo cual. con (05a). nos permite escribir
Sy=(h/2) (0, B,+1,B,+1,B)= (h/2) 4.B (05b)

Si ahora definimos las matrices
S.= (h/2) 1, $=(5,5,S) (07)
podemos verificar que se satisfacen las relaciones
S, S, = (1h/2) §,. paraj, k. m =1, 2, 3 ciclicamente,
S8 +S:.5=0. para j#k

de las cuales podemos obtener

$SxS$S=1h S

que es la misma ecuacidn que satisfacen los operadores de momento angular.

Usando (05b), (06a). (06b) y (7) obtenemos
B 3 Cip B_[

c-iH B‘ _B_; |[ (Osc)

|

Sg = (h/2) I

donde B_=B, -iB,, B, =B, +1 B, =B_%, lo que evidencia que el hamiltoniano H*,
en contraste con el operador H’, no es trivialmente diagonal.

También podemos verificar que las columnas

|B + B, - ie* B_|
1: . ' a = I _I 08
a.i }e—m B : i) l__B_ le ( )

+!

donde B es el médulo de B, son los vectores propios del operador S,
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son los vectores propios del operador Sg ,

S, 4,= (+Bh/2) i, S, a,= (-Bh/2) a, (08a)

Los vectores a, and a, son ortogonales pero no unitarios. Para obtener que ellos

sean unitarios escribiremos el campo B en coordenadas esféricas expresadas en algin
sistema de referencia (arbitrario),

B, = Bsen¢ cosp, B,=B send senf, B, =B cosd
lo cual permite escribir

B, =B e'P senp = 2B cos (¢/2) ¢'P sen (¢/2)

B + B,= 2B cos (¢/2) cos (¢/2),

construir los vectores propios ortonormales

1(u-B) 1 (p=-B)
A (6.8)= |¢ cos (¢/2) - _ e sen (¢/2)
O ! o ARep= | T (08b)
y reescribir al operador Sy
1(p-B)
o= S-B@P=Bh2 | 0 (054)

Energias y funciones propias del operador H°p

S1 definimos la constante numérica
b = (eh(/2m) B

y tenemos presente las expresiones (02¢) y (05d), podemos escribir (03a) en la forma

H +bcos¢ be™P sendl

be'*® sen¢p H,-bcosdp { f=E'y f (3b)
o, si se prefiere,
[Hg + b cosd] f, + [beiwP send] f,= E°; f (3¢)
[b ei®-® send] f, + [Hg-b cosdp] f,= E°; f, (3d)

donde eventualmente debemos considerar dos valores para E°,
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Sean. por otra parte g, y g, dos funciones propias del operador Hy

Hpg =Epg, . Hyg, =Eg, %

correspondientes a un mismo valor propio (no exigimos que dichas funciones sean
linealmente independientes). Ahora mostraremos que tales funciones son soluciones
de las ecuaciones (3c) y (3d). En efecto, aplicando (9) a (3c) y (3d) podemos escribir

[Es+b cosd] g +[b e“™ send] g,= E'y g,

[be"*™ send] g + [Ez-b cosd] g,= Eg g

cuyas soluciones no triviales exigen que los coeficientes de las funciones consideradas
satisfagan la ecuacién

[Eg+b cosh-Eg] [Ez-b cosp-Ep) - b sen’dp= 0
la misma que proporciona dos valores para la energia E°y
E’g = Eg+b, E’p,= Ez-b
o también

E, =Eg+(eh/2m)B, E°y= Ey-(eh/2m)B (10)

que son los valores de la energia que se obtienen en el experimento de Stern-Gerlach.
Ademis obtenemos que las correspondientes funciones (vectoriales) propias son

(€™ cos ¢/2) g,
: = A* ’ ' f = A ’
(Scn¢/2) gl } 1 (¢ B) g] d % (¢ B) gl

donge g, es una de las funciones de (9).

!

|
fs = |
l

Conclusion

Partiendo de la ecuacion no relativistica de Schroedinger, H f, = E f,, o de la
ecuacion Hy f, = E f, cuando se haya presente un campo magnético B, hemos
construido la ecuacién matricial H° f= E° f, o correspondientemente, la ecuacién

H’yf=E’; f, donde H*y = Hyl + (¢/m) Sp.

Cuando no existe un campo magnético la ecuacion H’g f=E"; f se reducea
expresar dos veces la ecuacion H f; =E f,. Pero en la presencia de un campo magnéti;o,
el hamiltoniano Hy es modificado por la adicién de un sumando, que explica
correctamente los dos niveles de energia medidos después que el rayo de electrones
emerge del aparato de Stern-Gerlach, (10).
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Finalmente queremos anotar que:

1)

i)

111)

vi)

Los valores propios de Sg son completamente independientes de la difec-
cién del campo B. Esto es consistente con el hecho de que tal direccion
esta referida a un sistema de referencia arbitrario.

Los vectores propios de S son vectores en un espacio complejo y no
representan ninguna direccién en el espacio fisico convencional.

Los vectores propios “rotan” al rotar el campo B, con un periodo 4, de
manera que

Ay (0 +4n.B+4m)= At (¢.B). A, (d+4m, B+4m)= A, (d.B)
pero

A-(¢0+2rm. B+2n)= -A-(¢.B), A, (¢+2m B+2n)=-A,($.B)
y

Ay (0+3n.B)= A, (.B). A, (p+3mB)= A:($,B)

En el caso especial en el que el tercer eje del sistema de referencia coincida

con la direccion de B, es decir, para ¢ =0, el operador S se torna diagonal
y las ecuaciones (3c) y (3d) se desacoplan, dando

[HB + (eh/2m) B] fi=Ep1 fi. [Hp- (ch/2m)B] f2= Ep2 2

Los angulos ¢ y B expresan la orientacién (arbitraria) del campo B. En

ninguna parte se ha mencionado una supuesta orientacién que podria
atribuirsele al spin del electrén.

En ningin momento hemos hecho uso de la inhomogenidad del campo
B; s6lo nos ha interesado la presencia del mismo.
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