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Cot:t la finalidad de interpretar matem4aticamente las soluciones arménicas de las Ecuaciones de Maxwell, que
determinan fel comportamiento de la propagacién de ondas electromagnéticas en forma estacionaria se for’mula
una .alterna.tlva, de resolucién del sistema de Maxwell via la transformacién de éste en un problema de Helmholtz
88(.)('!181'10 a valores de contorno mixtos del tipo Dirichlet(homogéneo) y Neumann(no homogéneo). En este procesc;
utlhza.mos la transformada de Fourier y el potencial de polarizacién.

A31.1m1endo la solucién analitica del problema de Helmholtz mediante la aplicacién del método de separacién de
va.flables, definida sobre un conjunto abierto bidimendional de forma rectangular, demostramos la regularidad y
existencia de su solucién.

Palabras Claves: Sistema de Maxwell, Problema de Helmholtz con condiciones Dirichlet(homogénea)-Neumann(no
homogénea).

Ifl order to interpret the solutions of the system Equations Maxwell, which determine the behavior of the prop-
agation of electromagnetic waves in a stationary set, it is formulated an alternative of resolution of the system and
the transformation in a Helmholtz problem, associated with mixed boundary values Dirichlet (homogeneous) and
Neuma:nn (non-homogeneous). In this process we use the Fourier transform and the polarization potential.
Assuming the analytical solution of the Helmholtz problem by applying the method of separation of variables ,
defined on a two-dimensional open set of rectangular form we showed the regularity and existence of its solution.

Keywords: Maxwell System, Helmholtz problem with Dirichlet conditions (homogeneous)-Neumann(non homo-

geneous).

1 Introduccién

& La‘ propagacién de ondas electromagnéticas se describe
mediante leyes fisicas conducentes a un conjunto de cu-
atro ec.uaciones diferenciales parciales que conforman el
;ienommado sistema de Maxwell (SM), el cual relaciona
0s vectores de campo &, D, H, B, J y el campo escalar
P, cuya descripcién es de la siguiente forma:

oB
B Trotz€ = 0 (Ley de induccién de Faraday)

oD

9t ~Tot:* = —J (Ley de Ampere)
div;D = p  (Ley Eléctrica de Gauss)
div,B = 0 (Ley Magnética de Gauss)

L . . 3 .
S:S €cuaciones constitutivas del sistema electromagnético
definen en base a los campos:

D=DEH) y B=B(EH).

D::;de Eesel campo eléctrico y H es el campo magnético.
iy dOStmr las Propledfad% eléctricas del material, que
£ ‘ifen a estas relaciones son complicadas. En gene-
ta1;1§' a5 10 solo dependen del caracter molecular, sino
Sidadlen de las cantidades macroscépicas como la den-
de Y temperatura del material. También hay una

Pendencia del tiempo por efecto historial del compor-

tamiento de los campos.

Una primera, representacién de D y B puede expresarse
segin la referencia (2], en la siguiente forma:

D=E+4P y B=H—-41M

donde P, denota el vector de polarizacién en la regién
eléctrica y M la magnetizacién del medio.

Estas relaciones pueden ser interpretadas como valo-
res medios de los efectos microscépicos en el medio.
Anslogamente p y J representarén los valores medios
macroscépicos de la densidad de carga libre y la densi-
dad de corriente en el medio, respectivamente.

Ahora, si obviamos los efectos macroscopicos éstas rela-
ciones se pueden modelar matemdticamente por las ecua-
ciones lineales de la forma que a continuacién se detalla:

D=¢ y B=pH
donde las funciones escalares
e, p :RE3R

En el caso simple estas funciones € y p son constantes y
llamamos a este medio homogéneo, por ejemplo el vacio.

Notamos también que p y J pueden depender del ma-
terial y de los campos. Por lo tanto necesitamos una
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relacién futura que describa esta aproximacién, es de-
cir la relacién entre el medio de conduccién, el campo
eléctrico y la corriente eléctrica inducida.

Una buena representacion es descrita por la ley de Ohm
es dado por la siguiente igualdad:

J =0+ T.

donde J. es la densidad de corriente externa, para un
medio isotrépico y la funcién o : R® — R es la conduc-
tividad.

Si 0 = 0 entonces el material es llamado dialéctrico.
Por ejemplo en el vacio se tiene 0 = 0y € = ¢ =~
8.854-10712C2/Nm?; p = po = 4w - 10~ Vs/Am.

En un medio anisotrépico la funcién ¢ es una matriz va-
luada.

2 Transformacién de las
Ecuaciones de Maxwell
armonicas en el tiempo

Consideramos campos ondulatorios, describiendo los
campos armonicos en el tiempo. Definimos E y H, como
las transformaciones de Fourier del campo eléctrico y
magnético respectivamente, es decir:

Elz;w) = (F, &) (z,w) = /R £(z, t)etdt

H(z,w) = (F, 1) (,w) = /R H(z, t)et dt

Como podemos observar los campos E y H son ahora,
valores complejos, E(.;w), H(.;w) : R3 — C3 .

Como se puede ver se trata de campos vectoriales a los
que denotamos con letras latinas maytsculas. F,(u’ ) =
—iwFyu es la transformada de la ecuacién de Maxwell
armoénica en el tiempo y esta dada por:

—twB+rotE = 0,

iwD+rotH = oE+J,,
divD = p
divB = 0

El sistema de Maxwell arménico en el tiempo puede obte-
nerse de la suposicién que todos los campos se compor-
tan periodicamente con respecto al tiempo con la misma
frecuencia w, entonces las funciones de valores complejos:

E(z,t) = e E(z), H(z,t) = e~ “'H(z),

corresponden a las partes reales e imaginarias del sistema,
de Maxwell arménico en el tiempo.

Con las ecuaciones constitutivas D = ¢E y B = pH
tenemos que:

rotE — iwpH = 0 (1a)
rotH + (iwe — 0)E = Je, (1b)
div(eE) = P, (1¢)

div(uH) = 0 (1d)

Asumiendo (por simplicidad) un medio isotrépico pode-
mos eliminar H 6 E de la ecuacién (1a) y (1b) lo que
conduce a las siguientes expresiones:

rot (,LrotE) + (iwe — o)E = J, @)
wwp

rot ( 1 rotH) + iwpuH = rot ( Je) (3)
WeE—0

We — O

Introduciendo los valores €g > 0 y o > 0 en el vacio y
sus valores adimensionales relativos p.(z), E-(z) € Ry
e.(z) € C definidos por

72 € . O
5 e = — €c =€ +1—
Ur #01 €r 60, c T weg

las ecuaciones (2) y (3) toman la forma

rot (uirotE) — k%€ E = iwpoJe,

1
rot (lrotH) — k*u.H = rot (‘G—‘Je>

€c c

con el ntimero de onda k = w,/€ppg, nosotros concluimos
que segin la ecuacién 1.1.d,

div(u.H) = 0, puesto que div(rot) es cero.

Para el campo elétrico se tiene que,

wyg . i,
(ecE) = — kljo divJ, = ——;—egdee.

p . las
En el vacio se tiene que:e, = 1, p, = 1, por lo tanto
ecuaciones se reducen al sistema:

rot rot E — K2E = iwpoJe (4)
rot rot H — k*H = rot J.. ()
rot rot = Vdiv — A (6)

Segiin las ecuaciones constitutivas de la 'Ik’a.nsfor{nada
de Fourier del sistema de Maxwel, usando la propi€ "
(6) y considerando la corriente externa Jo = 0, '%
ecuaciones anteriores se reducen a las siguient?ﬁ 90“3‘;
ciones en derivadas parciales denominadas ecuaciones
Helmholtz:

AE+KE=0 y AH+kKH=0.

3 Ecuacién de Helmholtz
mediante ondas en tubos
cilindricos

El estudio de las ondas en tubos cilindricos € x::;}s,
importante para nuestra investigacién P“‘”fo (,lue el
adelante trataremos de medir el campo eléctrico ¥

/
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campo magnético en la iondsfera utilizando un mode-
lo matemfico tipo sistema no estacionario bajo ciertas
condiciones iniciales y de frontera de Maxwell.

En la construccién de distintos aparatos radiotérmicos
es importante analizar la transmisién de energia electro-
magnética desde el transmitor a la antema transmisora o
lo contrario desde la antena al receptor.

Consideremos el comportamiento de una onda en un
medio. Para esto:

1) Consideramos una seccién transversal arbitraria de
un tubo cilindrico que se extiende ilimitadamente
a lo largo del eje Z. Supondremos que las paredes
del cilindro son conductores ideales. Denotamos
mediante £ la superficie y mediante S el corte
transversal del tubo. Sea C contorno que limita
este corte.

2) Las caracteristicas del medio en el desplazamiento
con parametros eléctrico y magnético € y u son
igualesa 1, § = 0.

3) En el desplazamiento de ondas no hay fuente exte-
rior.

4) Los campos varian periodicamente segiin la trans-
formada de Fourier del sistema de Maxwell ley
e~ %! Las ecuaciones de Maxwell pueden ser ex-
presadas por el conjunto de ecuaciones que a con-
tinuacién se detalla:

rot H = —ikFE

rot E = ikH
(A1) dvH = 0

DivE = 0

donde k = <.

€
Como se ha supuesto que las paredes por donde
se desplazan las ondas son conductores ideales, la
componente tangencial de E; es igual a cero, es de-

Cir: 8E
E\e =0

Hipotesis: Se puede demostrar que en el desplazamiento
de una onda definida en (2) y (3), existe una propagacién
de ondas electromagnéticas.

Demostrar esta afirmacién nos conduce a buscar la
solucién del sistema (A;), por lo visto en el proceso an-
terior, esto nos conduce a buscar una solucién del sis-
tema (Aj), es decir resolver la ecuacién de Helmholtz
bara potencial de polarizacién II denotado por (As) mas
las condiciones dadas en el contorno.

Buscaremos la solucién de las ecuaciones (A;) de la forma

grad div H + k211

E =
(42) {H = —ikrotll

donde II es el potencial de polarizacién.
Consideramos el caso en que el vector II dirigido a lo
largo del eje 2 (H=0)

rot(—ikrotll) = —ikE = —ik[grad(divIl)+ k°I]

rot(grad(divIl) + k®II) = ikH = ik(—ikrot(IT))
Luego tenemos:

0 0

e ettt Lo . ) .3 ~
rot(—ifrot(I)) = —ifgrad(divIl) — if 11

rot(grad(divIl) + k*IT) = k*rotll

De (*) en la ecuacién de Helmholtz:

AT+ KT =0
o:
o211
— +KI=0
Alll 822 *
Observacion:
rotrotll = A(A.IT) — AT
_on_om
T 922 022
donde:
II =1Ile,
luego concluimos que:
rotrotll =0

Resolveremos
(A3) {AII+k2H = 0

Observacion: Se tiene la ecuacién de Helmholtz que
incluye la funcién de potencial de polarizacién a partir
de la cual se determinaré el campo electromagnético.

4 Formulacién del problema
Helmholtz con condiciones de
contorno por definir

AIl + k11 =0
(FCCE) { CC, (por definir)

Para la resolucién clésica de este problema utilizamos el
método de variables separables, pero necesitamos definir
las condiciones de contorno no conocidas, entonces asum-
imos una solucién que satisface (PCCH).

Sea:
I(z,y,z) = X(2)Y (¥)Z(2)
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Por lo tanto:

zeu) = (52)reze)
2 T
e = (B2)rwze

B (3Y()
e = X()( )Z()

o1
6_y2(z’ Y,2) =

X(z) (a =) Yw)z(e)

aa—IzI-(x,y,z) = X(@)Y(y) (a—gg:—)>

o1 8%Z(z
e = Xovw (522)
De la ecuacién de Helmholtz

o’ 9m et ,
92 T o T g THI=0

2
S Y012+ X0 2 W a4
+x@Y 2D 1 kex@)yw)2e) =0
haciendo cambio de va.nables PY(M) = X(z)Y(y), en-
tonces
62¢(M)Z( )+ 621/)(M)Z( )+¢(M)3 Z(Z)
+k* (M) Z(2) =
Y(M) | (M) 8%Z(z
( 322 T T oy? ) Bzg .
+k*p(M)Z(z) =
(A2¢(M)Z(Z))+
+9(M) 62(2)
Gy +k2pd)z(z) = o
’(p(M)Z(Z) = n(xwyvz)
On(M,2) = $o(M)Zp(2) = A,

Planteamos una ecuacién diferencial ordinaria que satis-
face (%);

Zp(2) + (K* = N)Z(2) = (*%)2
A2p(M)Z(2) + p(M)(X ~ kz)Zn(z)+

+K 2y (M )Z (o) =
Axp(M)Z(2) + Mp(M)Z (2)
(A29(M) + Mp(M)) Z(2) =

si Z(z) # 0, entonces

Dop(M) + Mp)M
¥\c

I
(=)
N —

la solucién del problema. (*); tiene la forma II,(M,z2) =
Yn(M)Z,(2) donde Z,(2) se determina por la ecuacién

g + (k2 - /\n)fn =0
cuya solucién general sera:
Zn(2) = Apne'™* 4 Bye "%

donde, v, = vkZ — X, > 0 son raices conjugadas de la
solucién de (**)2 en Q C R2.
De la ecuacién:
Dop(M) + Mp(M) =
P\c =0

Asignando a la funcién: U = ¥(M), se tiene el siguiente
problema (.) el cual resolvemos de modo analitico

AU+NU = 0

U\¢ = 0
O VU -7 = A;enldws
VU -7 = Azendw:

Para el cual consideraremos el siguiente dominio partic-
ular en dos dimensiones.

5 Ecuacién de Helmholtz en dos
dimensiones

(a21 b2)

*

(a2,b1)

— T

(alv bl)

Figura 1. Dominio rectangular y condiciones miztas
Diricilet-Neumann constantes.

Teorema 1. Dada la ecuacion de Helmhotz bidime™

sional: ) ) )
w  Ow (7
92 + = o2 +Aw=0

en el sistema de coordenadas cartesianas, donde (€,Y

Q C R?, Q abierto y w € C%(R), y las funciones

S

w(z,y) = (Acosplz + Bsenulz)(Ccospzy+
Dse”ﬂzy) A= ”1 ~+ ,‘2,

w(z,y) = (A008u1z + Bsenulx)(Ccoshu2y+
Dsenhﬂzy) A= “1 p,2,

w(z,y) = (ACO-Bhlllz + Bsenhplz)(Ccosyzy+
Dsenpay); A = —p2 + p2;

w(z,y) = (Acoshplg; + Bsenhylx)(Ccoshmy+
Dsenhpay); A = —p2 — p2;
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donde A,B,C y D son constantes arbitrarias, entonces iii) Para el caso cuando A = —p? + p3
el problema de Helmhotz tiene solucidn si solo si satisface

la ecuacion (2.1). w = (Acoshp,z+ Bsenhy)z).

(Ccospay + Dsenpay) (15)
Proof. Sea: Sw
— = (u1Asenhp z + pyBcoshp x).
w  Pw g i -8 Oz
o2 T T=0 A=kt (Cospizy + Dsenyizy) (16)
2
Supongamos que: %—5 = (u2Asenhpz + u2 Beoshyi ).
i) .(Ccospay + Dsenpay)
= p? 17
w = (Acosprz+ Bsenpiz)(Ccospzy + S s 17)
+Dsenpay), (8) By = (Acoshuiz + Bsenhyz).
Z—z = (—Apisenpiz + p1 Beospi x). (—p2Csenpay + pz Deospzy),
2
(Ccospzy + Dsenpizy), (9) %—% = (Acoshy1z + Bsenhyz).
w 2 2 ¥
92 = (~w'Acosinz — p Bsenpz). (= uchosuzy p3Dsenuzy),
(Ccospzy + Dsenpay), = —pjw (18)
= —pw, (10) sumando la ecuacién (17) y (18), tenemos:
ow
— = (Acosuiz + Bsenuix). 2 8w
oy~ (oo o o+ g+ = ik (4w =0
(—n2Csenpy + paDcospzy),
2 . 2,2
?37?;’ —  (Acospyz + Bsenpyx). iv) Para el caso cuando A = ui — i
2 2 w = (Acospiz + Bsenpuiz).
(=p3C — usD )
( 5 2Ceospay — paDsenpizy) .(Ccoshpzy + Dsenhpzy)
= W (11) ow
— = (—mdsenu T+ Beosuz).
sumando la ecuacién (10) y (11), tenemos: Oz (Ceoshuzy + Dsenhyz) (19)
. 2
Pw  Jw 2
8z2 +55 dy? +Aw = _(#1 +M2)w+(ﬂ1 +u2)w 0 %;; = (- plAcosp.lm u2Bsenp x).
por lo tanto w es solucién. .(Ccoshuzy + Dsenhyzy)
== —/‘%'uh (20)
a
ii) Verifiquemos ahora que 5% = (Acospiz + Bsenpuix).
= (Acoshpy z+Bsenhp, x)(Ccoshuay+Dsenhpsy) (p2Csenpy + pzDcoshpzy),
2
con A = —pu? — u% es solucién de la ecuacién de 2-% = (Acospz + Bsenp ).
Helmholtz Oy
5 (u Ccoshuay + pa Dsenhpay),
a—: = (Apisenhpz + pyBeoshjiz). = piw (21)
.(Ccoshpzy + Dsenhyzy) (12) sumando la ecuacién (20) y (21), tenemos:
0w 9 " 20
82~ MY (13) g';’ 32+/\w—( i3 + pdyw + (uf — p3)w =0
i = (Acoshu,z + Bsenhpx). . " \
% Ahora reunimos las condiciones para resolver la
(p2Csenhpay + p2 Dcoshpzy), ecuacién de Helmholtz homogénea:
2
%y% = (Acoshu,z + Bsenhux). &u T Oy &u =0,
oz ' Oy?
2 2
'(nzchhu2y+M2Dsenh“2y)’ usaremos el método analitico de variables separables:
= u%w (14) u(z,y) =X ()Y (), derivando respecto a T
sumando la ecuacién (13) y (14), tenemos: Bu(aa:,y) - Y )BX (z) (22)
z
w 9 32X z
7zt 3;: +w = (i + pd)w+ (—pf — pw =0 ?2_’;_(35352’_?/_) - Y@ ( ) (23)
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luego derivando respecto a y

Ou(z,y) _ 9Y(y)
o = 5y Y@ (24)
621;(:2,30 _ yai;gy) X(z) (25)
Sumando (22) y (24)
YT + X0 T2 W 4 ax(@Y ) =0

A tiene més posibilidades si A = p? + u2 asf tendriamos:

2
Y D + x0 T2 W+
+uiX (2)Y (y) + p2X (z)Y (y)

Y(y) [623)2 9’ +piX (z)] ¥

+X(z) [% + u?Y(y)]

Il
o

il
o

entonces tendremos que:

2
25D L ix@ = o
2
To s uav)

I
o

y el polinomio caracteristico serfa:
m?+uf =0, m=sy

luego
X(z) = €% (Aospyz + Bsenp, z)
Y(y) = °*(Ccospay + Dsenpoy)

entonces w = X (z)Y (y).
Si A = p? — u2, entonces

02X
Tgm) +uX(z) = 0

%—ufﬂy) =0

luego m? + p? = 0, entonces
X(z) = e**(Acosp,z + Bsenp x)
y m? — u2 = 0, entonces
Y (y) = e®*(Ccoshusy + Dsenhuay)
Por lo tanto w = (Acospz + Bsenp,z)(Ccoshuay +

Dsenhuay)
Si A= —p?+ u2, entonces

2
XD _ix@ = o
Zo0 v = o

luego m? — u? = 0, entonces
X (z) = Acoshpyiz + Bsenhuy,z
y m? + u? = 0, entonces
Y (y) = Ccospzy + Dsenpay

Por lo tanto w = (Acoshuix + Bsenhu;z)(Ccospzy +
Dsenhpay)
Si A= —u? — 2, entonces

i g ) —/.zfX(z) = 0
8%y
5 gy) —ﬂ%Y(y) =0

el polinomio caracteristico serfa: m? — u? = 0, entonces
X(z) = Acoshpiz + Bsenhpy T
y m? — p% = 0, entonces: Y (y) = Ccoshuay + Dsenhpzy
Por lo tanto:

w = (Acoshu,z + Bsenhp,z)(Ccoshuzy + Dsenhpay)
O

Observacién: .

Sin pérdida de generalidad podemos definir en Pmlculi‘:
las condiciones de Dirichlet-Newman para nuestro pro
lema en estudio:

a <z < bl
az <y < b
Vi -n=g()Ir,
Vi -n= f(z)irs
/‘=O|P2=P4

(az,b2)

4

z

Figura 2. Dominio rectangular y condiciones mizt
Dirichlet-Neumann variables.
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6 Conclusiones

1. Se ha obtenido la solucién del problema de
Helmholtz tipo estacionaria, la cual es una
Ecuacién del tipo eliptica. A esta ecuacién se le
asocia las condiciones de contorno mixtas Dirichlet-
Neumann, no conocidas a priori.

2. Como se ha podido obervar, utilizando las técnicas
de los campos armoénicos y las ondas en tubos
cilindricos nos conducen ambas a la formulacién del
problema de Helmholtz en el caso estacionario, ob-
jetivos del trabajo realizado.

3. Una contribucién muy importante en este trabajo
es la obtencién del potencial de polarizacién a
través de la solucién del problema de Helmholtz,
puesto que de la obtencién de esta funcién depende
encontrar los campos eléctricos y magnéticos en el
sistema Maxwell.

4. Existen antecedentes sobre la inestabilidad en el
estudio directo de la propagacién de ondas electro-
magnéticas gobernados por el sistema de Maxwell
no estacionario, modelo muy importante en el
andlisis de diversos fenémenos fisicos, por lo que
recomendamos esta. técnica basada en la resolucién
del problema de Helmholtz como una alternativa
eficiente.
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