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En el presente trabajo se estudia una Ecuacién Diferencial Parcial Hiperbélica con término fuente no homogéneo
de segundo orden, su forma canédnica, su resolucién mediante la férmula de D’ Alembert y el Teorema de Green. Para
la resolucién de este problema solo se requiere las condiciones iniciales mixtas. Existen diversos problemas fisicos
que conducen a este tipo de modelo matemético, por lo cual esta técnica de resolucién contribuye al conocimiento
de encontrar soluciones explicitas de problemas como por ejemplo tipo onda bidimensional sometidos a fuerzas
exteriores. Dentro de los resultados se genera la solucién explicita de tres casos: respecto a la homogeneidad y no
homogeneidad de las condiciones iniciales y del término fuente, desde el punto de vista de solucién analitica para
funciones de clase C2.

Palabras claves: Ecuacién diferencial parcial hiperbélico con término fuente y condiciones iniciales no homogéneas,
férmula de D’Alembert, Teorema de Green.

In the present work, we study a non-homogeneous second-order partial hyperbolic differential equation, its
canonical form, its resolution using D’Alembert’s formula and Green’s theorem. Only mixed initial conditions that
are not homogeneous are required to solve this problem. There are several physical problems that lead to this type
of mathematical model, so this technique of resolution contributes to the knowledge of finding explicit solutions of
problems such as two-dimensional wave type. Within the results the explicit solution of three cases is generated:
regarding the homogeneity and non-homogeneity of the initial conditions and the term source, from the point of

view of analytical solution for continuous functions.

Keywords: Partial differential equation of hyperbolic typ

formula, Green’s theorem.

1 Introduccién

Los fenémenos oscilatorios de diferente naturaleza ya
sean vibraciones de cuerdas, membranas, oscilaciones
acusticas, desplazamiento del gas en tuberfas, oscila-
ciones electromagnéticas son descritas en términos de
Ecuaciones diferenciales parciales del tipo hiperbélico con
término fuente no homogéneas, para el caso de una di-
mensién, dos y tres dimensiones espaciales respectiva-
mente como se muestra a continuacién

8%u 8%u

5 = a2ﬁ + G(z, t),

8%u ?u  8%u
yroih az(@ + a_yi) +G(z,1),

0%u Pu  %u  H%u
o = (55 + g + o)+ C@t)

Siendo x,y, z las coordenadas espaciales y t la temporal.

En el caso que se desee agrandar la variable espacial a
una dimensién mayor, uno de los problemas frecuentes y
complejos es su resolucién. Un caso es el de vibraciones
u oscilaciones de membranas que conducen a este tipo
de problema con valores de frontera y de valor inicial, el
cual usualmente se resuelve en sentido homogéneo.

e with term source non homogeneous, D’Alembert’s

En el presente trabajo se propone la aplicacién del
método de la férmula D’Alembert, a un modelo
matemdtico de vibraciones ampliado en el término fuente
no homogéneo, previa demostracién de la férmula, ¥
el principio de superposicién con lo que se obtiene la
solucién final del problema.

En la literatura estos modelos muy poco tratados, sop
muy importantes puesto que resultan de los diversos
fenémenos fisicos mencionados anteriormente, cuando
son impulsados por fuerzas externas al fenémeno, pot
tanto su estudio contribuye al conocimiento.

2 Clasificacién de las EDP’s de
segundo orden

Sean u, G funciones de clase C2, z e y son las variables
dependientes,en este caso esquematizaremos EDP de

variables independientes donde ademés A,B,C,D,E y
son constantes en R.

Sea la EDP de segundo orden de dos variables in
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dientes [1]:

8u(z,y) u(z,y) &%u(z,y)
A ) b ’y
Oz2 o dz0y TG Ay? i
Ou(z,y) Ou(z,y)
D=9 e i B Al
oz T E Oy

Cuando G(z,y) = 0, la EDP es homogénea; caso con-
trario, es no homogénea.

(1)
+ Fu(z,y) = G(z,y)

Para las siguientes ecuaciones representaremos a la vari-
able y como la variable temporal ¢.

En una cierta regién @ c R? (plano OXY ). Segtin 2]
i) Hiperbdlica en €2, si A = B2 — 44C > 0
i) Parabélica en €2, si A = B2 — 44C =0
iii) Eliptica en Q, si A = B2 — 44C < 0

Nos vamos a centrar al estudio de las Ecuaciones Difer-
enciales Parciales Lineales Hiperbdlicas (EDPLH) de se-
gundo orden con término fuente no homogénea, pero
antes haremos una breve introduccién de la aplicacién
de la férmula de D’Alembert para las homogéneas.

Ecuaciones de tipo hiperbélico:

US}la.lmente a los fenémenos fisicos que conducen a
:?nales.x oscilatorias se describen por las ecuaciones del
1po ’hlperbohco, tales como la ecuacién de la onda ho-
mogenea que se describe a continuacién:
Pu 0%
82 ~ % 52’
Si : : 5 .
lel;(lio Z la coordenada espacial unidimensional, ¢ la tem-
0 . - .
fl)n raly a # 0. A semejantes ecuaciones pueden reducirse
gran nimero de diferentes problemas fisicos.

u = u(z, t) (2)

3 Método de D’Alembert para
las EDPLH

Pu . N
ecued?' Tesumirse en las siguientes etapas para una
acion homogénea en primer lugar:

® Mediante un cambio de variables se obtienen todas
las soluciones de 1a nueva ecuacién.

L ] : .z . .
Sfi determina una solucién que satisfaga las condi-
ciones iniciales.

L ] ’ o .p
Se comprueba que hay una tinica solucién.

La idea del cambio de variable a realizar viene sugerida
POr una sencills, observacién.

S;
! sPP?nemos que la funcién u € C2(R?), se tiene la com-
Posicién [1]

0 d o d
Utt — Ugy = (o —_— ~ T e
t T e = (5 + go) o (5 — 5 v ®3)

Modelo matematico:

La idea es considerar nuevas variables Z,  de forma que
se verifique:

8 _0,0
0z ot Oz
2_2_0,
ot ‘ot Oz
Con lo que la ecuacién (3) se convierta en
0 (0
Utt — Ugz = 9z (au) = Uzz (4)

Solucién del problema de Cauchy
(problema inicial)

Problema de valor inicial de una onda mévil, descrito de
la siguiente forma, serd resuelto usando la solucién de
D’Alembert

%25:(12(%, (z,t) eRx R (5)
u(z,0) = f(z) z€R (6)
w(z,0) =g(z) z€R (M

Donde suponemos los datos con regularidad suficiente
para que podamos efectuar todos los célculos.

Aqui u(z,t) es el desplazamiento de los puntos de la
cuerda respecto a la posicién de equilibrio en el mo-
mento de tiempo ¢.

Para cada valor fijo de la ¢ la gréfica de la funcién
u = u(z,t) da la forma de cuerda en el momento de

tiempo t.
Hagamos el cambio de variable siguiente:

E=z—at

n=z+at

Entonces la ecuacién en las nuevas variables adopta la
forma:

~% o

ou @g+@@)_au ou
or \8¢'dz ' On oz

%u O [Ou 8%u Pu 0%

— _______+__.___ =

ou (6u6€ Buan)___a(au Bu)

ot \ot ot on ot an B¢
8211_ 262u 232u 2&
_a.t_z___a 3_62_2(1 _a€3ﬂ+a 3772 (9)
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Al reemplazar con nuestras nuevas variables, con-
siderando las ecuaciones (7),(9) y (8), concluimos que:

8%u
980

En la ecuacién candnica (10), denotando de una man-
era més simple u,e = 0, se puede integrar respecto a las
variables € y 7,

=0 (10)

UﬁFWM%M@m=w@ffm®M

asignando a wy(£) = 61(€) y [” wi(s)ds = ba(n).
Se obtiene que u(&,7n) = 61(§) + 62(n), y regresando a las
variables originales:

u(z,t) = 01(x — at) + 62(z + at) (11)

Siendo la ecuacién (11) la solucién general de la ecuacién
(10) representada en las variables originales.

El problema de Cauchy formulado en las ecuaciones
(5),(6), (7), donde u(z,t) € C%(R2) y cuya solucién estd
dada por (11), involucran dos funciones, las cuales se re-
quieren determinar, para ello utilizamos las condiciones
iniciales (6) y (7)

Sean
uz,0) =) +0(@) = f&)  (12)
2020 — —alt (@) - 03(a)) = 9(2)

Donde 6} (z) — 8 (z) = —%g(a:).

Integrando con respecto a z, se tiene:

/:[Oi(a) —05(a)lda = —le- ‘/: g(a)da+C, C :=cte

1 T
1() - 0a(z) = —= / g)da+C. (1)
0
Entonces de (12) y (13) se tiene:

0@ =35@ -5 [Co@darS (g

o) = 35@) + 5 [ ol@ia-S )

De la ecuacién (11) y las expresiones obtenidas en (14) y
(15) se obtiene:

u(z,t) = amﬂm—%L“U@m

1 1 z+at
+aletan+ 5 [ gada

u(z,t) = f(z — at) -;f(a:+at)+

z+at (16)
513 L g9(a)da

—at

A la que se denomina Férmula de D’Alembert para la
EDPLH homogénea.
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4 Casos particulares de la
condicién inicial segin la
formula de D’Alembert

Estudiemos dos casos particulares que permiten figu-

rar el comportamiento de la solucién de la ecuacién
%u _ ,0%u i AL13
58 — O pg2 on el caso gener (3]

e Caso primero: Sea g(z) = 0. Sin pérdida de gen-
eralidad y para simplificar consideremos que a = 1.
Entonces la férmula de D’Alembert adopta la ex-
presion

flz—t)+ f(x+1)

u(z,t) = 3

Donde f(z) # 0 es un dato del problema dado.
e Caso Segundo: Sean:

Llz| <
0, || >

f@) =0, ¢w={

N D]

y sigamos considerando a = 1.

Entonces se presenta lo siguiente:

® La onda tiene solo un impulso inicial y la expresion
para t > 0 toma la forma:

x4+t
u(z,t) = —;—/ g(a)da

-t

¢ Para cada  fijo la solucién u(z, t) serd igual a cero
hasta que la interseccion de los intervalos |z—t, z+{

-2, ;
y 2 y 2 sea no vacio.

¢ u(z,t) varfa respecto a = mientras |z —t, z+t[ cubra
1
cada vez mayor parte del intervalo ] — 3’ '2'[
® Después de que el intervalo ]z —t, z+t[ tendré en 8U
interior el intervalo | — %, %[, u(z,t) permanecefé'

invariable respecto a z y variable respecto a ¢, €
decir:

W T 11,
—2/—§+t da=§(1-2t); Va:E]—E,Z
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5 Meétodo de D’Alembert para
las EDPLH con término fuente
no homogénea de segundo
orden

Si se considera a los fenémenos fisica que conducen a
sefiales oscilatorias sometidas a fuerzas externas, estas
conducen a modelos de EDPLH con término fuente no
homogéneo y condiciones iniciales mixtas. Este tipo de
ecuaciones es un caso particular de 29733la ecuacién (1)
cuando G(z,y) # 0.

¢ El término fuente no homogéneo en una EDPLH de
segundo orden, aparece debido a que en la préctica
describe los efectos de las fuentes de onda en el
medio que las porta o en el caso de vibraciones
sometidas a fuerzas externas.[4]

Siguiendo nuestra notacién para una EDPLH de segundo
orden, representaremos a ésta en el caso no homogéneo
por el siguiente problema de valor inicial, asigndndole a

Ggﬂ?, t) como fuente a la funcién s(z,t) # 0, de clase
C*(Rp).

26211. 62u
QY =

327 ~ o = °@1) (17)
u(z,0) = f(z), z€R (18)
u(z,0) =g(z), zeR (19)

P&H{ hallar una solucién a (17), el érea que necesita ser
co?islfjerada es la que abarque a todos los puntos que
Podrian afectar el punto que se ests considerando.

Designando el 4rea que afecta causalmente al punto (z, t)
Como R D

Ty
ti-{- Ls
(z,1)
. RD
L2 Ll
0" zi—at; Lo zi+at; X

Figura 1. 4
(z,t).

/f% <a’§% ~ %)dxdt = / /R _s(a,dadt

ordar el Teorema de Green, aquel que enuncia

rea Rp que afecta causalmente al punto

Sea C una curva cerrada simple regular a trozos, posi-
tivamente orientada, en el plano R2 y sea Rp la unién
de la regién interior a C con la propia curva C. Sea
F = (P,Q) : Rp — R2 un campo vectorial de clase C!.
Entonces se tiene que [5]

/dez+Qdy=//RD (g—g~%)dzdy (20)

Mediante el uso del teorema de Green al lado izquaprox-
imado mathierdo, obtenemos para

20u g Ou

ot
Sea L = Lg+ Ly + Ly + Lg:

/L (=P ()it —ugle E)dc) = / fn s(a,)dadt (21

La parte izquierda es ahora la suma de cuatro integrales
de linea a lo largo de la frontera de la regién de causali-
dad. Estas resultan ser bastante féciles de calcular para
Lo, L3

zi+at;

z;+at;
[ o == [ Vo (22
g —at; T —at;

En (21) el término a ser integrado con respecto al tiempo
desaparece, debido a que la variacién de u respecto la
variable temporal es constante en los intervalos Lo y L,
de este modo se tiene que dt = 0.

Para los otros dos lados de la regién, cabe sefialar que
z + at es una constante, renombrada z; + at;, donde el
signo se escoge adecuadamente.

aproximado math
De este modo, podemos obtener la relacién dx + adt = 0,

escogiendo de nuevo el signo positivo (+):

(—a®uz(z, t)dt — us(z, t)dz) =
L,

/1., (auz(z, t)dz + aus(z, t)dt)
29733 l
=a : du(z,t) = au(zi, t;) — af(z: + at;)
1
De forma similar para el ltimo segmento de frontera

(—a®uz(z, t)dt — ue(z, t)dz) =
La

- / (aug(z, t)dz + aus(z, t)dt)
L;

=—a | du(z,t) = —a(f(zi + at;) — u(z:, t:))
Ly
= au(z;, t;) — af (x: — at;)
Sumando los tres resultados juntos y poniéndolos de
vuelta en la integral original

z;+at;
_ / g(z)dz + au(z, t:)—
2.

i —ati
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af(z; + at;) + au(x;, t;) — af(z; — at;)
= // s(x,t)dzdt
Rp

zi+at;

Obteniendo

2au(z;, t;) — / g(z)dz—

T —at,-

a(f(z: + ats) + f(z: — ats)) = / /R s(z, t)dzdt

Al despejar u(z,t) obtenemos la solucién de D’Alembert
adicionada a la solucién con término fuente y por el prin-
cipio de superposicion se tiene:

u(x;, t;) = g(z)dzx

2a

2
+L // s(z,t)dzdt
2a Rp ’ -

Por lo que afirmamos que u(x;,t;) es la solucién de (17),
para regiones del plano convenientes expresaremos la
solucién de la siguiente forma:

f(zi + at;) + f(z; — at;) +i /mﬁati
x

i—at;

flz; +at;) + f(xi —at;) 1 z;+at;
+5- g(z)dz
2 20’ x;—at; ( )

1 t; z;+at;
+E / / s(z,t)dzdt
0 T

i—at;

'U.(.’L‘i, ti) =

6 Resultados obtenidos

Para ambos casos, la funcién término fuente estard dada
por s(z,t) = xt, considerando a = 1.

u(x,t)m x? + t? + 1/6 xt®

Figura 2. u(z,t) para x € [—20,20] y t € [—20,20]. !

!Los graficos fueron realizados en Matlab 2016Ra

I) Sea g(x) = 0 y f(z) = z2%, obteniendo como

solucién
u(z,t) = fe—t)+flz+ )+—/ / (pq)dpdg
2 4 0 z—t
—t)2 )2 1
u(z,t) = -t +e+t)” | 1.
2 6
u(z,t) = z? + t2 + tat?

IT) Sea g(z) = —sen(z) y f(z) = 0, obteniendo como

solucién
1 x+at
u(z,t) = — g(n)dn +
20’ xr—at
1 t r+at )
— s(&, T)d€dT
4a \/0 r—at
1 T+t
w(z,t) = 5 / —senin)dn -+

r—t
1 t x4+t
Z / / gTd{dT
0 z—t

u(z,t) = %[cos(x +1t) — cos(z —t)] + —éxt?’

u(x,t)= 1/2 [cos(x+t) - cos(x-t)] + 1/6 xt*

1.2060635

1.2060534

uixf)

1.2060533

1.2060632

1.2060631

Figura 3. u(z,t) para ¢ € [-20,20] y ¢ € [~20,20)

como solucién

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 19(1) (2016) 30-35



Resolucién de las Ecuaciones Diferenciales Parciales del tipo Hiperbdlico ...

35

f(z +at) + f(x — at) 1 [etat
u(z,t) = =
(z,t) 5 + 5. /z » g(m)dn
1 t xz+at
+ /0 /z (e m)dedr
t _ T+t
w(z, 1) = sen(x + )-;sen(:c t) " %/ cosli)dn
x—t
1 t T+t
+—/ / Erdédr
4 0 r—t
u(z, t) = sen(x +t) + sen(x —t)

2
1 1
+§[sen($ +t) — sen(z —t)] + é—:ct3

1
u(z,t) = sen(x +t) + awt3

u(x,t)= sen(x+t) + 1/6 xt*

u(x.t)

Figura 4. wu(z,t) para z € [—20,20] y t € [—20, 20].

7 Conclusiones

p—

. Usualmente la Férmula de D’Alembert se aplica
a problemas de EDPL del tipo Hiperbdlico ho-
mogéneo, en este trabajo se ha contribuido con
la aplicacién en la resolucién de EDPL del tipo
Hiperbdlico no homogéneo, como una técnica alter-
nativa en combinacién con el Teorema de Green.

2. Dentro de los resultados se presentan tres casos
como se puede observar en las figuras 1,2 y 3
con condiciones mixtas, donde se consideran las
condiciones iniciales de manera alternada; es de-
cir, cuando se conoce el valor de la funcién u en
t = 0 y la variacién de ésta respecto a t en t = 0.

La ventaja de usar esta técnica en la resolucién de
problemas tipo onda asociados a fuerzas externas es
que llegamos a determinar la solucién del problema
en forma explicita.

Asi mismo con esta técnica solo se requiere que el
problema esté definido en base a las condiciones
iniciales, sin embargo también se puede aplicar a
problemas del tipo onda que tienen ambas condi-
ciones iniciales y de contorno.

En el caso del problema hiperbélico no homogéneo
de segundo orden, ademds de la técnica exacta
presentada también se pueden usar apriximaciones
numéricas como el método de diferencias finitas o
elementos finitos [6].
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