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Resumen

Este trabajo presenta el uso de la"Ley de los Cosenos”, para realizar el
andlisis de variancias de modelos de regresion, en las cuales existe entre las
variables explicativas el problema de"Multicolinealidad”. También se presenta
una aplicacion numeérica para detallar la implementacion de la técnica.

Palabras claves: Andlisis de Variancia, Datos Colineales, Regresion,
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INTRODUCCION

El anilisis de la variancia, es una de las técnicas estadisticas que mds se
ha extendido entre los investigadores de las diferentes disciplinas cientificas.
El objetivo principal que se persigue es el de realizar la prueba de hipdtesis
siguiente:

Hy:p= = ...= u k22 (1)
Hy:p,#p ; para algin i=1,2,...,k

Para el modelo de regresién lineal miltiple, se considera el siguiente
modelo:

Ynxlz xnxP Ble id E':nxl (2)

Donde las variables X e Y, estdn definidas en su forma correlacién, como
se explica en Ordofiez (1993). La técnica del andlisis de variancia aplicado al
modelo (2), proporciona un medio para realizar la siguiente prueba de hipdtesis

Hy:Bi= By= ...= PBys k21 3)
H:B,#p,; para algin i=1,2,...,k
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Es muy conocido, que bajo las suposiciones usuales, los estimadores
minimo cuadriticos para B y ¢?, son dados por

;3=(xrx)“xw;3’=(Y—Q)T(Y—Q)/(n—p—1) C))

y se constituyen como los mejores en un sentido estadistico.

Sin embargo, en casi todas las aplicaciones pricticas de la vida real se
tienen con frecuencia, matrices disefios X'X, con determinantes préximos de
"0" y los estimados por minimos cuadrados ordinarios se tornan inestables en
signo y magnitud, y se utilizan procedimientos alternativos como el de
Regresién Ridge, cuyos detalles teéricos y pricticos se describen en los
trabajos de Hocking (1976), y Hoerl and Kennard (1970).

La Regresién Ridge, es una familia de estimadores indexados

A

Bk)= {(XX+kII'X"Y; k20 5

Expresiones alternativas para esta ecuacién, se encuentran realizando las
siguientes definiciones |

W=XX+kD)", Z= WX'X

Observa que existen dos expresiones utiles para Z

1) Z=WXX~=(XX+kD? XX + Kl - ki)
= I-kXX+kD! 6)

2) Z=WXX={XX'wY)le (x0T orx + kD J!
= { Ik (X)) @)

estas expresiones, conducen a otra expresién muy util para el estimador de
regresion ridge

B)=wXy=2p ®

La matriz "Z", hace las veces de una ponderacién de los estimadores

A
clésicos B, , y por lo general las reduce en magnitud, por lo que es llamado de
"Factor de Reduccién de los B, ".
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LEY DE LOS COSENOS EN LA DESCOMPOSICION
DE LA VARIACION TOTAL

La no ortogonalidad de la matriz X, lleva a aplicar, la famosa ley de los
cosenos, para descomponer la suma de cuadrados del total de la siguiente
manera:

vy= Y -xzBexz B = [ (v-xzby+xz] [ ov-xz e xzf]
A A A A A A A A
= CY-XZBY (YK (x2)" Xz + (Y-xZ)" X2 + xzByr (¥ - xz)

= Y -XZBIF+ Xz BIF + 2(v-xzB) T x2 B

= SC. Residual + SC. Regresién Ridge + Non ©)
donde:
AL A
(Y-XZB)"ZB Non/2

v -xzB| [x2]  fyv - xzfip ixzBie]

Cos 0 = (10)

Y2

también observe que:
>0 si 8<90°
Cos@= { =0 si 0=90°
<0 si 8>90°

La descomposicién de la suma del total, segin la ley de los cosenos,
usando el estimador de regresién ridge, involucra a tres componentes no
ortogonales: una suma de cuadrados debido al residual, otra debido a la
regresion ridge, y finalmente otra debida a la parte no ortogonal de los dos

A A
vectores; (Y - XZB) y XZp;
A AA A A A
Y'Y = (Y- XZB) T (Y -XZB)+ BTZTX XZB+2(Y - XZB) XZB (11
De otro lado, el uso de la Regresién Ridge origina el problema de asignar
grados de libertad fraccionarios, a cada fuente de variacién, estudios prelimi-

nares relacionados a este punto se encuentran en; Garmer and Hsieh (1978)
Hoerl and Kennard (1990), y Ordofiez (1993).
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ASIGNACION DE GRADOS DE LIBERTAD FRACCIONAL

La no ortogonalidad de la matriz X"X, obliga a distribuir una parte de los
grados de libertad correspondientes a la regresién, entre las otras fuentes
restantes. Asi los grados de libertad debido a la regresién, serd fraccional y
menor que "p°.

La determinacién es realizada en forma andloga a la confeccién del
cuadro del anilisis de variancia; sin embargo se requiere definir el concepto de
grados de libertad en forma general.

En el cuadro N2 1, se observa que el nimero de los grados de libertad
Vi, €s el divisor de las sumas de cuadrados respectivamente, en la columna de
los cuadrados medios; de forma que el cociente en ausencia de los B, son
simplemente los estimadores insesgados para o:. Esto es, sobre la hip&tesis
nula; Hy: =0,

E [SCh/vh} = oq, para cada h. (12)

o equivalentemente

vy = EISC,) /o, para cada h. (13)

Por tanto, sobre la suposicién de que la hipdtesis nula H,: f =0 sea

verdad, entonces el multiplicador de c., en E [S. C,} constituyen los grados de

libertad. Este principio se aplicard en la seccién siguiente, para obtener los
grados de libertad para cada una de las fuentes de variabilidad, consideradas
en el cuadro del anilisis de la varianza.

CuadroN®1: Tabla tradiclional del andlisis de varianza

TERMINO EN EL GRADOS DE SUMA DE CUADRADO
MODELQ LIBERTAD CUADRADOS MEDIO
1.7, v, 5C S.C /v
2. T, v, G .G/ v
h. T, v, S.G, SG /W
Total n-1 Y’y
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Grados de libertad para el residual

La aplicacién de la ecuacién (13), sugiere el cilculo de la esperanza de
las sumas de cuadrados para cada fuente y evaluarla sobre la hip6tesis nula.

Bajo las siguientes suposiciones:
Y™ M IXB; o 1)

. N, 1B; (XX)" ol

Y usando la expresién de "Z" en la ecuacién (6), se tiene:
A A
Y-XZB=Y-X[I-k&XX+kDB

n(y-xﬁ)Jrkx(X‘X+kD'lﬁ=(Y-Xﬁ)+kXW/B\

Luego:
A A A A A A A A
(Y-XZB)" (Y-XZB) = (Y-XP)" (Y-XP)+ kY'XWP - kB'X'XWB + kp"WX'Y
KBTXXWH + KBWXXB + KFTWXTXWP

y por uso de la ecuacién (7), se obtiene:

2AT ZT

A A A
= (Y - XB) T (Y-XB)+ kBT 27 (X'X)'ZB

- Y (IX (XXX Y + KT 27 XXz

Por tanto aplicando el operador de esperanza para esta 1ltima expresion:
E((Y-XZB) " (Y-XZH) ) = (-p-D) & + K2 ITHZ' (XX)7'Z (¢l o
+pTZT (X0 2B )
= (n-p-1) o: + k* Tr [(W'W] o? + K2 7 Z' (XX 'zp

P
1 2
= (p-pDo, + k22 G % k2 BTz (XXZp (19)
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Y sobre la hipétesis nula H,: B =0;

E {SC. Residual} / 6 = n-m-1 (15)
donde:
.
2 1
m=p-k
‘§ (}"{+ k)z

Grados de libertad para Ia Regresion Ridge

En forma anidloga el procedimiento de la seccién anterior, se necesita
hallar la esperanza de la suma de cuadrados debido a la Regresién Ridge

A, A A A A
E{|XZB|I'} = ENXZB]™ [XZBl} = E{ P T Z"X"XZB}
= Traza { ZXXZ (XX) Y} o + PZTX'XZB

= Traza {AA+kDAQA+kD ) o’ +BZXXZB

y sobre la suposicién de que la hipétesis H, : B =0, es cierta se obtiene que:

S.C.Regr.Ri PN
B{ C Regz R:dge} _ - 16)
o’ & (A +K)
Grados de libertad para Ia componente no ortogonal

De la ecuacién (9), la suma de cuadrados debido a la componente no
ortogonal es:

A A A A Al A A
NON = 2 [Y-XB(k)I" XB (k) = 2 [Y-XB (k)]' XZB = 2 [Y"XZB - BTZ"X"XZp]
A AN A A A A
=2[BTZ" X" XZB - B (1+kW) X" XZB 1 = 2kf" [WX' XZ] B
A A A A
=2kB I + k X" X ZB = 2kBT™ Z7ZB an

42



Por tanto:
E {NON} = 2k E {6 7 z‘zﬁ b= 2k {Tr 12" Z (XXM ol + BT 27 2B
=2k o> Tr (A (A+kD)3 + 2k B" Z7 ZB

P A
: M, 2kBTZ7Zp

= 2k o, =
o At+k)

y sobre la suposicién de que la hipétesis nula es cierta:

NON| _ ’ A
E{ . }_ 2%k ¥ (xl+k),—2kr (18)

i=1

Observe que los grados de libertad del total, también obedece a la regla
aplicada para las otras fuentes de variacién, y ademds verifica la aditividad del
modelo; esto es

(n-1) = (n-1-m) + q + 2kr, a9

Asi la descomposicién de la "Ley de los Cosenos”, produce un cuadro
anilogo al del teorema de "Pitdgoras”:

Cuadro N°2: Anva segis la “Ley de los Cosenos”

FUENTES DE G.L SUMA DE VALOR ESPERADO DE LOS
VARIACION CUADRADOS CUADRADOS MEDIOS
Regresién q IX ﬁ (F qo’+pTZT X" xZB
Sesgo ke ok B aof 2kro” + 2k BT Z7 ZP
Residual n-1-m [Y-X 6 (1()[2 (n-1-m)o’ +k AR X)ﬂ Zp
Total n-1 IyP (n-Do? + A" X" XB




APLICACION: DATOS ESTATURA DE UN BEBE

Para ilustrar el comportamiento de los estimadores de Regresién Ridge
en la construccién del cuadro del ANVA, via la aplicacién de la "Ley de los
Cosenos”; se usard un conjunto de datos referentes a un bebé€, nacido el
01/02/1993 en la clinica de San Pablo; los datos tomados por el pediatra fueron:
la estatura, peso, edad y perimetro cefilico durante los meses de febrero a
noviembre. El problema que se plante6, fue el de obtener un pronéstico de la
estatura del bebe para el mes siguiente en funcién de otras variables;

Estatura = f (edad, peso, y perimetro cefdlico) 0)

La matriz de correlaciones para este conjunto de datos fue:

1,0000 0,9806 = 0,9658
XX = 1,0000 09916
1,0000

Cuyas raices caracteristicas son:
Ay =0,005693, A,=29587, A,=0,0356

la magnitud A,, estd indicando que el problema de multicolinealidad estd
presente en la matriz de datos y en consecuencia se usard el estimador Ridge
con k = A_, para combatir los efectos perturbadores de la colinealidad, los
resultados se muestran en los siguientes cuadros:

Cuadro N*° 3: Estimados de los pardmetros (forma correlacion)
Datos: estatura de un bebé.

PARAMETRO MINIMOS CUADRADOS REGRESION
EN MODELO K=0 RIDGE K=0,005693
ﬁ: - 0,273875 - 0,130204
ﬁz 0,975851 0,689624
ﬁ 0,290499 0,433115
3




Cuadro N? 4: Estimados de pardmetros (forma original)
Datos: cstatura de un beb<.

PARAMETRO MINIMGS CUADRADOS REGRESION
EN MODELO K=0 RIDGE K=0,005693
ﬁo 17.7774 11,5544
ﬁ] - 0,6261 - 02977
ﬁ] 3,5932 2,5393
ﬁ; 0,5685 0,8476

La forma original es obtenida de la forma correlacién o viceversa, aplicada

la siguiente relacién:

A At 1k
Bky= B (k) {S.Cy 7/ S.Cxx)

Cuadro N° S: Anva para los datos, estatura de wr bebé
Minimos Cuadrados Ovdinarios, k=0

2D

FUENTES DE G.L. SUNMA DE CUADRADO RAZON F
VARIACION CUADRADOGS MEDIO
Regresién 3,0 505,2176 168,4059 595,761
Residual 7,0 1,9787 0,28267
Total 10,0 507,1963
Regresidn Ridge k= 0,005693
FUENTES DE G.L. SUMA DE CUADRADO RAZON F
VARIACION CUADRADCS MEDIO
Regresién 1,98954 £00,8474 251,7398 292,017
Sesgo 0,74146 0,0826 8,9804
Residual 7,26899 6,2664 0,8621
Total 10,00000 507,19637 0 = 89,96
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Las ecuaciones para obtener los prondsticos se obtienen, desde el cuadro
N2 4, y son:

= 17,7774 - 0,6261X1 + 3,5932X2 + 0,5685X;,

Q) = 11,5584 - 0,2077X1 + 2,5393Xz + 0,8476Xs,

Conclusiones y recomendaciones
Las siguientes conclusiones se reportan para el presente trabajo:

1. 1larazbn "F", para la Regresion Ridge se reduce en aproximadamente el
104,02%.

2. Segun el punto N2 1, la aplicacién del teorema de Pitdgoras, en presencia
de la multicolinealidad, puede conducir a tomar decisiones incorrectas en

la prueba de hip6tesis H, : B = 0.

3. la razén "F" para Regresién Ridge debe obtenerse mediante integracién
numérica de la expresién:

P {(Y'AY/Y'BY) < z} = P {Y" (A-zB)Y<0}

4. Investigaciones adicionales se requiere para determinar la distribucién
exacta de la razén "F" para el caso de la Regresién Ridge.
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