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En el presente trabajo se propone un modelo matematico como alternativa para la simulacién numérica de las
cargds radiales a las que puede someterse un cojinete frente a un eje en forma de cilindro rotativo y un fluido
lubricante que se dezplaza por su interior, en la finalidad que no ocurra un contacto entre ambos componentes
sélidos, de lo contrario se producird otro fenémeno por efecto de la diferencia de presiones denominado cavitacidn.
El dezplazamiento del fluido en el interior del sistema eje-cojinete conduce a un un problema de contorno asociado a
un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales, el cual mediante su formulacién variacional, genera una ecuacion
variacional del tipo Reynolds para un régimen estacionario, el cual buzcamos resolverlo, para llevar a la simulacién
pumérica del fluido deslizante en el sistema rotativo eje - cojinete, de este modo ver como se comporta.Para ello
asumimos que el fluido deslizante es un flujo incompresible e isoviscoso, considerando dos grados de libertad en su
desplazamiento con el eje de rotacién. Supongamos que el sistema se encuentra sometido a ciertas cargas radiales,
para la evaluacién del del problema, una variable influyente es la presion, la cual queda expresada en terminos
de la inecuacién variacional. Para obtener las isolineas de presién del fluido se realiza la resolucién numérica de
las inecuaciones variacionales discretas y cuya existencia de solucién depende del comportamiento del pardmetro
variable excentricidad. En su aproximacién aplicamos el método de elementos finitos conformes. En los resultados
computaciones se observa que para una determinada excentricidad, la variacién de de las isolineas de presién en
la superficie no dependen de las dimensiones del cilindro, es decir que al aumentar o disminuir las dimensiones del
mismo, la presién muestra el mismo comportamiento de distribucién del fluido, mientras que al variar la excent-
ricidad, cambia el mapa espectral de la presién. De ello se puede concluir que en el comportamiento del sistema
eje-Cojinete del modelo matematico estudiado, la excentricidad es un parametro influyente en la variacién de la
presién.

Palabras Claves: Ecuacién diferencial parcial de Reynolds, cavitacién, excentricidad.

In the present work, the numerical simulation of the radial loads to which a bearing in the form of a rotating
cylinder and a sliding lubricant in it can be subjected, which supposedly means that no contact between its solid
components occurs, otherwise the phenomenon of cavitation occurs. This phenomenon is formulated by means of
a mathematical model conformed by a contour problem associated to a system of Partial Differential Equations,
which is taken to its variational formulation generating a problem equivalent to the initial one and that by means
of the approximation of the variational inequality of Reynolds associated in a stationary regimen is sought to solve
numerically. For this we suppose that the lubricant is considered as an incompressible and isoviscoso flow with
two degrees of freedom in its displacement in the axis of rotation. The resulting behavior of the phenomenon is
unknown once the system is burdened, this is the problem that is to be simulated, together with the determination
of the pressure isol 'en in the lubricant. In its numerical resolution, the finite element method is applied, which is
the main objective of this work. It is observed that for a certain eccentricity the distribution of the pressure on the
surface is not dependent on the dimensions of the cylinder, that is to say that when increasing or decreasing the
dimensions thereof, the pressure shows the same distribution, while changing the eccentricity, change the pressure
map. From this it can be concluded that according to this studied model, eccentricity is the main factor that
influences the dynamics of the system.

Keywords: Reynolds partial differential equation, cavitation, eccentricity.

1 Introduccién st de forma fija o mévil Segun (1] pero asociadas unas
a otras. Entre las partes mdviles encontramos ejes y
4rboles, que necesariamente van apoyados y necesitan

Cualquier méquina o mecanismo, ya sea simple o com- una superficie que les soporte. Al existir un movimiento

pleja,estd constituida por elementos o piezas unidas entre
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relativo entre el eje y la superficie de apoyo, se producen
fuerzas de rozamiento o friccién que ocasionan pérdidas
de energia. Existen dos formas de tratar de evitar el
problema: la primera serfa colocar un fluido lubricante
[2] entre las superficies en contacto y la segunda utilizar
cojinetes [3]. Los cojinetes se definen como elementos
de méquinas que simultdneamente permiten a un eje gi-
rar libremente y soportar cargas [4]. Es decir, son pun-
tos de apoyo de ejes y érboles para sostener su peso
y guiarlos en sus movimientos reduciendo las pérdidas
de energia por friccién y el desgaste entre las superfi-
cies en contacto con ese movimiento relativo, Existe una
amplia gama de cojinetes y se clasifican en dos tipos,
el primero donde su movimiento se ve facilitado por el
deslizamiento[5] de una capa o pelicula lubricante y otros
en los que el movimiento se ve facilitado por una combi-
nacién entre el movimiento de rotacién y la lubricacién,
los denominados cojinetes antifriccién de rodamientos ro-
tativos cilindricos.
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Figura 2: Componentes del cojinetes deslizante.

Segun [6] un cojinete deslizante es un dispositivo de
antifriccién en el que un eje cilindrico, al que se llama
muiidn, se apoya en una pieza estacionaria, a la que se
llama cojinete. se utilizan para llevar cargas radiales,
por ejemplo, para soportar un eje giratorio. Un cojinete
simple consta de dos cilindros rigidos. El cilindro exterior
(cojinete) envuelve el muiién interno giratorio (eje). Nor-
malmente, la posicién del centro del mufién es excéntrico
con el centro del rodamiento. Un lubricante llena el
pequeno espacio anular u holgura entre el mufién y el
rodamiento. El valor de excentricidad en la rotacién esta
relacionada con la presién que se genera en el cojinete
para equilibrar la carga radial.

2 Conceptos Preliminares

A continuacién presentamos las definiciones y conceptos
fisicos usados a lo largo del presente trabajo.

2.1 Nociones de Lubricacion en cilindros

El desgaste es la mayor causa de pérdida de materiales,
por lo que cualquier reduccién del mismo puede apor-
tar grandes beneficios. La friccién o rozamiento es una
de las principales causas de disipacién de energia, por lo
que su control puede traducirse en un importante ahorro
energético.La lubricacién es el modo més efectivo de re-
ducir la friccién y controlar el desgaste [6]. El proposito
de la lubricacién o engrase es el interponer una pelicula
de un material ficilmente cizallable, de modo que el

~ deslizamiento se realice en su seno, entre movimiento de

méquinas con movimiento relativo y cargados.

2.2 Excentricidad

La excentricidad se define como la no coincidencia entre
el eje de rotacién y el eje de simetria. La excentrici-
dad puede tener lugar en diferentes tipos de elementos
mecénicos, como son las poleas, las ruedas dentadas y en
el posicionamiento relativo entre dos piezas concéntricas,
caso del rotor y el estator de un motor. Matemaéticamente
se define por la ecuacién de Euler [7], en particular con-
sideramos un paramétro constante que consideramos mas
adelante.en la obtencién de los resultados.

2.3 Ecunacién de Reynolds.

Las variaciones de la velocidad pueden concebirse como
las desviaciones de la velocidad con respecto a su valor
medio temporal; de tal manera que las variaciones de la
velocidad se vean como una variable aleatoria de media
nula. En tanto la presién, también, puede descomponerse
en una forma similar, ecuacién (1). Esta variable aleato-
ria es estacionaria, en amplio sentido, porque su media o
esperanza matemadtica es constante, independiente de su
parédmetro indice, el tiempo; y la funciéon de correlacién
depende sélo de las variaciones de este parametro,

Opi = pi — pi- (1)
Por tanto, cuando la velocidad y la presién se de-
scomponen en la media més las desviaciones, para luego
expandir la ecuacién de Navier-Stokes, y tamizarla con el
promedio temporal sobre la base de la hipétesis ergddica,
entonces se obtienen las ecuaciones de Reynolds,

Ov; = Ui — Vi,

En la construccién del modelo se supone que la ve-
locidad angular es constante, se desprecian los efectos de
la tensién superficial y se asume que el aire se comporta
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como un gas perfecto, en el sentido de que la densidad es
proporcional a la presién localizada o estatica,la misma
que determina el grado de cohesién molecular del flu-
ido en su desplazamiento a través de la superficie. Se
considera que la anchura de la capa del fluido es muy
pequefia comparada con las otras dimensiones. Ademas,
se desprecian las fuerzas inerciales comparadas con las
fuerzas debidas a la viscosidad.

2.4 Cavitacién

La cavitacién o aspiraciénes en vacio es un efecto
hidrodindmico que se produce cuando el agua o cualquier
otro fluido en estado liquido pasa a gran velocidad
por una arista afilada, produciendo una descompresion
del fluido debido a la conservacién de la constante de
Bernoulli. Puede octurrir que se alcance la presiéon de
vapor del liquido de tal forma que las moléculas que lo
componen cambian inmediatamente a estado de vapor,
formandose burbujas o, méds correctamente, cavidades.
Las burbujas formadas viajan a zonas de mayor presién
e implotan (el vapor regresa al estado liquido de manera
sibita, “aplastdndose” bruscamente las burbujas) pro-
duciendo una estela de gas y un arranque de metal de la
superficie en la que origina este fenémeno. La implosién
causa ondas de presién que viajan en el liquido. Estas
pueden disiparse en la corriente del liquido o pueden
chocar con una superficie. Si la zona donde chocan las
ondas de presién es la misma, el material tiende a de-
bilitarse metaltirgicamente y se inicia una erosién que,
ademés de dafiar la superficie, provoca que ésta se con-
vierta en una zona de mayor pérdida de presién y por
ende de mayor foco de formacién de burbujas de va-
por. Si las burbujas de vapor se encuentran cerca o en
contacto con una pared sélida cuando implosionan, las
fuerzas ejercidas por el liquido al aplastar la cavidad de-
jada por el vapor dan lugar a presiones localizadas muy
altas, ocasionando picaduras sobre la superficie sélida.
El fenémeno generalmente va acompaiiado de ruido y
vibraciones, dando la impresién de que se trata de grava
que golpea en las diferentes partes de la mdquina.

3 Definicién del Modelo
Matematico

El objetivo principal de esta seccién es estudiar y rep-
resentar mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
la distribucién de la presién producida por una pelicula
de lubricante ubicada en un cilindro en rotacién con de-
terminados pardmetros fisicos definidos (dimensiones del
cilindro, viscosidad dindmica y grosor de la pelicula del
lubricante).

3.1 Modelo Fisico

La presién en el lubricante (SAE 10 a 70°C.) se rige por
la ecuacién de Reynolds. Para un fluido incompresible

con condicién de ausencia de deslizamiento, la ecuacién
de Reynolds estacionaria en el rango continuo estd dada
por:

—ph3 ph
Vr ( 191 Vrp+ 5 (Va F'Ub)>

—p (VTI) CVy — VTa : Ua) =0.

(3)

En esta ecuacién, p es la densidad en %ﬁ’-, h es el
espesor de lubricante (m), n es la viscosidad (Pa - s),
p es la presién (Pa), a es la ubicacién (m) de la base
del canal, v, es la velocidad tangencial (%) de la base
del canal, b es la ubicacién (m) de la pared sélida, y vy
es la velocidad tangencial () de la pared sélida. Aquf
el mufion giratorio se considera que es la pared sélida.
La figura siguiente se muestra la pared del cojinete y
el munon (eje) giratorio en el que se aplica la ecuacion
de Reynolds. Debido a que la presién localizada es con-
stante a través del espesor de la pelicula lubricante, si se
utiliza la proyeccién tangencial del operador gradiente,
el término p (Vrb-vp, — Vra-v,) es igual a cero, esto
hace que se simplifique la ecuacién (1.1) la misma cual
queda expresada por:

—ph3 h
Ve [ 229+ L +0) ) = 0. (4)
127 2

El espesor de lubricante, h, se define como:
h = ¢(1 + ecosf)

Donde ¢ = Rp — Ry es la diferencia entre el radio del
cojinete(rodamiento) y radio del munoén(eje), € es la ex-
centricidad, y 6 es la coordenada polar angular de un
punto sobre el lubricante.

Figura 3: Geometria (muiién cilindrico) que muestra la di-
reccién de la velocidad(con flechas negras).

Modelo Matematico

Las propiedades fisicas, geometria del dominio y condi-
ciones de frontera del problema definiremos a contin-
uacién:
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Definicién del Dominio y condiciones de frontera:

Consideremos un cilindro de altura H y radio R con
su base centrada en el punto (0,0,0), con una excentri-
cidad de 0.3 mm ,la cual variaremos en la experiencia
computacional, para mostrar cuando existe un problema
de cavitacién y observar como influye la excentricidad, en
los resultados y su importacia en la simulacién numérica
del problema. La presién en los extremos del munoén
cilindrico se asume que es similar a la presién del ambi-
ente. Por lo tanto, las condiciones de frontera son:

p=0 para z=0L. (5)

Donde L es la longitud del munén cilindrico. Asf
también se asume que éste gira a una velocidad angular
de 507 rad/s.

Caracteristicas del fluido: Consideremos un fluido in-
compresible con una viscosidad dindmica de 0.01 Pa - s
y una densidad de 860 Kg/m?®.

4 Resolucién Numérica del
problema de cavitacion

Para abordar la resolucién numérica del problema con el
Método de Elementos finitos, primeramente realizamos
su formulacién variacional, luego una discretizaciéon del
problema variacional mediante el método de carac-
teristicas combinado con elementos finitos y formulamos
un esquema basado en algoritmos numéricos del Algebra
matricial y Optimizacién en la finalidad de obtener una
aproximacién eficiente de su solucién.

4.1 Formulacién Variacional

La formulacién variacional del denominado problema de
lubricacién consiste en encontrar p € V, tal que:

/Q (vh®Vp + h3pVp)Vo+

/8(h) b | Lphp=0 Woe® ©
(2 <p+n/—p =0 Vpé€ V.
K o Ox o Oy 4

Donde = (0, H)x (0, H), representa el dominio rect-
angular bidimensional de nuestro problema y los espacios
y conjuntos funcionales son:

Vo ={p € H'(Q)/p = pa en 09}

V ={p € H' ()/p =0 en 00Q}.

Bajo ciertas hipodtesis, se puede probar la existencia
y unicidad de solucién del problema hidrodindmico, asf
como la existencia de cotas de la misma [1].
En el presente trabajo tiene como objetivo aplicar el
Método de Elementos Finitos en la construccién del
esquema de resolucién numerica de la inecuacién varia-
cional se puede ver en [7] y para la simulacién numérica

del problema, donde se supone que las cargas radiales a
las que puede someterse un cojinete deslizante por efecto
de lubricacién el cual No debe permitir un contacto di-
recto entre sus componentes sélidos y en caso contrario
se consideraria una posible ocurrencia del fenémeno de
cavitacién. El alcance de esta hipétesis se limita a un
régimen estacionario y se contemplan tnicamente dos
grados de libertad en la funcién de holgura h. Re-
specto a la densidad con la presién en los lubricantes
méas usuales su variacién es muy pequena, se asume que
se trata de un fluido incompresible (p=cte). Ademads, si
se tratase de un lubricante isoviscoso, debido a lo fina
pelicula de aceite que se supondria par estos dispositivos,
al hacer esta suposicién, es irrelevante y no considerable
la pérdida en cuanto a la precisién de los resultados 2,
pég. 25]. Asi mismo se consideran que las superficies
sélidas del cojinete deslizante estdn sin rugosidadesasi y
con un régimen de lubricacién hidrodindmica.

4.2 Resultados Numéricos

Veamos los resultados para los siguientes pardmetros
R=0.03m y H=0.05m, utilizando esos pardmetros y con-
siderando el siguiente mallado sobre la superficie del co-
jinete de geometria cilindrica:

Figura 4: Mallado por elementos triangules sobre el cojinete
cilindrico.

A partir de aquel mallado mediante una aproximacién
con elementos finitos se obtiene:

v -3.8145%10°
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Figura 5: Comportamiento de la presién localizada sobre la
superficie lateral del cojinete cilindrico para un radio R=0.03,
h=0.05,e = 0.3.

- ¥ -29376x10°

Figura 6: Comportamiento de la presién sobre la superficie
lateral del cilindro para R=0.02, h=0.07, (e = 0.3).

Ahora si consideramos variar la altura del espesor de
lubricante(h) y el radio(R) del cilindro observaremos que
su comportamiento es similar al caso anterior, es decir,
la distribucién de la presién a lo largo de la superficie
presenta el mismo patrén con dos regiones en lados ady-
acentes de maximo y minima presion.

Como se observa para R=0.02, h=0.07.

e S |

v -1.3988x10"

Figura 7: Comportamiento de la presién localizada sobre la
superficie lateral del cilindro, € = 0.99.

Figura 8: Comportamiento de la presién localizada sobre la
superficie lateral del cilindro, e = 0.3.

v -58124x107

Figura 9: Comportamiento de la presién sobre la superficie
lateral del cilindro, e = 0.01.

Claramente el comportamiento de la solucién es el
mismo en los dos cilindros solo que estos se expande
o contrae segun la dimensién del cilindro. Pero vere-
mos que ese comportamiento difiere un poco si variamos
el parametro de excentricidad(e) considerando como el
caso original R=0.03, h=0.05 y para este caso € variando
desde 0 hasta 0.99 se observara como cambia el com-
portamiento de la presién a lo largo se la superficie del
cilindro: Empecemos con una excentricidad de 0.99 y
luego la iremos disminuyendo gradualmente hasta llegar
a 0.

En la figura se muestra claramente que la distribucién
de la presién a lo largo de la superficie depende de la ex-
centricidad del cojinete en deslizamiento y a su vez ésta
delimita el espesor del grosor de la pelicula del lubri-
cante distribuido en el cilindro; produciendo este grosor
una distribucién en superficie similar a lo mostrado por
la presién ejercida sobre el metal; como queda expresado
en la siguiente figura.

WAV

\

P
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Figura 10: Espesor de la pelicula del lubricante para
R=0.03, h=0.05 y € = 0.6.

5 Conclusiones

1. El problema tratado se resuelve bajo las condi-
ciones de una geometria cilindrica con la condicién
de presién nula sobre la frontera de las bases del
cilindro, considerando al lubricante como un fluido
incompresible.
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. El problema que se aborda es un problema no lin-
eal, lo cual se supera al pasar el sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales a su formulacién débil.
La funcién h, el espesor de la pelicula del lubri-
cante, simplifica la formulacién débil debido a la
forma. explicita discreta en cada elemento triangu-
Jar del dominio mallado donde se encuentra definida
la Ecuacién en Derivadas Parciales y Variacionales
respectivamente.

. Se generé un mallado con 712 elementos triangu-
lares, 100 elementos de aristas y 8 elementos de
vértice.

. La variable a calcular en la ecuacién de Reynolds es
p (presién) y ésta depende directamente del valor
de la excentricidad (e € [0,1 >).

. El tipo de excentricidad que posee el problema es
dindmica debido a que el centro de giro del motor
no concuerda con el centro geométrico.

. Como la presién inicial sobre la superficie del cilin-
dro es nula, la solucién hallada representa la presién

generada solamente por el movimiento del sistema.
y como se ve, estd influenciada por la presencia de
la. pelicula lubricante al momento de disminuir el
desgaste.

7. Los valores de presién disminuyen gradualmente en
intensidad cuando los valores de ¢ tienden a cero,
esto implica que a medida que el eje de rotacién
coincide con el eje de simetria la presién estatica
generada sobre la superficie del cilindro tiende a
Ser menor.
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