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Resumen

Estudiamaos una ecuacion diferencial ordinaria no-lineal. Esta ecuacion
posee n soluciones las cuales son alternadamente asintéticamente estables e
inestables. La importancia de esta ecuacion es que puede ser utilizada para
modelar (i.e. interpretar, comprender) procesas en los cuales un aparato de
medicion inleractua con un sistema fisico cuyos pardmetros caracteristicas son
Junciones continuas y sin embargo el aparato detecta (i.e. mide) sélo valores
discretos de estos pardametros.

Abstract

We study an ordinary non-linear differential equation. This equatior
possesses n solutions which are alternatively, asymptotically stable and unstable.
The study of this equation is important because it can be used to simulate processes
in which a measure device interacts with a physical system baving cointinous
characteristic parameters, bowever the equipment detects only a set of discrete
values.

INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos el comportamiento del conjunto de soluciones
de una ecuacién diferencial no-lineal. La principal caracteristica de estas
soluciones es que son alternadamente asintéticamente estables e inestables.
Esta caracteristica puede ser utilizada para entender procesos de interaccién de
sistemas fisicos con aparatos de medicién, resultando de la medicién de cierta
variable un conjunto discreto de valores, y sin embargo el modelo tedrico
prevee el caracter continuo de dicha variable.

La ecuacion diferencial la obtenemos al derivar el determinante de una
matriz nxn. El nimero total de soluciones (asintéticamente estables e ines-
tables) es n. Los cofactores del desarrollo de este determinante son los
determinantes de las matrices de Vandermonde. Esta caracteristica serd usada
para encontrar propiedades interesantes de las soluciones.
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La ecuacién diferencial que estudiaremos es de la forma:
o (U= f) (U= f)) (=) (tim ) 4ty (= f) (= f) oo (= f) (=) + ..

Fo, (U= @=f) = fr) (=) =y T (= f)

donde u = u() es la funcién incognita de la ecuacién, e [¢, > es la variable

independiente, f; = f; (t) son funciones arbitrarias de t, o son constantes
arbitrarias.

LA ECUACION DIFERENCIAL Y SUS SOLUCIONES

Sea la ecuacién diferencial (n 2 3):

1 1 1
2} a4, a,
a]z azz s a .
" =Y (1)
n-2 n-2 w-2
a, a, a,
InCu-f) InC-£f) In (u-f)

donde u=u (), fi=£; ®, t € [t,, ©>y a; € R. Asumimos que:

an > ap.1>4dg2>...>a2> a1 )

Si desarrollamos el determinante obtenemos:

1 1
al an n .
=X oY ln@w-f) @
j=i
aln--z a,,”_z
In (u - f) In (u - f




donde a, son los cofactores de la matriz dada, o sea:

1 1 1 1
a, a_, a., 1
. =
J
n-2 n-2 n-2 R n-1
al aj_l aj‘l an

Pero este determinante es el de la matriz de Vandermonde. En el
apéndice [ se demuestra que:

o, = I1 (x,—x) = n (a,-a)= o>0
1$i<ksn-1 1<i<ksn~1

usando la condicién (2). Luego de (3):

n n I+
5 |u~-fl (1,(—1)’” =In {11 Iu—jj'|("” ) “
=1 =1
Usando (4) y (3) en (1):
. 1/ a0 1 . 1 apo <
Un (11 |u-f] N == o I u-J] =y O
h LACEY

y por lo tanto (ver apéndice II):

{a—z‘——-ﬁ+az—tﬁ+...anu]:y (6)
Cu-f u-J u-Jf,

o equivalentemente:

(b0, (= f) (= f)or. (= ) (= f) + ty (= f) (= f)es (= f) (6= J)F oo
by (e ) (=)o (= S (= f)) = Y n w-f

que fue la ecuacién mencionada en la introduccion.
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PROPOSICION 1. u =f; son soluciones de .

Demostracion. Probemos ahora que u = f; es solucién de la ecuacién
diferencial (7). Siu=f; Vi= 1, .., n, entonces u = f;

De este modo en (7) tenemos:

(e, .0+a,.0+ ... +a, (=f) (=) ... (u-fi)(u-/.)...

coe (U=f)(u=-f)+..) =0

y por otro lado:

y II (u-f) =0
=1

con lo cual se verifica que u = f; es solucién de D Vi

Observando la ecuacién (5) notamos que:

=1 ¥~ =1, %
. o uU-
= u= I : ®
o
—
,=Zl u-f

ANAILISIS DE LAS SOLUCIONES

Analicemos ahora las soluciones u; = f;. Integrando (5) obtenemos:

1 1

n g+ n J+
In (I Ju=f1Y %) = yia8, =0 = I |lu-f1 Y=4ad' (©
/=1 J=1

Primeramente haremos un anilisis heuristico de dichas soluciones, luego
haremos una demostracién rigurosa de sus propiedades.

28



Supongamos en (9) que Y <0;sit— o = A¢ ' - 0 entonces

n /.
[1 Iu—f/]("” Y 5 0= |u—_/j'[ = 0 siempre que (—1)"1a1> 0.
/=1

Como por definicién o, > 0 entonces debemos tener que (-1)’"'> 0, de
lo cual se deduce que |u— f] =0 siempre que j sea impar.

Entonces las soluciones u = f; con j impar son asintéticamente estables
n /‘_
parat>0. Sit— - = A€ ' -3 o entonces I] l“‘f,lm)

1

“ 5 o« entonces
/=1
1

/0
(-1) , +1 1 . :
RN o 050 (1) o, <0 = (-1)’"' < 0, debiendo j ser par entonces
u=fl = 0 = u = J; con j par son asintéticamente estables parat <0

Geométricamente tenemos:

< £
= t‘ \ \ >t
_““ﬁ-“
—
]CJ'—Z
\'\
T _\—

Resumiendo:
Parat> 0, u = f;

,jimpar y t <0, u = f;, j par son asintSticamente estables.
Parat>0Q, u = {),-, jparyt<0,u = f,, j impar son asintéticamente inestables.

Probemos esto mis rigurosamente; para ello hagamos uso de las de-
finiciones de estabilidad asintética e inestabilidad segin Liapunov.
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Definicion I. Sea un sistema dado de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

J’.z=8¢(t,y1:}’z,---.}’n) i:. 1,2,...,72

a -

donde 5& i, k=12, ..., n, existen y son continuas. Sea ademis $,®la
Ve

solucién de este sistema que para t = t, satisface:

¢, (6)= ¢, i=1,2,...,n

La solucion ¢, (), i=1,2 .., 7 del sistema de ecuaciones diferen-
ciales se dice que es estable segin Liapunov si para cualquier >0, 3 un
b (e) > 0, tal que parz cualquier solucién yi (1) del sistema dado, cuyos valores
en t = o son tales que:

lyt(to)“‘t’(l <b(E), = 1 I S |

obtenemos que: |y, () - b, (9| < g,V 12 ¢, (es decir que las soluciones que son
proximas segiin los valores iniciales permanecen préximas para todo t 2 to).

Si ademds la solucién @, (©, i =1, 2, . . ., n satisface:

lim |J’4(t) - ¢{(t), =0

t— ®

entonces la solucién ¢, (t) es llamada asintéticamente estable.

Sien cambio, para cualquier § > 0 arbitrariamente pequefio no se cumple
que:

7. ()~ ¢. (] <e

al menos para alguna soluci6n y; (1), entonces la solucién ¢, @, i= 1,2, ..., n
es llamada inestable.
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PROPOSICION 2. Si y<O0, 1>0, o =0, j impar, >0, entonces u =
j = impar, es una solucién asintéticamente estable.

Demostracion. Supongamos que |u~- f] < §, entonces como:

> fa Yo = lu=fil <8, + - A ®)

Aé'
Qp aj. LY Qn
lu=f o Ju=fial T Ju= i T e Sl

Q
= |u—j/']/=

A I A

b1 |u—fi

% = - k#
1 |u-f
=1

k=

V j =impar.

= A. 1, , pero ¥ o, = —o, (verapéndice I

Z % k=x/
_ A _ ay 1/ay 10)
_5—a/_A6" = |lu-fl <A, (

Podemos normalizar, o sea poner A = 1. Entonces basta definir 8. =€y
asi para cualquier ¢ >0, 3 8,=¢> 0 de modo tal que si:

lu-f] <8, = |u-f] <& para todo j impar, de acuerdo a (10).

Y Yoy
Pero ademis, como |u - f|= —; k= j. ¥ jimpar, >0
DR
P
eyt/uj )
entonces lim |u(f) - fj()]= lim —; =0 VY j impar, y<0
) 1 { TI Iu_ﬁl% }“i

k=1
pues el denominador siempre es finito y no nulo.
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Luego u = fj, j impar, y<0, V j impar es una solucién de (1)
asintoticamente estable.

PROPOSICION 3. Siy<0, t>0, =0y j par:a, <0, entoncesu = f
j = par es una solucién inestable.

Demostracion. Supongamos que |u-f], < &, , veamos si |u- f|

permanece acotada V t>to.
y! n
¥ = =2 = fu-fl= @ T u-fi Y,V k2f Y
I—I Iu_ﬁ]alr k=1

k=1
par tal que a. <0.

Comoy <0, a;,<0 = y#/a,>0el producto es dominado por la funcién
exponencial que siempre crece, luego:

lu—~fl 2 1 lu-—ﬁ,l;awf V k#j jpar, o,<0
k=1

Luego, para §.>0 arbitrariamente pequefio, 3 €>0 tal que
|u () - /(9| sea acotado, es decir [u () - f(f)| <&, que u (D) esté tan cerca
como se quiera de fj () V t > to con j par.

Luego u = fj, V jpar, y<0 es una solucién de (1) inestable.

De modo semejante, si j es par, o, <0, para t<tc=0 se prueba que las
soluciones: u = f; son soluciones asintéticamente estables del sistema (1) pues
[t - f| es proporcional a e,y t/a, <0y dado que la funcién exponencial
es predominante una solucién u cerca de f; en to permanecerd siempre
cerca para cualquier t>to. Igualmente se prueba que sijes impar, a,;>0

y para t <to = 0 las soluciones u = fj son soluciones inestables del sistema
dado (1).
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APENDICE I

Demostremos la relacién para el determinante de Vandermonde:

1 1 1

Xy X3 X,

—_— 2 2 2

H (xj - xl) - X X2 X
n-1 n-1 n-1

X X2 n

Por induccién, para u = 2:

1 1
X, X3
IIT(x; —x) = 2
X, X7
n-1 n-=1
1 X3
(-1)

= x,-x, se cumple.

(2, = Xp401) (X=X, 1)

x (x5 -x,,,) X (x-x,,,)

(xn+l '—xl) (xn+] _xz) R (xrn-l _xn)

2 2
xl (xl—xn+1) xz (xZ_xn+1)

n-1

n-1
x] (xl_xn+l)x2 (x2—-xrl+1)

_ (_1)2n

- (xn+l'—x‘l) (xn+l _%) . °(xn+l_xn)
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1 1 - 1 . 1 1

X~ Xpay X2~ Xy Xy= Xpsn Xy = Xpaq 0

X (X = Xee1) X (-%,,,) - Xp(Xp=Xpir) 0 Xy (XK= Xyy,) 0

= %)) X (Bm X)) X (K= Xay) o X (x,—2,) O
P

n-1 n-1 n-1 n-1
xl (xl_xn+1) xz (xZ_er»I) e xj . (xj_xn*l) e x” (xn—xn+l) O

_ (_I)ZH
(xn+1 - xl) (xn*l -xZ) . e '(xn+1 _xn)

1 1 1 1 1
X1 Xpin X2 = Xpi Xy = Xy Xy = Xpay
X (xl _er-l) X, (xz _xn+1) v x/(xj-xn+l) ree Xy (xn—xn+l) 0

2 2 2 2
X (xl —xn+1) X, (xz—xn+1) tee xj (xj-erl) e X (x,,—x,,”)

n~1 n-1 n-1
X (xl—xn+1) xz (xz_xn+l) e xj (xj-xn+1) e x,, (xn_er-I) 0

_ 1
(xn+l—x1) (xnn"xz)“ ‘(xn-o-l_xn)

1 1 1 1 1
xl xz « o . xl . .. xn x"+1

X (xl—xn+l) X, (xz—xn+1) e xj(xj—xn+l) e Xy, (xn-xn+l) 0

n-1 n-1 -1 -1
x] (xlher-l) xz (xz_xn+l) T xj" (xj_xu+1) e x: (xn— n+l) O

1
(er»l'—xI)' '°(xn+l—xn)
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1 1 1 1
L . A X, x, X
2 2 2 2 2
xl xz xj T’, xn*l
x? (xl - 'xno 1) x§ (xz - xn+ 1) sz (xj- xno 1) xn (xn xn* l) 0
0
1 1 1 1
xl xz ‘V” xn+l
1 2 2 2 ( )
= Xy X T X, Xpal o= x, - X,
(xn+1—x1)"‘(xn+l—xn) 151 <y <n %
XX Xy Xpiy
Vemos que se satisface para n + 1, luego estd probado.
APENDICE II
Demostrar que:
d(In |x]) d(Inx)
dt —  dt
. d(|x]) dx d | x|
= 2= 20l T = = 1 g
_ x;x ) ]x||2x1 _ x_ |d _ dinlx _ dinx
X | x| x|« dt dt
l.q.q.d.
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APENDICE Fif

Sea:
1 1 1 1
ey Gy P a,
2 2 2 2 n n
a, a, a,_, a, =Cn1+Cn2+...+Cnn—ZCM = ok
: j=1 =
n-2 n-2 n-2 "-2
% ] n-1 4,
1 1 1 1
Pero este determinante tiene dos filas iguales, luego:
” n
Zak=02>z akz—aj
k=1 k=1k=y
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