Fenomenos Homoclinicos

Fellx Escalante Del Aguila ©)

INTRODUCCION

La idea es ilustrar que si bien el comportamiento (Dindmica) de un
difeomorfismo en la vecindad de un punto fijo hiperbdlico, es bastante simple;
esto no ocurre desde el punto de vista global.

Sea feDif (M), r21 peM un punto fijo hiperbélico de tipo silla
Gie. dim E* > 1y dim E* > 1).

El teorema de Grobman - Hartman, asegura que f es localmente
conjugado con dfy; por lo tanto la dindmica de f en una vecindad U (p) es

bien entendida.

EU

Esto es:

x € W/: @) = f "(x) > p cuando n = +wo
x € W“; ® = ff(x) > p cuando n = +w
X & W: (p) v W/; (p), entonces existen ky, k, € N tales que:

e e vup), 90 ¢ U
pero fl() e UWP) Vj e | —ky+1,., k-1
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Surgen naturalmente varias preguntas:

- ;Existen puntos en U (p) que retornan después de un tiempo a U?

- ;Existen puntos periédicos # p cuya 6rbita intercepta a U?
- ¢Existen puntos no errantes en U?

En efecto estas tres situaciones pueden ocurrir, cuando:

w @) (W ON(pl) #¢

Definicion.- Sige W" ()~ (W (p)\ [p/), entonces g se denomina punto

homoclinico asociado a p. Si W’ (p) y W (p) son transversales en g, en este

caso se dice que ¢ es un punto homoclinico transversal; si no lo son entonces
q es una tangencia homoclinica.

Q gqe w4p) N (W) \ (p)) implica que f(q) € w4 (o) N (W (D)\(p))

es decir también es homoclinico.

O Observemos que si g es un punto homoclinico asociado a p, entonces
o (g)=a(g)={p} y puesto que w* (p), W¥ (p) son f-invariantes, enton-

ces f¥ () también es homoclinico para todo k € N. Asi, €s evidente que

la existencia de un punto homoclinico implica respuesta afirmativa a la
primera pregunta.

Proposicion

Sea f € D; f (M) y pun punto fijo (periédico) hiperbélico. Si g es un
punto homoclinico asociado a p, entonces g € Q ().

Este resultado es consecuencia directa del A - Lema, que dice lo siguiente:
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Proposicion: (- Lema)

Sea f € D; f" (M), pun punto fijo hiperbélico. Sea D un disco transversal

a W (p) en g, de dimensién igualal de E¥ y D *un disco compacto contenido
en W" (p), con pe D"y dim (D*) = dim (E").

Entonces, dado €> 0, existe n, € N tal que para cada n2 n, existe un
disco compacto D, c D con q € D,; satisfaciendo:

f"(Dp) estd e~ c'- préximo de DY

La siguiente figura ilustra el resultado.

Prueba de la Proposicion:

Sea p punto fijo hiperbdlico de £y g, un punto homoclinico asociado.
Sea V(gq) una vecindad cualquiera de g; y escojamos D c Vun pequeiio disco

transversal a W* (p) en g € D; con dim (D) = dim (E™). Por el A - Lema, existe
m, € N tal que f"° (D) V# ¢. Como Dc V, entonces existe z€ V tal que

f™(2) e V: lo que implica que: f~™° (V) V= 4. Como V fue arbitraria se
sigue que g es no errante, esto es g € Q (f).

Comentario:

Es intuitivo que la creacion de una tangencia bomoclinica, impide la
estabilidad estructural ya que el conjunto Q (f ) puede "explotar”.
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Es posible construir una familia a un parimetro de difeomorfismos
fu, t € Rtal que f_; es lineal, Q (f;) = {(0,0)} para ¢y, <u<1 y Q (f,) noes
finito para 2w, En estas condiciones es claro que f, no puede ser

estructuralmente estable.

NS
1

w=-1 d<u<l ue=j u>{

Para evitar este tipo de situaciones se considera el siguiente subconjunto
de difeomorfismos:

KS" (M) =(f € Dif"(M): todos los puntos periédicos son hiperbdlicos
y Vp g € Per (f), W’ (p) y W" (¢ son transversales}

El conjunto K" (M) se denomina conjunto de difeomorfismos de
Kupka - Smale.

Teorema: (Kupka - Smale) .- KS" (M) es C" - residual en D; 7 (M);

es decir es interseccién de conjuntos abiertos y densos de D; f" (M).

Finalmente observamos que si f es estructuralmente estable, entonces
f es de Kupka - Smale.

”~ .’ . 3 1
El reciproco es falso; en efecto una rotacién irracional en §°, Ra,

o € R\ Q es un difeomorfismo de K - S, sin embargo no es estructuralmente
estable. Veremos ahora que el caso de la existencia de un punto homoclinico

transversal implica riqueza dindmica.

Sea pun punto fijo hiperbdlico de f y ¢ un punto homoclinico transversal
asociado a p, como se muestra en la figura adjunta.
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Sea (R un rectdngulo, conteniendo el arco de variedad estable de p que
une p con ¢, y digamos que tenga altura adecuada b.

Cuando iteramos R por f obtenemos un rectingulo topolégico cuya
altura es muy superior a la de R y cuyo ancho es muy inferior al de R, después
de un cierto nimero de iteraciones; esto es debido a la presencia del punto

homoclinico transversal qy como consecuencia del A - Lema.

Para un cierto k y para una altura suficientemente pequena, obtenemos:
R A R ¢ y obtenemos una situacién presentada en la figura de arriba.

Nuestro objetivo, es entender la diniamica de f"’ en el subconjunto

maximal invariante A c @®; esto es el compacto A = N f—k" (R).
nezZ

Para hacer este estudio introducimos un modelo debido a Smale que

. g . 2 .
describe un difeomorfismo en S el cual es estructuralmente estable y tiene un
nimero infinito de puntos periddicos.

HORSESHOE DE SMALE

Vamos a describir f: §* — §* difeomorfismo tal que el polo norte N

sea una fuente hiperbélica, con W" (V) = H", es decir el hemisferio norte
incluido el Ecuador.

Por lo tanto, si H_ representa el hemisferio sur, tendremos que
f(H_)c H_.

Vamos entonces a describir f en H _; pero describir f en H _, es
equivalente a describir f en un disco topolégico D R2.
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Sea I: R* -» R%/ I(x,y)= (Ax, py) donde 0 <A <%,p>4; entonces /

es una contraccién en las lineas horizontales y es una expansién en las

lineas verticales.

Sea g: D> DcC R? que curva en U las lineas verticales; entonces
f =g ol transforma el disco D como se muestra en la figura:

€

#(D,)
(Dy)

Entonces observamos que O f (Q) tiene dos componentes.

Estoes: QN f(Q=f (RD v f (R

También es facil ver f | es afin (lineal), contrae horizontalmente en

1 . 1
un factor A < 7Y expande verticalmente en un factor p> 7

Ahora en el disco 131 = f (D) colocamos un punto fijo § hiperbdlico

A
atractor con D; ¢ W* (S).
Vamos ahora a analizar el conjunto Q (f ) de puntos no errantes de f.

Si xe H, \ (N, entonces x es errante, pues x estd en la variedad
inestable de una fuente.

A
Si xe D, \ [§), entonces x es también errante; pues pertencce a la
variedad estable de un pozo.

A
Si xeD; = f(x) e D;, luego x es errante. También, si

xe D, = f(x) € Dy, luego otra vez X es errante.
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Por lo tanto concluimos que six € H _\ { S ), entonces xserd no - cmante
(p puede ser no emante) si la érbita de x, O (x) € Q. Asi que si

xe Q\(N,S)enoncesxe A=n  f7(Q).

nek

Descripcion del Conjunto A= N (0.

nek

R R
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/ /
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Como Qn f(Q) liene 2 componentes rectangulares, vemos que
2 s
on f(Q) n f7(Q) tiene 4 componentes rectangulares; y asi sucesivamente.

Esquemdticamente [€Nemos:

0;0nf(Q=R1u Ry QN QN[ Q=R Rizu Rnv R

Los indices son colocados de la siguiente manera:

F@RDA Q=R Rz y Riic@®, Rizn®Rr= ¢

Anilogamente:

f(R) N Q=M1 R22 donde 22 = Ry, Ro1~ R2= ¢

Esto es:

Ry =R v f (R, R21 = R2u f (R
Rz =Ry f (R, R = Ru f (R2)
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En general, dado cualquier sucesién o, o, ... o, de unos (1) y dos (2)
tenemos:

chaz...c,,“ (Roln f(mqr) N...N fN(@N )

(Esti constituidode 2¥bandas verticales de anchoA™ )

Afirmamos que R, 4,...s, forma una sucesién anidada de intervalos
cerrados no vacios cuando N -+ .

Notemos también que:

chlcrz...tr,,'= (ch N f(@;o,...oﬁ )

Por induccién podemos asumir que Rq,q,..s, €S un sub-rectingulo no

vacio, asi que f (R, s,..q, ) consiste de dos rectingulos cerrados, uno en @) y
el otro en @2 Luego R, N f (Rs,s,..0,) €s un simple rectingulo cerrado.

Estos rectdngulos son anidados, porque:

Ry a0 Rosriay O [Y(Re, ) C R or oo,

Por tanto concluimos que:

m leo; Oy = ¢

n20

Sea ahora o cualquier linea horizontal tal que & n Q = ¢. Denotemos
por [a, bl =an Q.

Entonces [a, bl n f (Q) es dos intervalos cerrados que es obtenido de
[a, b] removiendo tres (3) segmentos disjuntos.

Cuando hacemos [a, bl A f (Q) A f* (©Q), el resultado es remover 3
segmentos disjuntos de cada subintervalo de(a, bl ~ f (Q), y asi sucesivamente.

Entonces [a, bl n f" (Q) es un conjunto de Cantor Ki.
n20

Luego A, = K, x I, donde I es un intervalo vertical.
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Procediendo del mismo modo, iterando negativamente Q, obtenemos:
-1 . B 7 » .
On f (Q) es un conjunto constituido de dos rectingulos horizontales de

ancho 1y altura A. De igual modo la imagen por f~', de cualquier rectingulo
de altura dy ancho 1 (banda horizontal) da origen a dos bandas horizontales

de altura L.d. De donde se desprende que O f ' (Q) N .. fT"(Q) estd
constituido por 2" bandas horizontales de altura 1"

Luego procedemos como en el caso anterior, y obtenemos similarmente

que:
A_= Hx K,

donde H es un intervalo horizontal y K3 es un conjunto de Cantor.

Portanto A = A ;N A _ €S un conjunto no vacio.

Es claro que f (A)=A ie A es f-invariante.

Ahora. a cada punto de A asociamos una sucesiéon infinita de
y p
1' y 2, { a,} del siguiente modo:

[1si fix)e R
a, (x) = { 2 81 f (x) e R

Denotemos por ¥ (2)= {(a,),.,: a,€ {1,2}) =11 {1, 2} esto es

- 00

3 (2) es el espacio IT {1, 2] con la topologia producto; esta topologia es
meltrizable, definiendo la métrica:

d((an)) (bn)) = z ﬁ 80", b,

neZ

donde 5 _ 1 st a,=
wb, | 0 Sl @,#

" “n

b,
b,
Con esta métrica, 3 (2) es un espacio compacto, perfecto y totalmente

desconexo; esto es ¥ (2) es un conjunto de Cantor.

Hay un automorfismo natural "Shift" en 3" (2) el cual es dado por:
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G: T = T

(O' (an))k = atm 1

Teorema.- Por otro lado, la asignacién

n: A= T (2)

X > (an (x))

es un homeomorfismo; ademis el siguiente diagrama es conmutativo:

/1A
A — A

xd dx
$(2) = T

ie.m o (f,)= o o 7, luegon esuna conjugacién entre f |, y o. Porlotanto,
conociendo la dindmica de ¢ conoceremos la dindmica de f |,.

Que m es un homeomorfismo resulta del hecho siguiente:

Si xye Aydr),n) < %", entonces 7 (a,(x) = 7 (a,(3)),

Vje { -k, ..., &} lo que implica que x e y estdn en la misma banda horizontal
de ancho A" de donde se deduce que d (x, ) < V2 A~

Corolario

Toda vecindad de p contiene infinitos puntos periédicos para f, puesto
que esto sucede para .
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