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RESUMEN

Un resultado cldsico en matematica es que los polinomios de una sola
variable de grado p son equivalentes a aplicaciones p-afines simétricas
[Ramshaw '87]. Ramshaw aplico este principio a la teoria de las
curvas y superficies de Bézier y B-splines y a la aplicacion p-afin
sitmétrica de un polinomio de grado p lo llamé blossom.

En este trabajo se representard una curva seccionalmente polinémica
mediante los B-splines determinando los puntos de de Boor en funcion
de los blossoms.

Introduccién
El Disefio geométrico asistido por computadora (CAGD) esta re-
lacionado con la representacién, manipulaciéon v el disefio de objetos por

computador tales como: curvas, superficies y sélidos.

Las herramientas matematicas del CAGD son principalmente el
andlisis matematico, el andlisis numérico, calculo variacional, geometria
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diferencial, etc. Las principales aplicaciones se encuentran donde se ne-
cesitan métodos para describir matematicamente los objetos que van a ser
manufacturados por maquinas controladas por computador, como por ejem-
plo: en la industria aérea (disefio de alas, fuselajes de un avién, etc.),
automotriz (disefio de las partes de un auto), etc. Otras aplicaciones se
encuentran en los gréficos por computador, visualizacién cientifica (para
describir los fenémenos fisicos, geoldgicos, médicos, etc.).

En las aplicaciones del disefio de una curva o superficie a menudo se
define especificando interactivamente un conjunto de puntos, denominados
puntos de control o manejadores, los cuales nos determinan la forma de
dicha curva o superficie de tal manera que dichas curvas o superficies se
ajustan y se editan mediante los puntos de control. Estos elementos se
tratan matematicamente como entidades del tipo Bézier, B-splines, etc.

El objetivo de este trabajo es encontrar los puntos de control de una
curva seccionalmente polinémica.

1. Curvas B-splines
Definicion 1.1

La curva B-spline de grado p con respecto a un vector nodo T = &y, .-

..... 5 & ), tal que t, < t.,__, es una curva polinomial por tramos y esta

; m+p+1 1+p+
definido:

F (u) = % d NP (u), ue lt,,t,,) d e R
i

d=1,2,3.

Los puntos d, se llaman puntos de de Boor o puntos de control.
[Hoscket 93]

El poligono de de Boor es aquel poligono que se obtiene al unir los
puntos de control consecutivos mediante segmentos.

Las funciones NP (u) son polinomios y se llaman B-splines normali-
zados de grado! p sobre el vector nodo T'y se definen recursivamente:

1 orden=p+1.
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NO (u) : = 15 t<u<t,
! 0 ; en otro caso
—t. t. -1
1
Nir(u)5=t _; Nf'l(u)+—"‘—tl+r+_t Nr-l(u), 1<r<p
1+r i i+r+1 i+1

Convencién: 0/0 =0

Ejemplo 1: Una curva B-spline ctibica sobre el vector nodo T = (0, 0,
0,0,1,2,4,5,6, 6, 6, 6) cuyos puntos de control son: d, = (6, 3), d, = (7, 8),
dg = (12, 5), d, = (9, 0), d; = (1, 0), dg = (0, 6), d, = (3, 8), dg = (4, 4) (ver
figura 1).

Ejemplo 2: Una curva B-spline cubica sobre el vector nodo T = (0, 1,
2,3,4,5,6,7) cuyos puntos de control son: d, = (0, 0), d, = (3, 9), d; = (6, 3),
d, = (9, 6) (ver figura 2).

6

Figura 1.
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Figura 2.

Observacion:

1) Siti=... = tp+1 entonces en primer lado del poligono es tangente a la curva
en t = t;. Ademas el punto d; esta en la curva.

2) Sttm+1=...= tmsp+1entonces el ultimo lado poligono es tangente a la curva
en t = tm+1. Ademas, el punto dn, estd en la curva.

2. Los blossoms

Teorema 2.1 (Principio de los blossoms)

Si F: R — RY es un polinomio de grado n definido por F (t) = ¥ c, t!
1=0
entonces existe una unica funcién f: R® - R¢ tal que:

1) f es multiafin, es decir:

Sean uj. . . U, ... up e Re

n n
) AP u g, > at, Ujqe - u )= a f(u ... Uy, t, Uy - u, )
i=1 i=1

n
Vai...aneR: > aj=

i=1
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i1) f es simétrica, es decir:

fu,...u,...,u

J’...,1.1m)=f(u1,...u.,...,u.,...,u )

J i m

vV i,j tal que 1<1,j<m.

) F () =£(t,...,t)
\_V_/

N veces
A la funcién f se dice forma polar o blossom de F.
La funcién F es la forma diagonal de f.

Al proceso de encontrar la forma polar se conoce como blossoming
[Ramshaw ’87].

Nota: Un teorema conocido en algebra lineal es: Para cada forma
cuadratica F: V — R sobre un espacio vectorial V existe una unica forma
bilineal simétrica f: Vx V — R tal que F (v) = f (v, v). Este teorema es
andalogo al teorema 2.1 para polinomios de la forma:

F(v)= X ¢t x} +2 3 ¢ x X
i=1 i

i

donde v=(x,,...,x ) e VcR, c; € R, es decir polinomios multivariantes
homogéneos de grado 2.

Teorema 2.2 (Determinacion de los puntos de de Boor)

m

Sea F(u) = )’ d; NP (u) una curva B-spline de grado p sobre el vector
i=1

nodo T =(t;, t,...,¢t t t ,t

) p+1’ p+25"'7 m’

) tal que t. < t

m+12 ° ) tm+p+1 i+p+1?

+1]Yf}

i=1,..,m. Sea Fj la restriccién F en el intervalo no vacio Ij: = [tj, tJ

el blossom de Fj. Entonces los puntos de de Boor d, estédn dados por:

A= (b, - oo by, k=j-p,...,J

Prueba: Ver [Dueiias '96]
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Ejemplo de aplicacion:

o 8
Sea la curva B-spline de grado 3, F (t) = > d. NP (u) sobre el vector
i=1
nodo T =(0,0,0,0, 1, 2, 4, 5, 6, 6, 6, 6). Determinaremos los puntos de de
Boor en términos de los blossoms.

Para t, = 0<1= t. tenemos

dy = £, (b,p tor by K=4-3,...,4
d, = f, (t,, ts, t,) = £, (0, 0, 0),
d, = £, (tg, t,, t) = £, (0, 0, 1),
d, = f, (t,, t,, t) =, (0, 1, 2),
d, =1, (t,, te, t.) = £, (1,2, 4),

Para tg = 5 <ty = 6 tenemos

dy = f5 (tp1 byo byl kK=8-3,...,8
d, = £ (g, t., t5) = £, (2, 4, 5),

dg = 5 (t;, tg, tg) = f5 (4, 5, 6),

d, = £ (tg, ty, t,) = £5 (5, 6, 6),

dg = £ (tg, t,,, t,,) = £5 (6, 6, 6).

Para determinar los puntos sobre la curva B-spline tenemos que usar
la relacién de recurrencia de los B-splines basicos. El algoritmo de de Boor
es otra alternativa que nos permite determinar las coordenadas de un
punto sobre la curva B-spline sin usar los B-splines bédsicos.

Teorema 2.3 (Algoritmo de de Boor)

Sea F (t) = 3 d, NP (t) una curva B-spline de grado p sobre el vector
1=1
nodo

],...,tk_ps...stk<tk+1s...st ) tal que:

k+p+1> © ¢ m+p+1
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1)ti<ti+p+1,1=1,...,m,

in)p+1<m.

Parat e [t, t,,,) consideramos la siguiente recurrencia:

& (t):=d, i=k-p,...,k,

) dr ):=wr d! +Q-whHdl ,r=1,...,p, i=k-p+r,...,Kk,

t. — 1t
donde wir (t) ;= { Tprlr

Entonces el valor de la funcién F (t) se determina como:
F(t)=dp (b).
Prueba:
Afirmamos que:

di = fic (biad, - s bkoty .oy by thal, ., bisper), T=1, ..., p, (1)
ﬁ__/

7
donde fk es el blossom de Fk (]Fk es la restriccion de F en el intervalo

I, =[t, t,,,) ), satisface (*).

En efecto:

a) Como t, <t,,, tenemos por el teorema 2.2 que:
d=f(t,,....8,), i =k-p, ...,k
di=f (t,,,..,t,), i=k-p,...,k,

dO

di=d? , i=k-p+0,..,k

21



REVISTA DE CIENCIAS - UNI

b)

(TR - R RS 1 RO ti+p_r) =
N

r
t t—t.
—r+1 ;
£ (t. t,t, .., —— b+ —— ¢, R A
k 1° kr» » ¥y -r+1° “k+1° ’ =
o —— ti+p r+1 tl 1 t1+p——r+1 - ti e “ S
r-1
ot —t
i+p-r+1
- £ty ooty boeent bt b )
k \Mi+1? ’ LA e ] ’ 17 Yk+1? ’ —r
ti+p—r+l -1 ) e vand ) e
r=1
¥ m fk (ti+1’ v tk » b "’ t, ti-x»p—r+1’ tk+1’ A ti+p—r)
r-1
(pues f, es afin)
i+p-r+1
— f N PP ¥ S 72 TR
i+p-r+1 i N——
r-1
t-t
* ti+p—r+1 —t. fk (ti+1’ T tk’ L.t tk+1’ T tk+p—r’ ti+p—r+:{)
r-1
t —
i+p— -r+l r-1 -1
ST g d
1
ti+p—-r+1 - t tH—p r+1 t
b=t t - .
-0 - ) ] e Atk
i+p-r+1 1+p~r+1

Luego obtenemos de (a) y (b):
df =8 (G eesbutioastity e, b

- lo que verifica (*).

Por lo tanto: dP= f (t,...,t) = F () =F ).
;v._._/
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Ejemplo de aplicacion:

4
Sea F (t) =Y d N2 (t) sobre el vector nodo T =(0, 0,0, 1, 2, 2, 2)

1=1

donde: d, = (1,1), d,=(2,3), dy=(4,3), d,=(3.1).

Calculamos F (0,8).

Tenemos: t;=0<0,8<1=t,. Enestecasoes k=3 y p=2.

d=4d, i=k-p,...,k

di=| 1-——|d} + ——— &, k-p+rsisk

L bagrrr = b i+2+1-r ~ Ui
dr:= (1—t——ti—w d-! + b dl1+r<i<3
L g = b ) T e, Y
r=1
2<1<3

1202 d +0,8 d =0,2(2,3)+0,8(2,3)=(1.8,2.6)
1

d =06d +04d =06(23)+04(43)=(28,3.0)

d =02d +08d} =(26,2.92).

Definicién 2.1 Sea (e}] — R una sucesién estrictamente cre-

ciente tal que: a =e; <...<e,,; =b. Una funcién F: [a, b] - R se dice
funcién seccionalmente polinémica de grado p sobre [a, b] respecto a
fe,)k*1 si F (t) es de la forma:

i
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2.8 T | T T

, " F(0.8)
2.6} i
2.4} ,

2.2} .

1.8 -

1.6

1.4 =

' Figura 3.

[F, (t) e, <t<e,
Fy (t); e, <t<eg .

dondeF, son funciones
F)=9 polinémicas de grado no mayor
que p

\ F . (t);e <t<e,,
Cadae,i=1,...,k+ 1, se conoce como punto de quiebre de F ().

Nota: A las funciones seccionalmente polinémicas también se cono-
cen como spline.

Definicion 2.2 SeaT=(e; <e;<...<eg < e,,;). Definiremos
SF. . ;7 como el espacio vectorial de todas las funciones seccionalmente
17 Tk+1”’

polinémicas de grado p tal que:
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F :[e;, ;] = R sea (p - u)) - veces continuamente diferenciable en
los puntos de quiebre e, donde i=2,...,k.

Teorema 2.4 (Curry-Schoenberg)

Sea el vectornodo T =(e;,...,€5,...,€,...,€,...,€ . 9,+-+;€,)
" " —
p+1 u, p+1
donde:
1) u, es la multiplicidad del nodo e, tal que u; < p+1dondei=1,...k+ 1.

k
i) m=p+l+3} u.
j=2

Entonces el espacio vectorial Sk: = {}° d, NP/d, € Rl de los B-spline
i=1

de grado p sobre el vector nodo T coincide con Sf, | .
17 "k+17

Prueba: Ver [Duenas '96]

Observacién: Este teorema nos indica que cualquier spline de
grado p, es decir cualquier funcién seccionalmente polinémica de grado p
sobre e; <e,<... <e,,, tal que es v, veces continuamenteene,1=2, ..,
k, puede representarse como un B-spline tnico de grado p sobre el vector
nodo: T =(e},..,e, .., € ..,€8, -, €1 --,€,) donde cada nodo

" " ~
p+l PV, p+l

interior e, aparece con multiplicad u;:=p - v,

Ejemplo:

(t, t*) , t e [0,1]
Sea F (t) ={ (t, t3) , t e [1,2] un spline de grado 3.
(t,12t-16) , t € (2, 3]

Expresaremos F como un B-spline.
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Vemos: F es una funcién de grado 3 que estd definida sobre
e;=0<e,=1<e;=2<e,= 3 y es continua en t = 1 y es continuamente
diferenciable en t = 2. -

Luego por el teorema 2.4 el vector nodo sera:

=(0,0,0,0,1,...,1,2,...,2,3,3,3,3),

\

3-0 3-1

— (O, O, 0, 07 1, ]—’ 1) 25 2, 33 33 35 3)'

Los puntos de de Boor son:

0=t4<t =]1; d—f(t ), s14-3<1i<4,

1+1? 1+2’ 1+3

Pero F, (t)=F I,  =(t,t*). Luego su blossom es:

fy (ty, by, ty) = 3 K 3

b4ty +ty bttty t3+t2t3]
d, =1, (ty, t;, t,) = £, (0, 0, 0) = (0, 0),

dy = £, (ts, t,, t5) =1, (0,0, 1) = (1/3, 0),

dg = £, (t,, ts, t5) = £, (0, 1, 1) = (2/3, 1/3),

d, =T, (t,, tg, t-)=f, (1,1, 1) = (1, 1),

l—t <tg —Zd—f(t £ .),817-3<1<7,

i+1? 1+2’ 1437

PeroF,(t)=F | = (t, t3). Luego su blossom es:

[t t) ~

£+t +tg
f; (6, £y, t5) = [——3— , bty t3]

d, = £, (t5, tg, t) = (1, 1)
dy = £, (tg, to, tg) =, (1, 1, 2) = (4/3, 2)
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dg=£, (b, t, ty) =1, (1,2,2)=(5/3, 4)
d, = £, (tg, tg, t,y) = £, (2, 2, 3) = (7/3, 12).

2=ty<ty=3:d=f(t,,t ), si 9-2<i< 9

1+2’ t1+3

PeroFg (t)=F I, | ,=(t, 12t - 16). Luego su blossom es:

9> "10

t1+t2+t3
fg (tl, to, t3)= —3-—'—, 4[t1+t2+t3] - 16

d8 5= f9 (tg, 105 tll) = fg (2, 3, 3)=(8/3, 16)
dg = fg (tlo, t0 t12) = fg (3,3, 3)=1(3, 20)

9
Entonces F (t) =) d. N? (t).

1=1
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