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Este trabajo aborda el problema de la construccién del Movimiento Browniano Reflejado (RBM) en [0, 1], inicio
de caminos aleatorios reflejados reescalados. Usando el método del problema de Martingala, se demuestra que tales

procesos convergen débilmente a RBM.
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This work addresses the question of the construction of the Reflected Brownian Motion (RBM) in [0, 1], begining
of rescaled reflected random walks. Using the Martingale Problem method it is proved that such processes converge

weakly to RBM.
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1 Preliminares.

El Movimiento Browniano (MB) es uno de los procesos
estocdsticos mas conocidos y con més aplicaciones en la
investigacién técnica y cientifica [1][2][3]. Para dar una
descripcién de su naturaleza, comenzamos mencionando
que el MB es un proceso de Markov y puede ser des-
crito tanto por un generador infinitesimal £ : C?(R4) —

C'(RY)

d 62
=33 24, M
i=1 "t
asf como por un Kernel (P;)¢>0
E(f(Xt)lrs) = F’t—sf(Xs) t>s2>0. (2)

Ambas funciones estdn relacionadas, y puede hallarse una
a partir de la otra usando la ecuacién

1
=lim = (P, f — f).
Lf e 7 (Pef = 1)
Existen varias formas de estudiar el Movimiento Brow-
niano, entre los que estdn
e Método de ecuaciones diferenciales parciales
(4]

Como el proceso cuyo kernel es solucién de la
ecuacién en derivadas parciales:

%P(s, z)+ LP(s,z) =0 (3)

® Método del problema de Martingala [5].
Como el proceso que satisface que la siguiente

expresién es una martingala para todo
f € CER).

F(X0) - /0 £F(X,)ds (4)

El Movimiento Browniano con Reflexién (MBR) presenta
una dificultad adicional, que es el comportamiento en el
borde de un conjunto acotado. Los métodos mencionados
arriba no abordan esa posibilidad, por lo cual es nece-
sario trabajar con una técnica més general. Para tal fin
en el presente articulo se usaré el método del Problema
de Submartingala [6], que es propicio para estudiar pro-
cesos que se desarrollan en subconjuntos limitados, en
cuyos bordes pueden haber absorciones o reflexiones.

En primer lugar se definirédn los dos métodos que se usan
en el presente trabajo:

Sea € es el espacio C([0,00[, R?), (I't)s>0 la filtracién
canénica.

Definicién 1.0.1. Dadas las funciones medibles y aco-
tadas a : [0,00[xR% — Sy y b: [0,00[xR? = R4 y

4,Jj=1

1 & 0? ‘ d
Le=3 D aislt,2) 5o oz; + ;bi(t,w)a—zi—

Dado z € R¢, una solucién al Problema de Martin-
gala para L;(o para a y b) es una probabilidad P, en
(22,T) que satisface

1. Po(Xo=2)=1,

2. f(Xt)—fot Lsf(Xs)ds esuna P,— martingala para
todo f € C§°(R9).
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La definicién anterior es muy 1til porque permite cons-
truir procesos de Markov y procesos de difusién, pero
presenta algunos problemas al estudiar procesos en re-
giones acotadas, especialmente en los bordes, es por ello
que se suele definir un método menos exigente, cuyo
planteamiento es el siguiente:

Definicién 1.0.2. Sea Q = C([0, 0o[, R?), (T't)>0 la fil-
tracion candnica y G un subconjunto abierto no vacio de

R4 al que asociamos una funcién ¢ : R¢ — R de manera
que

1. ¢ € CZ(RY)

2.G={zeR?:¢(x) >0} ydG = {z € R¢: ¢(z) =
0

’

3. |Vé(z)| > 1 en 0G.

Sean también las funciones
1. a:[0,00[xG — S continua y acotada,
2. b:[0,00[xG — R4 medible y acotada,

3. 7 : [0,00[x8G — R4 continua, acotada y satisface
(v(t,z), Vé(z)) = B > 0 en todo su dominio,

4. p:[0,00[x8G — (0,00 continua y acotada.

Definimos los operadores

1 & 92 4 8
L,=; i, (U &) 75— i(U, T) —
3 Z a;j(u x)ax,-ax,- +;b (u :z:)axi

i,j=1

- F)
Ju = Z’Yﬁ(u,z)a—mi-

Se dice que una probabilidad P en (Q,T) resuelve el
Problema de submartingala en G para los coeficientes
a,b,y ypsi:

1. P(X; € G) =1 parat >0,

2. My(t) = f(t.X:) - f[a(fu + Luf)(u, Xu)ldu
es una P—submartingala para cualquier f €
Ca?([0,00[xR?) que satisface pf, + Jof > 0 en
[0, 00[xOG.

2 Fundamentacion tedrica.

Cuando el proceso se desarrolla en una regién con fron-
tera es conveniente empezar a analizar dicho proceso con
el Problema de submartingala, ya que considera su com-
portamiento en el borde. Partiendo de la verificacién del
problema de submartingala, hay una forma de conseguir
un resultado similar al Problema de martingala:

Theorem 2.1. Sea P la solucién del problema de sub-
martingala. Eziste una unica funcion & : [0,00[xQ —
[0,00[ continua, no decreciente y no anticipante tal que
§(0) =0, E(&(t)) < oo,

€ot) = /0 Loc(X.)déo(u) (5)

t
£(6.%) = [ oK), Xu)ldu-
0 (6)
‘/0‘ (pfu + Juf)(u» Xu)dfo(u)
es una P—martingala para todo f € F. En particular
si f € Cp?([0,00(xR?) y pfu + Juf = 0 en [0,00[xOG
entonces
t
£6.X0) = [ Mofu + Luf)(w Xu)du-
0
; (7)
A (pfu + Juf)(uv X'u)dfO(u)'
es una P—martingala.
Proof. Ver (6] O
El andlisis de procesos de difusién suele iniciar cons-
truyendo procesos en tiempo discreto (con saltos de es-
tado en multiplos de un A > 0) a los que se asocia fun-

ciones que asemejen los coeficientes de arrastre y de di-
fusién de un proceso en tiempo continuo.

Definicién 2.0.1. Sea (P"),50 una familia de procesos
con saltos en mailtiplos de h, se definen los siguientes
coeficientes(de error, difusion y arrastre.)

1
Ar(jh, ) = = / lly - x||2+°n;.'(x,dy) a>0.
. 1
a(ih,z) = ; [ 2)® - =)L}z, dy)

tGiha) = 5 [ (-2 ().

Se extiende la definicién anterior para cualquier
tiempo ¢ € [0, T

1
ar(t,z) = 5 [ Iy =l Tz, )
para jh <t < (j+ 1)h.
1
a(t,2)= 3 [-2)® @ - D) (z, )
para jh <t < (j+ 1)h.
, 1
b (jh,2) = 3 /(y — 2)I1’ (=, dy))
para jh <t < (j+ 1)h.

Si dichos coeficientes cumplen adecuadas condiciones, se
prueba que existen subsucesiones de dichos procesos que
convergen débilmente a algin proceso:

Theorem 2.2. Si se verifican las condiciones:

1. Sea supg<,<7 SUP, ez AM(t,x) = A(h). Sih —
entonces A(h) — 0,

2. Ezisten constantes M < oo y ¢ > 0 tal que
16", 2)ll > M — (Vé(x), b4 (t, ) > c||bh(¢t, )|,
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8. Para todo 6 > 0 existe una constante Ms < oo tal
que ||b"(t,z)|| > Ms — ¢(z) < 8,

4. Eziste una constante M < oo tal que
SUPg<i<7 SUP, g a"(t,z) < M.

Entonces para cualquier compacto K C G la coleccidén
{Pr,h > 0z € G} es relativamente compacta. Ademds
cualquzer limite débil estd concentrado en C([0,T],G) C
D([0,T),G).

Proof. Ver [6]. a

Si ya se tiene probada la existencia de un proceso limite,
y las funciones a,b,y y p (las dos tltimas solo actuan
en la frontera) se relacionan adecuadamente, entonces se
obtiene el problema de submartingala.

Proposition 2.3. Si se cumplen las condiciones

1. a® = a y b" — b uniformemente en compactos de
[0,T) x G, con a y b coeficientes continuos de di-
fusion y arrastre ,

2. Ezisten una funcidn continua acotada p(t,z) >0 y
una funcién vectorial continua y(t,z) en [0, T]x0G
tal que (y(t,y),Vé(y)) = 1. Sean Jo = {(t,y) :

p(t,y) =0}, J; = {(t y) : p(t,y) > 0}, p y v estdn
relacionadas con a" y b" de la forma:

(a) Dado (t,y) € J1 y € > 0 existen hg,d9 > 0 tal
que si | —y| < &g, |s —t| < b, h < ho y
(Vo(x),a"(s, x)V¢(m)) < do = [la"(s,2)| <

€yl (s,2) - ToM) <

(b) Dado (t,y) € J, existen 5 > 0 My < oo tal
que si |z —y| < o, [s—t| < & = ||b"(s,2)| <
My Vh,

(c) Dados (t,y) € Jo y M < oo existen hg,dy > 0
tal que si |x —y| < &g, |s—t| <y, h < ho y
(Vo(z),a"(s,2)V(z)) < o — ||b"(s,z)|| >

(d) Dados (t,y) € Jo y € > 0 existen hg,dp > 0
y No < oo de tal manera que si |z — y| <
do, |8 —t| < b0, h < ho y ||b"(s,z)|| > No —

bh(s, z)
- (¢, <e€
&2, vo@y ~ 9!

y st ademds h, - 0, z, > T y P"" = P. Entonces P

tiene las siguientes propiedades

) 1.2 - of
2. Para toda funcién f en Cy*([0,T] x G) con Por +
('y,Vf) >0 en [0,T] x 6G la expresion f(t, X;) —
fo (fs+Lsf) (8, Xs)1g(Xs)ds es una submartingala,

i 9
donde Lyf = 22” 1“*133,3!- + i 3—:1{,

Proof. Ver [6). O

3 Construccién del MBR.

Sea un camino aleatorio 7™ con transiciones en tiem-
pos enteros y espacio de estados {0, 1, ...,n}, definido de
manera que si el camino estd en un estado 7 del subespacio
{1,2,...,mn — 1} entonces podr4 saltar a los estados i — 1
e 7 + 1 con probabilidad % en ambos casos, si estd en
el estado 0 podra saltar al estado 1 con probabilidad 1
y si se encuentra en n saltard al estado n — 1 también
con probabilidad 1. A partir de este camino aleatorio se
construye un proceso en tiempo continuo:

" (Q,T,Q) = D([0,T),{0,1,2,..,n}) Vn € N (8)

mediante la relacién

Xi=npsik<t<k+1,Vk>0,
con distribuciones
=Q(X™™! Vn € N. (9)

La matriz de transicién de dicho proceso X™ es:

[0 1 0 0 0 0 0]

3 0 20 0 0 0

0 3 0 % 0 0 0

0 00O 3 0 1

(0 0 0 0 0 1 0]

y su generador L, actua en las funciones f
{0,1,...,n} - R como:

2(f(.7 +{11) ;f(J)) +12}(f(J — 1) —f7))
: 8t 9 € yn—
(Lnf)(.?) = f(l)J f(0) si j=0;
f(n—1) = f(n) si j =n.

Haciendo un reescalamiento espacial del proceso anterior
se obtiene
prm 2E.
n
con espacio de estados E,, = {0, 1,...,2=1 1}
Si adem4s se reescala el tiempo en el fa.ctor n? se tiene el
proceso

Yt?t” (10)
cuyo genera.dor L, aplicado a las funciones g
{0,,...,221/1} 5 Rda
2[( ((Q(.H)1)—(()91;)3)+ { .
_ ga:———g:z: st x € %;
(Eng)@) =\ nflg(d) — 9(0)] si == 05
n2[g(1 - 1) = g(1)] si = = 1.

De la coleccién de procesos (Y™),>o seleccionamos la
subcoleccién (Y2 )n>0 debido a que nos permite cons-
truir una sucesién de procesos con espacios de estados
crecientes y encajados

E,CE; CE3C
Dados G =]0,1[ y G = {0, 1}, se verifica que la funcién

¢:[0,1] - R
z—z(l—2x)
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determina bien la regién [0,1], en el sentido de que
cumple:

]Ov 1[= ¢_l (]01 00[)1

{07 1} = ¢_1({0})a

¢ (0)] =g (1) = 1.
Debido a que para el proceso Y2" el espacio fue rees-
calado en el factor 27, se debe reescalar el tiempo en el

1
factor = 22" y se define la funcién de transicién como:
n

1 1 1
hn hn —
;" (=, T+ o =1II; (x,x—;l- =

1 2" -1
82.’)36{2n, ’2—n}’
1
hn =
Hj (0’2_,,)—1’
m_1

Luego se hallan los coeficientes de error, difusién y arras-
tre de los procesos en tiempo discreto (Definicién 2.0.1):

1 . n_
2751:1:6{2%,...,2—2,,—1 ’
’ 1
Al (hj,z) = o st x =0;
2an six=1.
. lsize{&,.., 571}
a" (jh,z) =< 1siz=0;
lsix=1.
0sizé€{z, ...521h
b (jh,x) = { 2" six =0;
2" siz=1.

De ahora en adelante se simplificard la notacién escri-
biendo a™(.,.) en lugar de a"(.,.) y de igual manera
para b"n y Ahn,

Se verifica que los coeficientes anteriores satisfacen las
condiciones del Teorema 2.2:

1
1. A(n) = supg<s<r SUPze(0,1) At x) = 5— — por lo

tanto A(n) — 0 cuando n — oo,
2. Sean ¢ = M =1 tal que si [[b"(t,z)|| > 1 (entonces

x € {0,1}) y por ello para z = 0 tenemos (1)(2") >
(1)(2") y para z = 1 (=1)(=2") 2 (1)(2"),

3. Para cualquier J elijamos Ms = 1 de manera que si
6™ (¢, z)|| > 1 entonces z € {0,1} y ¢(z) =0< 4,

4. Eligiendo M =1
obtenemos supg<;<r SUPz¢(o,1) a" (¢, ) < 1.

Por lo tanto la coleccién de procesos (YZ"),,ZO es rela-
tivamente compacta en D([0,7],[0,1]) y cualquiera de
sus limites débiles estd concentrado en C([0,T],[0,1]) ,es
decir 3(k,) CNy Y : (Q,T,Q) — D([0,T],[0,1]) tal que

Y oy

con la distribucion P = QY~! concentrada en
C([0,71, [0, 1]).
A continuacién se comprueba que los coeficientes

cumplen las condiciones de la Proposicién 2.3:

1. Comoa™ =1y b™ = 0en]0, 1] la primera condicién
se cumple,

2.Sean p = 0y 7(¢,0) = 1,9(¢t,1) = -1 fun-
ciones en [0,7] x {0,1} que cumplen la igualdad
(v(t,y), Vo(y)) = 1. Los conjuntos Jo y Ji serian
respectivamente [0,77] x {0,1} y @

(a) Se cumple pues J; = 0),
(b) Se cumple pues J; = 0,

(c) Se sabe que (¢'(z))2 = (1 — 2z)2, si elegi-
mos dyp < 5= entonces los  para los que
ly — 2| < do y (Vé(z),a"(s,z)V(z)) < o
deben estar a una dlstancm menor a %6 de
los bordes y pertenecer a | o 55> 35 » €Osa que no
se cumple. Por lo tanto por defecto se verifica
el item,

(d) Si No = 1 con lo que z € {0,1} y por ello
I bh(s, )

(bh(s,2), Vo(z))

la condicién.

—7(t,y)|| = 0 cumpliéndose

Por lo tanto para todo f en Cy2([0,7] x [0,1]) con

6f(t 0)>0y ai(t, 1) <0,t >0, la expresién
10%f

£6.X0 = [ (4 55006 X lou()ds (1)

es una P— submartingala.

Como P esté concentrada en C([0, 7], [0, 1]2 la expresién
(11) es una submartingala para f € C*([0,T] x R).
Ademés una funcién f € Co ([o, oo[x?R) restringida,
al dominio [0,7] x R pertenece a Cy'%([0,T] x R), por
lo que para t € [0,7] (11) es una submartingala para
f € Cy*([0,00[xR), y por ello P resuelve el problema de
submartingala.

Observacion. En el presente trabajo se eligié p = 0 y
7(0) =1, (1) = —1, hecho que puede ser interpretado
asegurando que el campo de velocidades en 0 es +0c0 y en
1 es —00, lo que explicaria el hecho de que en los bordes

el proceso es reflejado inmediatamente. Si Y fuera finito

cabria la posibilidad que el proceso se qugdara pegado
un lapso en la frontera. Por ello, como los caminos o
trayectorias son continuos, tocaran la frontera en tiem-
pos aislados y por lo tanto una cantidad contable de veces
hasta un tiempo finito 7" .
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Debido al teorema 2.1 se puede hallar una funcién & que
solo aumenta cuando el proceso toca el borde {0,1}, de
manera que

t 2
1% = [ [MoaCfu + 5 5oi) s Xuldu -

[) Juf(u’ Xu)dﬁo(u)

es una P—martingala para f € Cg'?([0, oo[xR).

gfl_)servacién. 6Itlfétese que ya no se requieren ni
—_ > i — < > 0.
8x(t’0) >0ni 6:c(t’1) <0,t>0

Fijando un w € C(|[0,00[%[0,1]), como &, es continua,
no decreciente y solo puede aumentar en un conjunto
contable de tiempos aislados (ver Observaciones prece-
dentes), &o(.,w) es constante. Por ello, con f bajo las
mismas condiciones que arriba se obtiene que
t 182
1% = [ [+ 5 550 Xu)ldu

es una P—martingala.

Hasta ahora se ha usado la teoria general, pero como
el proceso se construyé a partir de procesos en tiempo
discreto homogéneos (sus matrices de transicién no de-
penden del tiempo), los resultados se pueden adaptar de
manera que se obtiene que

t
1x0 - [ 1GED N

es una P—martingala para f € CZ(R).

Por lo tanto P es un proceso de Markov, mas aun es

. . 1
una difusién con generador 252" que corresponde a un

Movimiento Browniano, y se mueve en el intervalo [0, 1],
reflejindose inmeditamente al tocar el borde {0,1}.
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