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Resumern

En esta nota presentamos algunas consecuencias de la falta de convexidad
en un problema de elasticidad finita, asociado con las deformaciones de un
sélido eldstico, incomprensible, bomogéneo e isotropico. Se presenta también un
resultado de existencia de soluciones para un problema del Calculo de Variacio-
nes en ausencia de convexidad.

INTRODUCCION

El propésito de este articulo es, de algin modo, justificar el estudio de
problemas de minimizacién de funcionales del tipo integral que no son
semicontinuas inferiormente en la topologia débil (dentro de un espacio de
Banach), lo que equivale a decir que la funcional a ser minimizada no es
convexa en la variable donde aparece la derivada de mayor orden de la funcién

de estado.

Funcionales que satisfacen las condiciones anteriores aparecen, por
ejemplo, en elasticidad finita: el estudio del desplazamiento en un problema
de valor de frontera asociada con deformaciones del tipo "anti-plane shear” (ver
la definicién mis abajo) de un sélido homogéneo, isotrdpico, incompresible
y elistico. En este caso, puesto que la energia no es convexa (en el argumento
del gradiente), sucesiones minimizantes del funcional pueden converger a una
funcién limite no necesariamente una solucién. Sin embargo, tal funcién limite
ser4 una solucién de algin problema variacional asociado al original (ver [E-T]).
Para una descripcién en detalle del fenémeno presentado en esta situacion
citamos los trabajos [Gur-T], (Er].

A groso modo, uno puede intuir que debido a la falta de convexidad, las
soluciones, de existir, no podrian ser soluciones clisicas (regulares) de la
ecuacién de Euler-Lagrange asociada (asumiendo que ésta pueda ser escrita).
Evidentemente la falta de convexidad de la funcién integrando en la variable
del gradiente da lugar a que las soluciones posean gradiente discontinuo.
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UN MODELQ EN ELASTICIDAD FINITA

A continuacion presentamos a grandes rasgos un modelo en elasticidad

finita. Consideremos un cuerpo Q c R eldstico, homogéneo, isotrépico e
incompresible. A causa de la isotropfa e incompresibilidad la energia de
esfuerzo W debe reducirse a una funcién de los dos primeros invariantes:

I=TrB I = %‘[(TrB)z—Trle

del tensor de esfuerzo izquierdo Cauchy-Green B = FF, donde Fes el gradiente
de deformaci6n. Nos limitamos a materiales para los cuales Wes independiente

de I, ie. W@ II) = W (I). Asumiremos que Q es un cilindro con generatriz
paralela al eje x, y con seccién transversal ® suficientemente regular.

Definicion.- Una deformacién f: Q — R de la forma f(x) = (x1, x2
x3 + u (x1, x2)), x = (x1, x2, x3) es llamada "anti-plane shear”.

El correspondiente gradiente de deformacién es F = V f:

1 0 0
0 1 0
Up Uy, 1
Asi,detF=1,1=3+|V u|’.
EL PROBLEMA VARIACIONAL

Asumiendo que el desplazamiento u es prescrito sobre la frontera de ®:
1 =g sobre OR, el problema variacional es y=0,x):

1,
wew 2 (n

. 4W(3+|V“U)|2)d)’+/ c(y) u(y) ay,

donde Wes como antes, ¢ representa la fuerza externa actuando sobre las caras
laterales del cilindro Q y

W/;'P (fQ)={ueL"((Q):u,l,u € L (R), u=g sobre dR),

*2

P €s un nimero real mayor que 1 e indica el grado de crecimiento -mis que
lineal- de la funcién Wen el infinito. Tal hipétesis garantiza que la funcional
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sea ceercivo, i.€. que las sucesiones minimizanics .iddmitan puntos limites en la
topologia débil de WP (@), ver [Brel.

Resultades de existencia de minimo de funcionales dependiendo del
gradiente se pueden encontrar en [A-T1, A-12, A-T3, Ma, C1, C-P].

UN PROBLEMA VARIACICNAL DONDE APARECE
EL OPERADOR DE LA LAFIACE

Las secciones anteriores {fueron dedicadas a la descripcién de un modelo
de elasticidad finita, la cual justifica, matematicamente, el estudio de las mismas.
Entonces, se trata de encontrar condiciones suficientes a fin que el problema
de minimizacién (no-convexo) admita soluciones. En esta direccién, sin
presentar un modelo concreto, se enunciard un resultado de existencia de
minimo para el caso de una funcional con simetria radial y dependiente del

laplaciano. Aqui Q={xe R": |x| <1}

Hipdtesis (H). Seal=[0, 1], n e N. La funcién c: [ - R esal que

r— r""'c(r) estd IP' (I) con p' siendo el exponente conjugado de p > 1.
La funcién b: I x R — R verifica

(b b esL ® K (R)- medible;
(h2)§ — b (r, &) es semicontinua inferiormente para casi todo ren I;
(h3) Existe una constante positiva v, tal que

b(r,8)2 y|Ef - B () donde la funcién r = 7' B(») estd en .

Teovema. ([C-F]) Sea b y c¢ funciones que satisfacen ia hipdtesis
(H) y sea A no-negativo. Asuminos que la funcional [ b{|x|, A u(x)

- A u(x)) dx tiene un valor finito para algin u« en W' (Q) A %’P (Q) tal

que Z—Li =0 sobre 0Q. Entonces el problema
n

. b
win [ () u(®de + [ b(x], s u(x) - u (@) dx
n n

ue W’"P(Q)r'\ W:)'p(Q) >(p)

22:0 on 00
on

admite al menos una solucion radialmente siméirica.
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[a demostracién de este teorema se deduce demostrando que el
problema convexificado (P=) (que es el problema (P) con b= en lugar de b,
ver [E-T] admite al menos una solucién radialmente simétrica. Entonces, de la
solucién radial encontrada de (P*), nosotros construimos una funcién radial
usando el teorema de Liapunov (ver [ce]) sobre el rango de una medida
vectorial, que serd una solucién 2 nuestro problema.

Resultados de otro tipo pueden ser encontrados en [F1, F2, Ra, R1, R2,
R3).
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