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En este articulo se demuestra la existencia de la sucesién espectral homolégica de Grothendieck. Dados K un
grupo y N un subgrupo normal de K se establece una relacién entre los grupos de homologia de K, N y K/N,

utilizando estos resultados.
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In this article, the existence of the homological version of Grothendieck spectral sequence is demostrated. Given
K a group and N a normal subgroup of K, a relationship between the groups of homology of K, N and K/N is

established, using these results.
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1 Introduccién

Las sucesiones espectrales fueron introducidas por Jean
Leray en 1946. Las sucesiones espectrales son herramien-
tas fundamentales en topologia algebraica, geometria
algebraica [1], algebra homolégica, teoria de nimeros,
variedades complejas [2] y K —teoria.

Grothendieck introdujo una sucesién espectral que rela-
ciona los funtores derivados de un funtor compuesto de
dos funtores, y los funtores derivados de los factores. En
el contexto de cohomologia este resultado es probado en
(3], [4], [5] v [6]-

En este articulo, modificando la prueba dada en [3] y
considerando [7], se consigue la prueba del resultado en
el contexto homoldgico.

Por otro lado en [3], se prob6 el resultado siguiente:
Teorema 9.5 (Lyndon-Hochschild-Serre) Dada la
sucesién exacta corta de grupos

N—"> K —%» Q ydado un K-médulo A, existe una
sucesién espectral E = {E, (A)} tal que

EP = HP (Q,H?"P (N, A)) = H(K,A) . (1)

Es decir, la sucesién espectral E converge finitamente
al grupo graduado asociado al grupo de cohomologia
{H (K, A)}, filtrado adecuadamente.

Para la prueba se utilizé como herramienta la sucesion es-
pectral cohomolégica de Grothendieck , la definicién de
grupo de cohomologia de grupos y propiedades de anillos
de grupo con coeficientes enteros.

Teniendo en cuenta la sugerencia dada en [3], en obser-
vacién it), después de la prueba de theorem 9.5, se ob-
tendr4 la prueba de la versién homolégica de la sucesién
espectral de Lyndon-Hochschild-Serre.

Este articulo estd organizado como sigue:

En la seccién 2 se da una revisién de complejos dobles
de cadenas. En la seccién 3 se prueba la existencia de
la sucesién espectral homolégica de Grothendieck. En la
seccién 4 se establece la relacién de los tres grupos de
homologias de un grupo, de un subgrupo normal y grupo
cociente correspondiente.

2 Complejos Dobles de Cadenas
y Filtraciones de sus
Complejos Totales

La existencia de la sucesién espectral homoldgica de
Grothendieck y el problema de convergencia finita co-
rrespondiente estdn relacionados con el estudio de com-
plejos dobles de cadenas y filtraciones de los complejos to-
tales respectivos. El propésito de esta parte sera mostrar
resultados que permiten hallar los dos primeros términos
de la sucesién espectral que se construye a partir de un
complejo doble de cadenas con una filtracién de su com-
plejo total, y conseguir la convergencia finita en el caso
en que el complejo doble de cadenas sea positivo.

Sea (B,d,0") un complejo doble de cadenas sobre
alguna categoria abeliana 2 como el dado en (3, p 167].
Se tiene el diagrama siguiente anticonmutativo en 2

4

Br—l.s Brs
all 8" (2)
al
Br—l,s—l Br,s—l
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0"9' + &3 = 0 para cada r, s € Z; es conveniente reem-
plazar (2) por un diagrama conmutativo (4) y viceversa;
esto se logra haciendo

d=9&,d =(-1)"9" sobre B,, (3)

Se sabe que el complejo total de B se define como
TotB = {(TotB),},n€Z

donde (Tot B),, = @ Brs. Es conveniente subrayar
r+s=n

que T'ot B es un complejo de cadenas si el diferencial en

TotBesdadopord=8'+8" : TotB — TotB .

Si se considera el diagrama

B -3
r—1,s Brs

p - ()

’

Br—l,s—l - e B Br,s—l

entonces d’', d” se llaman el diferencial horizontal y ver-
tical de B, respectivamente.

El complejo Tot B puede ahora filtrarse en los si-

guientes dos modos de manera natural:

&P B (5

r+s=n
r<p

D B (6

T+s=n
s<p

1Fp(Tot B),, =

2FP(TOt B)n =

Se referira a la filtracién (5) como la PRIMERA FILTRACION
de Tot B, y la filtracién (6) como la SEGUNDA FILTRACION
de Tot B. Con estas filtraciones se obtienen dos suce-
siones espectrales denotadas por 1 F y oF.

Las pruebas de Proposiciones 2.1 y 2.3 se pueden en-
contrar en [3].

Proposicién 2.1. Para la primera sucesién espectral
asociada a la filtracién (5) se tiene

1E§? = Hy_p(Bp,u; 8"), 1EP? = H,(Hq—p(B,8"),0")
(7)
Para la seqgunda sucesion espectral asociada a la filtracion
(6) se tiene

2B = Hy_p(Bup; &), 2EP? = Hp(Hy—p(B,8'),0"”)

(8)

Definicién 2.2. Se dice que el complejo doble B (Figura 1 ) es positivo si eziste ng € Z tal que (el desplazamiento

hacia la derecha se considera positivo)

B,s =0 si r<nyg o s<mnyg 9)
L o ° [ ]
L ] [ ] L ] L ]
L] L ] [ ] L ]
[ ] L ] L ] L]
“~—o o o s=nyp
L ] L ] [ ] L] L [ ] L ] L ]
¢ & & = 9 e o o
L ] [ ] L ] L] - [ ] L ] o
e o o o o e o o
A
r=mng

Figura 1. Cada punto marcado de la regién no sombreada es B,, = 0.

Proposicion 2.3. Si B es un complejo de cadenas doble
positivo, entonces ambas la primera y la sequnda sucesion
espectral 1E y oF, de las cuales dos primeros términos
se dan en (7) y (8), respectivamente; convergen finita-
mente al correspondiente objeto graduado asociado a la
homologia {H,(Tot B)}, la cual es adecuada y finita-
mente filtrada.

3 Sucesién Espectral Homolégica
de Grothendieck

En esta seccién se enuncia y se demuestra el teorema de
sucesién espectral homolégica de Grothendieck que rela-
ciona a los funtores derivados izquierdos.
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Existencia y Convergencia de la Sucesién
Espectral de Grothendieck

La construccién de la sucesién espectral homoldgica de
Grothendieck se hard usando un complejo doble de ca-
denas J de objetos proyectivos y este complejo para su
construccién requiere de una herramienta llamada LEMA
DE HERRADURA. En lo que sigue se abordaréd el lema
mencionado y otros resultados previos que son necesa-
rios para demostrar la existencia de la sucesién espectral
homolégica de Grothendieck.

Lema 3.1. Sean P, y P, objetos proyectivos en una
categoria abeliana A, entonces P) ® P, es proyectivo.

Prueba.- Sea o : P, ® P, —— B un morfismo y
€: A — B un epimorfismo, entonces existe un mor-
fismo B: PP ®P,——> A talquea=€o0f.
En efecto, sean a; : P, —— B, as: Pp —— B mor-
fismos. Como P; y P, son objetos proyectivos, existen
morfismos f;: Pp—— A , [B2: P,——> A tales que
a1 =€of, ap =€0 .

Definiendo a(a,b) = €0 Bi(a)+eo B2(b)
= 5°(ﬂ1,ﬁ2) (aab)v

existe un morfismo 8 = (B1,82) talquea=co S M

Lema 3.2 (Lema de Herradura). Sea 2 una categoria
abeliana y0 - A’ - A — A” — 0 una sucesion

ezacta corta en A. Si P’ : 0 « Py « P « --- y
P" 10 «+ B « P + --- son resoluciones proyec-
tivas de A’ y A", respectivamente; entonces eziste una
resolucion proyectiva P de A tal que la sucesion de com-
plejos de cadenas 0 — P’ - P — P"” — 0 es exacta y
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

]

0 P P, e 0
la; lal la;' (a0)
0 ) —> Py —"> Py 0
i , lB% l ;
€ € €
Vs
0—> A — 2 A" P gn 0

Prueba.- Sea Py = Pj® P}. Como P}y P} son proyec-
tivos, por Lema 3.1 P, es proyectivo.

Se define € : Py — A por £ (a,b) = ae’a + pb. También
se definen los morfismos 19 : P§ — P, por 1 (a) = (a,0)
y mo : Py — Py por mo(a,b) =b.

Se prueba que los dos cuadrildteros inferiores del dia-
grama (10) son conmutativos, verificando que 29 = o’
y €”mo = Be, como sigue:

Sea a € Pj, entonces £19(a) = ¢ (a,0) = ac’a.

Por otro lado, para (a,b) € Py = P{ & Pj, €"mo(a,b) =
€”(b) = Biob pues Pj es proyectivo y

Be(a,b) = pB(ac’a+ ob)
= Bag’a + Biob,como Ba=0:
= Pob .

Asi, €'"mg = Be.

Puesto que Im (39) = Py x {0} = Ker (m), resulta que
0 — P} =% Py =% P} — 0 es sucesién exacta de proyec-
tivos. De la conmutatividad de los diagramas con filas
exactas cortas, por ser €’ y €’ epimorfismos, se sigue que
€ es un epimorfismo.

HIPOTESIS INDUCTIVA: Suponemos que existe sucesion
exacta corta de proyectivos
0 P, —»Pp,—=
0 < m < n, donde P,, = P, & P}, tal que el diagrama

(10) hasta dicha sucesién exacta es conmutativo.
Ponemos P, = P}, ® P,/. Al igual que arriba construimos
la sucesién exacta corta de proyectivos

0—->P,—P,—>P/—>0

P} 0 para

tal que el diagrama

Tn

0 P,—" > P, P! 0
a;l a..l . a:l (11)
Ve
0 P Pny -1 0

donde 9, (a,b) = 1,—10},a + P¥,b, es conmutativo.
Ademds Im(8,) = Ker(0n-1), lo cual se verifica
mostrando que H,,_; (P) =0 paran—1 > 0.

Para ello, se considera el diagrama

0 ——> Ker(8])

Ker(8,) ——> Ker (8))

P> P, P
l a, 1 an l ayl
0 P._, P,y ———> P},

l l !

Coker (8;,) —> Coker (8n) ——> Coker (8)]) —— 0.

Por (3, Lema II1.5.1], las sucesiones de las filas supe-
rior e inferior son exactas. Segin [3, Lema IV.2.2]:

Hn_](P,) — Hn_i (P) —. Hn_I(P“)

Coker (8;,) —— Coker (8,) ——> Coker (8!/) —> (

. __ __
la"_l ;" l%'

0 — Ker (9,,_;) —> Ker (8p_2) —> Ker (8_,)

l l l

Hp—2 (P') —— Hn_2(P) ——> Hn_2 (P")

Por (3, Lema IIL5.1] H,—1 (P’) = H,_;(P) —
Hy_1 (P") es exacta. Pero H,—1 (P') = H,_; (P") =0,
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luego H,,_; (P) = 0.

Por el principio de induccién, existe un complejo de
cadenas P : 0 < Py < P; « ---, donde cada P,
es proyectivo, P es aciclico (H,(P) = 0, Vn > 1) y
Hy (P) = A. Asi, P es una resolucién proyectiva de A

tal que 0 = P — P — P” — 0 es sucesién exacta de
complejos de cadenas pues 0 - P}, - P, = P, = 0 es
exacta para cada n = 0,1,.... Adem4s el diagrama (10)
es conmutativo Wl

Lema 3.3. Sea € una categoria abeliana con suficientes proyectivos.

Or
Sean 0 F i F s F, < ... un complejo de cadenas en €, Z,41 = Ker (8,41) ¥
B, = Im(8r41) parar =0,1,...; entonces ezxiste una resolucion proyectiva de
Fo <——£0<<—F1 ‘m71 £1 F2 —< (12)
expresada como el diagrama conmutativo
Joo<~—Loyy<—Jnn<—Kn<—<Ln<—Jyy <——=--
Lo | o
Joo <—Lgo <— Jio =—Kio<~—Ljo<— Jpp <—="-
Fy By Fy 71 B < F, =
donde cada columna es una resolucion proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y
L,y <— Jry1,s <—Kr41,5 €S exacta.
Prueba .- La sucesién Fy/By <— Fy <—B) tal que el diagrama siguiente conmuta
es exacta corta. Como € tiene suficientes proyectivos,
se puede asumir existen resoluciones proyectivas Qo de : : :
Fy/Bo, y Lo de By. Por el lema de herradura, se obtiene
una resolucién proyectiva Jy de Fy tal que el diagrama
siguiente conmuta
Qu<=—Kn<—<n
(15)

L

Q10 <— Ko <~—1o

R

Zy/By <—— 21 =—B

Con las resoluciones proyectivas Lo de By, K1 de Z1, apli-
cando Lema de herradura se obtiene la resolucién proyec-
tiva J; de Fj tal que el diagrama siguiente conmuta :

e

Loy <— J11 <=—K713

| ]

Log =<<— J1o <~—K10

R

By <~——F, ~—;

]

Qo1 <~— Jo1 <~—n

L

Qoo <—— Joo <=—Loo

Voo

Fo/Bo -~ Fo <—<Bo

(14)

(16)

Escogiendo las resoluciones proyectivas L; de By y Q1
de Z; /B, se obtiene una resolucién proyectiva K; de Z;

Acoplando los diagramas (14), (15) y (16) se obtiene ung
parte importante del diagrama (13).
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Repitiendo el procedimiento anterior se obtiene la re-
solucién proyectiva J; de F» de tal modo que el dia-
grama (13) conmuta, donde cada columna es resolucién
proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y
que Lpg3<——Jry1,s <—HK, 11,5 es exacta @l

Proposicién 3.4. Del diagrama (13) se obtiene el dia-
grama conmutativo

Jo1 Ju Ja1
l l (17)
Joo Jio J20
Voo
Fy F s

donde cada fila es un complejo de cadenas y la
r—ésima columna es una resolucion proyectiva completa
de F.; r=0,1,....

Prueba .- La conmutatividad del diagrama (17) se
obtiene de la conmutatividad del diagrama (13).
La fila base del diagrama (17) por hipétesis es un com-
plejo de cadenas. Del hecho que
Lys <— Jry1,s <—K,4+1,s €s exacta, se sigue que

Jrs <—— Jry1,s < Jr42,5 €s el morfismo nulo. Asi,

cada fila del diagrama (17) es un complejo de cadenas.
Por Lema 3.3, J, = J,. . es una resolucién proyectiva de
F.parar=0,1,... R

El siguiente complejo doble de cadenas se denotard
por D:

Co1 Cn Co

(18)
Coo Cio Cao
Ap A Az

Proposicién 3.5. Si las homologias de las columnas de
D se anulan, entonces el complejo total de D tiene ho-
mologia nula.

Prueba .- Sea D, =; F,(Tot D) subcomplejo
de (Tot D) y C, columna j—ésima de D, entonces

C; = D,/D,_;. Asi, la sucesién de complejos de ca-
denas D,_;

Por (3, Teorema IV.2.1], la sucesi6én larga de homologias
siguiente es exacta

—  Hy(D,-1) — Ho(D;) — Hy(C)) —
Hy1(D;—1) = Hy_1(D;) = Hyg—1 (C)) = --- .
Puesto que H,(C;) = 0 para todo g, j, y Hg(D-1) =0,
se prueba por induccién que Hy(D;) = 0 para todo
q,j. Pero (D,)g = (TotD), para ¢ < j, luego
Hy(TotD) = Hy(Dg4+2) = 0, como se queria probar
|

D, — C, es exacta.

Se va a considerar tres categorias abelianas A, B, €
y dos funtores covariantes aditivos
F:2— 9B, G:B — € Ademss, se considera que 2 y
B tienen suficientes proyectivos; esto significa que todos
los objetos en 2 y B tienen resoluciones proyectivas. Asi
es posible construir los funtores derivados izquierdos de
F, Gy GoF. El teorema siguiente establece una relacién
entre estos funtores derivados mediante una sucesién es-
pectral.

Definicién 3.6. Se dice que un objeto B de B es
G-aciclico (izquierdo) si

rew ={ “F 139 (19)
Teorema 3.7 (Sucesién Espectral Homolégica de
Grothendieck). Sean F : A - B y G : B — € fun-
tores covariantes aditivos de categorias abelianas, donde
A y B tienen suficientes proyectivos. Si para cada ob-
Jjeto proyectivo P de A se tiene que F(P) es G-aciclico,
entonces para cada objeto A de A existe una sucesion
espectral E = {E™ (A)} tal que

Epy = (LpG) (Lg—pF) (A) = Le(GF)(A) . (20)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente al
objeto graduado asociado a {L,(GF)(A)}, filtrado ade-
cuadamente.

Prueba.- Puesto que A € || y A tiene suficientes
proyectivos, existe una resolucién proyectiva P de A es-
crita como

P:0 Py P e P, .
(21)
donde P, es proyectivo paran =0,1,....
Luego
FP :0 <2 FPy <2 FP, 0 FPq-pa";_”l .
(22)
Asi, Lg_pF (A) = Hq—p (FP) = Ker (0g—p) _ Zq—p (23)

Im (9q-p+1)  Bg—p

REVCIUNI 23 (1) (2020) 1-10
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Del Lema 3.3 se obtiene

1]

|

Jon<—Lpgp<~<—Jnn<~—Kn<~——djj<—Joy ~—--

N

| o

Joo =——Lgo <—— Jio =—Ki1o<~—<10 J20

S

Vo

FPhh<~—8By<~<~—FP <~—<1<——B  <~—FPy~—<-.

donde cada columna es una resolucién proyectiva completa del objeto que aparece en su pie y la sucesi6n

Ly <—Jry1,s <—K,11,5 esexacta. Como =22
Bq—p
Kq—p

resolucién proyectiva,
a—p

Por lo tanto,

@6 (22) =, (o (fe2))
Ker(G(f,f—jf;_f)—>G( Eires ))

Im ( G Kq—p.p+1) G (&u ) (25)

Lq—p.p+1 Lq—P-P
De la Proposicién 3.4 obtenemos el diagrama conmuta-

)]

Jo1 <—Ju Jo1 <

A R 0
Joo Jio J2o S
FPy<——FP, FP,

donde cada fila es un complejo de cadenas y la r—ésima

columna es una resolucién proyectiva completa de
FP,; r=0,1,....

Consideramos Jr.s+2

la:.s+2

Jr,s+l <J— Jr+1,s+1

dr+l,a+l
lai.aﬂ laiﬂ.,-u

Irs <~ Yrt+ls < Jry2s
r+1,s r+2,s8
Como G es funtor covariante aditivo, se tiene :

a) G ( r+1 s) G (di+2,s) =0;

b) G(alsﬂ) ( rs+2) =0;

€ |B| y B tiene suficientes proyectivos, este objeto tiene como

c) G(8] Y s+1) G (dr+1 s+1) =G (di+1 s)G (6;7-+1 s+1)-

Aplicando G a la parte J del diagrama (26) y
definiendo &' = Gd y 8" = (—1)"Gd morfismos que
toman valores en G J,.s; con los items a), b) y ¢) se obtiene
el complejo doble de cadenas B = GJ

GJo2 4 GJi2 ol GJa A

8" & o (27)
GJo1 i Gyu z GJa I

9" % o 9"
Gioo Gl Glgg <2—- -

El complejo doble de cadenas GJ es positivo, pues
existe ng = 0 € Z tal que GJ,s = 0sir < 0 v
s < 0. Por Proposicién 2.3 existe una sucesién espectra]
2E =, E(A) asociado al complejo de cadenas filtrado
Tot GJ, cuya filtracién es dada por

&P co.,

r+s=n
s<p

2F, (Tot GJ), =

dicha sucesién converge finitamente al objeto graduado
asociado a la homologia {Hy(Tot GJ)} la cual es ade-
cuadamente filtrada. Esto se simboliza por

2El = H, (Tot GJ) . (28)

Para finalizar la prueba, falta calcular los dos objetog
E q Y Hq (Tot GJ).
Proposicién 2.1 da las férmulas siguientes:

2By = Hy—p (GJu ;&) , 2Epg = Hp (He—p(GJ,8'), 5

para B = GJ, que permiten calcular 2E,1,q, en los pasog
d) y e), como sigue :
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d)

€)

1
2Ep,

2qu = Hgp (GJup; 0')
_ Ker (B i) (29)
Im( g—p+1, p)
Observando el diagrama (24) se tiene
K, L =< Jri1,s Kirt1,s -
Como Jrt1,s = Lrs ® Krq1,s Y Krs = Qrs © Lis

(ver diagramas (15), (16) ), aplicando el funtor co-
variante aditivo G se obtiene
GK,s GJr+l,s ‘—‘GKT—}-l,s

Tomando (r,s) = (¢ —p — 1, p) se tiene

G L,

GKq—pp—>GJg—pp

M ia

GJg—p-1p <57—CGKq—p-1p <57—GL

m q—p—1,p

luego se deduce que Kerd;_, , = GKq_pp, pues

Kerd,_,,
= {z€GJy—pp /nomoa(z)=0}
= {z€GJy—pp / a(x) =0}, nom es monic

= GKypps GJlg—pp=GLg—p-1pDGKq—pp -
Utilizando el diagrama
GJq—p+1,p
6:1 p+1,p ib

GJg—pp<7T—CGKqpp <J—‘GLq—p,p

se obtiene que Im (9! = Im(ijb) =
q—p+1,p
GLq—pp-
Por lo tanto, por (29), 2E, = GKopp (30)
GLg—pp

Puesto que GKy_pp =
Qq—pp =
G(Kq—pp) - Kqpp
G(Lg—p,p) Lq—pp

K,_
Luego, 2Ey, = G (#) :
a-p,p

GQq—pp ® GL4q_p, donde
a—p,p/ Lq—p,p, Tesulta que

(31)

Efectuando calculos

= Hp(Hq—p(GJ,8'),0")

r( i ,,(GJ*,,,a')—>Hq p (GJxp— 1,6))

Hq—p (GJx, p+1,8)——>Hq p (GJx pval))

2E ——> 2E —1,q—1

, por (31) :

0
P —>2E Pa )

a
o
(s
o
(ot

q P, p 3" Kq—p,p-1
Lq—p, p G ( q9—p,p—1 )
= , por (25) :
all K, _
A Lq- pv+l G(Lq—p,p) )
= L,G ( q_P)
i Bq—P
= (LpG) (Lg—pF) (A) por (23), (32)

Se completa los cdlculos, hallando Hy(Tot GJ), del

siguiente modo:
Como G : 8 — € es un funtor covariante aditivo, en-
tonces L,G : B — € es el g-ésimo funtor derivado
izquierdo de G y L,G (FP,;) = H, (GJ;) para

= 0,1,..., donde FP,. € |B| y J, es una resolucién
proyectiva de F'P, segin (26).
Para cada objeto proyectivo P, de 2, por hipétesis F P,
es G-aciclico, luego se obtiene que

G(FP,), q¢=0

0, ¢g=>1 (33)

L,G(FP,) = {

Asi, las homologias de las columnas del complejo doble
de cadenas, D, obtenido de (26) aplicando G y haciendo
anticonmutativo el diagrama conmutativo, se anulan.

GJo GJi1 GJag <—---
l (34)
GJoo GJio GJypg <—---
; |
GFP, GFP, GFPy<~— .-

Por la Proposicién 3.5, la homologia del complejo total
de D se anula; es decir,

H, (Tot D) =0, Vn. (35)
Sea D; el complejo TotGJ visto como subcomplejo
de Tot D. Entonces se tiene la sucesién exacta corta
GF(P)>——> Tot D —— D; de complejos de cade-
nas, donde (T'ot D) /GF(P) =
El [3, Teorema IV.2.1] asegura que la sucesién larga de
homologias siguiente es exacta
H()(Dl) — H()(Tot D) + Hj (GFP) <« Hl(Dl) «—
Hl(TOt D) «~— H,; (GFP) «— H2(D1) — Hz(TOt D) «—

Por (35) se tiene H,(Tot D) = 0 para todo n =0,1,.
Asi, de la sucesién anterior se obtiene 0 < Hy (GF ’P) -
Hy(Dy) + 0+ H, (GF’P) +— Hy(D) 0« -

Como H,(D;) & H,_1 (Tot GJ) para n = 1,2,.
obtiene sucesivamente:

En general, Hy (Tot GJ) = L, (GF) (A) . (36)
En consecuencia, reemplazando en (28) los valores ha-
llados en (32) y (36), se concluye que para cada objeto
A de 2, existe una sucesién espectral E = 3F (A), sa-
tisfaciendo las condiciones requeridas; es decir, tal que

Epy = (LpG) (Lg—pF) (A) = Ly (GF) (A) W
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4 Grupo de Homologia con
Sucesiones Espectrales.

En esta seccién, utilizando la sucesién espectral ho-
moldgica de Grothendieck se obtiene la versién ho-
molégica de Theorem 9.5 de Lyndon-Hochschild-Serre[3],
que permite calcular el grupo de homologia. .

Sea G un grupo escrito multiplicativamente con iden-
tidad e. Se denotarad
ZG ={r / r= Y m.(z)z, para alguna funcién

z€G

m, : G — Z con m,(z) = 0 excepto para un nimero

finito de elementos = de G}.

Sea 1: G>——> ZG la aplicacién definida por

Z(g) = Z mg(x)w,
z€G
_J 1 g==z
donde para cada g € G, my(z) = { 0, gtz
La aplicacién 2 : G>———> ZG se llama LA INMERSION y
claramente :G C ZG, luego ZG # 0.

Ahora, considerando r = Y m.(z)zy s = 3 ms(x)z
z€G z€G
se define la suma r + s y el producto 7s en ZG, respecti-

vamente, por

r+s = Y [me(z)+m(z)]z (37)
z€G

rs = Y [me(x)ms(y)] 2y (38)
z,ye€G

Proposicién 4.1. Dado un grupo G, ZG con las opera-
ciones dadas en (37) y (38) es un anillo unitario.

El anillo de la proposicién anterior se llama ANILLO
DE GRUPO CON COEFICIENTES ENTEROS y se caracteriza
por la propiedad universal siguiente.

Proposiciéon 4.2. Sea G un grupo, » : G — ZG la in-
mersion y R un anillo. Para cualquier funcién

f:G—= R con f(zy) = f(z)f(y) y f(e) = 1r (elemento
unitario del anillo R) existe un dnico morfismo de anillos

f':ZG — R tal que f'v= f.
J

T ——R
l/

f,

G
Prueba.- Se define f’ ( > m(z)z) =
z€G

> m(z)f(z). Entonces f’ es el tinico morfismo de
z€G

anillos tal que f2=f W

Definicién 4.3. Un G-mddulo derecho es un grupo
abeliano A provisto de un morfismo o : G — Aut (A)
de grupos, definido por o(z)(a) = az, Vx € G, Va € A.

Cada grupo aditivo abeliano A es un G-mé6dulo dere-
cho (trivial) bajo el morfismo trivial de grupos
0 : G — Aut (A) dado por o(g) = id4 para todo g € G.

Proposicién 4.4. Sea G un grupo. Entonces A es un
G-médulo derecho si y sdlo si A es ZG-mddulo derecho.

Proposicion 4.5. Sea G un grupo y
Z ®z¢ (=) : My — Ab dado por A — Z Rz (A). En-
tonces Z Qzc (—) es un funtor covariante aditivo.

Prueba.- Como el grupo aditivo abeliano Z es un G-
médulo derecho, por Proposicién 4.4 Z es un ZG-médulo
derecho. Para A = ZG, por la [3, Proposicién I11.7.1]
se sabe que Z ®zg (—) es un funtor covariante; luego de
[3, Proposicién I1.9.5] y [3, Proposicién II1.7.3] se deduce
que el funtor covariante Z ®z¢ (—) es aditivo B

Proposicion 4.6. Sea ¢ : H — G un morfismo de gru-
pos, entonces Zy : ZH — ZG es un morfismo de anillos
definido por Zy ( > m(m)a:) = Y m(z)p(z).

T€EH z€H

Prueba.- Se verifica que Zp preserva la suma y el
producto B

Corolario 4.7. Sea N un subgrupo de un grupo K. Si
A es un K-mddulo, entonces A es un N-mddulo.

En virtud de Proposicién 4.5, dado un grupo G,
Z ®zc (=) : My — Ab es un funtor covariante adi-
tivo, luego para n > 0 los funtores derivados izquierdos
de Z ®zg (—) son

Tor’%(Z,—) = L n (Z ®zc (-)) : My — Ab.

Por consiguiente estd definido T'orZ¢(Z, A) para todo
Ae Im’ZG|.

Lema 4.8. Sea N> K —25 Q una sucesién
ezacta corta de grupos y A un K-mddulo, entonces
Z ®zq (Z ®zn A) y Z Qzk A son Z-médulos izquierdos
1somorfos.

Prueba.- Primero probemos que Z ®zq (Z ®zn A) y
Z @zk A son Z-médulos izquierdos.
Recordemos que Z se considera como ZG-médulo trivial
izquierdo (derecho) para todo grupo G. En particular, 7
se considera como ZK-médulo trivial derecho.
Puesto que A es un ZK-médulo izquierdo, para el mor-
fismo de anillos unitarios ex : ZK — Z dado por

6K(Z m(x)x) = £ m@) (en (3 (VIL2)), por

zeK z€
[3, (IV.12.4)] sabemos que Z ®zx A es un Z-médulo

izquierdo. Similarmente, se prueba que Z ®zn A es un
Z-médulo izquierdo. Asi, Z ®zy A es un grupo abeliano.
Puesto que A es un K-mddulo, existe un morfismo de
anillos p : ZK — End(A). Luego

Z®@znp:ZLZ®zNZK — End(Z®zn A) es un morfismo de
anillos. Pero Z®zn ZK = ZQ (ver [8, pagina 29]), luego
Z ®znN A es un ZQ-médulo izquierdo. Si consideramos e]
grupo cociente Q = K/N y el morfismo de anillos unj-
tarios eq : ZQ — Z, resulta que Z ®z¢ (Z ®zn A) es un
Z-mdbdulo izquierdo.

Ahora, definamos ¢ : Z ®zq (Z ®zn A) - Z ®zN A por

") (Z zi®y® a.)) = Z(zty,)éba,, donde I es finito,

i€l 1€l

Facultad de Ciencias — UNI
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Y:ZQzNn A= ZRz¢ (Z Qzn A) por

P Ez, ®a, | = Zz_, ® (1®a,), donde J es finito.
JjEJ JEJ

Sean b,b1,b2 € Z ®z¢ (Z ®zn A) y )\ € Z, entonces
i) @(Ab) = Ap(b),
i1) (by + b2) = p(b1) + p(b2).

<P(’\b) = @ (Z(’\Z'L) ® (yz ® 04)) =

1€l
Z((/\Zz)y;) ®a, = /\(p(b) )

el

En efecto,

p(br+b2) = Zzz®(yz®az)+zzj ® (v, ®a;)
€l J€J

=¢(sz®(yk®ak)) , K =TUJ finito.

keK
= Z(zkyk) Qar = Z(zzyz) ®a,
keEK €1
+ Y (z%;) ® a; = p(b1) + p(b2).
JEJ

Por lo tanto, ¢ es un morfismo de Z-mdédulos.
Similarmente, se prueba que 1 es un morfismo de
Z-médulos. Por el hecho que ¥ = id y o = id, ¢ es
un isomorfismo de Z-médulos, como se queria probar W

Definicién 4.9. Sea G un grupo, A un G-mddulo. El
n-ésimo grupo de homologia de G con coeficientes en A
denotado por H, (G, A) se define como

H, (G, A) = Tor’%(z, A),

donde Z es visto como un G-mddulo derecho trivial.
El Z-médulo graduado H, (G, A) = {H, (G, A)} se llama
la homologia de G con coeficientes en A.

“Un resultado andlogo a (3, Proposicién IV.5.3] es la
siguiente:”

Proposicién 4.10. Sea G : B — € un funtor covariante
aditivo entre categorias abelianas, donde B tiene sufi-
cientes proyectivos y sea Q € |B| proyectivo, entonces
L,GQ =0paran=1,2,... y LiGQ = GQ.

Teorema 4.11 (Lyndon-Hochschild-Serre). Dada la
sucesion ezacta corta de grupos

Nt k-t Q y dado un K-mddulo A, eziste una
sucesion espectral E = {E™ (A)} tal que

Ey, =H,(Q,Hy_p(N,A)) = H, (K, A) . (39)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente a
la homologia {H, (K, A)}, filtrada adecuadamente.

Prueba.- Se realiza aplicando el teorema de la
sucesion espectral homolégica de Grothendieck, por lo
que se verifica las hipétesis correspondientes y esto se
hace en los dos items siguientes:

i)

Se va a considerar funtores F': A - B y

G : B — € covariantes aditivos entre categorias
abelianas, donde 2 y B tengan suficientes proyec-
tivos.

Sean 2 la categoria de K-médulos, ‘B la categoria
de Q-médulos y € la categoria de grupos abelianos,
entonces A = My, B = m?ZQ y € = m}. Por
[5, p 425] se sigue que las categorias A, B y €
son abelianas; por otro lado, [3, Proposicién 1.4.3]
indica que las categorias 2 y B tienen suficientes
proyectivos.

Segin Proposicién 4.5 para G = N se tiene que
Z ®zn (=) : My — Ab es un funtor covariante
aditivo. Pero Corolario 4.7 proporciona la inclusién
my, C My, luego definiendo F = Z ®zy (—)|a
2A — 2Ab, se nota que para cada A € ||,

F (A) = Z ®zn (A) es un grupo aditivo abeliano,
luego F'(A) es un Q-médulo trivial y asi

F (A) € |'B|. Por lo tanto F' : 24 — B es un funtor
covariante aditivo entre categorias abelianas.
Nuevamente, si se define G =Z ®z¢o (—) : B — €,
aplicando Proposicién 4.5 para G = Q, se deduce
que G : B — € es un funtor covariante aditivo entre
categorias abelianas.

SiPe ’m‘z K’ es proyectivo, entonces

F (P) =Z ®zn (P) es G-aciclico.

Por la Proposicién 4.10 debemos demostrar que
F(P)e Imle| es proyectivo siempre que

Pe |m‘z K| es proyectivo.
Sea ¢ : ZN — Z morfismo de anillos tal que

r= Y m.(z)z— Y m(z).
z€N zeN

SiU = U, : M), - M,y es funtor de cambio
de anillos, se sabe que F : My, — M) dado
por F(A) = Z ®zn (A) es su adjunto izquierdo.
Como U preserva epimorfismos (pag. 319(3]), por
Theorem 12.1[3] F' preserva proyectivos. Puesto
que P € ’m‘z K| es proyectivo, se sigue que
F(P) = Z ®zn (P) es proyectivo.
la Proposicion 4.10 se obtiene

Luego, por

0, g>1 0

L,G(FP) = {

Por lo tanto, F' (P) es G-aciclico.
De i), ii) se ve que se satisfacen las hipétesis del
teorema 3.7, entonces para el objeto dado A de

2 existe una sucesién espectral (homoldgica de
Grothendieck) E = {E™(A)} tal que

Epy = (LyG)(Lq—pF)(A) = Lo(GF)(A) . (41)

Es decir, la sucesién espectral E converge finita-
mente al objeto graduado asociado a {L,(GF)(A)},
filtrado adecuadamente. Se completa la prueba,
calculando valores de E}, y L,(GF)(A) en los items
iit) y iv):
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141) Puesto que F' (A) = Z ®zn A se tiene
(Lq-pF)(A) = TorZX (z,A) = Hy_, (N, A), luego
Exl;q = (LpG) (Lq—pF) (A)
= (LpG) (Hq—p (N, A))
= Tor?2 (Z, Hy—p (N, A)) = Hy (Q, Hy—p (N, A)).
Por lo tanto E}, = H, (Q, Hy—p (N, A)) .  (42)

iv) Del Lema 4.8 obtenemos que
Z ®2qQ (Z @zn A) = Z Qzk A,de modo que

Ly(GF)(A) = L4(Z®zq (Z®zn A))
= Lg¢(Z®zk A)
= Tor’¥ (z,A) = H,(K,A).
Luego L,(GF)(A) = Hy (K, A) . (43)

Reemplazando (42) y (43) en (41), se garantiza la exis-
tencia de una sucesién espectral E = {E™ (A)} tal que
E;q =H, (Q,Hyq—p (N, A)) = Hy (K, A) B
Tener una sucesién exacta corta de grupos
N> K 25 Q significa tener un subgrupo nor-
mal N de K y un grupo cociente Q@ = K/N.

En consecuencia, el grupo de homologia H, (K, A) =
{H4 (K, A)} de un grupo K con coeficientes en K-médulo
A, puede ser aproximado por una sucesién espectral
cuyos términos envuelven grupos de homologia del grupo
cociente @ y del subgrupo normal N.

5 Conclusiones

1) Por definicién, el n-ésimo grupo de homologia
H,(G,A) = Tor’(zZ,A) = L,(Z®zc)(A) de
G con coeficientes en A es el valor del satélite
izquierdo T'or%C (Z, —) del funtor aditivo Z®zg (—)
en un G-médulo A.

2) Por (3, Exercise IV.5.8] un funtor exacto derecho es
un funtor aditivo. En consecuencia, la prueba de
Teorema 3.7 da una nueva prueba de [5, Corollary
5.8.4].

3) Se puede plantear como materia de nueva investi-

gacién que, siguiendo el método aplicado en este
articulo, es posible dar una forma de la sucesién
espectral de Grothendieck (Teorema 3.7) para fun-
tores &—derivados izquierdos.
Dados A, B categorias abelianas, & una clase
proyectiva de epimorfismos en A. Sea T : A — B
un funtor aditivo. Entonces [3, Theorem IX.1.3]
garantiza que est4 bien definido LET : A — B so-
bre objetos y morfismos, n = 0,1,..., donde LET"
es llamado n—ésimo funtor &—derivado izquierdo.
Usando (3, Lemma IX.2.2] y Lema 3.2, se puede
establecer lema de herradura para una sucesién
& —exacta corta en una categoria (2, &).

4) Se encuentra en [9] la extensién de Teorema 3.7
para funtores no aditivos o categorias no abelianas.
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