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La ecuacién de Schrédinger permite determinar el estado de un sistema fisico, SF, en cualquier instante t,
expresado por una funcién de onda ¥, cuando se conoce el estado Wy, del SF en un instante anterior to < t.
Feynman inventé otro camino para determinar ¥, a partir de un estado anterior ¥;,, recurriendo al lagrangeano
clasico del SF. Dicho lagrangeano clésico permite construir una matriz K(t,to), de manera que ¥; = K(t,t0) Uy, .
La construccién de la matriz K (t,to); es decir, de sus elementos K (t,z;t0,20) = K(t, t0)zxg, €Xige un proceso de
integracién muy especial que solamente es analiticamente realizable en contados casos, como son el de la particula
libre y el del oscilador arménico. Aqui, luego de consideraciones introductorias, presentamos los detalles del cdlculo
analitico de la matriz de Feynman para el oscilador arménico.

Palabras claves: Integrales por caminos de Feynman, propagador, funcién de Green, oscilador arménico.

The Schrédinger equation allows us to determine the state of a physical system, PS, at any time, expressed by
a wave function ¥; when the state Wy, of the PS is known at previous time ty < t. Feynman invented another way
to determine ¥; from a previous state Wy,, using the classic lagrangian of the PS. This classic lagrangian allows
to build a matrix K(t,to), such that ¥; = K(¢,10)¥¢,. The building of the matrix K (¢,to), this is, of its elements
K(t,z;t0,70) = K(t,%0)z2, demands a very special integration process that can only be analytically solved in few
cases, like that of the free particle and the harmonic oscillator. Here, after introductory considerations, we present
the details of the analytic calculus of the Feynman’s matrix for the harmonic oscillator.

Keywords: Integrals by Feynman’s paths, propagator, Green’s function, harmonic oscillator.
Como es sabido, el estado ¥; de un sistema Fisico,

SF, en un instante ¢, queda determinado como solucién
de la ecuacién de Schrodinger,

¢Cdmo construir la matriz K(t,ty)? Para construir
la matriz (3), Feynman postulé que sus elementos de
matriz se obtenfan de:
—h hov
%v"’\pﬁquﬁga—; =0 (1)

La solucién de ¥; queda determinada (por las condi-

Kesitnm) = Yew {150} 6

ciones de contorno del problema y) por el estado ¥, del
SF en un instante anterior ¢g.

La ecuacién diferencial de Schrodinger puede ser
transformada en una ecuacién integral, para la cual exis-
te una "funcién de Green”, K (t,x;to,zo) (donde ésta es
cero para t < tg), tal que:

Uy(z) = / deoK (¢, @ to, 20) Uiy (o) ()

Considerando que ¥, es un vector (de indice continuo)
cuya z-ésima componente es ¥;(x), entonces la funcién
de Green puede considerarse como elemento (z, o )-ésimo
de una matriz K (t,to), de manera que la ecuacién inte-
gral puede ser escrita simplemente como:

\I}t = K(t, to)\l’to (3)
de donde para t; < t3 < t3, podemos escribir,
‘Iltg = K(t37 t2)\Ilt2

\Ijtzz = K(lQ, tl)\I’t]
Uy, = K(ts, t1)¥y,

con lo cual se verifica que:

K(ts,t1) = K(t3,t2) K (2, t1) (4)

donde la suma es realizada considerando todas las posi-
bles trayectorias matemdticas (continuas y diferencia-
bles), que conectan los puntos crono-espaciales (¢, Zo)
y (t, ) , de manera que q(to) = =0 , q(t) = z ; la fun-
cional S(g) es la (integral de) Accién correspondiente a
la trayectoria (matemadtica) q , es decir:

|
\
|
¢, t, t, t

Figura 1. Se muestran 38 de las infinitas trayectorias
que , conectando (t,z) con (to,xo) , pasan por los pun-
tos crono-espaciales interiores cualesquiera, (ti,21) y
(t27$2)'
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S(a) = | a810,400),6)) (6
ty

donde L es el campo lagrangeano del correspondiente

SF. Nétese que en (5) se trata de una "suma”de niimeros

complejos unitarios; y que todos dichos nimeros comple-

jos aparecen con un mismo coeficiente ignal a la unidad.

Es claro que entre todas las trayectorias también es-
tard la trayoctoria clasica que da a la Accién (clsica)
un valor extremal; pero en (5) esta trayectoria cldsica es
tratada igual que cualquiera de las otras trayectorias. En
la Figura 1 se muestran 3 de las (super)infinitas trayec-
torias que conectan los puntos crono-espaciales (¢, )
y (to,xo). Si consideramos dos puntos crono-espaciales
(ti,z1) ¥y (t2,22), con 1ty — t; = ¢, suficientemente
pequeno, y bajo las condiciones de que cada trayectoria
es continua y diferenciable, podemos aproximar:

* Ty + 22 ey Ta— X
=212 Py =2k
) = L2 () = 222
Para :
.ttt
9

{,-€ N

Lte trte

Figura 2. De acuerdo con la aprozimacién segqin la
cual, con t* = (t1 +t2)/2, se realiza el siguiente reem-
plazo g(t*) = (2 +22)/2, 4(t%) = (w2 — 7))tz — 1),
Entonces todas las trayectorias que pasan por los puntos
crono-espaciales (¢1,21) y (tg,22) coincidirdn en dicho
tramo. Esto supone que la diferencia to —t1 = € es sufi-
cientemente pequena. Ndtese que lo mismo sucederd, por
ejemplo, con los puntos (t1,21) y (t3;24) donde zf es
cualquier punto de lao recta espacial construida para el
instante ta, como se muestra.

Como consecuencia de la aproximacién anterior, to-
das las trayectorias que, conectando los puntos (t,z) y
(to, o), pasan por los puntos (muy vecinos temporal-
mente, € ~ 0) (t1,%1) ¥ (f1 + &, z2), coincidirdn en dicho
intervalo; lo cual deberd ser tenido en cuenta cuando

se requiera que las integrales (de la suma) sean conver-
gentes.

Si ahora partimos el intervalo (f,t) en N sub-
intervalos de igual longitud, (tx—1,%x), con

t—1g
N’

by —tp—1=¢=

entonces en cada sub-intervalo (para N muy grande
6 € = 0) las trayectorias pueden ser reemplazadas por
segmentos de rectas, como se muestra en la Figura 2.
Consecuentemente, las trayectorias que conectan a los
puntos (¢, z) y (to, 20) quedan aproximadas por trayecto-
rias poligonales (sin que, en la integracién, tengan may-
or incidencia los puntos en los que la velocidad es dis-
continua). Asf podemos escribir:

N o oty - .
te +te—1 Tr + Loyl Tp — T
NZ/ dgL(k kl’lk 'Lkl,lk, Tk 1)
b 2 2 £

N
N th+ k-1 Tk +Tp—1 Tp— Th—3
= ) Bl e, s

Con lo cual obtendremos:

Kn(t,x;to, zn) =

. N
1€ tp +te—1 Tp +Th-1 Tk — Th_1
exXp | —— L ,
;Pkp [ h kz“:l ( 2 ’ 2 ' & )

(7)
donde, si existe el lfmite indicado, deberd cumplirse que:
Kn(t, 3 t0, 20) "=3° K(t, z; to, 7o) (8)

Téngase presente que en la suma (7) las trayectorias
q son poligonales, y que:

{N — oo} & {e— 0}

A continuacién procederemos a expresar lagrangeanos
del tipo:
L(8,z,v) = Av® 4+ Bx?,

donde A, B son ciertas constantes, como suma de dos
lagrangeanos. Sobre una trayectoria g tendremos que:

1(6) = L(6, q(9), 4(6)) = Aq(6)* + Ba(6)

Si gerq o5 la traycctoria cldsica (donde la funcional de
Accién toma un valor extremal), definimos una trayecto-
ria desplazada.:

1(0) = q(0) — geta(9)
Siendo asi, tenemos entonces:
1(0) = A[(0) + deta(9))* + BIn(8) + qeia(0)]
= AG%,(0) + Bgla(0) + ATP(0) + Bia(0) +
+247)(0)dcta(6) + 2B 17(6)gc1a(0)
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Definiendo:
Lcla(ay (Icla(a): ‘jcla(a)) = Aqfla(e) + B Q;%,la (9)

Liras(8,n(6),1(0)) = A1*(€) + Bn*(6)

_ 9)
m(0) = 2 An(0) 4eia ()
s(0) = 2 Bn(0) geta(6)
Tendremos que:
L= Ly, + Lijpgs +7+ 8. (10)

Como se muestra en [4], (pdg. 60), y en el Apéndice
B, la suma de las integrales de r y s es nula. Esto per-
mite que la funcién lagrangeana se pueda escribir como la
suma de dos lagrangeanos independientes y, correspondi-
entemente, la funcional de Accidn se pueda escribir como
la suma de dos funcionales independientes.

t t
b)
///\\\\
/ \
\
/ \
/ \n=q-4q,
/ \
/ \
/ \ - - \\\\ i
N \\ /
to t

Figura 3. En a) se muestra a la funcion n = n(f) y
Gla = Qela Tespectivamente. Luego, en b) se tiene a la
funcidn resultante 1 = q — qea; es decir, n(6) = q(8) —
Geia(8), para to < 6 < t; la cual debe satisfacer lo sigu-
iente: {q(to) = o, q(t) = z} <= {n(to) = 0,n(t) = 0}

Este altimo hecho permitird, a su vez, que los ele-
mentos de la matriz K (¢, to) se puedan escribir como el
producto de dos factores, lo que simplificara el cédlculo de
dichos elementos de matriz. Asf, a partir de:

L= Lcla + Ltras

obtenemos enseguida que:

S(q) = S(qdu,) = SLT{LS (7])

Luego, podemos escribir:

K(t,z;t0,20) = Y eap {%S(q)}
q
= eap 2 Sutal@) + + Suranl)
7] h cra h LTas

=exp {%S(qui L, to)} En: erp {%Sms (m; £, to)}
e

Sis para ry = qda(tl) ‘Y1, T2 = qda(tZ) + Y2, defini-
mos:

J(t2 @i tr, 1) = Y exp { : Stras(; b2, tl)}
n

entonces podemos verificar que:

R i
i K(t2, ®2;t1, 1) = exp {ES((Icla§t2atl)} J(t2, y2:t1,91)

i K(t,2;t0,20) = earp{%S(qcm;t, to)} J(t,0;t0,0)
iii / dﬂ?gl((tg,.’l!g;tg,mg) [\’(tz,.’!:’z;tl,J?]) =
— 0
)
= exp =S(qeta; ta, t X
6»‘3}’{}7 (qetas ta, 1)}

s &)
X/ dyaJ (ts, ys; ta, y2) J(t2, y2it1, y1)
—o0

o N
iv / d:nldmg...da:/v_ln K(tk, 2rith—1,25-1) =
=0 k=1

1
= 8.’L‘-p{ﬁS(QCla§t,t0)} X

N

o0
X / dyld'yz»-'-dyN—ll_I J(brey Yrs th=1, Y1)
=08, k=1

Por otra parte, las funciones 7, que se anulan en los
extremos, 7(ty) = 7(¢) = 0, pueden ser desarrolladas en
el intervalo (tp,t) como una serie de senos:

o0
n(0) = Zak sen(knf/T) ,donde T =t —t;,  (12)
k=1

Es decir, en el espacio de las funciones continuas y
diferenciables en el intervalo (fo,t), cada funcién queda
caracterizada por el (conjunto ordenado) vector infinito-
dimensional (a1,as, ..., ¢k, .....); y para obtener todas las
funciones 17 debemos considerar todos los posibles vec-
tores, es decir, todos los posibles valores de cada a,
donde —o¢ < ap < 00. También tendremos:

o0

W(8) = (k/T)ax cos(kmd/T) (13)

k=1
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La matriz de Feynman del oscilador arménico 9

Por otra parte, teniendo presente que :
T
/ dfsen(jn8/T) sen(kw0/T) =
0
15
= / df cos(jm8/T) cos(knf/T) = (T'/2)é
0
Entonces para n? y 1% obtenemos:

IR o
to k

[ a0ip@) = /) S om0

k

Esto, con (9), nos permite escribir:

Stras(777 t, t()) = \/;da {A772(9) + B'r]2(0)}

=(T/2)> {B+A(kn/T)’}ax® (14)
k

Para construir J(t,0;%0,0) debemos considerar todas
las funciones 7, segin (14) tendremos:

Z exp {%Sms(n; t, to)}
- ¥ ew{(%)‘;“f‘(?)“'f”

(a1,02,...,ak,...)
Es decir, puesto que los coeficientes ax representan a
numeros reales, tendremos:

J(t,0;%0,0)

J(t,0;t9,0) = A}l’m /da’{daz....da}‘w X

. exp{(%)é{{l?-}-fl(k ) Yo ]}

donde aj = rrag, siendo los r ciertos coeficientes que,
como veremos més adelante, garantizan la existencia del
limite indicado. Entonces, con:

JM-— [rk/dakemp{< ) B+A(k;r> akz}}
Podemos escribir:
J(t,0;t0,0) = A}Enm I (15)

Calculemos :

I, = /da;C exp {(%)

sea(5) o)
() 7+(%)

-1/2

que,en el caso particular,

A = m/2

B = —-mw?/2— B/A=-w?
toma la forma:
~1/2
I = iTA 4 kr\?
T\ e T
—-1/2

(557 ¥ {1 (=)}
) (%)1/2 k{1 = (wr)?(km)2} /"

Con lo cual podemos escribir:

i ima\ /? wT\? i@
= Ii) k 1— [ =
#l kleH Hr’“ <4hT) { <k7r)}
(16)
Para hallar la forma de r , tengamos presente que

para el propagador K, de la particula libre se tiene lo
siguiente:

m 2 h
Ko(t,z;t0, o) = [W] BICP{ESO(Qcm;t,tn)}

Es decir, también deberia cumplirse que:

Jo(t, 0; 2o, 0) =
M } 1/2 2
, imm wT
= 11§ ek <4FiT> [1 N (E)
k=1
con w = 0. Por tanto, deberd cumplirse que:

M ) 1/2 1/2
in rok | 28 =™
M=o 1L ART (2mihT)

Lo anterior, indica que conviene elegir:

=) |7

Reemplazando en (16) la expresién exigida para los
coeficientes 7 , tendremos:

M m \1/2M wT\? I
Ju = kl;[l (27m'hT> [1 - (E) ]

m /2 8 wT\ 2 i
Ju = (m‘hT) kH [l - (E)

=1

1/2

:|1/2]\/1

de donde:

J(t, 0; to, 0) =

~1/2
m \V2| | M wT\?
= (27rihT> s {1 - (H) } (19}
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Con el objeto de calcular el dltimo corchete de la ecua-
cién (17), consideremos que la funcién

9(z) = sen(z)/z

satisface las condiciones mencionadas en el apéndice A,
y sus ceros simples se encuentran en los puntos —j7 y jm
para j = 1,2,3... Ademds g(0) = 1, ¢’(0) = 0; entonces
podemos escribir:

Aplicando el teorema mencionado tendremos:

m )1/2 [sen(wT)]_l/Z

2mihT wT

1/2
_ mw
- ( 2mihsen(wT) )

que reemplazado en (ii) da el propagador buscado:

wT 1/2
K(t, z;to, z0) = ewp{fS(Qda,t to)} <m>

Por otra parte se tiene que el valor extremal de la ac-
cién (Apéndice D) para el oscilador arménico, viene dado
por:

J(t,0; to,0) = (

S{qotast;to) = (ﬁ@) [(2® + 23) cos (wT') — 2z0z)

(18)

Entonces finalmente:

1/2
mw
Hllai2;it0; m0) = <2m’hsen(wT)> X

exp[(#%) {(2? +:c0)cos(wT)—2woa:}] (19)

Para verificar numéricamente la validez de la expre-
si6n obtenida (19) consideramos lo siguiente:

a) La funcién

7
U(t,z) = exp {_mw +1i w_t}

2h 2

satisface la ecuacién de Schrodinger para el caso del
potencial V(z) = (m/2)w?z?

b) La ecuacién de Schrodinger transforma la funcién
U (0, z) en la funcién ¥ (¢, z). Este mismo resultado

deberd obtenerse usando el correspondiente propa-
gador de Feynman,

o
Wit 7) = / dzoK (£, 730, 20)5(0, 20)
—00

a
~ diL‘oK(t,.’E;O,wo)\P(O,xo)

—a

donde (—a,a) es un intervalo fuera del cual los
valores de ¥(0,a) son insignificantes; y, posterior-
mente, los valores de la funcién resultante, W(¢, x)
también son insignificantes. Es decir, en el cdlculo
numeérico deberd tenerse cuidado que el intervalo
(—a, a) sea lo suficientemente amplio.

CONCLUSIONES
Debido a que:

(%) /O " ddan - (m;'Q) /0 " gt qu(yn(®) = 0

para 7(t) = sen(A\wt), se pudo escribir el propagador
como suma de productos, donde uno de los factores, co-
mo se ve en (11), es una funcién exponencial de la Accién
Clésica del oscilador.

La existencia del limite en la expresién (15) ha exigi-
do la introduccién de factores de convergencia ry, cuyas
formas se determinan aprovechando que el propagador
de la particula libre es conocido.

La férmula (19), obtenida para el oscilador arménico
ha sido numeéricamente verificada comparando el resulta-
do de aplicar las expresiones (2) y (19), con el conocido
resultado que se obtiene de la ecuacién de Schrédinger.

El propagador es, en realidad un elemento de una
matriz continua K (tg,t1), que transforma la funcién de
estado inicial ¢y en la funcién de estado en el instante
posterior ¢, ¥, = K(t,to)¥,,.

APENDICE A

En la referencia [3] (pag. 368), podremos encontrar
el teorema del anélisis complejo que dice: Sea g(z) una
funcién analitica en todo el plano complejo, con ceros
simples en z; . Si g(z) cumple que:

/
lim (M> x g(z) — 0 cuando |z| — oo
z

entonces se puede escribir:

- g(o)eo:p{z—g%‘())“)} X kfjl [(1 B 5;) “p (%)]

Facultad de Ciencias - UNI
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La matriz de Feynman del oscilador armdnico

Tabla 1.Cuadro comparativo entre las funciones de onda del oscilador armdnico obtenida mediante la ecuacion de

Schrédinger y el propagador de Feynman, las cuales corresponden a m = lkg , w = lrad/s , t = 1s.

Parte compleja
Schrodinger

Parte compleja
Feynman

-2.9844587485E-01
-3.2657139503 E-01
-3.5397581536 E-01
-3.8005979386 E-01
-4.0421567826 E-01
-4.2585060514 E-01
-4.4441045900E-01
-4.5940335471E-01
-4.7042126068 E-01
-4.7715843882E-01
-4.7942553860 E-01

-2.9881269027E-01
-3.2697277911E-01
-3.5441088180E-01
-3.8052691974E-01
-4.0471249379E-01
-4.2637401183E-01
-4.4495667734E-01
-4.5996800059 E-01
-4.7099944851 E-01
-4.7774490722 E-01
-4.8001479346 E-01

X Parte real Parte real

(m) Schrodinger Feynman
1.0E-17 5.4630150950E-01 5.4697296063 E-01
0.9E-17 5.9778492887E-01 5.9851965750E-01
0.8E-17 6.4794838370E-01 6.4874476756E-01
0.7E-17 6.9569478617E-01 6.9654985430E-01
0.6 E-17 7.3991183598E-01 7.4082125070E-01
0.5E-17 7.7951430399E-01 7.7847239351E-01
0.4E-17 8.1348788860E-01 8.1448773456E-01
0.3E-17 8.4093220011E-01 8.4196577700E-01
0.2E-17 8.6100341720E-01 8.6215870700E-01
0.1E-17 8.7343266358E-01 8.7450618600E-01
0.0E+00 8.7758256189E-01 8.7866118560E-01

APENDICE B

. d . o
A partir de : —(gn) = ¢+ §n y n(0) = n(T) = 0 ob-
tendremos que:
T T
/ o= _/ dt
0 0
entonces:

T 2 T
m .. muw
m / gy = T / dt qaa(t) n(t) =
2 Jo > ),

m

’
 dt[gia(®) + 0’ guaB)] n(t) = 0

APENDICE C

Con respecto a la tabla 1, cabe recordar que la fun-
cién de onda de Schrédinger para el oscilador es de la
forma:

¥(t,) = [cos (%) eap(-aa)] +

+1i [sen (%t) exp(—am2)J (20)

donde o = mw/2h. Por otro lado, via caminos de Feyn-
man se tiene que: |

U(t,z) = / Y LK (,2,0,900,2)  (21)
donde:
¥ (0, 2) = exp (—az?)

K(t,z,0,z) = Aexp {iB [(22 + z2)cos(wt) — 2230]}
mw 1/2
A= |0
[2zh, sen(wT)]

B o)

Es importante resaltar el hecho de que la funcién ini-
cial ¥(0,z) es del tipo gaussiana, y ésta es diferente de
cero sblo para cierto dominio simétrico,

[~1,00E — 16;1,00E — 16] (22)

con respecto al origen. Entonces si a esta tltima se le
multiplica por la funcién oscilante respecto al eje x , tal
como K (t,z,0, 2), resulta habil reemplazar los limites de
integracién < —o0,00 > de la expresién (21) por (22).

Justamente bajo estas consideraciones se efectud la
integracién numérica requerida, las cuales aparecen en la
tabla 1.

APENDICE D

Valor extremal de la accién clédsica para el oscilador
arménico simple: Para la accién tenemos,

t
S(ast,to) = / dtL(g, §.?)
to

en donde, la trayectoria ¢ : R — R™ que conecta a los
puntos cronoespaciales (tg,zo) y (¢, ) previamente fija-
dos. Entre todas las trayectorias posibles g(t), la trayec-
toria clésica, g, , que da un valor extremal a la Accidn,
resulta ser de la forma:

Gela = Mcos(wt 4 §) (23)

donde se exige como antes, que ésta curva pase por los
puntos crono-espaciales (to, zo) y (¢, z); esto es,

Qeia(t) = = = cos(wt + 6)

(24)
geta(to) = zo = cos(wtq + 9)

Agi, la Accién queda expresada por:

Stqda; t, tO) =

=/0Tdt [(ﬂl—’;ﬁ)} [ cos?(wt +6)]

_ [(LQM—)] [sen(wT)] [cos(wt + wio +20)
(25)
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donde, T' =1t —ty. A partir de la expresién (24) se ob-
tiene:

2, ,2
M?2cos(wT) cos(wT)

cos(wt + wtg + 28) = [

Reemplazando (26) en (25):
mw z? + 22
S(qaiait,to) = [——— o
(e 0) [ D) Sen(lUT)] {COS(’U)T):' +
mw? M2
2 sen(wT')cos(wT)

Ahora, a partir de (24) podemos conseguir una expre-
sién explicita para M?2:

(27)

xg = M cos(wtg) cos(§) — M sen(wtq)sen(d)

z = M cos(wt)cos(8) — M sen(wt)sen(d)

de donde:
zo sen(wt) — xsen(wto) = M sen(wT') cos(d)
zo cos(wt) — x cos(wty) = M sen(wT') sen(§)

Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro
se obtiene:

2
Mo [EIZU_YT)} [2® + 25 — 2@ mcos(wT)]  (28)

Finalmente, insertando (28) en (27) :

mw

Saasitte) = [ s

} [(z® + z2)cos(wT) — 220 ]
(29)
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