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Nuestro interés es formular el problema de dos niveles como un problema de optimizar sobre conjuntos eficientes
débiles, porque de esta forma podemos aplicar, toda la teoria desarrollada para los conjuntos eficientes débiles, sobre
los problemas de dos niveles. La conexién entre ambos problemas es el problema de equilibrio.
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We are interested in formulate the bilevel problem as an optimization problem over a weakly efficient set, be-
cause we can use the technology for weakly efficient sets into the bilevel problems. The connection between the two

problems is the equilibrium problems.
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1. Introducccién

El problema de programacién de dos niveles (desde
ahora PDN) es un problema matemético en el cual la
region de restricciones es definida implicitamente por un
problema de optimizacién.

La formulacién original del problema PDN se inspiro
en la teoria de juegos de H. Stackelberg (1952), pero fue
en el trabajo de W. Candler y R. Norton (1977) que la
denominacién de Programacién de dos niveles fue men-
cionado.

De modo general puede decirse que un problema PDN
se caracteriza por:

= La estructura jerdrquica entre sus niveles de de-
cisidén, pues el segundo ejecuta su decisién segin la
decisién del primer nivel.

= Los objetivos en los dos niveles pueden ser indepen-
dientes y/o estar en conflicto.

= Cada nivel tiene control solo sobre ciertas variables
y nunca sobre todas.

Por otro lado, un conjunto eficiente débil, es el con-
juntos de todas las soluciones Pareto débiles de un proble-
ma de programacién multiobjetivo. En este trabajo, para
cada problema PDN, le asignamos un problema de de
Programacién Multiobjetivo (desde ahora PMO), donde
la funcién objetivo del problema PMO es definida por
las funciones objetivo de los dos niveles del problema
PDN, es decir que el problema PMO asociado al proble-
ma PDN, minimizara dos funciones objetivos simultane-
amente. Es en este contexto que definiremos tres clases
de minimos Parcto, a los cuales llamaremos soluciones
cficientes del problema PMO.

Para caracterizar a cada solucién eficiente débil, uti-
lizaremos el conocido problema de equilibrio (ver [1, 2,
3,4, 5, 6 y 7] para mas detalles sobre este problema),
para esto transformaremos el problema de PMO en un
problema de equilibrio de tal forma que ambos proble-
mas tengan el mismo conjunto de soluciones.

El Problema de Equilibrio aparece por primera vez
con este titulo en 1994 con el trabajo pionero de Werner
Oettli y Eugen Blum [1]. En este trabajo Oettli y Blum,
presentan al problema de equilibrio como un problema
de unifica muchos problemas clasicos en la teoria de la
optimizacién, tales como el problema de minimizacidn,
el problema de punto fijo, el problema de puntos silla,
el problema de desigualdad variacional y el problema de
programacién multiobjetivo.

En la seccién 2, haremos una introduccién al orden
parcial inducido por un cono y luego definir tres clases
de minimizadores, mas informacién sobre este tema la
pueden encontrar en [5] y [7]. En la seccién 3, introduci-
mos el problema PDN. En la seccién 4, definimos el pro-
blema PMO asociado al problema PDN. En la seccién 5,
formularemos el problema PMO como un problema de
equilibrio (ver [2, 5y 7]), para caracterizar las soluciones
eficientes débiles. Finalmente en la seccién 6 introduci-
mos un nuevo concepto de solucién eficiente débil para el
problema PDN y lo analizamos para el caso lineal.

2. Preliminares

Sabemos que un problema de programaciéon multiobje-
tivo consiste en optimizar simultdneamente dos o més
de dos funciones. En nuestro caso ¢l problema de progra-
macién multiobjetivo consiste en minimizar dos funciones
objetivos.
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Para poder minimizar dos funciones objetivos simul-
taneamente, se requiere de extender el orden total de IR
a IR?, de esta forma nacen los ordenes parciales.

Sabemos que un orden parcial < en IR? es una relacién
que satisface:

1. Dado v € R?: u < u.
2. Dados u, v € R? u < v y v < u implica u = v.
3. Dados u, v, w € R? u < vy v < w implica u < w

Comentario 0.1. Observe que la diferencia entre un or-
den parcial y un orden total radica en el hecho que: en un
orden total todos los elementos estdn relacionados, mien-
tras que en un orden parcial no todos los elementos estdn
relacionados. Fsto implica que un orden total es un orden
parcial, pero lo reciproco en general no es cierto.

El siguiente resultado caracteriza a un orden parcial
inducido por un cono no vacio.

Lema 0.2. Sea K C IR? un cono no vacio y sea < una
relacidn en IR? definida por:

u=3v (d v=u) siysolosi v—ueK (1)
La relacidn < es un orden parcial en IR? si y solo si K
es convero y K N (—K) = {0}

Prueba:

= Para ver la convexidad, tomemos u, v € K, luego
para cada t € [0,1] se tiene que tu € K, asi co-
mo también (1 —t)v € K. Note que tu =tu—0y
0—(t—1)v = (1 —t)v, esto implica que (t—1)v < 0
y 0 =< tu, por la propiedad (3) del orden parcial
tenemos que (t — 1)v <X tu. Luego, tu — (t — 1)v =
tu+ (1 —t)v € K, lo cual implica la convexidad de
K. Es fécil ver que aplicando la condicién (2) del
orden parcial se tiene que K N (=K) = {0}.

<= Para verificar las condiciones (1) y (2), utilizamos la
hipétesis que KN(—K) = {0}. Finalmente la condi-
cién (3) es obtenida de la hipdtesis de convexidad
de K y de ser K también un cono.

O

Dado un orden parcial < en IR? inducido por un cono
K con interior no vacio, denotemos:

u < v (orwv>u)ifand only if v — u € int(K).

Ahora, basados en un orden parcial en JR?, definire-
mos tres clases de minimizadores. En efecto:

Definicién 0.3. Sea I¢ un subconjunto no vacio de IR?

a) U € Ic es un minimo pareto fuerte de Ic st ¥ = v,
Yv € Ic.

b) o € Ic es un minimo pareto de Ic si v A 7,
Yv € (Ic \ {7}).

c) § € Ig es un minimo pareto débil de Ic si v £ 7,
Yv € Io.

Comentario 0.4. Note que en la Definicion 0.3, se ez-
tiende de manera natural a los minimizadores de IR, es
decir que si K = [0,+00[, entonces a), b) y c) en la
Definicion 0.3 son equivalentes y corresponde al valor
minimo de Ic C IR.

Proposicién 0.5. Sea Ic un subconjunto no vacio de
R? V= (R?\ (-K))U{0} y W = R?\ (—int(K)).

1. 7 es un minimo Pareto fuerte de Ic si y solo si
Ic C (T+K).
2. ¥ es un minimo Pareto de Ic si y solo si Ic C
(T+V).
3. § es un minimo Pareto débil de Ic si y solo st
Ic C (54+W).
Prueba:

1. ¥ € I¢ es un minimo Pareto fuerte de I¢ si y solo
siv—tTe€eKVYvelgsiysolosive i+ K Vv € I
siysolosi Ioc Cv+ K.

2. ¥ € I¢ es un minimo Pareto de I siy solosi v—v ¢
K Vv e Ic\{v}siysolosiv—v ¢ —K Vv € Ic\{0}
siysolosiv—9€ (IR?\ (—K)) Vv e Ic\{v}siy
solosiv—0€V = (R?\(-K))U{0} Vv e Ic siy
solosivetv+V Vvelpgsiysolosilc Co+ V.

3.7 € Ic es un minimo Pareto debil de I si y
solo si v — 7 ¢ —int(K) Yv € I¢ siy solo si
v—0 € W = (R?\ (—int(K)) Vv € I¢ siy so-
losivet+WWovelgsiysolosi Ioc Co+W.

O

Comentario 0.6. Note que K C V C W. Esto impli-
ca que cada minimo Pareto fuerte es un minimo Pareto
y cada minimo Pareto es un minimo Pareto débil. En
general lo reciproco no es cierto, para tal efecto, consid-
eremos por ejemplo en IR? los conjuntos:

K={(z,9):0<y<z} y
Ic = {(%,0): 2 > 0} U {(0,2) : = > 0}.
Entonces, denotando
mpflIc) = conjunto de minimos pareto fuerte,
mp(I¢) = conjunto de minimos pareto,
mpd(Ic) = conjunto de minimos pareto débil,

mpfIc) =0, mp(Ic) = {(0,z) : z > 0} y mpd(Ic) = Ic.

3. El Problema PDN

El problema PDN consiste en:

minimizar h{z,y)
sujeto a:  hi(z,y) <0
y es una solucién de  (2)
minimizar 9(z,y)
sujeto a: gi(z,y) <0

donde h, hi, g y g1 son funciones dadas.
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Comentario 0.7. El problema PDN, tal como su nom-
bre lo indica se resuelve en dos niveles,

El primer nivel, [lamado también el problema del lider
consiste en minimizar

{A(z,y(2)) : ha(z,y(2)) < 0},
donde y(z) es la solucidn del segundo nivel dado x.

El segundo nivel, llamado también, el problema del
seguidor y consiste en, dado x, minimizar {g(z,y) :
g1(z,y) < 0}. La solucion en este nivel serd deno-
tada por y(z).

Ahora, consideremos algunas definiciones que nos
seran de utilidad posteriormente.

Definicién 0.8. El conjunto de restricciones del proble-
ma PDN es definido como:

R:={(z,y) : ha(z,y) <0, gi(z,y) <0}  (3)

Definicién 0.9. El conjunto factible del problema del
seguidor es definido como:

V(z) :=={y: qi(z,y) <0} (4)
para cada = tal que {y : h1(z,y) < 0} # 0.

El siguiente conjunto sera utilizado en la siguiente
definicién:

SN(z) := argmin{g(z,w) : w € V(z)} (5)

Definicién 0.10. Se define la region inducida (6 con-
Jjunto de soluciones viable del problema de dos niveles)
como:

RI:={(z,y): (z,y) € R, y€ SN(z)} (6)

Comentario 0.11. Observe que el problema de dos nive-
les puede ser reformulado como:

h(z,y)

minimizar
(z,y) € RI @)

sujeto a

4. El Problema PMO asociado al
problema PDN

Dado el problema PDN, definamos F' : R — IR? de la
forma siguiente:

Few = 5 | ®

Luego, el Problema Multi-Objetivo, PMO, asociado
al Problema PDN, es como sigue:

F(z,y)
(c.0) ¢ R )

minimizar
sujeto a

Considerando el siguiente cono:

K={ue R?:Vie{1,2}, u; >0} (10)

y el siguiente conjunto:

Io = {F(e,y) : (2,y) € R} (11)

entonces de acuerdo a la Proposicién 0.5, se tiene que:
V\{0}={ue R?:3iec{1,2}, u; >0}
W={ueR?:3ie{l,2}, u; >0}

Definicién 0.12. Consideremos el Problema PMO aso-
ctado al Problema PDN.

a) (Z,7) € R es una solucidn eficiente fuerte del Prob-
lema PMO si F(Z,7) es un minimizador Pareto
fuerte de Ic.

b) (Z,9) € R es una solucidn eficiente del Problema
PMO si F(Z,y) es un minimizador Pareto de I¢.

¢) (%,9) € R es una solucidn eficiente débil del Proble-
ma PMO si F(Z,§) es un minimizador Pareto débil
de IC

Proposicién 0.13. 1. (Z,7) € R es una solucion efi-
ciente fuerte del Problema PMO si y solo si se
tiene que h(z,y) > MZ,9) y g(z,y) > 9(Z,9)
Y(z,y) € R.

2. (£,7) € R es una solucidn eficiente del proble-
ma PMO si y solo si V(z,y) € R, con F(z,y) #
F(z,7y), se tiene que h(z,y) > h(Z,7) 6 g(z,y) >
9(z,9).

3. (%,5) € R es una solucidn eficiente débil del prob-
lema PMO si y solo si ¥(z,y) € R se tiene que
h(z,y) 2 h(z,7) 6 g(z,y) = 9(2,7)

Prueba:

1. (%,7) € R es una solucién eficiente fuerte del prob-
lema PMO si y solo si F(Z,¥) es un minimizador
Pareto fuerte de I si y solo si F(z,y) € F(Z,7) +
K VY(z,y) € R si y solo si F(z,y) — F(Z,§) €
K V(z,y) € R si y solo si h(z,y) > h(Z,9) ¥
g9(z,y) > 9(%,9) Y(z,y) € R.

2. (Z,7) € R es una solucién eficiente del problema
PMO si y solo si F(Z,7) € S es un minimizador
Pareto de I¢ si y solo si I¢ C F(Z,§5) +V siy
solo si F(z,y) — F(Z,5) € V ¥(z,y) € R siy so-
lo si V(z,y) € R con F(z,y) € (Ic \ {F(z,9)}) :
F(z,y)— F(z,7) € V\ {0} siy solo si V(z,y) € R,
con F(z,y) # F(Z,7), se tiene que h(z,y) > h(Z,7)
6 g(z,y) > 9(%,9)-

3. (Z,7) € R es una solucién eficiente débil del prob-
lema PMO si y solo si F(Z,7) es un minimizador
Pareto débil de I siy solosi Ic C f(Z,5) + W si
y solosi F(z,y) — F(Z,y) € W ¥(zy) € Rsi y solo
si h(z,y) > h(2,9) 6 g(z,y) 2 9(Z,9) Y(z,y) € R.

O
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5. Caracterizacion de las soluciones
eficientes del Problema PMO

En esta seccidn caracterizaremos las soluciones del prob-
lema, PMO, usando el formato de los problemas de equi-
librio.

El problema de equilibrio consiste en:

Hallar z€C talque f(z,y)>0 paracadayeC

(12)

donde C es un conjunto dadoy f: C x C — IR es una

funcién dada. Es decir que un problema de equilibrio esta

completamente definido por la funcién f y el conjunto C,
por lo tanto PE(f,C) denotara al problema 12.

Antes de caracterizar las diferentes soluciones, con-

sideremos algunas definiciones previas.

D={zeK:) =1} (13)

¥:R*— R tal que Y(y) = meégszy (14)

p:R?* = R tal que p(y) = néig 2Ty (15)
z
Lema 0.14. Sean (z,y) and (w,z) dos puntos cua-
lesquiera en R.

1. F(z,y) < F(w,z) si y solo si p(F(z,y) —
F(w,z)) <0.

2. F(z,y) = F(w,2) si y solo si o(F(w,z) —
F(z,y)) 2 0.

3. Flz,y) = F(w,z) si y solo si Y(F(x,y) —

F(w,z)) £0.
Prueba: La demostracion es una consecuencia directa
de las definiciones del orden parcial y de las funciones 1

v Q. O

Teorema 0.15. Consideremos el Problema PMO asoci-
ado al Problema PDN y consideremos también las fun-
ciones ¢ y ¢ definidas anteriormente.

1.@ = (Z,7) € R es una solution eficiente fuerte
del Problema PMO si y solo si @ = (%,§) € R
es una solucion de PE(f, R), donde f es definida
por f(u,v) == @(F(v) = F(u)) 2 0 Vu := (z,y),
v:=(w,2) € R.

2. 4 = (%,7) € R es una solution eficiente del Prob-
lema PMO si y solo si @ = (Z,§) € R es una solu-
cién de PE(f, R) tal que f(i,v) >0 Vv = (w,z2) €
R para F(v) # F(u), donde f es definida como
flu,v) = Y(F) — F(u)) con (u,v) € R X R.

3. @ = (Z,§) € R es una solution eficiente débil del
Problema PMO si y solo si u € R es solucién
de PE(f,R), donde f es definida como f(u,v) :=
Y(F(v) — F(u)) con (u,v) € R x R.

Mds atn, si F es continua sobre R, entonces f satisface
las siguientes propiedades:

1. f(u,u) =0, Yu € R;
2. f es continua sobre R X R;

Prueba: 1. Para demostrar que f(@,v) := ¢(F(v) ~
F(@)) > 0 Yo € R use el item 2 del Lema 0.14 y la
definicién de .

2. f(@,v) := (F(v)—F(@)) > 0Vv € Rcon F(v) # F(a)
si y solo si F\(v) 2 F(@) Vv € R con F(v) # F(u) (por el
item 3 del Lema 0.14) si y solo si F(&) es un minimizador
Pareto de I (por el item b de la Definicién 0.3) si y solo
si @ es una solucién eficiente del Problema PMO.

3. % € R es una solucién eficiente del Problema PMO si
y solo si F(i) es un minimizador Pareto de I¢ (pot el
item ¢ de la Definicién 0.12) si y solo si F(v) 4 F(a),
Yu € R (por el item ¢ de la Definicién 0.3) si y solo si
W(F () — F(a)) > 0,Yv € R ( por el item 1 del Lema
0.14 ) si y solo si f(@,v) = 0,Vv € R.

La primera propiedad de f es evidente de la definicién de
f.
Para la segunda propiedad, tomemos {(u*,v*)}ren C
R x R tal que u* — @ y v* — &. Puesto que D es com-
pacto, entonces existe 2 € D y {2*}xew C D tal que
1(@,0) = 2 (F(a) — F(9)) y f(ub,v%) = (5)7 (0" — uk),
Yk € IN. Sea  alglin punto de acumulacién de {z*}, en-
tonces existe I C IN tal que 2¥ — % cuando k — +co
con k € I. Asi

()T (FE) - F@) - (5T (F(*) - F(uh)

< f('aﬁ 7_)) - f(uk$vk)

< @T(FE) - F@) - (T (F*) - Fuh)).
Esto implica que, [f(@,7) — f(u*,v*)] — 0 cuando k ~
+ooconk € I. O

Comentario 0.16. FEl Teorema 0.15 nos dice que
las soluciones (eficientes fuertes, eficientes y eficientes
débiles) del Problema PMO son también soluciones de
problemas de equilibrio y viceversa.

A partir de ahora denotemos por: EF al conjunto de
soluciones eficientes fuertes, E al conjunto de soluciones
eficientes y ED al conjunto de eficientes débiles del Prob-
lema PMO asociado al Problema PDN.

Corolario 0.17. Los conjuntos EF y ED son cerrados.

Teorema 0.18. Sea (Z,§) € R una solucion del sigu-
iente problema:
minimizar
sujeto a

h(z,y)

(z,y) € EF (16)

entonces, (Z,7) € R es una solucién del Problema PDN.

Comentario 0.19. El Teorema anterior nos dice que
EF es una cota inferior para el conjunto de soluciones del
Problema PDN. Por otro lado, sabemos que EF C E C
ED. Por lo tanto podemos pensar que el conjunto ED po-
dria ser una aprozimacién al conjunto de soluciones del
Problema PDN.

El siguiente Teorema presenta nuevas caracteriza-
ciones para las soluciones cficientes débiles del proble-
ma PMO y se basan sobre la funcién f del problema de
Equilibrio.
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Teorema 0.20. Sea @ € R. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. we€e ED.
2. 4 es una solucion de EP.

3. Si existe v € R tal que F(v) X F(a), entonces
f(a,v) =0.

4. {veR:F(v) X F(a)} ={veR: f(uv)=0}
Prueba:

1) => 2) Por el Teorema 0.15, tenemos que (1) implica

(2)-

2) = 3) Tomemos v € R tal que F(v) = F(a). Esto im-
plica que f(@,v) < 0. Pero, como % es una solucién

de EP, entonces f(@,v) > 0. Asi f(@,v) = 0.

3)=4) Tome v € {w € R: F(w) <X F(u)}. Esto im-
plica que F(w) = F(u). Asi, f(@,v) = 0. Para la
reciproca, tomemos v € {w € R : f(@,w) = 0},
then 2T (F(w)—F(@) < 0Vz € D. Esto implica que
(F(@) — F(w)) € K y por lo tanto F(v) < F(a).

4) => 1) Supongamos que %@ no es una solucién de
EP. Entonces existe v € R tal que f(a,v) =
sup,cp 2L (F(v) — F(@)) < 0. Como D es com-
pacto, se tiene que F(v) < F(&). Esto implica que
F(v) < F(@), luego f(@,v) = 0}. Lo cual es una
contradiccién, por lo tanto Z es una solucién of EP.

O

Finalmente, introducimos un nuevo tipo de solucién
para el Problema PDN, al cual llamaremos solucién efi-
ciente débil.

Definicién 0.21. Se dice que (Z,7) € R es una solucion
eficiente débil del problema de dos niveles si (Z,7) € R es
un minimizador de h sobre el conjunto de soluciones efi-
cientes débiles del Problema PMO asociado al Problema
PDN.

Teorema 0.22. Si R es compacto y las funciones h y g
son continuas en R, entonces el Problema PDN admite
soluciones eficientes débiles.

Prueba: Sabemos que si las funciones h y g son contin-
uas, entonces ED es cerrado. Como ED C R, entonces
ED es compacto. Finalmente, por Weiestrass, h alcanza
su minimo en ED. "

6. Conclusiones

El Problema PDN, es un problema muy dificil, inclu-
so para el caso lineal. En este trabajo introducimos una
clase de soluciones aproximadas para este problema. Dec-
imos aproximadas, porque esta aproximacién es basada
en el hecho que toda solucién eficiente fuerte es solucién
del Problema PDN y toda solucién eficiente débil es una
aproximacion al conjunto de soluciones eficientes fuertes.
En los subsiguientes trabajos trataremos el caso lineal
y el caso cuadrético, para finalmente tratar el caso non
lineal.
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