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Este trabajo presenta la teoria de la Solucién Dindmica para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con
coeficientes matriciales, obteniendose resultados que van a ser usados en el desarrollo de la teoria de Controlabilidad
y Observabilidad en Ecuaciones Diferenciales Lineales con Coeficientes Matriciales.
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This work present the theory of the dinamic solution of linear homogeneous differential equation with matrix
coefficients, that obtaining results used in the development of the theory of controllability, observability linear
homogeneous differential equation with matrix coefficients .
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1. Introducccién

En [2] se muestran modelos matemdticos de la forma

A1q + Asq + Azq = f(1) (1)

donde q = q(t) es un vector que tiene n componentes,
que varia con el tiempo y representa un desplazamiento
de masas en el modelo.

Los vectores q y q representan las aceleraciones y
velocidades respectivamente.

Los coeficientes A;,4s y A3z son matrices cuadradas
de orden n cuyos elementos son constantes numéricas y
representan diversos parametros fisicos del sistema.

Para analizar la controlabilidad y observabilidad de
sistemas modelados por la ecuacién (1), se lleva medi-
ante un cambio de variable a una ecuacién de la forma
(2), teniendo como ecuacién de salida (3).

Sean las ecuaciones:

x (t) = Ax(t) + Bu(t) (2)

y(t) = Cx(t) + Du(t) 3)

x vector de estado (dimensién n)

y vector de salida (dimensién m donde m < n)
u vector de entrada algunas veces llamado sefial
de control (dimensién r)

A matriz constante de orden n X n

B matriz constante de orden n x r

C matriz constante de orden m x n

D matriz constante de orden m X r

donde

El vector de estado x estd formado por las variables
x1(t), z2(t), ..., zn(t), que se llaman variables de estado.

El vector de salida y estd formado por las variables
y1(t),y2(t), ..., ym(t), que se llaman variables de salida.

Aqui el trabajo surge como una inquietud de
analizar la controlabilidad y observabilidad de sistemas
modelados por (1) sin necesidad de llevarlo a la forma
(2), para ello primero se desarrolla la teoria de solucién
dindmica.

Primeramente veamos algunos resultados que se
tienen para las ecuaciones (2) y (3).

Definicion 1. Se dice que el sistema descrito mediante
la ecuacion (2) es completamente controlable o (por
brevedad) controlable si a partir de cualquier estado
inicial y final x(t,), x(t1) € R™ existe un vector de
control u(t), t € [to,t1], que lleva x(to) a x(t1), es decir

t1
x(t1) = eltr 7t Ax(g0) + / et=DABu(r)dr
to

Teorema 1. FEl sistema descrito mediante la ecuacion
(2) es completamente controlable si y solo si la
matriz

[B:AB:A’B:--- :A"1B] (4)

de orden n X nr es de rango n. La matriz dada en (4) se
denomina por lo comin, matriz de controlabilidad.

Prueba: Ver [10]

Al investigar una condicién necesaria y suficiente
para la observabilidad completa, basta con considerar el
sistema descrito mediante las ecuaciones

1

x (t) = Ax(t) + Bu(t) (5)

y(t) = Cx(t) (6)

Definicion 2. Se dice que el sistema descrito mediante
la ecuacion (5) y (6) es completamente observable o
(por brevedad) observable si, para cualquier estado inicial
x(0) € R", existe un tiempo t; tal que conociendo u(t)
e y(t) donde t € [0,t1] asi como también las matrices
constantes A,B y C son suficientes para determinar x(0).

Teorema 2. El sistema descrito mediante la la ecuacion
(5) y (6) es completamente observable si y solo si
la matriz
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C
CA
2
o4 (7)
CA'n—l

de orden mn x n es de rango n. La matriz dada en (7) se
denomina por lo comin, matriz de observabilidad.

2. Solucién Dinamica

Sea la ecuacion diferencial de orden m

™ (1) = Aju™ I (8) + Au™ D (1) +
s At (8) + Apu(t)  (8)

considerando quet € R, 4; j =1,2,...,m son matrices
cuadradas reales de orden n, y

Ul (t)

Ug(t
ay = | 7

Un(t)

un vector columna.
Llevemos (8) a un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden

Zy = ult)
Zy = u(t)
Zs3 u (t) (9)
Zm = u(m_l) (t)
ZI} 0 I 0 0 o) Zi
Z2 (@) ©) I O [0 )
Z; O O (0] I Q Zs
Z._, o o 0 o ... 1|lz._,
gbl_ Am Am—1 Am—2 Ap_3 - Aq T
(10)
Z;nnxl(t) = Amnxmnzmnxl(t) (11)

donde A la llamaremos matriz companera y Z(t) es
una funcién real con valores en R™"*1

La solucién general del sistema homogéneo (11) es de
la forma

Z =MW (12)
donde:
Wi
Ws
w=|Ws (13)
Wi,

es un vector constante cualquiera en R™?X1 vy
Wi, Wy, ..., W,, son vectores columna que tienen n
componentes.

Se prueba que

Co(t) C

(t) Ca(t)

C/q(t) C/l/(t) C/Q/(t) CW—I(t)
At | Co(t) Cy (1) Cy (1) Cona (V)
I OIS O A0
14)
ademas
cf™ Al + Am-1Cy  +
+ AIC(()m—l)
o™ A + Am—1C;  +
+ Alcfm_l)
Cr(nm—)l = AnChr-1 + Am—lc;n 1 T
+ Aoy
(15)
Co(0) =1 C,(0)=0 cim o) =0
C1(0) =0 o) =1 cim V) =0
’ -
C:(0)=0  Co(0)=0 " O =0 4 (14
Cm-1(0)=0 Cp,_,(0)=0 o My =1
k
CiP(0) = 51 (17)

Notacién
La solucién Cp,—1(t) se denotada por D(t) y
serd llamada solucién dindmica de (8).

Definiciéon 3. La solucion matricial del problema de
valor inicial
b oo

D(t) = Ay D= () + Aa D=2 () 4 - -
+Am D(t)
D(0)=0 D'(0)=0 --- D(m=1(0) =1
se llama solucion dindmica asociada a la ecuacion (8)
donde A; j = 1,2,...,m son matrices dadas en (8),
donde 1, Q son la matriz identidad y la matriz cero de
orden n.

2.1 Solucién Dinamica como serie de potencia

De (14) y

oo tk
At 1k
= Z k!
k=0

tenemos
Co(t) C1(t) Cm-1(t)
N Co (1) Cy (1) Crp1 (1)
A Kkt Cy (t Cy(t C_1(t
et_kz_;)Aﬁ_ o.() 1() 1()

ot )
(19)

o™ M V)

La potencia k-ésima de la matriz compafiera A se
puede escribir como:

Cro Cra Crom—1
Ck170 Ck],l e Ck17m—1
A =] Cro  Chyn Chram—1 (20)
Ckm—l,o Ckm—1,1 Ckm_l m—1
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Tomando en cuenta todo lo senalado arriba podemos
escribir la solucién dindmica como

D(t) = Dy (21)
k=0
donde
Dk = D(k) (0) = Ck,m—l (22)

llamado, coeficientes de la soluciéon dinamica.

2.2 Los coeficientes Dy de la Soluciéon Dinamica

Lema 1. Sij =0,1,...,m — 1 tenemos

J
Cyj = Z Dy j14iAm—i k>m
=0

(23)

donde los coeficientes Dy de la solucion dindmica

satisfacen

Diym = AiDiym—j = Diym_jA; k=0,1,2,...
j=1

j=1
Do=D1=Dy=--=Dp>=0

Prueba: Ver [10]

3. Controlabilidad

Sea el sistema

™ () + Aju™m V(@) -+
Am_u (8) + Apu(t) = Gu(t) (25)

donde:
A; : matriz cuadrada constante de orden n
U vector n X 1 que depende de ¢
G matriz constante de orden n x r
u vector r X 1, que depende de t

Definicién 4. Diremos que el sistema descrito por (25)
es completamente controlable si a partir de cualquier
estado inicial 2(0) ( {u(0),u'(0),--- ,ulm=1Y(0)}), existe
un vector de control T(t) donde t € [0,t1], que
lleva  z(0) ({u(0),u'(0),--- ,ul™=1D(0)}) al origen 6
({0,0,---,0}) donde 0 es un vector o matriz cero de
orden n x 1.

3.1. La matriz de Controlabilidad
Sea la matriz

DG
DG

DG
D,G

Dmn—QG
Dmn—lG

Dmn—lG
D,,,G
C= : :
Dm+mn—4G Dm—i—mn—SG
Dm+mn—3G Dm+mn—2G
(26)
que esta formada por matrices por bloques D;G que

son de orden n x r, donde la matriz D; esta definida como
D; = DY(0).

Dm—2G Dm—lG
Dp1G  DpG

Teorema 3. El sistema (25) es completamente
controlable <= rango(C) = mn.

Prueba: Ver [10]
4. Observabilidad

Sea el sistema

u™ (t) + AjumD (1) +
st Aot () + Agu(t) = GT(t)  (27)

Y () = gru(t) + gou (1) + -+ gru™ V(1) (28)

A; : matriz cuadrada constante de orden n
U vector i X 1 que depende de ¢
G matriz constante de orden n x r
[ vector r X 1, que depende de ¢
Y vector k x 1 que depende de t (vector de salida)

donde k < mn.

¢; : matriz constante deorden k xn 1 =1,2,...,m

Definicion 5. El sistema descrito por las ecuaciones
(27) y (28) es completamente observable o (por
brevedad) observable si para cualquier estado inicial

2(0) € R™ ({u(0),u'(0),...,u™ 40)}) I t; > 0/
conociendo T(t) y Y (t) t € [0,t1] asi como también las
matrices constantes A; y ¢; i = 1,...,m son suficientes

para determinar z(0) ({u(0),u/(0),...,u(™=1(0)}).

La Matriz de Observabilidad

Hyy Hy» Hip
Hs, Hj» Hs o,
o=1 . . . (29)
Hmnl Hmn2 Hmnm
donde H; , es una matriz de orden k x n
Hj, =
m
Z¢i (Dm+i—2+(j—1)—(p—1) +
i=1
;cn:_ll—(P—l) Dm+i—k—2+(j—1)_(p_1)Ak) p#EMmM
m
Z ¢1DZ+]—2 p=m
=1
(30)

Teorema 4. FEl sistema (27) asociado con (28) es
completamente observable si, y sélo si, rango(O) = mn

Prueba: Ver [10]

5. Aplicacion
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5.1. Monorriel de dos carros

La Figura 1 muestra un monorriel de dos carros.
Sean M; la masa del carro de maquinas y Bjp sus
fricciones debido al aire y al rodamiento. La fuerza lineal
equivalente para mover el proceso se designa como 4(t).
Los dos carros poseen masas M> y M3 respectivamente,
y estan sujeto a fricciones Bs y Bs. Los carros se acoplan
uno al otro con dispositivos no rigidos(resortes) que
poseen constantes ko3 v k1o y dispositivos amortiguadores
de constantes Bss y Bio. Las coordenadas de posicion se
designan como 1, T2 y T3.

B23 BlZ
M, M, M
MAQUINA
k 23 k 12
X 3 - X 2 - X] -
B3 B2 Bl

Figura 1. Proceso monorriel de dos carros mds un
carro de mdquinas.

MODELO MATEMATICO

Consideremos el siguiente modelo

Mi(t) = Cx(t) + Cax(t) + Ha(t) (31)
donde
T M, 0 0
r = | T2 M= 0 M2 0
I3 0 0 M3
—k1o k1o 0 1
Co=| kiz —(ki2+kos) ko3 H=10
0 ka3 —kas3 0
—(B12 + B1) B2 0
C1 = B2 —(B23 + Bi2 + B2) Bas
0 Ba3 —(B23 + B3)

Multiplicando por la inversa de la matriz M (i.e M ') a
la ecuacion (31), se tiene:

§ o= A+ A+ Gat) (32)
donde
A = MGy
_ (Bi2+B1) Bis 0
My M
Bio _ (B23+Bi2+B2) Bos
Mo Mo Mo
0 Bas _ (B23+Bs)
M3 M3
Ly = MG = | k(e g
kas __kas
M3 M3
L
My
G = M7'H=|0
0

ECUACION DE SALIDA

y(t) = prz(t) + pa2(2)

donde
Y1 0 0 0 a 0 0
y(t) = | v2 pr=1(0 0 0 ¢p2=10 «a 0
Y3 0 00 0 0 «

Considerando los siguientes valores
My = Mg =2M, = 2600kg
N
k23 = k12 = 100,000—
m
N
By =B;=2B, = IOOOOH a=1

donde el orden de la ecuacion diferencial es 2, el orden
de las matrices Ay , As, es3yr=1.

Utilizando (26), tenemos que la matriz de controla-
bilidad es

¢_ (DG DiG DG DsG DiG DsG
“\DiG DyG DsG DG DsG DG

Do=0 D =1I=

OO =
o = o
= O O

2
Diyo = Z A;jDgi2—j
j=1

Con las matrices obtenidas construimos la matriz de

controlabilidad

C =
0 0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007
0 0 0.0001 0.0283 -0.2651 -2.7093
0 0 0 0.0000 0.0110 0.9932

0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007 3.6007
0 0.0001 0.0283 -0.2651 -2.7093 -2.7093
0 0 0.0000 0.0110 0.9932 0.9932

El rango(C) = 6, por el Teorema 3.1 el sistema es
controlable. Utilizando (29) tenemos que la matriz de ob-
servabilidad es

Hyy Hyp

Hyy Hj

H3y Hso
o=

Hyy Hyp

Hs1 Hso

Hgy Heo

Ahora formemos la matriz de observabilidad

O =
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1.0e+006 *
0 0 0 0.0000 0 0
0 0 0 0 0.0000 0
0 0 0 0 0 0.0000
-0.0001 0.0001 0 -0.0000 0.0000 0
0.0000 -0.0001 0.0000 0.0000  -0.0000 0.0000
0 0.0000 -0.0000 0 0.0000  -0.0000
0.0003 -0.0004 0.0000 -0.0001 0.0001 0.0000
-0.0002 0.0003 -0.0002 0.0000 -0.0001 0.0000
0.0000 -0.0002 0.0002 0.0000 0.0000 -0.0000
0.0074 -0.0102 0.0028 0.0006  -0.0007 0.0000
-0.00561 0.0088 -0.0037 -0.0003 0.0006 -0.0003
0.0014  -0.0037 0.0023 0.0000 -0.0003 0.0003
-0.0730 0.1006 -0.0276 0.0047 -0.0070 0.0026
0.0503 -0.0868 0.0365 -0.0035 0.0060 -0.0022
-0.0138 0.0365 -0.0227 0.0013  -0.0022 0.0012
-0.6310 1.0013 -0.3703 -0.0941 0.1327 -0.0394
0.5006 -0.8161 0.3155 0.0663 -0.1138 0.0466
-0.1851 0.3155 -0.1304 -0.0197 0.0466 -0.0278

El rango(O) = 5 # 6, por el Teorema 4.1 sistema

no es observable.

6. Conclusiones

En la ingenieria se aplica los conceptos de
la Controlabilidad y Observabilidad para sistemas
gobernados por las ecuaciones (2) y (3), donde el primero
es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

El objetivo de este trabajo es aplicar la teoria de
Controlabilidad y Observabilidad a modelos descritos en
(1), es por ello que se da definiciones de Controlabilidad
y Observabilidad para ecuaciones diferenciales lineales
de orden m con coeficientes matriciales el cual es
una generalizacién de aquella presentada en [5], donde
se da definiciones de Controlabilidad y Observabilidad
para ecuaciones diferenciales lineales de orden dos con
coeficientes matriciales de orden n.

Cabe senalar que para obtener la matriz de
Controlabilidad y Observabilidad de las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes matriciales de la for-
ma (27) que tiene como ecuacién de salida (28), en primer
lugar dichas ecuaciones se llevan a la forma (2) y (3) para
luego formar la matriz Controlabilidad y Observabilidad
en la forma (4) y (7).

El andlisis de la Controlabilidad y Observabilidad se
realiza utilizando los coeficientes de la solucién dindmica,
aquella que esta relacionada con la solucién de una
ecuacién diferencial matricial homogénea con coeficientes
matriciales descritos en (18).

Luego en la iltima seccion se ilustra un ejemplo en
donde se determina la Controlabilidad y Observabilidad
bajo los conceptos dados anteriormente.

1. Clayssen, J.C.R., Tsukazan T. Dynamical Solutions of
Linear Matrix Differential Equations. Quarterly of Applied
Mathematics, vol XLVIII, N°1, 1990

2. Inman, D.J. Vibration with Control, Measurement and Sta-
bility. Prentice Hall, 1989.

3. Murray R. Spiegel. Transformadas de Laplace. McGraw-
Hill, 1970.

4. Arthur A. Hauser, JR. Variable Compleja. Fondo Educati-
vo Interamericano, S.A. 1973.

5. Clayssen, J.C.R., German Canahualpa, Claudio Jung. A
direct approach to Second-order matriz Non-classical Vi-
brating equations. Applied Numerical Mathematics 30.
1999.

6. Rojas M. Arturo. Control Avanzado Diserio y Aplicaciones

en tiempo real. Editorial Maguifia Uni 2001.

7. Canales R. Roberto, Barrera R. Renato. Andlisis de
Sistemas dindmicos y Control automdtico. Editorial
Limusa, S.A. 1976.

8. J. Grantham Walter, L. Vincent Thomas. Sistemas de
Control moderno andlisis y diserio. Editorial Limusa, S.A.
1998.

9. Katsuhiko O. Ingenieria de Control Moderna. Prentice

Hall, 1998.

Collanta H. Andres. Controlabilidad y Observabilidad en

Ecuaciones Diferenciales Lineales con Coeficientes Matri-

ciales. Tesis de Licenciatura en Ciencias con mencién en

Matemaética. Universidad Nacional de Ingenieria, Lima-

Perti. 2005.

10.

REVCIUNI 9 2) 2005) 47-51

Facultad de Ciencias - UNI



