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El Método de Elementos Finitos (MEF) es un método numérico avanzado que permite obtener una aproximacion de la
solucion de un problema de contorno, asociado a una ecuacion diferencial, ordinaria 0 en derivadas parciales, bajo ciertas
condiciones de frontera. Este método consiste basicamente, en aproximar la solucién de un problema de frontera de clase C?,
por la solucién del problema equivalente planteado sobre un subespacio de dimension finita, lo cual caracteriza e identifica al
MEF como esquema de Galerkin continuo. Usualmente la base de este espacio es generado por funciones lineales, que en el
caso de mejorar la precision de la solucion se tendria que realizar un refinamiento de malla, lo que conduce a la bisqueda de
algoritmos de convergencia rapida para la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales. El hecho de elevar el grado
de las funciones de interpolacion polinomial y continuas a trozos, asociadas al subespacio respectivo a cada elemento, puede
ser otra alternativa; en este sentido, requiere previamente un andlisis del algoritmo para mejorar la precision y el tiempo de
proceso computacional. Para ello, en el presente trabajo se propone la construccién de una base del subespacio de
aproximacion con el MEF, utilizando una base de funciones Spline de tipo cubico natural. Para la evaluacion de este método,
se ha experimentado sobre un problema de valores de contorno unidimensional, bajo la condicidn de frontera de tipo Dirichlet
no homogeéneo.

Palabras claves: Galerkin, elementos finitos, funciones Spline clbico natural.

The Method of Finite Elements (MEF) it is an advanced numeric method that allows to obtain an approach of the solution
of a contour problem, associated to a differential, ordinary equation or in having derived partial, under certain frontier
conditions. This method consists basically, in approaching the solution of a problem of class frontier C2, for the solution of the
equivalent problem outlined on a subespacio of finite dimension, that which characterizes and it identifies to the MEF like
outline of continuous Galerkin. The base of this space is usually generated by lineal functions that in the case of improving the
precision of the solution would have to be carried out a mesh refinement, what leads to the search of algorithms of quick
convergence for the resolution of big systems of lineal equations. The fact of elevating the grade of the functions of
interpolation polinomial and continuous to pieces, associated to the respective subespacio to each element, it can be another
alternative; in this sense, it requires an analysis of the algorithm previously to improve the precision and the time of process
computacional. For it, presently work intends the construction of a base of the approach subespacio with the MEF, using a base
of functions Spline of natural cubic type. For the evaluation of this method, it has been experienced on a problem of values of
contour unidimensional, under the condition boundary of type non homogeneous Dirichlet.

Keywords: Galerkin, finite elements, functions Spline natural cubic.

1. Introduccién

El Método de Galerkin es una técnica que proporciona
el marco general para la aproximacion de algunos problemas
variacionales, en la practica, se convierte en un algoritmo
especial de discretizacion, que mediante la definicién de una
combinacion lineal sobre un espacio de dimension finita, se
le denomina, Método de Elementos Finitos, (MEF). Su
aplicacion es muy importante, por ser muy usual en la
resolucién numérica de problemas de valores de frontera que
con frecuencia se presentan en  modelaciones
fenomenoldgicas de la Ingenieria.

En el desarrollo de la formulacion variacional, del
problema diferencial, se introduce a medida que requiere, la
teoria funcional basica, de un modo que el lector tenga la
facilidad de comprender los objetivos del trabajo. Luego nos
centraremos en la utilizacion del Método de Elementos
Finitos para la blsqueda de una solucion del problema
variacional, el cual se formula a partir de un problema de
contorno de tipo Dirichlet, asi también en la comparacion
computacional, de la aplicacion del Método con una base de
funciones propuesta en el trabajo para la generacion del

espacio de elementos finitos aproximador y la base usual en
el espacio de igual dimension.

2. Metodologia
Formulacion Variacional

Dado un conjunto abierto Q = (a , b) R, donde a, b
son numeros reales sobre el que se ha planteado el siguiente
problema diferencial

d du
——(p(X)—j+q(X)u = f(x) (1)
dx dx
La variable desconocida *“y” satisface las condiciones de
frontera

u@ =u,; u)=u,
Al que se le denomina también problema de contorno
clasico.

Asumimos las siguientes afirmaciones:



Sean p,qyf funciones continuas sobre Q R,V c L%(Q)
un Espacio de Hilbert, de dimensién infinita y denotemos
por V' al espacio dual de V, asi también denotemos por
a(, ):VxV=> R una forma bilineal de V y leV', una
forma lineal.

Si f € L%Q), haciendo homogéneas a las condiciones
de frontera, es decir y, = yp, = 0 y multiplicando por una
funcion v del espacio de funciones infinitamente
diferenciables y de soporte compacto, entonces (1) se
convierte en:

—d( (x)dujv+ q(x)uv = f(X)v,para u eV.
dx dx

Aplicando una integracién por partes en esta ecuacién, y
teniendo en cuenta las condiciones de frontera; resulta la
siguiente ecuacién integral:

[Tp0Ou" (V' () + GOAUEOVE) T = [ (xv(x)dx

Q

Si asumimos que
a(u,v) = [[peu’ (v () +a()uv()Jdx

I(v) = j f (X)v(x)dx

donde se puede ver V es un espacio de Hilbert, a(u,Vv) es

una forma bilineal acotada y V-eliptica (o coerciva) de V, y

I(v) una forma lineal acotada de V. Entonces el problema

clasico se reduce al siguiente problema denominado

“problema Variacional”, es decir:

Hallar u €V, que satisfaga la ecuacidn variacional
auv=Iv) VveV 2

Se puede ver en [4] que:

a(, ) es una forma bilineal acotada y V-eliptica o Coerciva;

es decir,

dMeR, Jau V) |EM|u|vlvly VYuveVv

3 CeR, AW, V) 2 Collv[i VveV

Por el lema de Lax-Milgram se puede ver en [3], que el
problema variacional (2) tiene solucion Unica.

En general, es imposible encontrar una funcion de forma
explicita que represente a la solucién exacta del problema
(2), puesto que el espacio V es de dimension infinita. Por
tanto se plantea una forma de hallar una solucion
aproximada, es decir resolver un problema equivalente a (2)
pero en un espacio de dimensidon finita. Para ello
consideraremos lo siguiente:

El método de Galerkin, dice que es posible suponer que la
combinacion lineal definida por uy, donde

N

= ) &4 ®)

i=1

es solucién aproximada del problema (2), asi también que el
conjunto de funciones ¢j, j= 1,.N son linealmente

independientes y genera el espacio de dimensién finita Vy, es
decir,
Uy € Vi, es unasucesion de funciones que satisface la
ecuacion variacional
a(y,v)=Iv) VveVy (4)
Por el principio del algebra fundamental, se puede
encontrar un subespacio de dimension finita VycV.
Entonces el problema (2) proyectamos sobre Vy vy
extendiendo las propiedades mencionadas anteriormente
para la forma bilineal a(, ) y para la forma lineal e V',
podemos extender también el Lema de Lax-Milgram al
problema discreto. Por tanto se puede predecir que existe
solucion Unica, que satisface la ecuacion variacional del
problema (4). Ahora para hallar esta solucién, asumimos que
la combinacién lineal (3), esta determinada por el conjunto

de funciones { ¢, }iN:1 la cual es una base de Vy y que

{fi}iN:1 es el conjunto de componentes que definen la

solucion aproximada en cada nodo, ambos términos son
desconocidos hasta ahora. Al reemplazar (3) en (4), se
obtiene:

N
a(Zfi(ﬁi V) =1v) Vv eV

i=1
Segln el método de Galerkin si se toma ¢j de la misma base

de Vy, se genera un problema discreto equivalente a (2), es
decir:

. . N .
Hallar el conjunto de funciones {&; },_;, tales que satisface
el siguiente sistema de ecuaciones:

N

Zé:ia(¢i’¢j) = |(¢j);

i=1

j=12..,n )

Quiere decir que mediante el método de Galerkin se
convierte la ecuacién variacional (2) en la forma de un
sistema lineal de ecuaciones algebraicas (5) que podemos
expresarlo en forma matricial como:

A& =D (6)

donde:
& =(&), i=1,..N, es el vector desconocido y la matriz

A=(a(g, ¢)) € RY*N cuyos coeficientes resultan de

operar la forma bilineal sobre las funciones de base y en
cada elemento de la malla. En la teoria de Elasticidad la
matriz A recibe el nombre de matriz de Rigidez y

b=(I(4;)) eR"

el de vector de cargas es decir de la forma:



a(éy, 1) algdy) || G| | (e

l(4v)

Luego al resolver este sistema lineal de ecuaciones
algebraicas se encuentra la solucion aproximada del
problema (1)

La solucidén uy, es una aproximacion de la solucién
exacta u. En la finalidad de precisar mejor la solucion, es
I6gico buscar una mayor aproximacion, una alternativa es
elegir N muy grande, lo que equivale hacer un refinamiento
sobre Q. Es decir buscar una sucesion de subespacios Vy; <
V2 €  ...C V. Y obtener la correspondiente sucesion de
soluciones aproximadas uy; , i =1, 2, ....,n. Pero con este
procedimiento sucede que también se incrementaria el
tamafio de la matriz de coeficientes del sistema, lo que
conduce a un mas alto coste el calculo computacional del
sistema. Otra alternativa es elegir 6ptimamente las funciones
de base para el subespacio Vy, de dimension finita. Este
espacio es construido por intermedio de polinomios a trozos.
Generalmente con el método de Galerkin, se utiliza los
polinomios de interpolacién lineal de tipo Lagrange, lo que
lleva a la obtencidn de subespacios lineales, asociados a dos
nodos por elemento en cada elemento finito de la malla
definida sobre Q. A este esquema se conoce como método
de Elementos Finitos de Galerkin lineal. Numéricamente el
método de elementos finitos es el mas eficiente para resolver
problemas de valores de frontera, la ventaja es que permite
elegir diferentes bases de aproximacion, bajo la condicidn de
que sus elementos deben satisfacer las propiedades, de ser
linealmente independientes y generar el espacio solucion.
Anteriormente vimos que el problema de valores de frontera
se reduce a resolver un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas, cuya matriz de coeficientes es la matriz A, la
cual es simétrica y definida positiva. Los coeficientes de A
juegan un rol esencial, tales es asi que, si el nimero de
condicion de A, es demasiado grande, entonces es imposible
encontrar directamente una solucién directa del sistema, la
alternativa seria utilizar un método iterativo, lo que es otro
inconveniente sumado a la dispersion de la matriz A. Se dice
que es dispersa, si la mayoria de sus entradas son ceros, en
caso contrario, se dice que la matriz es densa.

La propiedad de que la matriz sea dispersa, hace mas
costosa el calculo computacional del sistema, si se puede
observar el célculo de cada entrada de la matriz involucra un
dominio de integracién y a veces puede resultar que esta es
no acotada. Otra forma de mejorar este inconveniente es, si
previamente se realiza un tratamiento de la matriz, esto es
utilizar un método de almacenamiento de tipo perfil o
almacenar los coeficientes no nulos en un tipo vector.
Generalmente si la matriz es muy dispersa el sistema es
resuelto de manera mas eficiente utilizando un método
iterativo.

Para obtener una matriz de rigidez éptima, tenemos que
ser muy cuidadosos con la eleccion del espacio de sus
funciones de la base, para que pueda generar una matriz de
tipo banda con un ancho 6ptimo.

Un espacio aproximador de Elementos Finitos V,, donde
h representa el espaciado de cada elemento, es optimo si se

gy 1) gy Pn) LS

optimiza el grado de aproximacion de las funciones de su
base, en este trabajo se propone elevar el grado de los
polinomios a trozos, luego de generar el subespacio con esta
base de funciones, proceder con el método de Elementos
Finitos a resolver el siguiente problema:

Hallar u, € Vi,
tales que

a(Un, V) =1(vy) Vv, €V, (.

El problema de la estimacion del error al aproximar con
el Método de Elementos Finitos, se puede hacer mediante la
aplicacion del Lema de Céa, el cual consiste en la estimacion
de la siguiente desigualdad:

lu-unllv < clu- HhU”v

donde Hhu es el interpolante de u [3,4] (u es la solucion

exacta del problema en V de dimension infinita y u, solucién
aproximada del problema en el espacio de dimensidn finita).

En el presente trabajo proponemos desarrollar el método
de Elementos Finitos de Galerkin para obtener la solucion
aproximada del problema (1), eligiendo como base los
polinomios a trozos, es decir las funciones del espacio de
aproximacion, las funciones Spline de tipo Cubico Natural.

Para explicar en que consiste este esquema de solucion,
consideraremos el problema de valores de frontera eliptica
con las condiciones de frontera Dirichlet homogéneas:

_a (x)d—u +q(Xu = f(x) a<x<b (8)
dx dx
u@=u)=0

donde peC'lab] y q,f eClab]l. Primeramente

convertiremos este problema de valores de frontera en un
problema variacional equivalente. Sea el dominio de
integracion )= (a , b). Consideremos el espacio de
Sobolev, V = H(Q) como el espacio para la formulacién
del problema débil o variacional. Empezaremos
multiplicando la ecuacion diferencial de la expresion (8) por
una funcién ve V, luego en la ecuacion definida sobre Q;
se tiene la siguiente igualdad:

'[Q _(;jx p(x)gi v+ q(x)uv dx:J‘Q f (x)vdx

vYUueV )

Aplicando la integracién por partes se obtiene una
igualdad parecida a la del problema (2).

Se puede ver [4], que a(, ) es una forma bilineal y 1(.)
es una forma lineal, del Lema de Lax Milgram ambas
satisfacen las condiciones de existencia y unicidad de
solucion. Ahora buscaremos la solucion: suponiendo la
solucion con una base de las funciones Splines de cubico
natural aplicando el método de Galerkin en un espacio de
dimension finita.



Construccion de la base del espacio de soluciéon V;
generado por un Spline cubico natural

Para Ne N, particionamos el dominio [a , b] en N
partes: a = Xo < X; <... < Xy = b. Los puntos x; para 0< i
<N, son llamados los nodos, y los elementos finitos son
los subintervalos a los que denotaremos por Ii= [Xi1 X ],
para 1< i<N. En este problema tomaremos, los valores de
frontera discretos, que satisfacen la condicién de Dirichlet
homogénea, es decir, en el nodo X, y xy la variable
dependiente u, toma el valor cero La longitud de espaciado
en cada elemento de la malla denotado por h; = x;— X1 Yy por
h = Max h;. Generalmente se considera la aproximacién con
el Método de Elementos Finitos en una malla uniforme y con
una base de funciones de tipo lineal. En el presente trabajo
proponemos desarrollar este método para obtener la
solucién, utilizando una base de funciones generado a partir
de funciones de Spline Cubico natural:

Construimos la siguiente funcion Spline S cubico
natural, tal que S es definida en (—o0,0),

Se CO2 (—90,90)y S(x)e [0,1]. Entonces ésta resulta ser la
funcién representada por:

0, X<-2
%[(Z—X)s—4(1—x)3—6x3+4(1+x)3], —2<x<-1;
1 [(2—x)3 —4(1-x)° —6x3], -1<x<0, (10
S(x) = 4 L
Z[(Z_X)3 —41-xy°] 0<x<L
%[(Z—X)S] 1<x<2
0, 2<X

y graficamente puede verse en la figura 1.
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figra 1:  spine cubico natural

Figura 1.

Para construir las funciones de la base, tomaremos a = 0
y b =1, es decir ¢ (X) e CZ[0,1], elegimos: un entero

positivo natural n, definiendo h = _1 | los nodos estan

n+1
igualmente espaciados.
Entonces x; = i*h, para cada i = 0,.., n +1. Si asumimos
que los polinomios cubicos que representen al Spline S(x)
estan dados por:

X —X;

Si(x) = $(

) paracada i=0,..,n+l

Siendo {Si }In:l

o uUn conjunto de funciones linealmente

independientes. Pero para que el conjunto {Si }Inj

las condiciones de frontera @, (0) = @, (1) = 0, es necesario
redefinir los Sy, Sy, ..., Sp+1, de modo que las funciones de
base asociadas a S(x), de (10), se puede expresar por ¢, (x),
donde:

verifique

5,(%) —48(X;“j, i_o:
S,(0) - s[”“j o1
h (11)
#(X) = S, (%), 2<i<n-1
Sn(x)_s(x—(r;]—ahj, i n:
S,..(X) —4s(x‘(r;]_2)hj i=n+l

Con el Spline cubico natural dado en (10) y para una
particion de n = 9; el grafico resultante del conjunto de

funciones {¢i (X)}Inj se presenta en la figura 2.
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figura 2: grafico de i base para n=d

Figura 2.

Se puede observar en el grafico que @, (X) y @;(X) son

diferentes de cero solamente en X, < X < X; para cada
j=0,1,.., n +1. El espacio de soluciones, en cada elemento
finito, esta dado por:

Vo= Span{ gy sy ¥
a(d,.4;) = [[POOG" (004, (9 + 6006 (965 (0o

Q
i,j=01,..,n+l;, vy

I(#) =, = [ (X ()dx para i=0,.,n+1.
Q

La matriz resultante A, en esta base y de coeficientes
a; = a(g;,¢,;), calculada con el método de Elementos

Finitos, es una matriz banda con un ancho de longitud



maximo de siete, para cualquier valor de n. El sistema lineal
de ecuaciones que se obtiene puede resolverse facilmente
por algin método directo, por ejemplo el método de
Cholesky, (método utilizado en los resultados numéricos) u
otro para la solucion de este tipo de sistemas lineales con
matrices banda.

3. Resultados Numéricos

Para los resultados numéricos se plantea el siguiente
problema:

w2 u =2 r2sen(zax)
u(@=u(1)=0

0< x <1 (12)

Sea
V= H(l)(O,l) ={v € H'(0,1) \ v(0)=0}
subespacio de H'(0,1).

Para la formulaciéon débil utilizamos el espacio de
funciones V, obteniéndose el problema débil o en su forma
variacional equivalente al problema (12), el cual esta
expresado por:

Hallar ue V tal que ,
1

j (U (V' (X) + 22u(X)V(X))dx

0
1

= [27%sen(mv(x)dx; Vvev
0

Haciendo:
1

a(u,v) = [ (U GOV () + 2 u(x)v(x))dx

I(v)= jansen(m)v(x)dx
a(u,v) 0: 1(v) (13)

se puede ver facilmente que V es un espacio de Hilbert,
a(,) es una forma bilineal y acotada, I(V) es una forma
lineal y acotada en V. Ademas se puede ver que a(, ) V-
éliptica o coerciva, con lo que del lema de Lax-Milgram, se
verifica que el problema (13) tiene solucion Unica.
Aplicando el Método de Elementos Finitos con los
resultados propuestos en la seccién anterior para el problema

(8), con las funciones de base {¢i (X)}In:O1 , asociadas a cada

elemento y nodos X X3, Xz ... , Xp+1 de la malla
unidimensional.
Vemos que el Espacio de Elementos Finitos es:

Vh=span{¢, /0 < i < N}cCV,

que mediante el método de Galerkin, se genera el problema
discreto, el que consiste en hallar:

up € Vy, tal que

Vv, €V 14

~

a (un, vo) = 1(vy)

por el Lema de Lax-Milgram extendido a cada elemento,
existe solucion Unica. Por el Método de Galerkin, podemos
suponer que uy es de la forma:

N
= D & (15)
i=1
sustituyendo (15) en (13), del problema (14) se obtiene:

ifia(¢iy¢j) =I(¢;) i=12,.,n (16)

Luego podemos expresar el problema (14) en la forma
de un sistema lineal:

A =b a7
& =(&) €R", se obtiene al resolver la ecuacion matricial
(17). Para comprobar la eficiencia del método, se busca una
funcién que satisfaga exactamente al problema dado, es decir
probaremos que la funcion y(x) =sen (zX) , satisface al

problema de valores de frontera:
En efecto, sustituyendo esta funcion en (12) tenemos:

y(0) =y(1)=0
donde: p(x) =1, q(x)=7x>, f(x)=2zsen(nx),

Entonces comparando la solucion exacta con la solucién
aproximada, para el caso de n =9 particiones; h = 1/(n+1),
N = n+1 = 10 nodos, se puede ver que el gréafico resultante
en la figura 3.

figura 3 Solucion real v.s solucion aprovimada

[5 solucién aproximada
solucién real

0.8}

06+

0.4~

02:

Figura 3.

Las etapas que se ha seguido para programar los
algoritmos de solucion en el entorno de MATLAB, son las
siguientes:



Preproceso 0.00000512 877907
0.20942927 759011
Construccion de la malla sobre [0, 1] 0.39836341 543312
0.54829854 268697
Ingreso de los datos: 0.64456432 050772
o ) ) c=| 0.67773467 249315
NUmero de particiones n = 9; obteniéndose automatica- 0.64456432 050772
mente el nimero de nodos y el espaciado de los elementos. 0.54820854 268697
Construccion de las funciones, para p(x), q(x) y f(x) y los 0'39836341 543319
valores de frontera, bajo las condiciones de continuidad. 000942927 759011
Proceso 0.00000512 877907
En esta etapa se calcula automaticamente lo siguiente:
Tabla 1.
e  Los coeficientes de la funcidn Spline clbico natural
en cada elemento X; Yaprox(xi) Y real(Xi)
* Las funciones dte_ O:a baf(e del SefPaC'O,b_de 0.0  0.0000000000000000 0.0000000000000000
ﬁg{g;‘;r‘“'o“ a parlir de una funcion spline cubico 01  0.3090214136431546 0.3090169943749474
« Los coeficientes de la matriz, generados por las 0.2  0.5877953705023894 0.5877852522924731
formas lineal y bi“neaL asociados al par de 0.3 0.8090304766721829 0.8090169943749475
funciones para la posicion ij respectivamente 0.4  0.9510726243027534 0.9510565162951535
e La solucién del sistema lineal de ecuaciones 0.5 1.0000168327470145 1.0000000000000000
algebraicas con la matriz banda. 0.6  0.9510726243027547 0.9510565162951535
Se puede observar la densidad de los coeficientes de la 0.7 0.8090304766721800  0.8090169943749475
matriz A, en forma banda en la figura 4. 0.8 0.5877953705023890 0.5877852522924733
0.9  0.3090214136431544 0.3090169943749475
1.0  0.0000000000000000 0.0000000000000000

figura 4 : Grafico de la matriz A
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Gréaficamente el error es presentado en la figura 5.
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Postproceso

En esta etapa se codifica los archivos para la
presentacion de los resultados, mediante la visualizacion de

Figura 5.

Se puede apreciar que al variar n; mejor es la precision
ya que el error se reduce hasta llegar a un punto en que ésta
se mantiene casi constante; esto se puede observar en la
siguiente gréfica, figura6, para n=9 y n=18yn = 36.

graficos y tablas.

Vector ¢ de coeficientes ¢; de la supuesta solucién
aproximada Y aprox, €S:



Tabla 2.

Error = | Y aprox(Xi)= Y rea(Xi) |
0.0000000000000000
0.0000044192682072
0.0000101182099163
0.0000134822972354
0.0000161080075999
0.0000168327470145
0.0000161080076012
0.0000134822972325
0.0000101182099157
0.0000044192682069
0.0000000000000000

%10 figura & : Grifico del emmor

n=18
| n=36

Figura 6.

Para hacer una comparacion con el método de elementos
finitos de Galerkin lineal, se ha considerado la misma malla
sobre [0,1], es decir como nodos 10s puntos Xg, X1, .., Xn, Xn+1,
tales que, 0 =Xg <Xy < ... <Xy <Xpegp =1

Tomando h; =X - X, parai=0,1,.., n, elegimos las

funciones de base @ (X),d,(X),....,d, (X) lineales
expresadas por:
0, 0<x<Xx,
X —X;
(h"l), X, S X< X
(X) = i-1 (19)
¢I( ) M X < X < X
h ’ i = = N+l
i
0, X,y SX<1
para cada i =1, 2, ..., n, donde n es el nimero de

particiones, eligiendo las funciones dadas en (18), para las
funciones de base, que graficamente una de ellas, se puede
observar en la figura 7.

figura 7 base lineal
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Figura 7.

Para la comparacion tomemos n = 9; es decir, el mismo
tamafio de la malla uniforme con h =1/(n+1) y N =10
numero de nodos; como en el caso utilizado en la
aproximacion con el Spline cubico natural. Para el caso

lineal dado en (18) y para un n = 9; graficamente se pueden
ver el conjunto de funciones de base lineal {¢i (X)}in:l, en la

figura 8

figura & Grafica de la funciones de base neal
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Figura 8.

Note que ¢ (X) y ¢;(X)son diferentes de cero

solamente para X1 < X < X1 ; la matriz resultante A, con
el espacio de aproximacion V, = Span{@, ..., @, }; es una

matriz tridiagonal, como se puede ver es menos densa que
con la base descrita anteriormente, se puede observar en la
figura 9.



figura & Grifica de la Matriz A (base kneal)

Figura 9.

Comparando la solucién real o exacta, con la solucion
aproximada para el caso de n = 9, en el caso de una base
lineal tenemos una poligonal, ver la figura 10.

figura 10: grafico de la solucién real y solucion aproximada (base lineal)
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Figura 10.

Cuyo grafico del error esta dado en la figura 11:

figura 11: Grafico del error (base lineal)
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Figura 11.

Tabla 3.

Xj Yreal(xi) Yaprox(xi)

0.0 0.00000000000000000  0.00000000000000000
0.1 0.3102866756144744 0.3090169943749474

0.2  0.5902003295254129 0.5877852522924731
0.3  0.8123410630149075 0.8090169943749475
0.4 0.9549641933435066 0.9510565162951535
0.5 1.0041087748008664 1.0000000000000000
0.6 0.9549641933435069 0.9510565162951535
0.7  0.8123410630149075 0.8090169943749475
0.8 0.5902003295254132 0.5877852522924733
0.9 0.3102866756144752 0.3090169943749475
1.0 0.0000000000000000 0.0000000000000001

Tabla 4.

Eror = | Yapo)- Yeea () |
0.0000000000000000
0.0012696812395270
0.0024150772329398
0.0033240686399600

0. 0.0039076770483530
0. 0.0041087748008664
0. 0.0039076770483534
0. 0.0033240686399600
0. 0.0024150772329400
0. 0.0012696812395276
0.000000000000000001

4. Conclusiones

Con el Lema de Céa, la estimacion del error se ha
calculado en ambos casos y nos permite hacer una
comparacion de la eficiencia del esquema propuesto
de solucidn.

Si comparamos con las dos bases de aproximacion
realizadas (aproximacion Spline Cuabico natural y
lineal respectivamente) sobre el mismo nimero de
elementos, la solucién obtenida con el Método de
elementos finitos de Galerkin - Spline Cubico
Natural, es mas precisa a la solucién real o exacta,
que con el método de elementos finitos de Galerkin
Lineal. Esto se puede observar mejor en el grafico
del error. Si queremos obtener el mismo error con
ambas bases, se requiere hacer un refinamiento en
el caso lineal, lo cual no es conveniente por el alto
costo computacional del proceso.

Segin las experiencias numeéricas realizadas en
base a la simulacion del problema dado, se puede
ver que el método es eficiente para resolver
problemas de valores de frontera del tipo
homogéneo y es posible aplicar también en el caso
no homogéneo.



En el caso de que no se conozca la solucion exacta
el grado de aproximacion es del orden:

1 %
(ﬂ y(x)—¢i<x)|dx] =0(h*)

La ventaja de este método es que con un pequefio
refinamiento de la malla, el error disminuye pero al
aumentar el refinamiento se observa que el error
tiende a un valor constante y muy pequefio.

Para este problema de prueba, el valor estimado del
error esté alrededor de 107,
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