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El presente trabajo trata de aislar los ceros de polinomios complejos. Existen muchos algoritmos numéricos
eficientes que calculan ceros polinomiales, a partir de regiones iniciales disjuntas donde cada una de ellas contiene
un dnico cero. La obtencién de regiones disjuntas es un proceso denominado aislamiento de raices
y estd directamente realacionado con la enumeracién de ceros en una determinada regién del plano complejo,

generalmente un rectangulo.
Palabras claves: Raices de Polinomios, Aislamiento de Raices.

In this work, the problem of isolating polynomial complex zeros is dealt with. There are many numerical
algorithms that compute polynomial zeros efficiently if it is given disjoint regions each containing a single zero.
Despite of this, the problem of obtaining such regions is still unsatisfactory. This problem is called root isolating
and requires the number of roots in a given region of the plane complex, usually a rectangle.
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1. Introducccion
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El aislamiento de raices polinomiales es una herramienta n < a; i—n
; p(z)] = anllz["§1 =) |—]lz]
fundamental para que se pueda calcular todas las raices n
=
de un polinomio
p(2) =an2" +an 12"+ +az+ay (1) > |an||z|”{1 MZ Elke ”}
donde {ag,a1,---,a,} C C y a, # 0, ademds,
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restringiremos los coeficientes a la siguiente forma = lanl[z[" {1 - MZ |2~
Re(ai)aIm(ai) € Qa Vi= 07 ]-7 e, n
El resultado de aislamiento es un conjunto de regiones > an||2|” {1 Z Es z}

disjuntas, cada una conteniendo una unica raiz.

Cuando una regién contiene ceros, es preciso contar
cuantos ceros existen en esta regién, para decidir si la
nueva divisién debe ser hecha o no. Esto implica en la
necesidad de contar con algoritmos exactos para contar
(enumerar) las raices de un polinomio en una region.

Disponemos de algoritmos para enumerar las raices,

= lan|lz|"<1—=

a2 |Z|_1}
2| —1-M

_ n

desarrolladas en [1]. Un aspecto importante que debemos
tener presente es la determinacién de multiplicidades de
las raices de un polinomio. Los métodos a desarrollar se
aplican a polinomios libre de cuadrado, como se vi6 en
[1].

Antes de detallar los métodos, se dard los siguientes
resultados que permiten encontrar donde se encuentran
todas las raices.

Teorema 1 (Cauchy) Todos los ceros del polinomio
(1) estdn en el interior del circulo

|z|<r1:1+k max <{

=0,1---,n—1

Prueba: Se sabe que [p(2)]

)

|anl|2]"

n—1
= laill2l,
i=0
vz € C.
Sea M = max <{ a
k=0,1--- ,n—1

Gn
y si |z| > 1, tenemos

-1-M
Por tanto, sf {%} > 0 (es decir, |z| > 1+ M),
2 —

entonces |p(z)| > 0, y con esto p no tiene ceros en
|z| > 1+ M, luego los unicos ceros de p son aquellos que
satisfacen (2), es decir, p tiene ceros en el interior del
circulo |z| <1+ M. O

Teorema 2 (Cauchy) Todos los ceros del polinomio
(1) estdn en el interior del circulo

1
n—=k

|z| <ry = max
k=0,1---

Prueba: Vea [2].

Teorema 3 (Knuth) Todos los ceros del polinomio (1)
estan en el interior del circulo

1
n—=k
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an

|z <rg =2 méx
k=0,1--,n—1

(4)




Prueba: Vea [2].

Sea ahora R la regién rectangular inicial donde se
encuentran las rafces de p(z) que tendrd 2r de lado
centrado en el origen, donde

r = [min({ry,r2,7r3})] (5)

Esta region es utilizada por los métodos para aislar los
ceros de (1) (Pinkert, Wilf y Collins-Krandick) descritos
a continuacion.

2. Método de Pinkert

La herramienta basica usada en el siguiente algoritmo,
desarrollado por Pinkert [3], para calcular los ceros
polinomiales es la sucesiéon de Sturm. El Teorema de
Sturm aplica esta sucesién para calcular el nimero de
raices reales de un polinomio real en un intervalo, y el
Teorema de Routh aplica estas ideas para los ceros de
un polinomio complejo en la parte superior e inferior del
plano complejo, desarrollado en [1].

Ideas Basicas

El objetivo del presente método es aislar las raices
del polinomio dado en (1) en una regién cuadrada de
lado 2r donde r es dado por la relacién (5). El método
presenta dos restricciones:

(i.) No se puede aplicar el Teorema de Sturm
a polinomios que tienen raices de multiplicidades
mayor que uno (p y p' tendrian raices comunes).

(ii.) El Teorema de Routh puede ser aplicado a
polinomios Gaussianos que no tienen raices reales.

El primer problema puede ser evitado de dos formas;

1. Si las multiplicidades de las raices del polinomio
Gaussiano p no son importantes entonces aplicamos

p(2)
mde({p(z),p'(2)})

el mayor divisor libre de cuadrados.

el algoritmo para p*(z) = que es

2. Si las multiplicidades de las raices del polinomio
no son necesarias, entonces debemos obtener una
factorizacién libre de cuadrados, {G1,G2, - ,G,}

H Gyl
factorizacion, aphcamos el procedimiento para
calcular  las  raices para cada G, de
grado positivo (G, libre de cuadrado), notar que las

raices de (G, son las raices de p con sus respectivas
multiplicidades.

para p(z (vea [1]). Teniendo esta

Para polinomios Gaussianos arbitrarios que también
tienen  ceros reales pueden ser localizados
usando el Teorema de Sturm, juntos con las
siguientes observaciones.

Ahora redefinimos nuestro polinomio dado por la
ecuacién (1) de la siguente forma:

p(2) = (2) +id(2),

donde 7(z) = Re(p(z)) y &(z) = Im(p(z)). También
denotemos la parte simétrica de p por svme(p(z)) es
definida por svmr(p(z)) = mdce({y(z2),d(z)}).

Proposicién 1 Sea G(z) = syme(p(2)). & es una raiz
real de G(z) = 0 si, y solamente si & es una raiz real de
.

Prueba:

=) Si & es una raiz real de G(z) = 0, entonces es una
raiz real de p(z) = 0 y como v y 4 son reales, se

tiene que ¥(€9) = 6() = 0.

<=) Si¢p es una raiz real de P(z) = 0, entonces se tiene:

p(&) = v(&) +i6(&) =0

Y(€)=0 y (&%) =0

Y(2) = (2= &)91(2) y 6(2) = (2 — &0)g2(2)

G(2) = svure(p(2)) = (2 — £0)91(2) + (2 = §)g2(2)

de donde & es una raiz de G(z) = 0.

d

Luego, si p(z) = 7( ) 4+ id(z) es un polinomio arbitrario,
calculamos G y p*, es decir G(z) = symr(p(2)) y también

p(z) ) | 8() L
p*(z) = = +i G es un polinomio que
GG Gk Tae) ,
se puede aplicar el Teorema de Sturm, es decir, podemos
hallar las raices reales de G(z) = 0, que serdn las mismas

raices para p(z) = 0. También p(z) = mde({y(z),d(2)}).

Proposiciéon 2 p* es un polinomio que Gaussiano que
no tiene raices reales.
Prueba: Sean &,&,---
donde 1 < j < n.
Como &;, son las raices reales de G(z) = 0, entonces:

G(z) = (H(z - &)) 9(2)

i=1

,&€; raices reales de p(z) = 0,

donde g es un polinomio que tiene raices complejas, sean
&1, -+, & las raices complejas de p(z) = 0, entonces p
puede escribirse de la siguiente forma:

p(z) = an (H(z - £i)> II -4
i=1 i=j+1

p(2)

G(2)’

entonces tenemos:

como p*(z) =

n

Qn
pi(z)=—< [[ -&
i=j+1
Como p* es un polinomio, entonces las raices de g(z) = 0
son algunas de las raices 41, - , &, esto es,

n
g@2)| I - &)
i=j+1
De cualquier modo, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que las rafces de g(z) = 0 son &, (& es la raiz
comun), donde j+1<i<ny
p(2)=an [ = - &),

i=j41

il



entonces p* no tiene raices reales. O

De esta forma, podemos aplicar el Teorema de Routh
(ver [1]) a p*.

La capacidad de determinar el nimero de raices de un
polinomio arbitrario Gaussiano encima y debajo del eje
real, puede ser extendido para semi-planos horizontales
haciendo un traslacién del punto z = z + iy al punto
=z +i(y+y'). Otra extensién para semi-planos
verticales, puede ser hecho haciendo una rotacién del
punto z = z + iy al punto 2z’ = +i(x +iy) y luego aplicar
los métodos para semi-planos horizontales.

Para determinar el nimero de ceros en una faja
horizontal H limitada por las rectas A\; = vt y A2 = vst,
con v; < v, hacemos lo siguiente:
determinamos el niimero de ceros en los semiplanos Aq,
sean p1 el nimero de ceros en el semi-plano superior,

71 el nimero de ceros en el semi-plano inferior y
w1 el numero de ceros sobre \q,
de igual forma hacemos para As. Entonces el nimero
de ceros en H es pu; — wy — uo (esto es equivalente a
T2 — W1 — T1).

Cuadralizacién es un proceso en el cual de un
polinomio con raices Ki,Ks, - ,Kn, es derivado un
sequndo polinomio con raices k2,k3,---,k%. Sea q
un polinomio que no tenga raices en los ejes y sean
Ki,Ka, " ,kn Sus ceros, y un segundo polinomio q*
con raices K3,K3,-- K2, entonces las raices de q en
los cuadrantes I y III serian las raices de q* en los
cuadrantes I y IT y las raices de q en los cuadrantes I1
y IV serian las raices de q* en los cuadrantes II1 y IV .

Por tanto si ¢ tiene v raices en los cuadrantes I y
IIT y n en los cuadrantes II y IV, entonces ¢* tendrd v
raices encima del eje real y n raices debajo del eje real.

El siguiente Teorema da un método para la
cuadralizacion.

Teorema 3 Sea p el polinomio definido en (1), donde
n = grad(p) > 0.

Sea p(z Z%Z =an H(z—ai), a; € C, i € [1,n]NN.
i=0
Sean B(z) = A?(z) — A3(z), donde A(z Z a;z’,
lizgr
n .
> aiz', yq(z*) = B(2).
i impar
i=0
n

Entonces  q(z) = "a2 H (z—a?
Prueba: Se observa que s:1 cambiamos —z por z
obtenemos:

Ai(=2) = A1(2) vy Az2(—2) = —Aa(2),

de esta forma se tiene:

B(z) =

= {anH(z—ai)} {anH(—z—ai)}
= (-Dma2]](z* - o))
i=0

Finalmente tenemos: ¢(z)

”2Hz—a O

Procedimiento para Calcular Raices

Ahora daremos un pequeno método desarrollado por
Pinkert [3] para aislar las raices de polinomios
Gaussianos.

Con r dado en (5) definimos dos fajas en el plano
complejo, una horizontal H = R x [—r,r] y una vertical
V =[-r,r] x R La interseccién de H y V es el cuadrado
[-7,7] X [-r,7] donde se encuentran los ceros de p (que
coincide con nuestra regién original).

En cada iteracién subsiguiente del procedimiento una
estructura de la forma general que es mostrada en la
figura 1 esta presente, donde n;; es el nimero de raices
de p(2)=0 en HpNVj.

Si existen a fajas horizontales y b fajas verticales,

entonces Z Z nij = n = grad(p(z)).

k=1 j=1
i
n
Hy n,, &2
b4
H nyy N
Y v

Figura 1 Primera Biseccion del método de Pinkert.

SI0<mj <lparal<k<ayl<j<b, entonces
las raices de p(z) = 0 estdn aisladas. Si ny; > 1 para
algin k o si los lados de los cuadrados son mayores que
la especificada por el usuario, entonces la divisién de
esos cuadrados es necesario. Esta divisién es hecho por
biseccién de cada faja horizontal y vertical.

Consideremos, sin pérdida de generalidad, la divisién
de la faja horizontal Hy de la figura 1, en fajas Hy; y Hi2
como se muestra en la figura 2, donde cg; es el nimero
de raices de p(z) = 0 en Hy NV; y di; es el nimero de
raices de p(z) = 0 en Hyo NV;. De aqui cxj + dij = i

El nimero de ceros de p(z) = 0 en Hy; y Hi2 ahora
pueden ser calculados. Si no existen raices en Hij,
entonces c¢;; = 0y di; =11 y no es necesario hacer otro
procedimiento. De forma similar hacemos para Hys.
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Figura 2 Segunda Biseccion del método de Pinkert.

Vamos a suponer que existen raicesen Hiyy Hio,
como se muestra en la figura 2, entonces establecemos los
ejes en el punto p; y determinamos el nimero de raices
q11 en el cuadrante II] de este sistema de coordenadas.
Entonces ¢11 = ¢11 y di1 = m11 — ¢11, ahora movemos los
ejes al punto p1» y determinamos el numero de raices
qi2 en el cuadrante III. Ahora ci2 = q12 — c11
y dia = m2 — c¢12. Podemos seguir este procedimiento
para el resto de la faja horizontal Hy, y Hip2, usando

j—1
ey =qu— Yy dij =m; - cij.
k=1

Ahora supongamos que la faja Hs es dividida en
dos nuevas fajas Ho; y Hys que contienen las raices de
p(z) = 0, ver figura 3, establecemos los ejes coordenados
en el punto p2; y determinamos el nimero de raices g21
en el cuadrante II1 de este sistema de coordenadas.
Ahora ¢ = q21 — (011 + d11) y dry = 21 — C21;
moviendo los ejes coordenados al punto ps; nos
déd c22 = oo — (o1 +c11+di1 +cr2+dia) ¥ doo = N2z —Cao.
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Figura 3 Tercera Biseccion del método de Pinkert.

En general, podemos usar:

j—i j h—1
Chj = qnj — Y chk — D O (Cpi + dpi),
k=l k=1 p=1

donde dy; = nn; — cp; y procedemos a través de todas
las fajas horizontales. Una técnica similar se puede usar
para biseccionar las fajas verticales en el plano complejo.

Las iteraciones se pueden repetir hasta que las raices
sean aisladas y refinadas con la longitud (del cuadrado)
especificada por el usuario.

3. Método de Wilf

Este método también utiliza la sucesién de Sturm para
determinar el nimero de ceros en el interior de un
rectingulo (en nuestro caso serd un cuadrado).
Fué desarrollado por Wilf [4] como método numérico y
adaptado por Camargo para computacién algébraica [5]
que también desarrollo un método para detectar ceros en
la frontera del rectangulo. La idea central del método es
el uso de la férmula (4) del Teorema 2.2 de [1] pg. 31,
pero con una formulacién inteligente para minimizar el
nimero de sucesién de Sturm que serdn calculados. Sea
p un polinomio definido en (1) y R un rectdgulo dado
de lado 2r centrado en el origen, donde r esta dado por
la relacién (5), que tiene por vértices Q1, @2, @3, Q4,
(@5 = @Q1), ordenados en sentido antihorario conforme a
la figura 4, comenzando con Q1 = (—7,7).

En el lado k de R, se encuentran Q, Qr+1 (k= 1,2,3,4).
Construimos las sucesiones de Sturm como sigue:

1. Expandir p como un polinomio alrededor de Q.
Cambiamos z;, por t, = Qp +i*~'t, t € R. De esta
manera, tenemos un polinomio que denotamos por
D (t) = p(tr), siendo tj la transformacién necesaria
para el lado k, (QrQr+1,k = 1,2,3,4).

2. Sea Py (t) = T (t) + idp(t).

3. Generamos la sucesién de Sturm asociaia al lado
k, iniciando con fo(t) = J%(t) v f1(t) = 0 (2).

Ahora hacemos uso de las cuatro sucesiones de Sturm
para los cuatro lados del rectangulo, para determinar
el nimero de raices en su interior. Para la biseccion y
refinamiento se procede de la siguiente manera:

i. Se obtiene el centro del rectangulo z. (en el caso
inicial z. = (0,0)).

ii. Se obtiene dos nuevos polinomios por la
transformacién z~ z+ 2. y 2z~ iz+ 2z, que
equivalen a la recta horizontal central, y a la recta
vertical central en el eje X respectivamente.

iii. Se genera dos nuevas sucesiones de Sturm a partir
de los nuevos polinomios construidos en (ii).

iv. Se obtiene los extremos de cada intervalo de
acuerdo con la sucesiéon de Sturm que estd siendo
utilizada, para asi determinar el nimero de ceros
del nuevo rectangulo investigado.

La figura 4 muestra el rectingulo biseccionado, con los
cuatro sub-rectangulos, y los cuatro vértices. Cada lado
se encuentra asociado con una sucesién de Sturm bésica
y serdn denotados por STy, k=1,2,3,4 y las dos
sucesiones de Sturm adicionales son asociadas con las
rectas internas que componen los cuatro sub-rectangulos
y lo denotaremos por ST5, para la recta horizontal y STj
para la recta vertical.
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Figura 4 FEl Rectingulo particionado con las

Sucesiones de Sturm.

Tener en cuenta que cada sub-rectangulo es recorrido
en el sentido anti-horario y se utiliza una combinacién de
las cuatro sucesiones de Sturm, a partir de un conjunto
de las seis sucesiones de Sturm posibles. De esta manera,
para cada lado tenemos:

STs, STs, ST, STy
STs, STy, STy, ST
STy, STs, STs, STy
STy, STy, STs, ST

I, seusa
II, seusa
III, seusa
IV, seusa

La determinacion ~ del nimero de ceros
de cada sub-rectangulos haciendo uso de la férmula (7)
del Teorema 2.3 de [1] pg. 33 ubicando debidamente los
origenes.

Ceros en la Frontera del rectangulo

Para detectar si existe o no ceros en la
frontera, procedemos de la siguiente forma:

Para detectar cada lado k, se tiene una sucesion de Sturm
asociada. El tltimo término de esta sucesién es, a menos
del signo, el maximo comin divisor (mdc) de los dos
términos iniciales (fo y f1), que denotamos por hy. Si hy,
fuera una constante, entonces no existen ceros en
el lado k. Caso contrario, puede haber ceros en el
lado k, pero no necesariamente. Si el polinomio original
p tuviera algin cero sobre el lado £k, implica
que el polinomio transformado P, tiene ceros reales en el
intervalo [, 3], donde 0 es el origen trasladado.

Si pi, es complejo, significa que un cero de p(z) debe
ser un cero comun de fy y fi. Como en este caso hy no
es constante, si z* es un cero de hp entonces es un cero
comun de {ay Bi). Para verificar si hy tiene ceros reales,
basta utilizar el Teorema de Sturm 2.3 de [1] pg. 32, en
este caso iniciamos la sucesién con fo = Hy y fi = hj,
Si no contiene ceros reales, el procedimiento continua
como en el caso en que hj es constante. Caso contrario,
el lado asociado contiene ceros y el numero de ceros de
este lado es almacenado en by,.

Como es necesario una regién sin ceros en su frontera
para aplicar la férmula (7) del Teorema 2.3 de [1] pg. 33,
D
hy
la sucesiéon de Sturm para el lado k se debe iniciar con

obteniéndose =—, para eliminar estos ceros. Hecho esto,

B
fO - hka fl - hk .
Luego la férmnula (7) del Teorema 2.3 de [1] pg. 33 se

convierte en:

4 4
N=:3(V)-v(©) - b (6)
k=1

k=1

DN | =

donde by es el namero de ceros sobre el lado k.
Ejemplo 1 Analizaremos el ejemplo (2.3)
presentado en [1]

pg. 37

p(z) = 2° +22° + (3+14)2> + (=63 +1).

Sabemos que por el anélisis realizado en [1] pg. 38, se
tiene que las raices se encuentran una en el primer
cuadrante, una en el segundo cuadrante, una en
el tercer cuadrante y dos en el cuarto cuadrante. Segin
(5) r = 4, entonces nuestra regién donde estén los ceros
es el cuadrado de lado 2r centrado en el origen. Vamos
a biseccionar el cuadrado hasta obtener cuadraditos de

lado I = — o menor. Hacemos la biseccién en cada

cuadrante y obtenemos nuevos cuadrados de lado [ = 2.

Se observa que el cuadrado (ver figura 5) donde
se encuentran las raices k1 y ko son vecinos, igual sucede
con Ko y k3; lo mismo con k3 y k4 y también k4 y k5.
Volvemos a biseccionar sélo aquellos cuadrados donde se
encuentran las raices (ver figura 6) y observamos que
estas nuevas regiones son ahora disjuntas con lado | = 1,
pero no es el tamano deseado, por tanto continuamos con
el proceso, y finalmente obtenemos que las raices quedan
en los cuadrados como se indica en la figura, observar que
las coordenadas de los vértices de los cuadraditos finales
estdn dados en ndmeros racionales, esto nos permite
hacer uso de la aritmética exacta.

(44 e B py
i 2]

: Y W

e W T (/A 4]
| oy

[-40) | L0
! EWE
w, (01 ) : (4]

4 | 02

N F S 7 R (2]
; X

[4:4] [-2;-4] [0.-4] [2.4] [4-4]

Figura 5 Biseccionamiento sucesivo del cuadrado.
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Figura 6 Cuadrado final deseado con |l = —, donde se

encuentran las raices de p(z) después de
hacer las bisecciones sucesivamente.

4. Método de Collins-Krandick

Este método utiliza el principio del argumento de
forma directa para determinar el nimero de raices de
un polinomio complejo p de la forma (1) en una regién R
rectangular, es decir, es igual al numero de vueltas que la
curva p(front(R)) pasa alrededor del origen. En general
la regién R es cualquier curva de Jordan simple cerrada.

Otra forma de contar los cambios en Arg(z) cuando z
recorre front(R) es por la determinacién de la sucesién
de cuadrantes recorridos por p(z) cuando z recorre la
front(R). Partiendo de un punto zy € front(R), se
verifica los cambios de cuadrantes de p(z) cuando z
recorre la front(R) [6].

Los cambios de cuadrantes ocurren siempre en puntos
del eje real X y en los puntos del eje imaginario Y (estos
puntos son llamados puntos criticos).

Cuando la imagen de un lado del rectangulo queda
totalmente sobre un eje, se tiene una linea axial.

La determinacién del nimero de vueltas que la
imagen de p(z) d& alrededor del origen puede ser hecha
al acumularse los cambios de Arg(p(z)) de p(front(R))

en unidades de % (un cuadrante) y dividido por 27 (una

vuelta completa).

Considerando que z recorre front(R) en sentido
anti-horario, los cambios de cuadrante de p(z) en el
mismo sentido son calculados positivamente y los
cambios de cuadrante en sentido horario son calculadas
negativamente.

Si la curva de la imagen p(z) pasa por el origen,
significa que existen ceros en la front(R). En este caso,
se tiene una ambigiedad cuando ocurre cambio del
argumento. Es preciso entonces decidir el camino que
ird recorrer. Si la curva del imagen tuviera un trecho que
pasa del tercer cuadrante al primer cuadrante, existen
dos caminos posibles: en sentido horario (I1I,1I,I),0 en
sentido anti-horario (II1,IV,I). Esto se puede traducir
de la siguiente forma: el camino en el sentido anti-horario
es para el caso de la raiz de una frontera que debe ser
considerada en la cuenta total de ceros dentro del
rectangulo, y el camino en sentido horario es para el
caso de la raiz de una frontera que no es considerada.

Conteo de los Cambios de Cuadrantes

Para que se pueda determinar los cambios de
cuadrantes, es necesario identificar como p(z) se
comporta alrededor de los puntos criticos. Por cuestiones
de simplicidad, se consideré la siguiente equivalencia: una
vuelta completa (27) es compuesta por cuatro cambios

de cuadrantes. Asi, un cambio de cuadrante equivale a
T

Considerando inicialmente los casos de ambigiiedad,
se tiene:

= S{ un punto critico toca uno de los ejes (no el
origen) sin cruzarlo, se cuenta 0 en el cambio del
argumento. (No hubo cambio de cuadrantes).

= S{ el cambio de cuadrantes ocurre entre dos
cuadrantes adyacentes cruzando uno de los ejes (no
el origen), se cuenta 1 (en el sentido anti-horario)
y -1 (en el sentido horario).

= Siocurre un cambio de un cuadrante para una linea

1
axial (no el origen), se cuenta 3 (en el sentido
1
anti-horario) y —3 (en el sentido horario).

= Para un punto critico que es un lado del rectangulo,
cuyas dos lineas incidentes son lineas axiales que no
pasan por el origen, se cuenta 0.

Cambios de cuadrantes que generan ambigiiedades
(pasan por el origen).

Por el principio del Argumento, el nimero de
cambios del argumento obtenida para el caso de contar
la raiz en la frontera es mayor por 2w que del cambio del
Argumento obtenida sin contar la raiz en la frontera. En
los casos posibles citados bajo, el primer valor se refiere
al caso de contar la raiz en la frontera y el segundo se
refiere de no contar la respectiva raiz.

= Cambio de un cuadrante para otro adyacente,
cruzando el origen se cuenta 1 6 -3.

= Cambio de un cuadrante para otro opuesto
diagonalmente, cruzando el origen, se cuenta 2 6 -2.

= Cambio de un semi-eje negativo para el mismo
semi-eje positivo, se cuenta 2 6 -2.

s Cambio de semi-eje para otro semi-eje, (pasando
por el origen y girando a la izquierda), se cuenta -1
6 3.

= Cambio de un semi-eje para otro semi-eje, (pasando

por el origen y girando a la derecha), se cuenta 1
6 -3.

= Cambio de un cuadrante para un semi-eje
adyacente (pasando por el origen), en sentido
anti-horario, se cuenta 4,5 6 0,5. Si el cambio fuera
en el sentido opuesto, se cuenta 3,5 6 -0,5.

= Cambio de un cuadrante para un semi-eje
adyacente (pasando por el origen), en el sentido
horario, se cuenta 3,5 0 -0,5. Si el cambio fuera en
el sentido opuesto, se cuenta 4,5 6 0,5.



= Cambio de un cuadrante para el segundo semi-eje
no adyacente, llendo en el sentido anti-horario, se
cuenta 2,5 6 -1,5. Si el cambio fuera en el sentido
opuesto, se cuenta 1,5 6 -25,.

El niimero total de ceros es dado entonces al acumularse
los valores obtenidos para cada punto critico, dividido por
4. La forma de obtener estos puntos criticos es a través
del método para aislar raices reales.

Teniendo establecido el proceso
en rectangulos arbitrarios, entonces
aislamiento queda de la siguiente manera:

A partir de la determinacién de r dada por (5) para
el médulo de las raices, se genera un cuadrado inicial con
centro en el origen de lado 2r, conteniendo todos los ceros
de p. Usando el método para enumerar raices descrita en
[1], todas las raices de p(z) = 0 pueden ser aisladas por
biseccionamiento de la regién, alternadamente por una
linea vertical y una linea horizontal (ver [6]). Para cada
regién sub-dividida, se cuenta el numero de ceros para
las dos mitades. Regiones que no contienen ceros son
descartadas. Regiones con un cero y lados menor que el
minimo especificado por el usuario son incluidas en una
lista de regiones aisladas. Regiones con mas de un cero se
deben particionar hasta que se obtenga regiones aisladas
del tamarfio deseado.

Dado el polinomio
representacién siguiente:

de enumeracién
el proceso de

por (1), obtenemos la

p(2) = 7(2) +id(2) = (2, y) +id(2,y).

Considerando R un rectangulo cualquiera, se establece
la esquina inferior izquierda como punto de partida. En
principio, podria ser cualquier otro vértice del rectangulo.
Partiendo desde este punto y recorriendo el rectangulo
en el sentido anti-horario, los respectivos lados son
denominados por L1, L2, L3 y L4.

Para cada lado, se ejecuta los siguientes pasos:

= Especializaciéon
Sea (bg,b1) los puntos que delimitan un lado de
un rectdngulo. S{ L1 6 L3 tienen la coordenada
y = s fija, se tiene y(z) = v(z,s), d(z) = d(x, s).
Si L2 6 L4 tienen la coordenada = = s fija, se tiene
YY) =(s,9), 6(y) = d(s,y).

= Localizaciéon de puntos criticos
Los puntos criticos son determinados localizando
los ceros de 4 y 4.

Los polinomios 7 y § son factores de la forma
libre de cuadrados, de esta forma, se sabe que
cada polinomio tiene raices simples y el método de
variacién de signo puede ser usado. A los intervalos
resultantes de la aplicaciéon de este sub-algoritmo
deben ser asociados a los respectivos polinomios.
Intervalos aislados que se refieren a diferentes
polinomios deben ser refinados hasta que sean
disjuntos. Los intervalos asociadosa 7 y § son
ordenados en forma creciente para los lados L1 y
L2, en forma decreciente para loslados L3y L4.
Esto es hecho para mantener el sentido anti-horario.

= Clasificacion de los puntos criticos
En el proceso de determinacién de los puntos
criticos, se obtienen intervalos aislados, en los
cuales estdn contenidos los puntos criticos.
Eventualmente estos intervalos, pueden ser un
punto, teniéndose en este caso un punto critico.

La clasificacion de un punto critico consiste en
determinar el comportamiento de la imagen de p(z)
en la vecindad de este punto critico. Si ningin
polinomio es idénticamente nulo, y si el punto
critico no estuviera en la frontera del
rectdngulo, entonces los cambios de cuadrantes
pueden ser obtenidas por la simple verificacién
de las multiplicidades obtenidas en el proceso de
factorizacion libre para cada polinomio
especificado.

Cuando no existe cero en la frontera, el conteo se
hace de la siguiente manera:

Multiplicidades par se cuenta 0. Multiplicidades
impar, se cuenta 1. Cuando existen ceros aislados,
las  ambigiiedades son identificadas cuando
un intervalo aislado pertenece a 5 y ¢
simultameamente. Los diferentes conteos seran
expresadas en primer lugar para el caso de conteos
de ceros en la frontera y en segundo lugar para el
caso no contar ceros en la frontera.

Si la multiplicidad es par: se cuenta 1 6 -3.

Si la multiplicidad es impar: se cuenta 2 6 -2.
Para los casos en que uno de los polinomios es
idénticamente nulo, o el punto critico es un punto,
se verifica los cambios de cuadrantes, de acuerdo
con los casos identificados en (4.1).

Para identificar si el conteo es hecho en sentido
horario o anti-horario, se define el cuadrante inicial,
a través de la evaluacién de 4 y § en q¢l.

A vpartir de ahi, se almacena los cuadrantes
recorridos, se puede verificar el cuadrante actual y
determinar el cuadrante siguiente. Esto puede ser
hecho considerandose que, si el intervalo aislado
pertenece al polinomio %, entonces ocurrird un
cruzamiento en el eje YV, y si pertenece a §, el
cruzamiento serd en el eje X.

Teniendo el nimero de ceros de un rectangulo, si este
fuera menor o igual a 1, entonces se acaba la
busqueda. Caso contrario, el mismo debe ser particionado
y los pasos de arriba se deben repetir.

Los ceros que estan en la frontera deben ser contados
solamente en un rectdngulo. Tal condicién puede ser
garantizada se contamos los ceros solamente en las lineas
superior y derecha del rectingulo, y solamente en las
esquinas incidentes de estas lineas de cada rectnagulo.

Para cada particién realizada, solamente para esta
nueva linea divisoria es necesario la determinacién de los
puntos criticos.

Ademéas de eso, para cada lado particionado es
necesario verificar si el punto de interseccién resultante
no esta contenido en algin intervalo aislado para alguno
de los polinomios asociados de aquel lado.



Ejemplo 2 Sea el polinomio:
p(z) =2+ (1 —2i)z — 3 —1i,

ahora aplicamos la relacién (5) con lo cual tenemos r = 5,
y asi obtenemos la regiéon rectangular R de lado 2r
centrado en el origen (ver figura 7) tiene las raices de p.

(-5,5) °3) (5)

W W

(-5,-5) 59

Figura 7 Region de lado r =5 donde se encuentran
los ceros de p(z).

Hacemos la transformacién
Collins-Krandick z < x + iy obteniéndose

hecha por

plx+iy) = (z+iy)2+ (1 —2i)(z+iy) —3—i
= 'y(a:,y)+i5(:n,y)

donde ~(z,y) = 2% —y?> —z+ 2y — 3,
O0(z,y) =22y — 2z +y— 1.

Observamos que en los vértices se tienen los siguientes
valores para p(z): p(5,5) = 2 4+ 444, p(—5,5) = 12 — 361,
p(—5,-5) = =8 + 54i, p(5,—5) = —18 — 66i.

Comenzamos con el rectdngulo que tiene como
vértices (—5,-5), (0,-5), (0,5) y (-5,5) que
llamaremos la regién R; y cuyos valores en p(z) son:
p(—=5,-5) = —8 + 54i, p(0,-5) = —38 — 6i,
p(0,5) = —184+4i y p(—5,5) = 12 — 36i.
Hacemos la especializacion de este rectangulo e iniciamos
con el lado cuyo vértice es (—5, —5) y continuamos en el
sentido anti-horario.

(1) Aqui hacemos y = s = -5 y =z € (-=5,0) y
obtenemos los siguientes polinomios:

(@) = A(z,-5) = a®—z-38
o0(x) = o(x,-5) = —12x—6
- 1 V1
donde los ceros de ¥ y § son z = 5;};% y

1
T = —5 respectivamente.

(2) Aqui hacemosz =s=0yy € (—5,5) y obtenemos
los siguientes polinomios:

) = v0,y) = —y*+2y-3

oly) = 0(0,y) = y-1
donde los ceros de 7y y d son y =1+v2i ey =1
respectivamente.

(3) Aqui hacemos y = s =5y z € (—5,0) de donde

—5—=x € (—5,0) obteniéndose los siguientes
polinomios:

F(=5-2) = y(=5-2,00 = 2*+1lz+12
0(-b—z) = 6(-5—=2,00 = —8x—36

— 11
donde los ceros de ¥ y § son = = _?i @ y
9
T = —5 respectivamente.

(4) Aqui hacemos z = s = =5y y € (=5,5) de
donde —y € (—5,5) obteniéndose los siguientes
polinomios:

F(=y) = v(=5-y) = -y —-2y+27
o(=y) = 6(-5,-y) = +9

donde los cerosde 7y d son y =1+ v28 e y = —1
respectivamente.

La imagen de estos polinomios estan dados en la figura
8.
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Muestra la sub-regién Ry de la regién R (figura 7)

(-8.54)

Imi{p(L,)), Im(p(L,))

(-18,4)

-38,-6
38787 ey
Im(p(L,)

(12,-36)

Figura 8 Imagen de p(front(R:)), denotada por

Im(p(Ry)).

Hacemos notar que I'm(p(R;)) contiene el origen, por
tanto en la regién Rj, existen ceros de p(z): la curva
Im(p(Ly)) tiene un cambio de cuadrantes del segundo al
tercero, es decir, la cuenta es 1, la curva Im(p(L-)) vuelve
del tercero al segundo, entonces se cuenta —1, la curva
Im(p(Ls)), va del segundo cuadrante, pasa por el tercero
y llega hasta el cuarto cuadrante, entonces contamos
2 y finalmente tenemos la curva I'm(p(Ls)) que va del
tercer cuadrante, pasa por el primero y llega hasta el
segundo cuadrante, aqui contamos 2, por tanto, la cuenta
total es igual a 4, es decir, que en la regiéon R; tenemos
exactamente una raiz de p(z), y como el polinomio es de
grado n = 2, la otra raiz se encuentra en la regién Ro.



Ahora en la regién R; tomamos la recta
horizontal x = 0 y tenenos la sub-regién R;; que tiene
como vértices los puntos (—5, —5), (0, —5), (0,0) y (—5,0)
y la sub-regién Rj» tiene como vértices (—5,0), (0,0),
(0,5) v (—5,5). Ahora analizamos la regién Rj; en el
sentido anti-horario y hacemos la especializaciéon segun
Collins-Krandick y obtenemos los siguientes polinomios:

(1) Aquihacemosy =s =5y x € (—5,0) obteniéndose
los siguientes polinomios:

@) = Az,-5) = a*—a—38
o(z) = O(x,-5) = —122—6
- 1 /153
donde los ceros de ¥ y § son z = §iT y

T = -3 respectivamente.

(2) Aquihacemosz =s=0ey € (—5,0) obteniéndose
los siguientes polinomios:

ly) = 0,y) = -y*+2y-3
o(y) = 60,y) = y-1

donde los ceros deTygsonyzlﬂ:\/ﬁi ey=1
respectivamente.

(3) Aqui hacemos y = s =0y x € (—5,0), de donde
—5—x € (—5,0) obteniéndose los siguientes

polinomios:
F(=5-2) = y(=5-2,00 = 2*+1lx+27
0(-5—z) = 6(-5—=2,00 = 2x+9
_ 11 13
donde los ceros de 7 y § son x = -3 + g

9 .
r = 3 respectivamente.

(4) Aqui hacemos ¢ = s = -5 ey € (—5,0) de donde
—5—y € (—5,0) obteniéndose los siguientes

polinomios:
F(-5-y) = (=5-5-y) = —y*—12y-8
0(-b—y) = 6(-5,-5—y) = 9y+54
donde los ceros de 7 y d son y =6+ V24 ey = —6
respectivamente.
(-8,54)
Im{p(L,») Im(p(L,.»
(27.9)
Im(p(L.))
(-3.-1D
(-38,-6) Im(p(L,.») |

Figura 9 La Imagen de p(front(Ri1))-

Observamos en la figura 9 que la imagen de
p(front(Ry1)) no contiene el origen, por tanto, esta

regién no tiene cero de p(z), entonces el cero se
encuentra en la regién Ris.

De la misma forma analizamos la regién Ry, pero
como sabemos que existe una raiz es suficiente investigar
una sub-region, entonces sub-dividimos en regiones R
con vértices (0,—5), (5,—5), (5,0) y (0,0) y recorremos
en sentido anti-horario y la otra regiéon Rs> que tiene
como vértices (0,0), (5,0), (5,5) y (0,5), ahora
comenzamos con la regién Ro;:

(1)

Aqui hacemos y = s = =5y x € (0,5) obteniéndose
los siguientes polinomios:

@) = (0,5 = 2%—z-38
5(r) = b5 = -122-6
= 1 V1
donde los ceros de 7 y 4 son z = 3 + _253 y

1
T = —5 respectivamente.

Aqui hacemos x = s = 5 ey € (—5,0) obteniéndose
los siguientes polinomios:

) = v5y) = —y*+2y+17
oly) = 6(6,y) = 1ly-11

donde los ceros de ¥y d son y =1+V18i ey =1
respectivamente.

Aquf hacemos y = s = 0y = € (0,5) de donde
5—z € (0,5) obteniéndose los  siguientes
polinomios:

6 —z) = y(5-2,0) = 22 — 9z + 17
0b—2z) = §5—-=2,00 = 2z-11

~ 9 13 11
dondeloscerosdeﬁy&sonm:§i§yx:?

respectivamente.

Aquf hacemos z = s = 0 e y € (—5,0) de donde
—5—y € (—5,0) obteniéndose los siguientes
polinomios:

(=5-y) = 0(0,-5-y) = -y-6

=2l
—~
|
ot
|
S5
=
2
—~
o
|
ot
|
<
SN
|

donde los cerosde 7y dsony = -6+ V2iey = —6
respectivamente.

(-3.-1
(-38,-6) Im(p(L;,) Im(p(L,))
(17,-11)

Im(p(L_) Im(p(Ly))

(-18,-66)

Figura 10 La Imagen de p(front(Ra1))-



Observando en la figura 10 la imagen de
p(front(Ry1)) no contiene el origen, por tanto no tiene
ceros en la regiéon Rs;, la raiz se encuentra en la
regién Rys. Continuamos de esta manera hasta reducir
las regiones del tamano deseado por el usuario.

En resumen tenemos que las raices se encuentran en
la regiones R11 y Roi-

5. Concluciones

Hacemos notar que el algoritmo de Wilf comienza con
una regién (donde se encuentra todos los ceros de p(z))
rectangular inicial de lado 2r centrado en el origen, donde
r estd dado por la relacién (5), divide en cuatro
sub-rectangulos y calcula el nimero de ceros en cada uno
de los nuevos cuadrados donde se encuentran atin ceros,
guardando esta informacién y vuelve al proceso como si
fuera un rectangulo original.

El algoritmo de Pinkert es méas trabajoso, el
método de Pinkert es mds historico que practico, pués
fué el primer método que hacia uso de la aritmética
exacta. El rectangulo inicial es el mismo. conociendo la
localizacién de los ceros en cada uno de los cuadrantes,

el método se inicia dividiendo en fajas verticales
y horizontales, como es descrito en el presente trabajo.
Ademsds, tiene que hacer una traslacién del origen para
calcular los ceros en el nuevo cuadrante.

El algoritmo de Collins-Krandick es un método que
usa exclusivamente el Principio del Argumento para
enumerar el nimero de ceros dentro de una regién
rectangular R, es decir, si la imagen de p(front(R)) = ¢
contiene el origen, entonces contendrd por lo menos un
cero. El nimero de vueltas que la curva ¥ d& alrededor
del origen es determinado por el cambio de cuadrantes.
Cabe indicar que el algoritmo Collins-Krandick es més
ventajoso que el algoritmo de Pinkert.
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