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donde x = o a*1 + (1 - ) b**1, lo que es una contradiccion dado
1k+1 _  2k+1

k+1 |k P
que L(a*"", u%, Ay) es valor 6ptimo. Por tanto, y;

. L. . k+1 )
i=1,..,m, delo que se deduce que es tnico. Luego también u; sera

para cada

unico.
. 1k+1 2k
Si \E =y

+1 . k+1 L. .
para cada i=1,...m, Y es unico. Luego también
k+1 PRI

p,l, sera unico.
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METODO
MONTECARLO- METROPOLIS
EN LA SOLUCION DEL
MODELO DE ISING PARA
EL FERROMAGNETISMO
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RESUMEN

Se usa el método Montecarlo-Metrépolis para describir
y analizar el comportamiento de un magneto Ising
bidimensional partiendo de diferentes configuraciones.
Se comprueba que debajo de la temperatura critica
del magneto, T.= 2,3 J/kg, el sistema se mantiene “ordenado”
y por encima de esta temperatura, el magneto se “desordena”.
Cuando se desciende la temperatura se encuentra la presencia
de dominios. El tamafo de estos dominios depende de lo rapido
que desciende la temperatura.
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ABSTRACT

The Montecarlo-Metropolis method is used to describe
and analyze the behavior of a bidimensional Ising magneto
beginning with different configurations. It is found that bellow
the magnet critical temperature, T, = 2,3 J/ kg the system stays “ordered”,
and over this temperature the magnet stays “disordered”.
When the temperature is going down, the presence of domains
is found. The size of these domains depends on the rate
at which the temperature is decreased.

Introduccion

En muchos metales ordinarios como el hierro o el niquel se presenta

una magnetizacién espontanea llamada ferromagnetismo. Esta magnetizacién
aparece inclusive cuando no hay un campo magnético externo y se debe a que
una fraccién importante de los momentos magnéticos, o espines, de los
atomos se alinean en la misma direcciéon debido a la interacciéon entre los
mismos, dando lugar a que la muestra se imane.
Este alineamiento se produce inicamente a temperaturas bajas, por debajo de
una temperatura caracteristica llamada temperatura critica , T, Por encima
de dicha temperatura los espines estan orientados al azar, de forma que no
hay un campo magnético neto. En la temperatura critica, como en toda
transicién, aparece una fenomenologia diferente: por ejemplo, el calor
especifico es divergente, y la energia y la magnetizacion tienen derivada
discontinua.

MODELO DE ISING

El modelo de Ising es un modelo sencillo para el estudio de un arreglo de
espines localizados considerando las siguientes simplificaciones [1] :

(1)  El estado de cualquier espin es descrito por un namero s; que puede
tomar los valores +1 6 -1. Es s; = +1 si el spin se orienta en la direcciéon
+Z y s; = -1 si el spin se orienta en la direccién -Z . En lo anterior se
considera que el campo magnetico externo esta orientado en la
direccion +Z.
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(0]

3

Los espines estdn ubicados en los nudos de una red cdbica simple
(modelo de Ising tridimensional o modelo 3D). En el modelo 2D (Figura
1) los espines estan en el plano en un arreglo cuadrado y en el modelo 1D
ellos estan en intervalos igualmente espaciados en una linea.

La energia de interaccién entre espines tiende a alinearlos. Para cada
par de espines vecinos mds cercanos, si estos son paralelos contribuyen
con -J a la energia total del sistema, y si son antiparalelos con +], donde
J es la constante de acoplamiento por intercambio. En presencia de un
campo magnético externo, H, el Hamiltoniano del sistema en una
configuracion particular S, es [2].

N
R ==Y Hus,— ] 5,5, )
a=1 ao

J representa la energia de interaccién entre los espines y depende del
material que se estudia. La suma primada indica que la sumatoria es
solo sobre pares de espines vecinos mas cercanos.

Al arreglo de espines con estas simplificaciones se le denomina
magneto de Ising.

Figura 1. Modelo de Ising bidimensional

79



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS-UNI

ENERGIA INTERNA, CAPACIDAD CALORIFICA Y MAGNETIZACION DE
UN MAGNETO DE ISING BIDIMENSIONAL

En el estudio de un magneto de Ising bidimensional se considera que
los espines estan colocados sobre los nudos de una red de N, x Ny espines
localizados en el plano. Nombramos cada espin como sy, = s;;, donde ij son los
indices para las dos direcciones espaciales. s, pueden tomar los valores +1
(“arriba”) 6 -1 (“abajo”). El hamiltoniano del sistema es (1).

El espin en el nudo ij interactiia solo con los espines (i £ 1, j) e (i, j £ 1).
Asumimos condiciones de contorno periédicas en la red, es decir que el
vecino SN, +1, j del espin SN,,j s idéntico a s1;, y el vecino s; y 41 del espin
s; N es idéntico a s;q; la red tiene por tanto la topologia de un toroide.
Considerando un espin con sus vecinos mas cercanos y ] positivo, la energia
mas baja de este arreglo se obtiene cuando el espin tiene la misma direccién
que sus vecinos (ferromagnetismo), mientras que cuando ] es negativo, la
energia més baja se obtiene cuando el espin es antiparalelo a sus vecinos
(antiferromagnetismo). El campo magnético externo fija la direcciéon de

alineamiento de los espines.

Estamos interesados en la termodindmica de este sistema. Las configuraciones

del sistema son especificadas dando los valores de todas las N, x N, = N

variables de espin. La probabilidad de que ocurra la configuracién S de las
N posibles a la temperatura T, en el ensemble candnico, es:

E*BE(S)

P(S) = o’ @)

donde la funcién de particién del sistema es

QBN H) = Y e P 3)
S

B = (kgT)", kg es la constante de Boltzmann, T la temperatura y E(S) es el
valor propio del hamiltoniano (1) para la configuracién S.

Las cantidades termodindmicas en que estamos interesados son Ila
magnetizacion M:
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M= (M) =

ZP(S)(ZMS J : (4)

la energia interna promedio E:

E = (E) = T P(SE®S) , 5)
s
y el calor especifico
Cy = E)_ = %{ZP(S)E (S)- E} ’ (6)

Para una red infinitamente grande, (N, , — <°), se puede resolver el modelo
de Ising exactamente [3], [4]. Las expresiones se simplifican cuando H = 0.
En este limite, la energia esta dada por

E-= —NK(cochK)[l +7%K’K1(K):| , %
/2
] 2 g do
conK=— Ty Kk’ = 2tanh“2K -1. Ademas K;(k) =
2 2. 172
0 (I-x" sen ¢)
es la integral eliptica de primera clase donde x =2 ie—’%lél—(— <
cosh” 2K
El calor especifico es
Cy = Ni(K coth2K) (ZK (K) - 2E;(k) — (1 -k )[ +x’ K (K)D (8)
donde E4( _[ d(])(l K’ sen ¢) 2 es la integral eliptica de segunda clase.
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La magnetizacion esta dada por

0 T>Tc

/8

1+ 1-67+ 24
N > T<T;
(1-27)
donde z = ¢?K. Ademas K = 0.44069 es el valor de K para el cual k =1 en el
que Kj tiene una singularidad logaritmica entonces la temperatura critica es
Tc=]/(kpKc) =2.269 J/kp.
Luego, todas las funciones termodindmicas tienen un comportamiento
“especial” a esta temperatura, sugiriendo fuertemente una transicién de fase.
Esto es confirmado por el comportamiento de la magnetizaciéon, que se anula
por encima de la temperatura critica Tc, y puede tomar uno de los dos
valores iguales y opuestos debajo de esta temperatura.

TRAYECTORIAS DE UN SISTEMA EN EL ESPACIO DE
CONFIGURACIONES

Una trayectoria es una secuencia cronolégica de configuraciones para
un sistema. Por ejemplo, las configuraciones de un magneto de Ising es la lista
de variables espin sq, sy, s3, ..., SN- Sea S = (s1, Sy, S3, ..., Sy) una abreviacion
para un punto en este espacio de configuraciones N-dimensional. Ahora
imaginemos una curva a través de este espacio. Sea S(t) la lista sq, sy, s3, ..., SNy
en el paso 1-ésimo en esta curva. La funcién S(t) es entonces una trayectoria.
Esquemdticamente se representa en la Figura 2 los seis pasos de una
trayectoria. Las letras a, b ,c y d se refieren a diferentes configuraciones. Por
ejemplo, a=(1,1,-1,1,...); b=(1,-1,-1,1,...) ; ¢ = (-1,-1,-1,1,...) y d = (1,-1,1,-1,...).
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Configuraciones

Figura 2. Trayectoria de un magneto Ising

Las propiedades de un sistema cambian en una trayectoria y el promedio de
una propiedad Gy = G(s1, Sy, S3, ..., s\) sobre las configuraciones visitadas
durante una trayectoria con L pasos es

L
(G) = %2 Gs(r) ’ (10)
t=1
Si L—eo
(G) = lim (G, (11)

Se comprueba que (G) es el valor medio de G para el equilibrio térmico,
independientemente de la trayectoria seguida. Esto se debe a que las
frecuencias relativas con la cual las diferentes configuraciones son visitadas se
construyen siguiendo la ley de distribucién de Boltzmann. En la préctica las
trayectorias se siguen solamente para un tiempo de duracién finito, y el
promedio sobre configuraciones proveerd sélo un estimado de (G) .
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TRAYECTORIA MONTECARLO

Ahora consideremos una regla o algoritmo para realizar una trayectoria. El
esquema corresponde a la ejecucién de un camino aleatorio a través del
espacio de configuraciones. Los resultados obtenidos al evaluar promedios
sobre estas trayectorias corresponden a los promedios esperados para el
ensemble en equilibrio.

Los métodos Montecarlo en computacién numérica son técnicas estadisticas
(o probabilisticas) para resolver problemas ya sean deterministicos (por
ejemplo, evaluacion de una integral definida multidimensional) o sean
probabilisticos (por ejemplo, absorcién de neutrones por la materia) con la
ayuda de ntmeros al azar. Para esto se toma una muestra representativa de
estados o configuraciones en el cual la frecuencia relativa de visitas es
consistente con la distribucién del ensemble en equilibrio.

En el caso de un modelo de magneto de Ising de 20x20 espines, hay 249
configuraciones posibles, de los cuales la mayoria tiene energias muy altas y
su probabilidad es muy pequefia en la distribucién de Boltzmann y no
necesitan ser muestreados. Este ultimo procedimiento se llama “de
importancia” [5].

En Mecanica Estadistica Clasica el promedio de una magnitud f(¢) se define
como [6]:

(f) = [fereie (12)

donde ¢ es la energia que depende de muchas variables y w(g) la densidad de
probabilidad que es proporcional al factor Boltzmann

1
Q

w(e) = =p(e)exp(—e/kT) , (13)

donde p(e) es la densidad de estados y
Q= Ip(e)exp(—s/kT)de ,

es la funcién de particion.
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Como vemos el método Montecarlo “de importancia” es aparente para el
promedio de magnitudes termodinamicas. El problema es que la funcién de
particién Q es dificil de evaluar, por lo que se emplean métodos Montecarlo
como el de Metrépolis que usa cocientes de densidad de probabilidad
eliminando el factor Q.

METODO DE METROPOLIS

Aparecié en 1953 cuando Metrépolis y sus alumnos intentaron mejorar el
calculo Montecarlo para la simulacién de la transmisiéon de neutrones a través
de la materia.

Supongamos que queremos generar un conjunto de “puntos” en un espacio
multidimensional de variables x, que representamos por X. Sea P(X;) la
probabilidad de obtener un punto X; particular. En el método Montecarlo -
Metrépolis se genera una secuencia de puntos (camino aleatorio) siguiendo
las siguientes reglas:

1. Dado el punto X,, para generar el punto siguiente X,4; se toma
primero un paso al punto X;. Se considera que los puntos son
uniformemente aleatorios (igual probabilidad) alrededor de un cubo
multidimensional de pequefio lado § alrededor de X,,, es decir los X; en
el cubo son igualmente probables de ser elegidos.

2. El punto de prueba X; sera X,;;1 (es aceptado) si
P(X
y = 2Dy (14)
P(Xy)
3. Sim <1 el paso es aceptado sélo si 1 > x donde x es un ndmero

aleatorio distribuido en [0,1], de lo contrario se rechaza y X,,41 = X,,.
4. Generado X4 se procede a generar X,;; por el mismo proceso
haciendo un paso prueba a X,,41.

Cualquier punto arbitrario X, puede ser usado como punto de partida. Su
influencia es menor cuanto mas larga es la secuencia de variables.
En Mecédnica Estadistica el método Montecarlo se utiliza para evaluar
promedios en algin ensemble, usualmente el ensemble canénico.
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En nuestro caso segun la relacién (2) el factor m en la ecuacién (14) llega a ser:
n = exp[-B(E(S;) - E(5))] (15)

Asi pues el método Montecarlo-Metrépolis acepta un punto de prueba si su
energia es menor que el punto anterior. Por el contrario si la energia aumenta
se acepta esta posibilidad con una probabilidad exp(-AE/kgT) donde AE es el
incremento de la energia y T la temperatura.

A continuacion se detalla la aplicacion del método Montecarlo-Metrépolis
para un magneto de Ising.

Antes designemos por p el estado del sistema y por E , su correspondiente
nivel de energia. Entonces en el algoritmo Metrépolis, el paso a un nuevo
estado q cuyo nivel de energia es E  estd gobernado por el factor n segtin

n= exp(_BAqu) ’ (16)

donde AE,q=Eg-E,.
Empezamos estableciendo nuestro sistema en una configuraciéon inicial.
Entonces escogemos de manera aleatoria uno de los espines en este conjunto.
La eleccién aleatoria para el espin es ejecutada con la ayuda de un generador
de ntimeros seudo-aleatorios (un algoritmo que genera una larga secuencia de
nameros aleatorios distribuidos uniformemente en el intervalo entre 0 y 1).

Habiendo escogido de una configuracién p un espin de manera aleatoria,

construimos una nueva configuracién q, invirtiendo el espin elegido. Por
ejemplo, p — q podria corresponder a la situaciéon representada en la (Fig. 3)

p q

Figura 3. Inversién de un espin de la configuracién p,
elegido aleatoriamente
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La modificacién de la configuracion cambia la energia del sistema en AE,, =
Eq - E,. Esta diferencia de energia gobierna la probabilidad relativa de
ocurrencia de configuraciones a través de la distribucién de Boltzmann y
usando esta probabilidad construimos una trayectoria Montecarlo por un

criterio de aceptacion o rechazo de cambios a nuevas configuraciones.

Siguiendo las reglas dadas para el método Montecarlo-Metrépolis una
trayectoria se genera como sigue: si el cambio de energia AE,, es negativa o
cero, aceptamos el movimiento. Si AE,, es positiva, generamos un nimero
aleatorio x entre 0 y 1, y aceptamos el movimiento solamente si tenemos
exp(BAE,q) = x. De otra manera el movimiento a una nueva configuracion en
el préximo paso es rechazado. Asi si en el paso T la configuraciéon del sistema

es

SW=p , (17)
tenemos

S(t+1)=q cuando AE,; <0, (18)

q exp(fBAEW) >x
y S(t+1) = cuando AE,; > 0 . (19)
p exp(—BAqu) <x

Este paso repetimos un millén de veces formando asi una gran trayectoria a
través del espacio de configuraciones.

SOLUCION NUMERICA

En esta parte se encuentra una solucién numérica del modelo de Ising
2D. Esta aplicaciéon es ttil como ilustracién de las técnicas discutidas
anteriormente. Ademads este modelo puede ser facilmente generalizado a
hamiltonianos mas complicados. Debido al gran nimero de términos
envueltos, una evaluacién directa de las sumas en las ecuaciones (4)-(6) esta
fuera de cuestién; aun para una modesta red de 16x16 hay 2256 ~ 1077
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configuraciones diferentes. De aqui que, es mads eficiente generar
configuraciones S con probabilidad P(S) usando el algoritmo Metrépolis y
entonces promediar los observables requeridos sobre estas configuraciones.

Consideremos las configuraciones S y S, tales que son diferentes sélo por la
inversion del espin sg = 5. Sean E, y E; las energias de las configuraciones
S y S; respectivamente. Entonces E, viene dada por (1) y E; se obtiene
invirtiendo solo el espin Sg, es decir

E,= ] 3/ (5)56 - HHY (55) (20)
oG o
a=& s -5
en Yy’ para o =&, sg cambi6 a - sz con respecto a la configuracion S
oo

a=& s> -5

Al evaluar los productos s, . s se consideran solo los primeros vecinos. En la
Figura 4 se muestra el espin s; = sjj y sus 4 vecinos mds cercanos.

O O O O O
O O O O O
Siv1, j
O O O O O
Sij1 Sij Si,j+1
O O O O O
Si a1,

O O O O @)

Figura 4. Un espin en la posicion (i,j) y sus cuatro vecinos mas cercanos
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Luego la suma primada para la configuracion S es:

4
N SaSq = o FSy8i 1TSSt 88y i1 T SySi a1t 1)
(¢4e)

Como para la configuracion S se invirti6 solo el spin sy, entonces la suma
primada para S; sera idéntica a la suma primada para S, con excepcién de los
términos Sijsi-l,j , Sij5i+1,j , Sijsi,j—l , Sijsi,j+]/ que cambian a — Sijsi-],j ; — Sij5i+1,j ,

— SijSij-1, ~ SijSirj+1-

Por otra parte la suma no primada de E, en (20), coincide conla de E,, en (1),
excepto por el término cambiado de signo s;.
Tomando en cuenta las consideraciones anteriores restamos la ecuaciéon (1) de

(20), para obtener AE,,; . Luego,
AEM = 2]3141-[5,-71,]--#siﬂ’j+si,]-71 +si’j+1] +2uHsij (22)

De acuerdo al algoritmo Metrépolis se toma un espin al azar, se invierte, se
calcula la diferencia de energia AE,, dado por (22) y se compara con un
numero aleatorio x (del procesador de la computadora). Ver Fig. 5. Como 0 <
x<1,si AE,; <0 entonces exp(-[_’)Aqu) >1 = x aceptamos ese movimiento;
pero si AE,, >0 entonces cuando 1 > exp(-BAE,;) > x se acepta, de lo contrario
se rechaza. Como sabemos teéricamente en T = 2,269 J/kg hay una transicion
de fase. Se nota en la figura 5 que si AE,; es grande, su probabilidad de
aceptarlo serd muy pequefia; es decir energias muy lejos de la energia de la
anterior configuracién serdn de seguro rechazadas.

Cuando J = 0, el hamiltoniano (1) se reduce a aquel para espines
independientes en un campo magnético externo, un problema soluble por
medios elementales. Para este caso se puede verificar las expresiones
analiticas para los observables termodindmicas con las reproducidas por un
programa usando el algoritmo descrito arriba.
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/ Exp (7[3 Aqu)

AE

rq

Figura 5. Grafico que muestra el algoritmo Metrépolis

Se ha elaborado un programa en lenguaje Pascal que considera una red de
N x N espines en ausencia de un campo magnético H = 0. Se estudia luego su
comportamiento en funcién de una secuencia de acoplamientos
ferromagnéticos K = B] de 0,1 a 0,6 y se compara con el comportamiento
exacto de una red infinita; hay que poner particular atencién en la region
cercana a la transicién de fase esperada K¢ = 0,44069. También se puede
calcular las correlaciones entre los espines (calculo no incluido en el presente
articulo) y mostrar que ellas llegan a ser muy fuertes cuando el sistema esta
cercano a la transicién de fase.

Finalmente podemos extender el célculo para explorar la termodindmica del
modelo de H finito y acoplamientos antiferromagnéticos (J <0).

RESULTADOS
* Efecto de la configuracién inicial

A continuacién se mostrardn los graficos realizados por un programa
hecho en Pascal para un magneto Ising de 160 x 160 nimeros de espines
donde se ha tomado 2 x 10 ° pasos. Un espin hacia arriba se representa en el
grafico por un color negro y un espin hacia abajo por color blanco. El
programa parte de una configuracién inicial ordenada en dos versiones:
“checkerboard” o tablero de damas y de “interface”. En el primero los espines
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estdn dispuestos como en un tablero de damas es decir un espin hacia arriba
asi como sus diagonales pero a sus cuatro costados espines hacia abajo. En el
segundo la mitad del cuadrado tiene espin hacia arriba y la otra mitad hacia
abajo.

En lo que sigue se colocaran las temperaturas como nimeros puros pero se da
por entendido que estan en unidades de J/kg. Asi Tc = 2,269 significara
realmente T = 2,269 J/ k.

En la figura 6 se muestra las dos configuraciones iniciales usadas: interface
(6 a) y checkerboard (6 b). Se toma T”” = 2,3 (es decir T”” = T ) como la
temperatura de referencia.

(a) (b)

Figura 6. Configuraciones iniciales: a) ”interface” y b) “checkerboard”

En primer lugar se trata el caso de la configuracién interface. En la figura 7 a
se muestran los estados finales obtenidos para T = 0,5 (T < T”"). En las figuras
7 by 7 c se muestran los estados finales para T =Ty T =5 (T > T")
respectivamente.

Luego se trata el caso de configuracion “checkerboard” . Las figuras 8 a, 8 b, y
8 ¢ muestran los estados finales a las que se llegé para las mismas
temperaturas del caso anterior.

Se puede ver que para T > T” en ambas configuraciones iniciales el estado
final es aleatorio; con T >>T" los espines estan distribuidos de manera muy
aleatoria es decir que no hay correlaciones entre los espines. En cambio para
T < T"el sistema es ordenado. En la configuracién “interface” casi no varia su
estado inicial, acentudndose mds para T << T”; en la configuracién
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“checkerboard” se van formando unos cuantos dominios magnéticos los

cuales son mas definidos para T <<T”.
_———
(@)
(2)
(b)
(b)
B
i I
;:u
(©)
©

Figura 8. Estados finales (derecha) para diferentes temperaturas usando una
Figura 7. Estados finales (derecha) para diferentes temperaturas usando una configuracién checkerboard como inicial: a)T=0,5 b) =23y ¢)T=5
configuracion interface como inicial : a) T=0,5; b) =23y ¢)T=5
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* Influencia del descenso acelerado o lento de la temperatura sobre el
magneto Ising

Ahora veamos cudl es el estado final de un magneto Ising cuando
bajamos la temperatura desde valores lejanos de la temperatura critica
T; =2 T¢, haciéndolo primero de manera acelerada y después lentamente.
En la figura 9 se parti6 de un temperatura inicial T; = 5 y se fue disminuyendo en
intervalos de AT = 0,5 hasta la temperatura final T; = 0,5. En la figura 10 se inici6

la temperatura en T; =4 bajandola hasta T;= 0,1 en intervalos de AT =0,1

e

Figura 10. Estados finales (derecha) para un descenso “lento” de temperatura

conT;=4 , AT =0,1 y T; = 0,1 usando configuraciones iniciales: a) interface

y b) checkerboard.

(b)

Figura 9. Estados finales (derecha) para un descenso “rapido” de
temperatura con T;=5 ,AT=0,5 y Ty =0,5 usando configuraciones
iniciales: a) interface y b) checkerboard

94 95



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS-UNI

Conclusiones

En nuestro modelo alrededor de T = 2,3 ~ T~ se observa el cambio de
una fase ordenada (T < T”) a otra fase desordenada (T > T"’), tal como
lo predice la solucién exacta de un magneto de Ising bidimensional. A
pesar  de que estas observaciones corresponden a un magneto de
Ising de N = 160 x 160 espines se puede observar que el modelo
muestra las caracteristicas mas importantes de wun material
ferromagnético.

Cuando la configuracién inicial es “checkerboard”, a una temperatura
menor que la critica, la configuracién final es diferente a la inicial . Sin
embargo se observa cierto orden , formandose regiones bien definidas
donde los espines con un mismo sentido estidn agrupados formando
“dominios magnéticos”. El cambio puede explicarse por el débil
acoplamiento inicial de la configuracion.

Cuando la configuracién inicial es “interface”, se confirma el hecho de
que las regiones iniciales de espin bien definido pierden su
ordenamiento para T > T”” y lo conservan para T < T, lo cual esta de
acuerdo con lo esperado para un arreglo infinito de espines. Para
T < T” el hecho de que el estado final no cambia sustancialmente, se
explica por el fuerte acoplamiento inicial de la configuracion.

Se observa que cuando el descenso en T es lento los dominios tienen
mayor tamafio que cuando se desciende rapidamente. Esto se puede
explicar teniendo en cuenta que al bajar lentamente la temperatura los
espines se acoplan a su entorno. Esto ocurre en menor proporciéon
cuando se baja la temperatura rdapidamente, demostrando asi la
consistencia del método probabilistico Montecarlo - Metrépolis.
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