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RESUMEN

El método de la funcién de Green es un aparato
matematico muy importante en la fisica de hoy.

Con ayuda de la funcién de Green, podemos reemplazar
las ecuaciones diferenciales por ecuaciones integrales, que es mas
céomodo para su aplicacioén en la teoria de las perturbaciones.
La expresion para la funciéon de Green depende no solo
de la ecuacién diferencial sino también de las condiciones
iniciales y de contorno. Por eso para una misma ecuaciéon
diferencial podemos tener diferentes expresiones para
la funcién de Green. Dando la interpretacion fisica correcta,
obtendremos un criterio para escoger la funcién de Green
con la cual podemos resolver la ecuacién para un caso dado.
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ABSTRACT

The Green function method is a mathematical tool
very important in today physics.
With the help of the Green function, we can transform
differential equations into integral
equations, which are easier to be solved with the application
of perturbation theory. The expression of the Green function
depends not only on the differential equation but also
on the initial and boundary conditions. Therefore, we can
obtain dierent expressions of the Green function for the same
different equation. By giving the right physical
interpretation, we will be able to get a criterion for choosing
the Green function with which we can solve the equation
for a given case.

I. Introduccion
1.1 Funciones Generalizadas

Los conceptos cladsicos de funcién, no son suficientes para su aplicacion
en la fisica. Su generalizacion nos lleva al concepto de funciones
generalizadas o de distribucién [1]. Conceptos ideales en la fisica como la
densidad de puntos materiales, pueden ser expresados matematicamente con
ayuda de las funciones generalizadas. Para introducir una definicién rigurosa
de las funciones generalizadas se requiere el concepto de espacio de funciones
de prueba [1].

Se dice que la funcién ¢(x), x € R", pertenece al conjunto de funciones
de prueba D si la sucesion de funciones { ¢;} de D converge a la funcién ¢ € D
dentro de una region que pertenece a R", y fuera de ella las funciones { ¢;} son
iguales a cero, y ademads las sucesiones de sus derivadas de orden k que
convergen uniformemente en esta regién, son continuas.

Sea f una funciéon dada, definida sobre la recta e integrable en cada
intervalo finito y sea ¢ una funcién que pertenece a D tal que a cada funcién ¢
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de este tipo se le puede poner en correspondencia un namero, mediante la
funcioén f, que va definir la funcional [1]:

oo

flol=to) = | fooeedx 0

Las funciones generalizadas determinadas por funciones integrables
segun la formula (1) se llaman funciones generalizadas regulares.

. . o1 .
Por ejemplo, consideremos la funcién e Ella no es integrable en
ningn intervalo que contenga el punto cero, sin embargo para cada ¢ que

pertenece a D, la integral
"~ 1
J. o (x) z dx

existe y es finita en el sentido del valor principal. En efecto,

oo b b b
-0 0
J. (p(x)}—cdx=J~(p(x)31—Cdx=J.(p(x)x(p()dx+J. (pi )dx

Aqui (a, b) es el intervalo fuera del cual ¢ se anula. En la primera de
estas integrales bajo el signo de la integral aparece una funcién acotada,
mientras que la segunda integral, comprendida en el sentido del valor
principal, es finita. De esta forma - esuna funcional sobre D, por tanto, una

funcién generalizada.

Ahora construiremos funcionales lineales que no se obtiene de
funciones como el caso anterior. Consideremos la siguiente sucesién de
funciones {f,}, que definen las funcionales f, . Sea que la sucesion { f, (@)}
converge a un nimero finito, que vamos a denotar como f (¢). Por ejemplo el

limite,

nx

lim
n—e 1 +n"x
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existe y es igual a 0, para todo x € R. También se da el caso cuando la sucesién
{ f, (9)} converge pero no converge la sucesion { f,, }. Por ejemplo el limite

. n —nx’
lim —e
1 — oo n

es igual a cero para x diferente de cero e igual a o para x igual a cero, pero

+ o0
2
. n —nx
lim J. /—e dx =1
1 — oo T

Entonces se dice que la sucesién {f,} converge débilmente a f
(convergencia débil [1]). En el caso que la sucesién {f, } diverja, la funcién f
no existe, pero la funcional f((p) podria existir. Podemos decir que la sucesiéon
de funciones generalizadas regulares f, tiende a una funcién generalizada
singular f. Por ello, cualquier igualdad que contenga una funcién
generalizada singular, se debe entender como una igualdad de limites débiles

[1].

Sea fn((p) una funcional definida mediante una funcién f segin la
férmula (1), entonces definimos la derivada generalizada [1] de funciones
generalizadas como la funcional:

o, ,_do
f(o)=—f(9), = 7 )

en el caso de las funciones generalizadas regulares la derivada generalizada
coincide con la derivada clasica [1]:

For - [ foe i = [ Feew ©

Aqui se tuvo en cuenta que @ (+ «) = 0. Por lo tanto:

f.o) =~fo) 4)

51



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS-UNI

Veamos algunas funciones generalizadas singulares:
Funcion generalizada J de Dirac
Esta funcién se define de la siguiente manera
5(¢) = ¢(0) ¢eD )

Existen sucesiones &, que divergen pero que cumplen con lo
siguiente[1]:

ﬂ’i (3, 9) = 9(0) (©)

Y se dice que 9, tiende a una funcién generalizada singular, que es la
llamada funcién Delta de Dirac [1]

(8, 9) = ¢ (0) )
Funcion generalizada de Heaviside
Definida de la siguiente manera:
1 para x>0
O(x) = ®)

0 para x<0

Esta funcion define la funcional lineal, usando la ecuacién (1)
obtenemos

©.0) = [ e
0

De acuerdo con la definicion de la derivada de una funcién
generalizada, tenemos

©.0) =~ ©,¢) = [ 0dx = 9 (0) ©)
0
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(¢ es igual a cero en el infinito). Se puede ver que la derivada de la
funcién es la funcién o.

Funcién de Green

Con ayuda de la funcion delta, podemos definir la funcién de Green.
Sea L un operador diferencial lineal, y sea la ecuacién no homogénea

Lu = F (10)

Para poder definir completamente el operador L es mnecesario
determinar las clases de funciones sobre las cuales acttia este operador.
Tales limitaciones se obtiene de consideraciones fisicas y esto se refleja
en las condiciones de contorno e iniciales. Si tenemos condiciones tanto
de contorno como iniciales con las cuales podamos demostrar el
teorema correspondiente de la existencia y unicidad de la solucién de
la ecuaciéon (10) entonces a cada funciéon u el operador L hace
corresponder una sola funcién F, por lo que podemos decir que existe
la inversa del operador L tal que

F 11)

Facilmente se comprueba que L' es también un operador lineal.
Entonces podemos expresar dicho operador, como un operador
integral lineal [2], es decir

u(x) = .[ K(x, x")F(x ,u(x”))dx’ (12)

donde K(x, x”) es el nicleo del operador inverso. Ahora colocando (12)
en (11) y aplicando de nuevo el operador L obtenemos

Lu(x) = I LK(x, x")F(x”", u(x"))dx” (13)

Por tanto de (10), (13) y comparando con (7)

LK(x,x”) = 8(x—x") (14)

53



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS-UNI

El nacleo K(x, x”) del operador Ll es conocido como la funcién de
Green del operador L y se denota con G(x, x”). Debido a que la funcién
de Green es soluciéon de una ecuacién no homogénea, entonces, si
G(x, x") es solucién de la ecuacion

L G(x,x") = 8(x—x") (15)

también lo seria
G(x, x")+ Gy(x—x") (16)

donde Gy(x, x”) es solucién de la ecuacion homogénea correspondiente.
II.  Ecuacion de Newton

Vamos a resolver la ecuacién de Newton, con una fuerza que depende
del tiempo. Sea la ecuacién de Newton en una dimension:

m‘f—’z‘ = F(t) (17)
dt

Entonces la ecuacién para la funciéon de Green es:

*G(t—t)

v S(t— 1) (18)

Se puede mostrar, que la funcién de Green tiene la forma:

G(t) = O(HZ(t) 19)
para t > 0 y vale cero para t < 0, donde Z(#) cumple con la ecuacién
homogénea:
a4’ :
—Z(t) = 0; £>0; Z(0) = 0; Z0) =1
dt

Esto se hace colocando (19) en (18):

dZ
— O(H)Z(t) = d(¢t 21
5 OZ(H = 8(1) (21)
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Este resultado también se puede obtener utilizando las transformadas
de Fourier de la funcién de Green y de la funcién delta de Dirac:

G(t—t) = J' %G(k) KD sy = j—j‘t e K=t 22)

la integracion se realiza de -ec a +oo es decir por todo en espacio, en adelante
si no estdn indicados los limites de la integracién, entonces se entiende que se
integra por todo el espacio. Reemplazando (22) en (18):

)Gk = 1= Gy = - & 23)
k
de donde se obtiene la expresién para la funcion de Green:

—ik(t—t")
dk_ e (24)

Gt—t) = - T

Para integrar (24), la integral se toma por una variable compleja, lo cual
permite utilizar el teorema de los residuos[2]. La integral a lo largo del eje real
coincide con (24), por lo tanto el contorno de integracién en el plano complejo
debe de contener al eje real. En la férmula (19) la funcién de Green para t <0
vale cero. Para obtener este resultado, bajamos el polo una pequefia distancia
“g” dentro del plano complejo (figura 1), el contorno de integracién en este
caso es el intervalo [-R,R], (0 <R € R) y la semicircunferencia inferior de radio
R. Luego se hace el limite R — < y por el lema de Jordan[2] la integral por la
semicircunferencia tiende a cero, quedando solamente la integral a lo largo
del eje real. Luego se toma el limite cuando ¢ tiende a cero.

AIm(k)

» Re(k)

Figura 1.
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En este caso para t - t” > 0 obtenemos:
G(t—t') = (t—t) (25)
Para t-t’ <0 laintegral seria cero
G(t—-t) =0 (26)
Entonces se obtiene:
G(t—t) = (t—t) O(t—t") 27)

A esta funcién de Green se le denomina funcién de Green retardada y
se denota con G,,. Si el polo se mueve hacia (figura 2) arriba, el contorno de
integracion es el eje de la recta real y la semicircunferencia superior. Por el
lema de Jordan la integral por la semicircunferencia es cero. Asi obtenemos la
denominada funcién de Green avanzada, que vale cero para t - t' > 0y
diferente de cero para f - t' < 0y que tiene la forma:

G, (t—t) = (F—t) O’ —1) (28)

AIm(k)

= Re(k)

Figura 2.

Con la funcién de Green retardada podemos resolver la ecuacién de
Newton con condiciones iniciales. Si la ecuacién de Newton es invariante
cuando se cambia el signo del tiempo, entonces con la funcién avanzada de
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Green podemos obtener informacién del pasado. Esto se puede comprobar
con el siguiente ejemplo del movimiento de caida.

2
md—%c = -mg x(0) = x, x(0) = v, (29)
dt

La expresion para x(t) es
x(t) = J. F(t")G(t—t")dt" + (x,+v,t) (30)

El dltimo sumando se obtiene considerando (16) y de las condiciones
iniciales. Para t > 0 tenemos:

¢ 2
t
J. G, (t—t)(g)dt' = g _f (= t)dt" = — g? (31)
0
también para t <0:
0 2
.[ G, (t—t")(-g)dt’ = g .f (t'—Hdt’ = — 87 (32
t
Entonces:
2 2
gt 8t
X (1) = x0+vot—7 t<0 x,,(t) = x0+vot—7 t>0 (33)

4

Veamos cual es la posicion xjy la velocidad v de la particula un
segundo antes que se encuentre en la posicion x, para ello utilizamos G,,;:

4

Xp = X(=1) = xg+0,(-1

4

2
-1 8
)-S5 — b= D =0y ()
Si la particula se encuentra en x;, con velocidad v y para saber donde
se va encontrar un segundo después utilizamos G,,.
3 g g
x,.(t) = x5+v(’)—g7, x,,(1) = x(’)+v(’)—§ = x0+vo—‘§+vo+g—§ =x, (35)

con esto comprueba que ambas funciones de Green tienen significado fisico.
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III. Ecuacion del Calor

La ecuacién del calor no homogénea en general tiene la forma:
9 _
(5092 otx.t) = J(o(x. %1 (36)

Entonces la ecuacion para la funciéon de Green es:

se [
= — + + G = d(x, t 37
ot " ox; 0x; oxs (1) (57)

donde x = (¢, x), k = (kO, k)y kx = kOt - kx. Sean las transformadas de
Fourier de la funcién de Green y de la Delta:

d4
Gx—-x")= .[ (27'54

—ik(x—x") P d4k —ik(x—x")
G(k)e , O(x—x') = — ¢ (38)
(2m)

Reemplazando en (37):

0~ _ 'k .0 —ik(x-x") oo _ d'k 2 -ik(x-x) (39
5G = 7." o (—ik")G(k)e , VG = J. (—2n)4(fk YG(k)e 39)

de donde:
1
Gk) =~ —— (40)
ik’ +ia’1?)
Entonces obtenemos:
—ik(x—x") , 0 —1k (t—t")
G(x-x") = — d k 4 *1 d k 71k(x X)J.
em)?t ik’ +iad'K%) 2n)’ (2m) (k +ia’K%)
(41)
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A Im (k%)

> Re(k%)

3 -ia2k2

Figura 3.

La integral por k¥ se realiza con ayuda de la teoria de los residuos y el
lema de Jordan, obteniendose la funciéon de Green retardada para la ecuaciéon

del calor.
_ e -x
G(x) = —— ex {—} 42
(ZHJn—t)S : 4a’t @)

en este caso no hubo problema, en el momento de integrar ya que el polo no
estaba en el eje real (figura 3), y la regla de integracion estuvo definida y se
obtuvo la funcién de Green retardada que esta de acuerdo con el problema
fisico.

IV. Ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger de una particula libre con la inclusién de
una fuente es:

ﬂvfmﬁwm=ﬂwmm (43)
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donde x = (¢, x). La funcién de Green se define como:

7 0
_ 2—mvz+( zﬁgz) Gx—x") = 8*(x—x") (44)

Las transformada de Fourier de la funcién de Green y de la Delta son

(h =1):

d4 —ip(x—x" d4 —ip(x—x"
G(x—x") = j ———(2754 G(p) e " S —xr) = _[ (_27:;4 e PETD T (45)

donde p = (w, p). Reemplazando (45) en la ecuacién (43) obtenemos:

G(p) = —— (46)
w—p /2m

Luego la funcién de Green es:

4 —ip(x—x") 3 *W’(t f)
G(xfx’) _ d P4 e . _ d p —1p(x x”) J. (47)
)t w-p’/2m 2n)’ (2m) w-p w—p/2m
integrando:
—iw(t—t")
e
(48)
".(2“) w-p°/2m

A diferencia de la ecuacion del calor, en este caso el polo se encuentra
en el eje real (Figura 4). En este caso no tiene sentido fisico la funcién de
Green avanzada, debido a que la ecuacién (43) no es invariante cuando se
cambia de signo al tiempo t. Por lo que solamente va tener sentido hallar la
funcién de Green retardada.
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A Im(w)

——ig
2m

Figura 4.

Bajando el polo e integrando con ayuda de la teoria de los residuos y el
lema de Jordan, obtenemos la expresién para la funcién de Green retardada:

32 N2
G(x—x') = —i@(t—t’)(ﬁ) exp{m;(();—tx,))} (49)

V. Ecuacion de Klein - Gordon

En la teoria cldsica de los campos la ecuacién de la interaccion del
campo escalar con el campo electromagnético esta dada por [3]:

(@ +mh)p = (2ieAd" +ePA,AMg, D=L L _v2 (50)

Que es la ecuacién de Klein-Gordon con parte derecha diferente de
cero, que vamos a denotar por J(x), donde x = (ct, x) es decir :

(@ +m)p(x) = J(x) (51)

Esta ecuacién también se puede resolver con el método de la funcién de
Green. Y podemos expresar la solucion de la siguiente manera

o(x) = .[ G(x—x")J(x")d*x’ (52)
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La ecuacién para la funcién de Green es
(O +m))G(x-x7) = §'(x—x") (53)

Para resolver esta ecuacién expresamos la funcién de Green y la
funcién delta de Dirac en integrales con ayuda de la transformada de Fourier:

at K d'p ik
G(x_x/) :J. _PétG(k)eflk(X*x )’ S(X—x’) — % e*lk()(*x ) (54)
(2m) (2m)

La cual reemplazando en la ecuacién (24) y considerando el sistema
natural (c =1, 71 =1), obtenemos que:

1 1 1
G(k) = - = (55)
K-m® k-X-m’ ki-FE

donde E = VK’ —m’. Luego la funcion de Green es:

) o, 3 —iky(t—t”
d p e ik(x—x") A’k —ik - (x—x") dko g

G(x—x")=— = —0
(=) ent K —m? 2n)’ 2n) §?_E?

(56)

La integral por k( se realiza con ayuda del método de los residuos y el
Lema de Jordan. En este caso los polos se encuentran sobre la recta real.
Aplicamos la misma idea que en los caso anteriores, para poder encontrar las
funciones de Green avanzada y retardada.

Si bajamos los polos (Figura 5) e integramos por la semicircunferencia
inferior obtenemos la siguiente expresién para la funcion de Green retardada:

3 . o N T e (e
d’k (e—zE(t—t)+1k-(x—x)iezE(t ) +ik- (x—x

3 ’)) =0
(2m)’2F

(57)

G, (x—x) =1O(t-t") J.

Si la integracién se realiza subiendo los polos (Figura 6) e integrando
por la semicircunferencia superior, obtenemos la funcién de Green avanzada.
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Im(ko)
A
» Re(ky)
* -E-ie * E-ie
Figura 5.
Im(ko)
A
* -E+tie * E+ie
» Re(ky)
Figura 6.

3 . 4 . 4 . 4 . 4
Gﬂv(xfx’) _ l‘@(t'ft)J. __d__sk__ (elE(t—t)+1k~(x—x)76—1E(t—t)—1k~(x—x)) (58)
(2m)"2E

Si ahora subimos un polo y el otro lo bajemos de acuerdo con la
figura 7, entonces la integracién se realizard en ambas semicircunferencias;
esto fue propuesto por Feynman and Stueckelberg la cual nos da Ia

63



REVISTA DE LA FACULTAD DE CIENCIAS-UNI

denominada Funcién de Green de la causalidad.

3 . 2 . ’
GC(Xfx’) _ i@(i’*i”) dz( e—lE(t—t)+1k»(x—x)+
(2m)°2E

Ak (eiE(t—t')+ik»(x—x’))

+iO(t'— 1) :
(2m)°2E

agrupando, obtenemos una expresion mas compacta

3 ) , ‘ ,
G(x—x') =i % oK (x=x") HElt-t]
(2m)°2E
Im(kg)

-E+ie
» Re(ky)
E-ig
Figura 7.

Para dar una interpretacién a la funciéon de la causalidad, resolvamos la
ecuacién (51) utilizando esta funcién

o) = [ G-y d'y 59)

Y con ayuda de la transformada de Fourier obtenemos la expresiéon
integral para la funcién J(x):

1) = [ 1020 ¢k, (60)
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Entonces:
0(x) J‘ Py J’dsk lz_ko Sk x-x) J'efiE\tff'lfikUt’](kO,x,)dt, 1)
luego:
I= 'f dk, .fe’iE't”"’ik“t' J(ko, x")dt” 62)
Para t-t'>0
1= _[ dk, _[e’iE*+iEt"ik“" J(kg xdt'= ¢ 5 J(E, x") 63)
Para t-t'<0
=g [ g e = e ) (64)
Por ello
3, , X XD FEt
o(x) = J.d x’J. d k’z— J(£ Ei, x")e (65)

El signo superior corresponde al caso f - ¢’ > 0 y el inferior al caso
t -t < 0. De la dltima férmula se puede llegar a la siguiente conclusién,
cuando f - " > 0 el campo se determina solamente por los estados energéticos
de la fuente con energia positiva y cuando f - t < 0 con los estados con energfa
negativa.

Los estados de la fuente con energia positiva se determina con campos
de particulas elementales y los estados con energia negativa con campos de
antiparticulas, las cuales son absorbidas en la reaccién que se estudia, es decir
son las particulas y antiparticulas que existen antes de la interacciéon. Si
bajamos y subimos los polos de la otra manera se va a obtener la funcién de
Green de la anticausalidad la cual no tiene significado fisico.
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VI. Conclusiones

Podemos ver que para una misma ecuacién hemos obtenido distintas
funciones de Green, y dependiendo de la ecuacién algunas no tendran sentido
fisico como es el caso de la ecuacién de Shrodinger donde la funcién de Green
avanzada no tiene significado fisico, porque esta ecuacién no describe
fenémenos reversibles, pero en la ecuaciéon de Newton y en la de Klein-
Gordon la funcién de Greeen avanzada tiene sentido fisico.
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RESUMEN

Este trabajo presenta una demostracion de la unicidad
de la secuencia de multiplicadores
generada por el Método Lagrangeano Aumentado con Penalidades P; € P.
Esta unicidad ha sido probada a lo largo de los 1iltimos 25 afios
mediante el uso de la relacion de equivalencia existente entre los
Meétodos Lagrangeano Aumentado y de Punto Proximal.
Diversos investigadores tales como Rockafellar [10], Iusem [6]
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