participacién de los colegas. Dos acciones que refuerzan el proyecto son la
conformacién de equipos interdisciplinarios e interinstitucionales.

2. Elegir objetivos adecuados. Los objetivos de cada proyecto deben ser pertinentes
porque plantean una solucién posible a un problema existente, viables porque
la posibilidad de su ejecucion debe ser producto de un calculo de fortalezas y
debilidades del equipo ejecutante. La clasificacién anterior en las cuatro
lineas mencionadas tiene la ventaja de sumar logros objetivos como
publicaciones, tesis, asesorias, servicios, etc. que demuestran que el grupo
tiene antecedentes que respaldan la viabilidad del proyecto.

Los proyectos referidos al medio ambiente son variados. Si se orientan a la
actividad industrial, deberdn ofrecer soluciones que reduzcan costos por Suma de Momentos An gUIares
penalidades a la empresa que contamina. Desde otro punto de vista, podrian
plantearse proyectos dirigidos a la eliminacién de algin tipo de contaminante
tipico de una localidad o regiéon. En este caso, el receptor de los resultados del H.G.Valqui /Facultad de Ciencias-UNI
proyecto seria el ministerio de salud o de la produccién.

El grupo de productos naturales deberian vincularse con grupos de RESUMEN
farmacia, medicina o bi6logos para explotar los beneficios de los principios

ti limit identificacion. .
actives y no imitarse a suidentiicacion Para hallar los valores y vectores propios del (cuadrado del)

Los proyectos en materiales deberfan estar vinculados a partes de operador suma § = A + B de dos operadores angulares,

dispositivos, o sustitutos mejorados de materiales convencionales. Una alternativa Ay B, usualmente se recurre a los llamados coeficientes
interesante lo constituyen materiales con propiedades especificas que permiten la de Clebsch-Gordan. En el presente articulo
eliminacién de contaminantes, por lo que podrian combinar los grupos de

. . : consideramos el caso de dos operadores ‘pequefios’,
materiales y los de medio ambiente.

para mostrar como se pueden calcular,

Los proyectos vinculados a energia, en los que mostramos fortalezas son en forma mas o menos directa, los vectores y valores propios

aquellos referidos a energias renovables o fuentes alternativas de baja de la suma, sin tener que recurrir a los mencionados coeficientes.
contaminacién. Dos temas interesantes y novedosos en nuestro medio son los
sistemas de refrigeracién solar y las celdas de combustibles.

Estas son sé6lo algunas consideraciones preliminares para empezar un plan ABSTRACT
de elaboracién de proyectos y definicion de lineas prioritarias de investigacion. El
proyecto BID tiene altas probabilidades de llevarse a cabo y no podemos dejar In order to get the proper values and proper vectors of the
pasar esta oportunidad. Esta claro que no son recursos humanos calificados lo que (squared) sum of two angular operators, S = A + B, one usually
nos falta, sino tal vez, la capacidad de buscar acuerdos con horizontes de mediano applies the so called Clebsch-Gordan coefficients.
y largo plazo. In the present article we handle the case of two “little operators”

to show how we can get directly that proper values and
proper vectors, without making use of such coefficients.

Dr. Abel Gutarra Espinoza
Director del Instituto de Investigacion
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a
NOTA. Por comodidad tipografica, escribiremos: [abc]=| b
c

L El momento angular

01:  Recordemos que un operador vectorial, M = (M, M, , M3) esllamado
operador de momento angular si, y solo si, satisface la ecuacion M x M = ihM
0, equivalentemente, [Mj , M ] =ih SR M , donde el corchete indica la
operacién de conmutacién, y los vectores ey son: e; =[1,0,0], e; =[0, 1, 0],
e3=1[0,0,1].

02: Dadas las matrices:

010 0-10 00 0
P=|1101 Q=10 -1 R=]100
010 01 0 01 -1

que satisfacen las relaciones: [P, Q] =2R, [Q,R]=P, [R,P]=-Q,
podemos construir los operadores:

A= (B/J2)P , Ay=i(B/J2)Q , As= KR,
que satisfacen las condiciones para ser las componentes de un momento
angular:

AxA=1ihA

03:  Por otra parte, con A%= A12 + A22 + A32, verificamos que A2 =2h71, de
donde resulta evidente que A% conmuta con cada una de sus 3 componentes.

04:  Los 3 vectores propios de la matriz P son:

p1=[1 -¥2 1] , pp=[1 0 -1] , p3=[1 42 1],

con los valores propios - 2,0, 42, respectivamente.
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Aquellos vectores son también vectores propios de la matriz A;,
siendo -h, 0 y h los correspondientes valores propios.

05:  Los 3 vectores propios de Q son:
q=[-1 iv2 1], @=[1 0 1] , g=[1 i42 -1],
con los valores propios i2,0, -iJ2, respectivamente.

Tales vectores son también vectores propios de la matriz A,, siendo
-h,0 y ‘h los correspondientes valores propios.

06:  Los vectores propios de R son:
rr=[0 0 1], r,=[0 1 0] , rz=[1 0 0]

con los valores propios -1, 0 y 1, respectivamente.

Tales vectores son también vectores propios de la matriz As, siendo
-h ,0 y A, los correspondientes valores propios.

07:  Notese que, en cada terna de vectores propios, los vectores son
ortogonales; pero ellos no estdn normalizados (excepto en el tercer caso).

08:  Por otra parte, construyamos las dos matrices A; = A + icA,, donde
62 =1.Es decir, As="h(1/ NG )P +ich (i/ J2 ) Q; es decir,

As=(h/N2)(P-0Q)

09:  Si aplicamos el operador A, a los vectores propios de Az, obtenemos
los siguientes resultados:

A_ re = 0 A+1‘1= /h/\/é I
A_ry= h2 ry Ayry= D2 13
A_ I3 = Tl/\/i I A+1‘3= 0

que ponen en evidencia la capacidad de A para bajar o subir los estados ry.
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10:  Por otra parte, tenemos que las matrices:
cos® send —sen® cosO 0 -1
B, =1/2 , B,=1/2 , By=iti/2
sen® —cosO cos® sen® 1 0
las mismas que, para cualquier valor de 6, satisfacen la relacién

B xB=ihB

y tienen los vectores y valores propios (dobles):

b; =[senb € - cosB] , by =[cos® -€ +senB] , by=[1 i€] con e?=1

B1b1=6ﬁ/2b1 P B2b2=6ﬁ/2b2 , B3b3=6/h/2b3

donde, como se puede apreciar, las 3 matrices poseen los mismos valores
propios. Ademas se cumple, B? = 3h2/4 1.

11:  Para los operadores de bajada y de subida, obtenemos:

B. = By + i€ By, es decir, B, = (h/2) e <P

ie -1
Estos operadores, actuando sobre los vectores propios de By, vy = [1 -],
vy =[1 i], tienen los siguientes efectos:
B_v;=0 B_ vy="hev,

Byv;= hel¥y, , Bivy,=0

12:  Por otra parte, si (u , p)y es un producto interno en el espacio U;
(v, q)y esun producto interno en el espacio V, entonces se puede demostrar
que el producto numérico de los productos internos, {(u, v), (p, q)) =
(u, p) y (v, Qv es un producto interno en el espacio (U, V).
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Por ejemplo, en (U, V), el producto interno

(p(ra,v1) +€¥(r;,vo), € (ry, v1) - p* (ry, Vo)) =

(P (ry,v1), e (ra, vy)) - (p(ra,v1), p*(ry, Vo)) +
(@ (r1,v), € (ry, v1)) - (€% (ry, v), PH(r1, Vo) =
p* e ((ry, v1), (ry, v1)) = PP A(r2, va) , (r1, Vo)) +
((r1,v2), (r2,v1)) = pre™(ry, vp), (ry, vo)) =

p* e (ry, ra) (v1, V1) - p*pry, T (v1, Vo) +

(ry, 1) (va, vy) = p* e (ry, rp) (va, vp) =
p*ei®1x2V/2 - 0x0+ 0x0 -p*e® 1x21/2 =0,

por lo cual los citados vectores son ortogonales.

II. El problema de la suma de dos momentos angulares

13:  Aclaremos la situacién que estamos considerando. Tenemos dos
sistemas fisicos independientes (no interactdan entre si), el primero descrito
en un espacio de Hilbert U, el segundo descrito en un espacio de Hilbert V (en
realidad, en este caso se trata de espacios vectoriales de dimensién 3 y 2,
respectivamente). Sobre dichos espacios actian los operadores de momento
angular:

A USU, B : VoV

14:  Nuestro objetivo consiste en considerar un sistema fisico que incluya a
los dos sistemas independientes, para construir el operador de momento
angular total, y determinar sus correspondientes vectores y valores propios.

15:  Como los estados del sistema compuesto estan constituidos por todos
los pares de estados posibles, de cada uno de los dos sistemas, entonces, el
espacio vectorial compuesto estara formado por todos los pares ordenados de
vectores (u, v) ,donde ue U,ve V. Si{e}y {fi}son basesdeUyYV,
respectivamente, entonces {(e; , f;)} sera una base del espacio compuesto,
cumpliéndose que:
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u=Yoe, v=Y Bfi = (u,v)=Y o;B(e, f)
i j ij
16: Por otra parte, si M, N son operadores, talesque M:U—-U, N: V-5V
definiremos el operador M ® N: (U, V) — (U, V) de manera que M ® N(u, v) =
(Mu, Nv), donde podemos verificar que (M{M,) ® (N1Np) = (M1 ® Nj)
(M, ® N»).

17: Si Iy , Iy son los operadores identidades en los espacios indicados,
entonces podemos escribir M ® Iy(u, v) = (Mu, v) y Iy®N(u, v) = (u, Nv).

Entonces, podemos verificar directamente que:

i. M®Iy) (Iy ®N) = (Iy ® N)(M ® Iy),
i.  (M2®Iy)=M®IL)?%
iii.  (Ig ®N?) = (Iy ®N)?,
iv. MOIy+Ig®N)X®Iy+I;®Y)= (MX)®Iy +M®Y + X®N +I;® (NY)

NOTA: En lo que sigue, siempre que esté claro sobre cual espacio actta
el operador considerado, escribiremos simplemente, M(u ,v) en vez de
M®Iy(u,v), y N(u,v) envezde Iy®N(u, v).

18:  La suma de los operadores M + N no tiene propiamente sentido, pues
ambos operadores acttian en espacios distintos. Pero, en el espacio (U, V) si
tiene sentido hablar de la suma de los operadores M ®1y y Iy ®N, es decir,

M®Iy +Ig®N, donde M®Iy + Igy®N)(u,v)=M™Mu, V) + (u, Nv)

19:  Sean p, q vectores propios de M y N, respectivamente: Mp = Ap, Nq = {q,
entonces M ® Iy(p, v) =Ap, v), Iy ®N(u, q) = {(u, q), donde u, v son vectores
arbitrarios. Escribiremos simplemente : M(p, v) = A(p, v), N(u, q) = {(u, q).

III. Elcasode A+ B

20:  En el caso de los operadores de momento angular, A y B, definimos la
suma S = A®Iy + Iy ®B, cuyas componentes son S, = A @Iy + Iy ® By,
k =1, 2, 3. Podemos verificar que estas componentes efectivamente satisfacen
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las condiciones para que S sea un operador de momento angular, es decir,
S x S = ih S. Deseamos construir todos los vectores propios comunes a los
operadores S? y Ss.

21:  Sean S¢ = S; + ie€S, , con €2 =
‘bajada” Como sabemos dicho operador conmuta con SZ, es decir, ste
= G_82. De alli obtenemos que S (Sc)™ = (Sc)" S2.

1, los operadores de ‘subida’ y de

22: Sea w un vector propio de s? , es decir, S2w = A w; entonces
verificamos que el vector (Sc)" w, mientras no sea un vector nulo (pues para
valores ‘grandes’ de n va a resultar nulo), sera también vector propio de S
especificamente, S (Sc)™ w = A (Sc)™ w.

23:  DeS?=85,2+5,>+5;2= (A1 + By)? + (A + By)2 + (A3 + B3)%, obtenemos,
S?=A2+B?+2A;By;+ A, B_+A_B,

24:  Anteriormente hemos visto que los operadores A%, Aj; poseen tres
vectores propios comunes, uj, U, uz , mientras que B>, B; poseen dos
vectores propios comunes: v; y v,. Entonces podemos verificar directamente
que los (seis) pares ordenados (u;, vi) son vectores propios del cuarteto A2,
Aj, B2 , B3, en el espacio (U, V). Es decir, dichos vectores son también
vectores propios del operador S3 y del operador T = A%+ B? +2A4B;.

25: Entonces, aquellos vectores, de entre los seis, que también sean vectores
propios del operador Z = A, B_+ A_B,, seran, también, vectores propios de S2.

Sabemos que A; r3 = A_r;y =0, By vy = B_ vy =0, en sus
correspondientes espacios. Entonces, los vectores (r; , vi) y (r3, vp) son
vectores propios de Z. En efecto: Z(ry, vy) = Z(rz, vp) = 0.

Es decir, los vectores (ry, v5) y (rs, vp) son vectores propios de 2.

26:  Consideremos el vector (ry, v5) v los vectores (Si)" (ry, v,), que son
vectores propios del operador S2:

S)° (r1,v) = (r1, v1) =wy
(S (r1, v1) ={22(ry, vy) + €0 (r, Vo)) h=wy h
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(S4)% (r, v)) = 2{(r3, v1) +272e 0 (ry, vy)} h2 =2 wy k2
(S’+)3 (ry,vy) = 6 ei0 (r3, vo) h3= 60 Wy 53

(S0)* (rr, v1) = 0

27:  Podemos verificar, que los (cuatro) vectores obtenidos por la aplicacién
repetida de S, , son, por una parte, vectores propios de $? con valor propio
15h2/4, por otra parte son vectores propios de Sz con los siguientes valores
propios:

S3W1=—3T1/2W1, S3W2=—’h/2W2, 83W3= TI/ZWg, S3W4= 3ﬁ/2W4

28: Hemos construido cuatro vectores propios de S2. Pero el espacio (U , V)
que estamos considerando, caracterizado por el valor propio 2h? de A2 y el
valor propio % 2 de B? tiene dimensi6n 6. Faltan dos vectores. La clave esta
en los vectores w, y ws. Cada uno de ellos pertenece a un subespacio 2-
dimensional: el vector propio w; pertenece al subespacio generado por los
vectores (r, , vi) y (r1, vp); el vector propio wy pertenece al subespacio
generado por los vectores (r3, v{) y + (rp, vp).

A
(ra, v1) W, (r3,v)
W3

(r1,vy) (r2,v2)

29:  En el subespacio generado por (rp, vq) y (I, vp) construiremos un
vector normal al vector wy = 21/2 (1, v;) + e10 (r1, v2). Dicho vector sera (como
se ha mostrado en 12): ws = wol = 21/2 (1, v) - €79 (ry, v4).
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Ahora podemos verificar que:
Sy ws=-"h/2ws Szw5=3/4 ‘h2w5

30:  Para obtener el sexto vector tenemos dos posibilidades: i) Construir
w3t 6 ii) Aplicar el operador de subida a wy, es decir, obtener, S, w,t. Como
verificacién, ambos resultados deben coincidir.

Enefecto S; wol. =S, [2V2(rq, Vo) - €9 (1, vy)] = (rp, vo) -2/2€ (13, v) =
wg, que, efectivamente, es ortogonal a w3. También podemos verificar que:

S3w6=‘ﬁ/2w6 S2W6=3/4 TIZW6

31:  Finalmente, para el caso aqui considerado, presentamos la tabla de los
vectores propios de S3 (lectura horizontal) y los de S? (lectura vertical).
Hemos considerado unas lineas mds, para mostrar cémo deberia seguir la
tabla para casos “més grandes”.

S?w=s(s+1) h2w s=1+1/2
Ssw=s3hw

N33 | 5.2 3/2 1/2 | -1/2 | -3/2 | -5/2

5/2

3/2 wy W3 W, W

1/2 W W5
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Conclusiones

Dados los (2a + 1) vectores propios |a , p) del operador A , y los (2b + 1)
vectores propios |b, q) del operador B, para construir los vectores propios
de (A + B)?, con abuso de lenguaje, procedemos de la forma siguiente:

1. Con s = a + b, consideramos el vector |s , -s) , y aplicando
repetidamente el operador de subida S,, construimos los (2s + 1)
vectores de la forma |s, m).

2. Se puede apreciar que el vector |s ,-s+1) es 2-dimensional; entonces
se construye |s-1, -s+1)ortogonala |s,-s+1).

3. Ahora se aplica repetidamente el operador de subidaa |s-1, -s+1),
obteniendo los 2(s - 1) + 1 vectores de la forma |s-1, m).

4. El vector |s-1, -s+2) resulta pertenecer a un espacio 3-dimensional;
entonces se construye el vector |s-2, -s+ 2) ortogonal a los vectores
|s, -s+2)y |s-1, -s+ 2)hallados anteriormente.

5. Luego se aplica repetidamente el operador S, al vector |s-2, -s+2),
obteniendo los 2(s - 2) + 1 vectores de la forma |s-2, m).

6. Se contintia con este proceso iterativamente: i) Se construye |s-3, -s+ 3)
ortogonalmente a los vectores |t, -s+3),con t=s,s-1,s5-2, ii)Al
vector |s -3, -s + 3)se le aplica el operador de subida S., para
determinar los 2(s -3) + 1 vectores de la forma |s -3, m). Este proceso
es continuado hasta llegara t=b-a>0.

7. Puede verificarse directamente que en el proceso se han construido
Ej

2 (2t + 1) = (2a + 1)(2b + 1) vectores propios de S?, y por lo tanto,
t=-s
vectores propios comunes al cuarteto de operadores A%, B2, 8% y Ss.
8. El proceso iterativo, tal como ha sido presentado puede ser
cémodamente programado para ser procesado en una computadora. El
mecanismo para obtener un vector ortogonal a n -1 vectores dados de
un espacio n-dimensional puede verse en la referencia (1).
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