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En este trabajo, se aproxima la solucién de un problema de transmisién de flujos entre dos sustancias a través
de una interfaz interior y una condicién de frontera de tipo Neumann en la frontera exterior. Utilizamos para su
aproximacién el ya conocido método Hibrido de Alto Orden (con sus siglas en inglés HHO), que puede clasificarse
como un método de Elementos Finitos (EF) de tipo Galerkin Discontinuo (GD). Describimos el modelo matematico,
su formulacién variacional a nivel continuo y el esquema HHO respectivo. Discutimos existencia y unicidad y
presentamos resultados del orden de convergencia éptima de la solucién potencial con respecto a una norma de
energia y a la norma L?. Finalmente, se proporcionan algunos ensayos numéricos, cuyos resultados estan de acuerdo
con la teoria descrita.

Palabras Claves: Problema eliptico de transmisién interior, Método hibrido de alto orden.

In this work, we approximate the solution of a transmission problem of the flux between two substances through
an inner interface and a Neumann boundary condition at the exterior boundary. For that approximation, we use the
well- known Hybrid High Order (HHO) method, which can be classified as a Discontinuous Galerkin (DG) Finite
Element (FE) method. We describe the mathematical model, its variational formulation at the continuous level,
and the respective HHO scheme. We discuss the existence and uniqueness of solution and present results of the
optimal convergence order of the potential with respect to an energy norm and the L2-norm. Finally, we provided

some numerical tests, which are in agreement with the theory described.

Keywords: Interior transmission elliptic problem, generalized meshes, hybrid high order method.

1. Introduccién

Los problemas de transmisién (también llamados
problemas de interfaz), aparecen por ejemplo en la
interacciéon de sélidos y fluidos [1, 2]. En el caso de
dispositivos electromagnéticos compuestos por diferentes
materiales [3], el flujo incompresible de dos fases presenta
saltos en la presién y el gradiente de presién a través de
su interfaz [4].

En este articulo consideramos dos dominios disjuntos.
Sea (2; un dominio acotado y simplemente conexo de R?,
d € 2,3, con frontera Lipschitz continua I'; := 89Q; y Qo
la regién anular delimitada por I'; y una segunda curva
Lipschitz continua I';, que est4 estrictamente contenida,
en RY — Q; (ver Figura 1). Nosotros utilizaremos el
método HHO que ya describimos para el problema de
difusién variable [5, 6]. Para una mayor comprensién
y otras aplicaciones del método HHO, sugerimos al
lector revisar [7]. Nuestro problema es un problema de
transmisién interior con mallas ajustadas a la interfaz. Es
decir, la interfaz no corta ningin elemento de la malla.
Esto nos permite manejar con comodidad interfaces
poligonales e imponer con precisién las condiciones de
salto sobre la interfaz. Ademds de extender las técnicas
estdndar del método HHO para problemas de difusién,
pudiendo acoplar sin mucha dificultad las soluciones de
cada subdominio. Aprovechar las bondades del método

HHO, como por ejemplo, para manejar mallas bastante
generales con elementos poligonales y nodos colgantes;
polinomios de alto orden y superconvergencia.

Figura 1. Geometria del problema.

En esta revisién, se realiza una ligera modificacion del
esquema HHO propuesto en [8]. También se ha abordado
interfaces curvas que no se ajustan a los mallados de
los subdominios usando el método HHO con un enfoque
distinto [9], el cual deriva en un andlisis a priori més
complicado.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En
la Seccién 2, se introduce el problema modelo, su
formulacién variacional y el estudio de su existencia y

Facultad de Ciencias — Universidad Nacional de Ingenieria



Método Hibrido de Alto Orden para un problema de transmisién interior 61

unicidad. Los grados de libertad, los espacios discretos y
los operadores discretos reconstructivos, son introducidos
en la Seccién 3, mientras que en la Seccién 4 se obtiene
la formulacién discreta mixta segin la filosofia HHO y se
prueba que estd bien puesto. El andlisis de error a priori
es descrito en la Seccién 5, y finalmente en la Seccién 6
se muestran algunos resultados numéricos.

2. Problema modelo

Consideramos el siguiente problema de transmisién:
Encontrar u; : 1 > Ry us : Q2 — R tal que

—Au; = f1 in O, (1a)

—Auy = fp in Qy, (1b)

u; —ug =g on I'y, (1c)

Vuj -n; +Vuy -ny = g; on I'y, (1d)
Vuz - ng = g, on I'y, (Le)

/ Ul +/ ug =0, (lf)
1971 Q)

donde f; € L% () y fo € L?*(Q) representan los
términos fuentes, g € H'/2(T';) el salto de traza del
potencial sobre Ty, g1 € H~Y2(I;) el salto de la
componente normal del flujo sobre 'y y go € H~1/2(T'3)
la componente normal del flujo sobre I's. n; denota el
vector normal unitario exterior a I'; y n» el vector normal
unitario exterior a la frontera de Qj, dada por 09, :=
I'; UT;. Por abuso de notacién, denotamos la traza con
su misma funcién. Imponemos la siguiente condicién de
compatibilidad, para garantizar que el problema esté bien

puesto:
/f1+/ f2+/ 91+/ g92=0. (2)
Q) (92 | Y s

El punto de partida del método HHO es encontrar
la formulacién variacional mixta de (1). Asi que, para
cualquier subconjunto conexo X C R¢ con medida
de Lebesgue distinta de cero, denotaremos al producto
interno y a la norma del espacio de Lebesgue L?(X) por
(+)x ¥ |l - llo,x, respectivamente. También, denotamos
por Q := H~Y/2(T";) al espacio dual de H'/2(I';) con su
norma dual

”f'”—l/z,r, = sup M Vf* e H‘1/2(1"1),
FEHY?(Iy) ||f||1/2,rl

f#0
(3)

donde (,-)r, representa el emparejamiento dual de
H~'2(I'y) y H'/2(T';) con respecto al producto interno
L?(T'y), y andlogamente para (-,-)r,.

Ahora introducimos el espacio de Hilbert
U:= {('Ul,’Uz) < Hl(Ql) X Hl(Qz) H
(vl, 1)91 + (’02, 1)02 a 0}’ (4)

dotado de la norma ||(u1,u2)||?; = 1|12 g, + |Juzl|? -
Al aplicar integracién por partes a las ecuaciones de

(1) y considerando la variable auxiliar £ := Vug - ng €
H~'/2(T';), se obtiene la formulacién variacional, que se
lee: Encontrar ((u1,u2),£&) € U x Q tal que

a((u1,u2), (v1,v2)) + b((v1,v2),§) = F((v1,v2)), (5a)
b((u1,u2),A) = G(A) V(v1,v2) €U, VA€Q, (5b)

dondea : UxU - Ryb: UxQ — R son formas
bilineales definidas como

a((ul, u2)1 (vl’ UZ)) = (Vula Vvl)ﬂl 4 (V'LL2, VUZ)QQ’

b((vl’ v2),£) = (€1 v — 'U2)I"1-
F:U — RyG : @ — Rson funcionales lineales definidas
como

F((v1,v2)) := (f1,v1)0,+(f2,v2)0,+(91, v1)r, +(92, v2)r,,

G(\) =\ 9)r,-
Podemos definir el operador lineal acotado B : U — @
inducido por la forma bilineal b, al notar que

b((v1,v2),€) = (§,v1 — v2)r, = (R(£),v1 — v2)1/2,1,
= (R*(v1 — ”2),5)—1/2,1‘1,

donde R : H~'Y/2(I'y) — H'Y%(I'}) es una aplicacién
de Riesz, R* : HY?(';) — H~Y?(;) el operador
adjunto de Riesz, y (-,-).r, el producto interno sobre
H"(T'1), r € {—1/2,1/2}. Entonces, definimos para todo
(vlv 112) € U,

B((v1,v2)) := R*(v1 — v2). (6)

Gracias a la biyectividad de R*, podemos definir el nicleo
de B, como

V:=KerB = {(v1,v2) € U:v; =v2 onT'1 }. )

Ahora establecemos que la formulacién variacional (5)
tiene solucién tnica.

Proposicién 2.1 (Bien puesto). El problema continuo
(5) estd bien puesto.

Demostracion. Se deduce luego de aplicar la teoria de
Babuska-Brezzi. Se demuestra que las formas bilineales
a y b son acotados, que a es V-eliptica y finalmente la
condicién inf-sup de b. El anélisis es similar a la prueba
del Teorema 2.1 en [8]. O

3. Marco discreto

Consideramos las notaciones utilizadas en [5, 6] para
discretizar un dominio de R¢, asi como también las
definiciones del operador potencial reconstructivo y de
reduccién local. Utilizaremos el subindice i = 1,2
para referirnos a cada subdominio. Por simplicidad,
consideraremos g; € L%(T;), go € L?(), @ := O, U
I'1 U g, 7Tn una malla de , satisfaciendo para cada
T € Thyque T C @ oT C §, y que no existen
nodos colgantes sobre la frontera de transmisién I';. A
continuacién, introducimos las mallas inducidas por 73,
sobre cada subdominio Q;, i € {1,2}, esto es

Tin :={T €T : T},
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Ademas, denotamos por I'1, y I'zp, las particiones de
I'y y Iz, respectivamente, inducidas por 73 5.

Dado k > 0 el grado polinomial, definimos los grados de
libertad global sobre cada subdominio:

ur, = [] P5@) | x

TET:,n

II P ). ®

FeF,n

donde F, j, colecta las caras correspondientes a 7; . Sea
Vin = ((v,7)TeT; n> (v, F)Fer, ) € Q!;—‘,h un elemento
del subespacio discreto, Ademés, la restriccién de v, ;, a
cada elemento T' € T; » es ¥, 1 := (Vy,7, (Vs,F)Fer,) €
k :

Ui r = PE(T) x (HFGFT P%_,(F)), donde i = 1,2. En
caso no haya ambigiiedad, se omitira el subindice 3.
Ahora, establecemos nuestros espacios de aproximacién
discretos:

kO . . % i
g77. S {!h = (!1,;;)!2,},) EHTN‘ XHTM‘ :

2
> Y (wrr = 0}, )
1=1T€T,n
Qh =Pi_1(T1n) == ] P5_ (). (10)
FEFL}‘

De aqui en adelante, adoptamos la siguiente notacién:
Dado A\, € Qf, denotamos Ar := M|r para todo
F € T;p. Entonces, introducimos la caracterizacién
An = (AF)Fer,,- El espacio QF es provisto con la
norma L? ponderada:

Ml = 32 hellAeldr . VaweQh. (11)
Fer'yn
Introducimos también la seminorma | - ||, : Q% . X

H'«}M — R, la cual es dada, para cada (V1,n:¥2 ) €

k k
H'r,',, X g’r,‘h, por

@1 p 2 )7 = ||!1,h||¥,'r,,,‘ + ||!2,h||¥,'r2,,.
+ Y hploir —wrlis  (12)
Fel'y

Proposicién 3.1. La aplicacién | - I~ define una norma
sobre H%o.

Demostracién. Ver Proposicién 4.1 de [8]. O

Para cada T € 7}, se define el operador de reduccién
local Iy. : HY(T) — U~ tal que, para todo v € H? (1),

v = (nfv, (n§v) resy), (13)

donde 7% y n% denotan las proyecciones ortogonales de
L? sobre PE(T) y P%_, (F), respectivamente.
El correspondiente operador de reduccién global _I_% .
HY(Q) - Q’»‘r‘_h es definido por

I v = ((thv)rers ., (tFv)rez,,) Yve HY(Q).

(14)
Para cada T € 7y, se define el operador gradiente
reconstructivo local G%. : U — VPX*1(T) tal que,

para cada vy := (vr, (vr)rer;) € U y cada w €
Pg+(T),
(Ghvr, Vw)r = (Vur, Vu)r
+ Z (’UF —vr,Vw - nTF)F. (15)
FeFr

Definimos también el operador potencial reconstll;uctivo
p';:H : Uk = ]P’s“(T) tal que, para todo v € Ur,

VP"}HQT = G’JC'_’QT, /Tplqc‘HQT ’=/T-‘”T- (16)

Observacién 3.1. Utilizaremos propiedades de
aproximacion del operador p?“l’;w aplicado a funciones
con regularidad en H9t1*%(T), para q € {0,1,--- ,k} ¥y
8 € (1/2,1], lo cual nos permitird realizar el andlisis a
priori. Ver Apéndice A para mds detalle.

4. Formulacién discreta del
problema

Para formular el esquema HHO, definimos la siguiente
forma bilineal ay, : I_J_',;—;lo X H'};o — R dada por

an((uy py s p), (V1 0, Vo i) i=
Ah((Hl,mgz,h), (!1,h,!2,h)) + jh((gl,h,gz.h)’ (‘—’l,h’{—f,}’s))'
k,0
donde el término de consistencia Ap : H%O x Uy’ - R
. . k,0
y el término de estabilidad jp : Q’fr;f) xUg = R son

definidos como

k
An((y,5,934), (¥1,8,V2,)) = Z (GI%ET’GTY'T)T'

TeTh (18)
. . 9
In((Qy py Yy 4), (V1,0 Vo i) = Z jr(ur,vr), (19)
TeTh
siendo
jT(HT,!T) =

k+1
> hpt(ak(up — Retlug), nh(vr — RF¥r))F
FeFr
con
1
REHvrp = vp + (pht vy — nhpr 1)
. L 17k0%<QF —
También, introducimos la forma bilineal by, : U7, XQh
R, la cual est4 definida como

bh((‘_’l,h)‘_’Z,h)a’\h) = Z ()\F,vl,F"W,F)F
Fery,n
Y (VinVan) € UEO, WA, € QF. (20
)

; ; 5
Entonces el esquema discreto mixto HI,;I? 880:13‘310 aufz
se lee: Encontrar ((u; 5,u, 5),&r) € Uz, X Qj tald

ah((gl,h’ B2,h)1 (!1,]" y_zyh)) + bh((_\ﬂl’h, !2’},)1 E:;) . )
k!

= Fa((V1 0, Yo i) V(Y15 Vo) € U7, (2ie

(21b)

k
bh((ﬂl,h’gmh)a Ah) = Gh(’\h) VAn € Qh 2
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donde las funcionales lineales discretas F}, y G}, se definen
como:

Fo(Vym¥an) == Y (fuon)r+ Y (f2,v28)s

Te€Ti,n S€T2,n
+ Y (gn,vp)F+ > (92,v2,7)F,
FeT1,n Fera,n
(22)
Ghn) = (A, @)rup = D, (Arg)r.  (23)
Fer,n

Qbservacién 4.1. El operador lineal By, : H’;—’:’ - QF,
inducido por by, es caracterizado por

B"(Xl,halz,h) = (v,r—v2,F)Fer,, Y (VY1 Van) euf}f.

(24)

Observacién 4.2. La forma bilineal ap induce otra
seminorma sobre UY, . x U%. | que es dada por

"(!l-h’zlh)utzz,h = ah((!l,h,lz,h), (Xl,halz,h))

V(¥1,n,Va) € H’%’h X chrg,,, . (25)

Introduciendo V; :=

L Ker(B}), establecemos el
Siguiente resultado.

Lema 4.1 (Elipticidad). ay, is Vj-eliptica.
Demostracién. Ver Lema 4.4 de [8]. =

Proposicién 4.1 (Bien puesto). El problema discreto
(21) estd bien puesto.

sDuemOSt-n?Cién’ Se sigue de la elipticidad de as y la
o rt}'ect}VJdad de By, lo cual verifica las hipétesis de

€oria de Babuska-Brezzi. El anlisis es similar a la
Prueba de ]g Proposicién 4.2 en (8] =

El siguiente resultado serd util para establecer el
andlisis 5 priori.

C : .
dol’olano 4.1. Eziste n > 1, independiente del tamario
€ mallg h, tq) que

(v

26
ltv,y 5, e

(27)

5. Anidlisis de Error
ng?(tgta secci6n, asumimos que la solucién exacta u, €
ig {1’2}1),Epara algl’ln. b € (1/2,1] y Au; € L?(Q) para
2 ) g' ES'E-; Suposiciones nos permite considerar £ €
a i te’l‘p(l)l = (T'1) y g2 € L3(T"y). Ademés, denotamos
aclon de la solucién exacta por ;, :=

T k ) ;
2% € Uy, parai e {1,2}. También consideramos

la ing B =

tal q::Dfélamon de la variable auxiliar £ como &, € QF
= ok

difici] de;llgir'— m5 (), para cada F € I'1,n. No es

q.. o k,0 .
que (4, ,,4,,) € U7’. Consideramos

Lhs¥ap)lln < ||(!1,hv!2,h)||a,h V(¥1,1,V25) € Va,

k,0
Yo )llan < nm(!Lh,!z,h)mh V(!l,h,l’_z,h) eUz .

el ensamblaje de las componentes volumétricas de la
solucién discreta, es decir, v, € P§ (7:,n) tal que
Uphlr = vur VT € T, h. A continuacién, presentamos
estimaciones de error del potencial usando la norma de
energfa y la norma L2, bajo suposiciones de regularidad
adicionales.

Lema 5.1 (Consistencia). Sea (u1,u2) € U la solucién
potencial de (5) y (u;4,u;,) € Hi’o la solucion
potencial discreta de (21). Entonces, existe una constante
C > 0, independiente de h, tal que

”(ﬁl,h, .ﬁz,h) - (91,ha .‘_12,h)”a,h

<C sup En((¥1,ns¥2,1))s
(!1.h v!g_;.) € gﬁ'
11,1 2¥2, 1) lla,n=1

(28)

donde E,(-) representa el error de consistencia, y viene
dado por

5h((!1,ha!2,h)) = ah(@l,h’ﬁz,h)a (!1,'.’!2,11))

+(Br(Yyns Yor) En)ry — Fu((Vin,¥ap))  (29)

Demostracién. Se  sigue  directamente de las
formulaciones variacionales continua (5) y discreta (21)
y de (24). O

Teorema 5.1 (Estimacién del error en la norma
de energia). Bajo las suposiciones del Lema 5.1,
y asumiendo la regularidad adicional (u1,uz) €
HFH14H01(Q)) x HF+14%2(Q,), 3C > 0, independiente de

h, tal que

(@1, 8a,0) — (1,5 82,8)llap + 1€8 = Enllrs.

/
< Ch* (hf‘sl a1 4+148,,0, + h§52”“2"i+l+éa.ﬂz) )
(30)

donde h := méx{hy,h2} y h. = Tnel‘a;'i(,.hT’i =

1,2. Ademds, aplicando propiedades de aprozimacion al
operador p’}“lﬁ- para cada T € Ty, se cumple también

2

> Y IV - Vorullgr

1=1T€T, n

/
5.
< OBt (W5 sl 1, 00 + 3 11500
(31)

Demostracién. Se sigue del Lema 5.1, al acotar el error
de consistencia de manera similar a las técnicas usadas en
[6]. Por ejemplo, aplicando integracién por parte a f, =
—Auw;, las condiciones de transmisién y de frontera y las
propiedades de aproximacién del operador peHk. O

o : 2
Para la estimacién del error potencial en norma L,
consideramos el siguiente problema auxiliar: Encontrar

z € HY(Q) N LE($2) tal que
—Az =win N = QUL UD,,

Ez_ =0 on Ty :=09,

31'12
con w € L3(Q) tal que w, := wlq, ¥ 2 = z|q, para
i = 1,2. Luego, asumimos regularidad adicional sob;e %
la solucién débil de (32), de modo que z € H 2(Q)NLE(Q)

(32)
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y existe C > 0, independiente del tamafio de malla, tal
que

23 < Cllwliga,

o equivalentemente

lz1li3.0, + 22130, < € (lwrllfq, + llwzldg,) - (33)

Observamos que esta suposicién se cumple cuando, por
ejemplo, el dominio 2 es convexo. Este problema, auxiliar
nos permite establecer la estimacién del error de la
solucién interpolada y la solucién discreta volumétrica,
con respecto a la norma L2.

Teorema 5.2 (Estimacién del error en la norma L?).
Bajo las suposiciones del Teorema 5.1 y la condicion de
regularidad (33) del problema auziliar. Existe C > 0,
independiente de h, tal que para k > 1, se cumple

||7r’7°-1,hu1 —uynllon, + ||7r§—2,hu2 — ug,hllo,0, (34)
5 1/2
5,
< CpFt (Z h? IIu.IIﬁ+1+5,,n‘> ' (35)
=1

Para k = 0, asumimos que f; € HYTh,) ¥ ¢ €
PY_,(T.») para i = 1,2. Entonces

7% u1 — wi,nllog, + 7%, . u2 — vz nllo.0, <

2 1/2 2 1/2
Ch (Z K2 ||u1||2{+5.,n,)) +h? (Z IIlelf,T,,,.)
=1

=1

(36)

Demostracion. Se procede de manera similar al Teorema
5.2 de (8]. a

Observacion 5.1. Es posible encontrar el mismo orden
de convergencia del Teorema (5.2) para la solucién
discreta reconstruida a través del operador potencial
reconstructivo y su solucion ezacta, con respecto a la
norma L2.

6. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos tres ejemplos numéricos
para evaluar las propiedades de nuestro método.
Utilizamos diferentes mallas para las pruebas numéricas.

Nuestro cédigo es una extension del desarrollado para,
[5, 6]. Ademaés, calculamos el orden experimental de
convergencia (r) como

r = log(er; /er;)/ log(hr, /hT;)

donde er; y er; son los errores asociados a las variables
correspondientes considerando dos tamafno de malla
consecutivos h7; y h7;, respectivamente.

6.1. Ejemplo 1: Solucién exacta regular

Resolvemos el problema de transmisién (1) con
subdominios Q; := (1,2)? y Q, := (0,3)? \ 4, usando
la malla inicial de la Figura 2, tal que la solucién exacta
viene dada por

u1(z,y) = sin(nz)sin(my) — 4/72,
uz(x,y) = cos(mz) cos(my),

25

2

1.5

1

05

0

0 05 1 15 2 25 3

Figura 2. Malla inicial para el Ejemplo 1.

Notamos que en este caso, g; y g2 no son homogéneas
en I';. La Figura 3 muestra los 6rdenes de convergencia
del error al aproximar la solucién potencial con
polinomios a trozos de grado méximo k € {0,1,2,3,4}.
Se observa que la tasa de convergencia para este error
es de k + 2, mejor que la indicada en el Teorema 5.2.
En la Figura 4 se aprecian los érdenes de convergencia
del error de la aproximacién del flujo cuya tasa es de
k +1, en concordancia con el Teorema 5.1. Con respecto
a la variable auxiliar de transmisién £, en la Figura 5
se observan los correspondientes érdenes de convergencia
de la proyeccién de £ — &5, con respecto a una norma L2
ponderada. Estos estén cercanos a k + 3/2 (que es 1/2
més répida que la predicha por el Teorema 5.1).

10° ]
107} 900 1
10 r 3.03 1
10- 4.00
1
s 5.00
10~ r 1
6.01
10—10 <
10725 1072 10715 107!

Figura 3. Error del potencial con respecto a la norma
L? vs. h.
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e : : :
1.007//‘

10—2[ 1
2.37

1074} 1

| 335

10700 4 02 ]

1078} 4.98 1

10—10

1025 102 10715 107}

Figura 4. Error del flujo con respecto a la norma L2 vs.
h.
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3.51
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107° ¢ 4.50 —+—k=0]|1
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s ——k=2
107°F 464 —s—k =31
—w—k=4
10725 102 10-15 10!

Figura 5. ||§, — &rllo,r, vs. h.

6.2. Ejemplo 2: Solucién exacta no suave

Abhora, resolvemos un problema de transmisién,
considerando ©; = (—1,1)2\[0,1] x [-1,0] y Q3 :=
(=2,2)2\ ©; (vea Figura 6), mientras que los datos son
tales que la solucién exacta es (u,uz), donde

uy(r,0) = r2/35in(20/3) — ¢;  (en coordenadas polares) ,
u2(x,y) = sin(wz) sin(ry) — ¢z,

con c¢; y cz constantes reales tal que u; € L3(Q;),
J € {1,2}. Sefialamos que u; € H*3-2(Q,), para un
pequeno numero arbitrario s > 0, y uz es una funcién
suave.

2
1.5
1
0.5
0

-0.5
-1

-1.5

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 6. Malla inicial para el Ejemplo 1.

En las Figuras 7 y 8 se exhibe el comportamiento del
error del potencial y del flujo con respecto al tamaiio de
malla h. Estos resultados no contradicen los Teoremas
5.1 y 5.2, ya que en este caso la funcién u; no es regular.
Similar comportamiento se observa en la Figura 9 para el
error de &, — &, con respecto a la norma L? ponderada,
con tasa de convergencia de 2/3.

100}

1071}

102}

1073}

10725 102 10713 107!

Figura 7. Error del potencial con respecto a la norma

L2 vs. h.

10705 F — " " T
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10715}

1072}

107251

1073}

10-25 1072 1015 10!

Figura 8. Error del flujo con respecto a la norma L2 vs.
h.
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10725 1072 10715 107!

Figura 9. ||&, — &nllo,r, vs. h.

7. Conclusiones

En este articulo hemos propuesto una nueva
formulacién mixta HHO para aproximar la solucién
de un problema eliptico de transmisién interior, con
condiciones de frontera de transmisién no homogéneas.
En primer lugar, derivamos la formulacién variacional,
a nivel continuo, introduciendo la traza normal en la
frontera de transmisién, de la solucién que vive en
el subdominio anular, como incégnita auxiliar. En la
prictica, esta incégnita actda como un multiplicador de
Lagrange. Luego, proponemos un esquema variacional
discreto, aplicando el enfoque HHO. Aunque hemos
considerado, por simplicidad, una familia de mallas
simpliciales uniformes para el anilisis actual, es posible
extenderla para tratar mallas politopales m4s generales.

Hemos probado que nuestro esquema mixto discreto
HHO estd bien puesto y presentado resultados de
convergencia en la norma de energia (cf. (25)), asi como
en la norma usual L2. Nuestras estimaciones de error a
priori establecen que cuando aproximamos la solucién con
polinomios a trozos de grado méximo k > 0, al flujo con
respecto a la norma L? y a la interpolacién del potencial
con respecto a la norma de energia, observamos que el
error tiende a cero con un orden de convergencia k + &
(cf. Teorema 5.1). Mientras que el orden de error de la
aproximacién de la proyeccién ortogonal L2 del potencial
se comportan como O(k + 1 + §), para algtn § € (1/2,1]
(cf. Teorema 5.2). El error de la aproximacién de la
proyeccién ortogonal L? del multiplicador de Lagrange se
mide con respecto a una norma L2 ponderada adecuada

(cf. (11)), y converge, al menos, con el orden k + & (cf.
Teorema 5.1).

En el primer ejemplo, presentamos una solucién
exacta con suficiente regularidad, la cual muestra que
se alcanzan las tasas 6ptimas de convergencia (véase

Figuras 3, 4 y 5). Por otra parte, dado que la
solucién exacta del segundo ejemplo no es regular, no
se espera obtener tasas éptimas de convergencia. Esto_lo
observamos en las Figuras 7, 8 y 9. Como consecuencia,
esto nos motiva a desarrollar un anélisis de error a
posteriori, para mejorar la calidad de la aproxirnaf:ién
y recuperar la tasa éptima de convergencia, si es posible.
Esto seria tema de un trabajo futuro.

Finalmente, sefialamos que el anilisis descrito en este
trabajo, puede ser aplicado y/o extendido para tratar
problemas de transmisién lineal con difusién variable, y/o
con otro tipo de condiciones de contorno en la frontera
externa I';. Adem4s, teniendo en cuenta [10], estamos
motivados para extender este enfoque para tratar con
cierta clase de problemas de transmisién no lineal.

APENDICE A

En el siguiente lema, se muestra las propiedades de
aproximaciéon del operador pf'}f"llgw para funciones con
regularidad en Ht+4(T), para ¢ € {0,1,---,k} ¥
6 €(1/2,1].

Lema 7.1 (Propiedades de aproximacién para p'}*’l_l_’})-
Sean k > 0 el grado polinomial, g € {0, -- ,k} un entero
y 8 € (1/2,1] dados. Eziste un nimero real C > 0, Qze
depende de la reqularidad de la malla, depending on t(se
mesh regularity parameter, posiblemente de d, k, ¢ ¥ 9
pero independiente de hr, tal que, para todo h € H, pare
todo T € T, y para todo v € HIt115(T), se cumple:

k 1/2 ||, _ k+1 "v”
[~ 2ol .+ 5 o = 25" Kol o

k+17k
+hr ||V - P Te0)|| + A2 (R lTv)||0,8T

< C'h%““ lvll 414567 -
37)

O
Demostracion. Ver Lema 3.3 de [8].

Agradecimientos

R. Bustinza ha sido parcialmente apoyado deIl.
CONICYT-Chile a través del Proyecto AFB17})00}ﬁc:s
Programa PIA: Concurso Apoyo a Cen.tros- Clen]t;asa.l
y Tecnolégicos de Excelencia con Financiamiento e 0’
por el proyecto VRID-Enlace No. 218.013.0 dt":
Universidad de Concepcién, y por fil Cen;;(l)\/l A),
Investigacién en Ingenieria Matemética (C gl
Universidad de Concepcién (Chile). J. Mungll,la_co a.
expresar su gratitud por el apoyo econom]i3 =
CONCYTEC-Perii a través del Proyecto FOND -
“Programas de Doctorado en Universidajdes Peru cias
CG-176-2015, al Instituto de Matematica y cn;ierl'&
Afines (IMCA) y a la Universidad Nacional de Inge
(Lima-Perd).

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 23 (1) (2020) 6067



Método Hibrido de Alto Orden para un problema de transmisién interior 67

C.J. Luke and P. A. Martin., SIAM J. Appl. Math., 55(4):
904-922, 1995.

G. C. Hsiao and N. Nigam., Adv. Differential Equations,
8(11):1281-1318, 2003.

B. Heise., Impact Comput. Sci. Engrg., 5 (1993): 75-110,
1993.

M. Oevermann and R. Klein.,, J. Comput.
219(2):749-769, 2006.

R. Bustinza and J. Munguia. REVCIUNI 21(1): 6-14,
2018.

R. Bustinza and J. Munguia-La-Cotera. Numer. Methods
Partial Differ. Equ., 36(3): 524-551, 2019.

Phys.,

7.

10.

D. A. Di Pietro and J. Droniou. Volumen 19 of
Modeling, Simulation and Applications series. Springer
International Publishing, 2020. 528 pages.

R. Bustinza and J. Munguia., Centro de Investigacién
en Ingenieria Matemadtica, Universidad de Concepcién,
Chile, Pre-print 2020-10, 2020.

E. Burman and A. Ern., SIAM J. Numer. Anal., 56(3):
152571546, 2017.

R. Bustinza and J. Munguia. An a priori error analysis
for a class of nonlinear elliptic problems with the hybrid
hagh-order method. Centro de Investigacién en Ingenieria
Matematica, Universidad de Concepcién, Chile, Pre-print
2020-08, 2020.

REVCIUNI 23 (1) (2020) 6067

Facultad de Ciencias — UNI



