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Se analiza la solucién aproximada que se obtiene al pasar de una transformacién lineal a una cuadratica en el
espacio de Banach lo que resulta laborioso porque se trabaja con un sistema de ecuaciones de recurrencia. Luego
se procede a debilitar la funcién con la finalidad de generalizar el teorema de convergencia del método iterativo de
Chebyshev. Se procese a analizar la nueva condicién de detener los algoritmos en su ejecucién, asimismo planteamos
un modo de acelerar el error del teorema que se plantea en el Teorema de Convergencia. Finalmente se dan dos
ejemplos de aplicacién en el cual se analizara todo lo expuesto anteriormente.

Palabras Claves: Sistema no lineal, optimizacién, Transformacién cuadratica, espacio de Banach.

We analyze the approximate solution that is obtained when passing from a linear transformation to a quadratic
one in the Banach space which is laborious because we work with a system of recurrence equations. Then we
Pl't')ceed to weaken the function in order to generalize the theorem of convergence of Chebyshev’s iterative method.
It is processed to analyze the new condition to stop the algorithms in their execution, We also propose a way to
a-ccelefa.te the error of the theorem that arises in the Convergence Theorem. Finally, two application examples are
given in which everything exposed will be analyzed. previously.

Keywords: Nonlinear system, optimization, Quadratic transformation, Banach space.

1. Introduccién

i‘lacg:goézalncia; del. presente trabajo es mostrar como en
una mejor aas u.ncmr.u’es reales cuan.(%o se desea 9btener
. casopm::lm:cl.t?lon de su soluc.xon del caso lm.ea.l' se
o lacu. ratico, en el espamq de Banach si bien
) exolrbirtnlsma pero las operaciones crec'e'de una
0955 vt ant((; el cu'fll. pone en riesgo su utilidad y a
i fuers posibllnos e de’t?lhtar la fun01o.n para extenderlo
condicitn de de,t y termlnarer.nos analizando una nueva
absoluto trad; e enfr el algont.rno con }‘especto al error
alternativn arcmna. que se aplica, asimismo se dara una
se dardn do: e'a. ax:eilerar el error fi'el teorema, para lo cual
la Quimica éeﬂllp o8 fie aplicacién en la especialidad de
o esté I Ydela Fisica.

s :ec;el::sdo ctl)stumbre fe.solver sistemz')s de ecuacio-
aplicacioney, 4 end a matematica compute?monal y en las
fenbmeno q,ueon e los modelos ha estudiar rep}'esentan
decir, log sistemno pueden expresarse en forma lineal. Es
ma Az = p go aj Cozrespondlentes. no todos son de la for-
Este Iluevo,t,i (I)l ; es u.na matriz y .tc, b son vectores.
Sentarse e, foI;m e fliacu.a,cmnes algebraicas puede repre-
fiR™ _y pn a ncm'n,a.l compacta f(z) = 0, donde

es una funcién vectorial, z = (1,...,Zn)T

Y0=(...
mosg ©, ,0)T en R™. En forma desarrollada escribi-

2. Metodologia

Dados Jag consi.

der aciones d i (o
e las ec

u=T), vekK 1)

Donde, K es un subespacio de V,y T : K = V; V es
un espacio de Banach. Las soluciones de las ecuaciones
de la forma (1) son llamados punto fijo del operador 7.
El método més importante del anélisis para la solucién
teérica de cada ecuacién es el teorema de punto fijo de
Banach.

De acuerdo a Dennis-Schnabel [1] las siguientes carac-
teristicas deben tenerse en cuenta para desarrollar un al-
goritmo que resuelva un problema no lineal.

e El tamaiio es un concepto que depende del procesador.
Un problema se considera pequefio si tiene hasta 100 va-
riables, mientras que si tiene entre 100 y 1000 variables se
puede considerar mediano. Finalmente problemas gran-
des seran aquellos de més de 1000 variables. Claramente
esta nocién cambia a medida que cambia la tecnologia.
Para problemas de gran tamaiio existen algoritmos espe-
ciales que explotan la estructura del problema.

e La disponibilidad de las derivadas, cuando se sabe
que las funciones que intervienen en el problema son
continuamente diferenciables. Sin embargo las derivadas
analiticas no estén disponibles o son costosas de calcular.
Para eso es necesario desarrollar algoritmos que trabajan
en forma eficiente ante la ausencia de derivadas.

e La eficiencia es resolver el problema costoso donde
las funciones que intervienen necesitan mucho tiempo de
maquina para ser evaluadas y tal vez lugar de memoria
para almacenar célculos intermedios.

También puede suceder que para la resolucién del pro-
blema se necesite resolver subproblemas sencillos relacio-
nados con él. Por lo tanto se necesitan desarrollar algo-
ritmos que requieran pocas evaluaciones de funciones y
sus derivadas, y que muestren ripida velocidad de con-

vergencia.
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e La precisién de los digitos depende de la naturaleza del
problema. En general se requieren més digitos de los que
se necesita para asegurar la convergencia del algoritmo,
pero el punto es que la precisién requerida rara vez esta
cerca de la precisién de la maquina.

e La observacién de un pobre escalamiento significa que
los tamaifios de las variables difieren considerablemente
entre si. Si se ignora este fenémeno el comportamien-
to de un algoritmo para problemas no lineales se puede
ver realmente afectado. Entonces, tamaiio del problema,
eficiencia, precision en la solucién y escalamiento del pro-
blema son caracteristicas que deben ser tenidas en cuenta
en el desarrollo de un algoritmo que resuelve un problema
no lineal, en particular los tres problemas mencionados
al principio.

2.1. Meétodos Cuasi-Newton para Siste-
mas No Lineales

Una de las desventajas del método para sistemas no li-
neales es el célculo de la matriz Jacobiana, lo que requiere
una cantidad considerable de evaluaciones de funciones.

En lo que sigue veremos dos estrategias, para evitar el
calculo de las derivadas.

2.2. Meétodo de Newton con Diferencias
Finitas
En el caso de una variable f’(z) es aproximada por a,

donde
a=f(x+h]3'_f(x), (2)

y h es una cantidad tal que |f'(z) — a| =~ O(h).
Para el caso n-dimensional es razonable aproximar la
componente gz% por

Qs = fz(x'l”hej) — fz(-":)
LY h )

donde e, es el j-ésimo vector canénico. Esto es equivalen-
te a aproximar la j-ésima columna de J(z) por el vector

_ F(z+ hej) — F(x)
= - .

Se puede probar facilmente

i»j=1,21""n, (3)

A

J=L2,---,n. (4)

14, — J(&), 1 < il -
1A = J@)l < CiJh. )

Esto nos permite construir el algoritmo del método de
Newton con diferencia finita.

2.3. Método Secante para Sistemas No

Lineales

Recordemos que el método de Newton aplicado a
F(z) = 0, en cada iteracién resuelve un sistema lineal

F’(f”c)sc =—-F(z.), (6)
si la solucién de este sistema es Z., €l nuevo iterado es

Ty =Tc+ S¢. (7)

La iteracién de Newton proviene de aproximar F(z) por
el modelo lineal alrededor del iterado actual z, esto es

M.(z) = F(zc) + F'(zc)(z4 — zc). 8)

Una desventaja del método de Newton es el célculo de
F'(z.). Por otra parte, si la matriz Jacobiana es aproxi-
mada utilizando diferencias finitas, nos encontramos con
el inconveniente de tener que efectuar n? evaluaciones de
funciones.

Entonces, jes posible aproximar F'(z.) o su inversa,
cuando éstas no estin disponibles, sin efectuar evalua-
ciones de funciones?

Recordemos que en el método de la secante para el caso
unidimensional, considerabamos los dos 1ltimos iterados
Z., T4 y el modelo a fin que aproxima f en un entorno
de =4,

my(z) = f(z4) +ar(z —T4), 9)
donde
_ flzy) — fl=e) (10)
L Ty — T ’
Observamos:
my(z4) = f(z4), (11)
my (ze) = f(2e), (12)

m4(z4+4) =0. (13)

El precio que se paga por esta aproximacién es que 5€
pierde la rdpida convergencia cuadrética, obteniendose
sélo convergencia de orden p = ‘—'%5 ~1,618033989.
Para el caso n > 1, se procede en forma similar. Consi-
deremos z., £, R™. El modelo lineal

Mi(z) = F(z4) + At(z —z4), (14)
satisface My (z4) = F(z4) y exigimos que A4 sea tal
My(zc) = F(xc), (15)
entonces de (14) y (15):

My (zc) =F(z4) + A (zc — T+)
F(z)) =F(z+) + Ap(ze —z+)  (16)
Ay(z4 — zc) =F(z4) — F(zc)-

Dado que z; — z, = s, es el paso; definiendo Yc =
F(zy4) — F(x.) se tiene la ecuacién de la secante

Apse = Yo (17)
Este es un sistema de n ecuaciones y n? incégnitas,_ 122
entradas de la matriz A, R™*™. Por lo tanto, no se ti€
una solucién vnica.

Forma de hallar una matriz A,

Dado que en la iteracién actual no se tiene ninguna infor-
macién acerca de la matriz Jacobiana o del modelo, h.a y
que conservar la informacién que se tiene de las iteraﬂlg'
nes previas. Por lo tanto el objetivo elegir A trata® do
de minimizar el cambio en el modelo lineal satisfaciend®
la ecuacién de la secante.

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 23 (1) (2020) 4959



Solucién de un sistema no lineal algebrdico por optimizacién numérica 51

2.4. Método de Broyden

Si de -
— Acsc)s
Ay = A 4 Yo Aes)sc
£ sTsc

se elige v como el paso s’cr, se tiene la actualizacién de
Broyden
(Ye — AcSC)UT

vTs, '
La cual permite definir el método de Broyden que es
quizd después del método de Newton el método més

popular para resolver sistemas no lineales de ecuaciones
algebraicas.

A+ = Ac+ (18)

Actualizar la matriz indica que no se estd aproximando
F'(z4) ignorando F' (z¢), sino que la aproximacién A,
de F'(z.) est4 siendo corregida de modo que A sea una
aproximacién de F’(z).

Como (s¢,n) = 0, si S es el subespacio generado por s,
esto es S = gen{s.}, y siendo (A, — A, n) = 0, entonces
(44 ~ Ac) € S. Pero S es unidimensional, por lo tanto
Af - A; debe ser una matriz de rango 1. Luego debe
€Xistir un par de vectores u, vR™ tal que A, — A, = uvT;
en efecto si u = (u1;u2;u3)T, v = (v1;v2;v3)T, entonces

T U1v1 uUv2 U1v3
UvT = | wuguy ugv2 uv3 |,
U3V U3V U3V3

¥ vemos que rango(uvT) = 1.
Asi:
Ay =Ac+w'. (19)

Establecemos e] método de Broyden.

2. < 5 .
3. El Método Iterativo de Kantorovich
E .
a;r este eSFEldlo nos preocupamos por el problema de la
OX}I’na,cmn de una solucién tinica a nivel local z* de la
€Cuacién
F(z) =0 (20)

do

fl(ll)e F' es un operador dos veces diferenciable Fréchet
y V CU-> V, donde D es un subconjunto convexo; U
Bl SPD €spacio de Banach.

metodo de Newton

F
Tntl = Ty — %, n>0, x9€ D (21)
n
Se ha utilizade

por muchos autores (ver (2], [3], [4] y [5])
13 sucesién {zn},>o convergente a z*. En
Siguientes condiciones se han utilizado.

Para generar 4
pa-l‘ticular, las

Condijcj

Frécln:t%: Sea F : D C U — V es diferenciable

F'(zg)-1 sobre D,
€ L(V,U) para algiin 2o € D, donde L(V,U)

€8 el copj
Junto de operadores lineales acotados de V en
» ¥ asumiendg

@) P @) - Pl < tamyl, Ve e D @2)

IF (o) ™' F(o)|| < a (23)

y
2la <1 (24)

Sobre la condicién A, se puede obtener el error estimado,
la existencia y la unicidad de solucién de las regiones, y
saber si zg es una condicién inicial contenido en dicha
region, es decir, el método de Newton (21) a partir de zq
converge a z*. Pero a veces cuando queremos determinar
si la iteracién de Newton (21) a partir de =g converge, la
condicién A seria.

Condicién B: Sea FF : D C U — V es dos veces
diferenciable Fréchet sobre D, con F'(z) € L(U,V),
F"(z) € L(U,L(U,V)) (z € D), F'(zo)~! existe para
algin zg € D, y asumimos

0<[|F'(zo) *F(zo)ll <a y [IF'(zo) ' F"(zo)| < b

(25)
| F' (z0) " [F'(x) — F'(zo)][| < cllz —zoll, ¢>0 (26)
|1 F' (zo) "} [F" (x) — F"(z0)]l| < dllz — zoll, Vze€D
(27)
¥
2La <1 (28)
donde sea
L = méx{c, b+ 2ad} (29)

0, si la funcién
f(t) =3 — 2bt% — (2d — b%)t + 2d(b + ad) (30)
tiene dos raices positivos 7, y 72 tal que:
[b,b + 2ad] C [r1,72] (31)
entonces L > cy

L € [b,b+ 2ad] (32)

2.6. Método Iterativo de Chebyshev

Sean X y Y espacios de Banachy FF :  C X — Y
un operador no lineal, el cual es diferenciable Fréchet
sobre un dominio convexo abierto 2. Supongamos que
F'(zo)~! € L(Y,X) existe para algin zo € 2, donde
L(Y,X) es el conjunto de operadores lineales acotados
de Y sobre X.

El proceso iterativo més famoso que aproxima a la solu-
cién z* € Q de la ecuacion:

F(z) = 0, (33)
es el método de Newton:
Tny1 = Tn — F'(za) ' F(zn), n2>0. (34)

El resultado bésico concerniente a la convergencia del
método de Newtén de la existencia y unicidad de solu-
ciones, y la estimacién del error son dados por el Teorema

de Kantorovich (ver [5], [6], [7] ¥ [8])-

Por otra parte, Candela y Marquina [9], [10] construyen
un conjunto de sucesiones que satisfacen algunas relacio-
nes recurrentes, con la cual prueba que la sucesién (34)
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52 Leopoldo Paredes Soria, Pedro Canales Garcia

est4 bien definida y converge para una solucién z* de (33)
si

a = kfne [0§> (35)
donde
| F' (z0) || <8,
|F'(z0) ' F(zo)ll <m, y (36)

I1F'(z) — F'(y)|l <kllz - yll-

Bajo la misma condicién (35) como el método de Newton
y con el mismo costo operacional, construimos un nuevo
método iterativo para resolver (33). Esta iteracién esta
definida por:

Tp = F'(z,)7), T(zn) = %FnAF,,F(z,,),
ZTntl =Zn — [[ + T(z,)|CnF(zn), n >0

(37)

Ademas, observamos que si la segunda derivada Fréchet
es reemplazada en el método Chebyshev [1], [11] por el
operador bilineal A, la ecuacién (37) es también obteni-
do, y consecuentemente el proceso iterativo es llamado
método iterativo de Chebyshev. Es decir, se debe a la
aceleracién convexa de los métodos aplicada a las ecua-
ciones cuadraticas, en la cual la segunda derivada Fréchet
es reemplazado por el operador bilinel A.

3. Aportes

3.1. Deduccién del Método de Segundo
Orden

Por el desarrollo de Taylor hasta el segundo orden, se
tiene:

2
F(@nir) = F(za) + F'za)h+ F(a)
Se cumple que F(zn41) =0y F"(z,) = A, logrando:

h? ,
—F(z,) — A—2- = F'(zp)h

Sabemos que h = —F'(x,)"'F(z,) = —T»F(z,) al re-
emplazar:

—F'(2n) "' F(z) - %F’(:c,.)‘IA(—F’(zn)‘lF(a:n))z =k

1
~CnF(2n) = ST ATwF ()T F(zn) = h

~ +T(2n)ICnF (2n) = Tnt1 — 2n

Finalmente

Tnt1 =Tp — [I 4+ T(z,)|TnF(z,), n >0

Facultad de Ciencias — UNI

3.2. Debilitamiento de la funciéon F

Se busca debilitar la funcién F' como una experimenta-
cién y poder ver si es posible obter un nuevo enfoque de
los conceptos dados en el capitulo anterior.

En el teorema de convergencia cuando debilitamos a F
que es una funcién convexa con una cuasi-convexa tene-
mos:

F(Oz + (1 = \)y) < max{F(z), F(y)}, VA € [0,1].

Puede ocurrir los siguientes casos:

e Como toda funcién convexa es cuasi-convexa. En este
caso diremos que el teorema de convergencia se cumple.
o Existen funciones no convexas y que son cuasi-convexas.
En este caso diremos que el teorema de convergencia no
se cumple, porque F no tiene derivada Fréchet en los
puntos picos. )
e Ademis hay funciones discontinuas que son cuasi-
convexas. En este caso diremos que el teorema de con-
vergencia no se cumple, porque F' no es continua y no
tiene derivada Fréchet en dicho punto.

Por consiguiente la convexidad de la funcién F' esta im-
plicito en el Teorema de Convergencia por ser de suma
importancia.

3.3. Nueva Forma de Parada del Algorit-
mo

La construccién de las sucesiones {an}, {bn} {ca} y {dn}
que son acotadas, el cual permite la convergencia de!
método iterativo de Chebyshev donde analizaremos y €
comendaremos su utilizacién a partir de a.dela.I}te- Las
variantes que usamos se mencionan a continuacion.

e Usando b, como Parada vs Error Absoluto Si ble.n se
puede usar la sucesién {b,} como parada en el algoritmo
ya que garantiza

IT(zn)l < bn-

2 : or
Notamos que el error absoluto es més efectivo que el err

del método.
e Usando b,, como Parada vs Error Si bien se puede usar
la sucesién {b,} como parada en el algoritmo ya que 8%
rantiza
1T (zn)l < bn- )

e Usando d,n como Parada vs el Error Absoluto Si b‘e:
se puede usar d,n como parada en el algoritmo ya q
garantiza

Zn+1 — Znll < dnn-
eUsando d,, 7 como Parada vs Error Si bien se P‘{ede ussk
dnn como parada en el algoritmo ya que garantiza

Znt1 = Znll < dnn-

En todos los casos analizados se tendré los mismosso‘:l"'
res de las sucesiones {a,}, {bn}, {cn} ¥ {dn} que

A pesar que para este ejemplo los errores del método
fueron tan eficientes se recomienda usarlos porque
propios del calculos de las sucesiones obtenidas y 887
tizan la convergencia del método.
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3.4. Mejoramiento del Error del Teore-
ma de Convergencia

En este proceso agregaremos en el programa lo siguientes
pasos:
B =anB; n=can;

Con el cual se mejora el error del método, su utilidad
se garantiza porque mientras que [, crece debido que
@, > 1, los valores de 7,, decrece, es lo que permite mejo-
rar el error de método y lo cual se muestra en los ejemplos
de aplicacién que damos a continuacién.

4. Aplicaciones

Se pf&entan aplicaciones tomando en cuenta la nueva
condicién para detener el algoritmo del teorema de con-
vergencia del método iterativo de Chebyshev que se plan-
teo e.n.el capitulo anterior el cual difiere del error absoluto
trl}dlcmnal que se aplica y por ende merece analizar su
utilidad.
A.demés se busca mostrar posibles trabajos de investiga-
¢ién multidisciplinarios con investigaciones del srea de
Quimica.
(1;18 resolucién de problemas es de suma importancia para
avance.de las matemc’aticas asi como su comprensién
;;‘(’;;’ndlzaje- En. el antegrado se resuelven usando los
los de Jacobi, Gauss Seidel y SOR. para sistemas de
ecuaciones no lineales.
Imismo cabe indicar que cuando llegue al equilibrio la

conf:‘_mtf%ién a la salida del reactor, las constantes de
equilibrio son fijos.

4. i
1. Reacciones en fase gaseosa

E

g;el:;;e“tor se efectua las siguientes reacciones en fase
A+B 2 C+D
A+C 2 2E

Ala
: ﬁot‘:‘;lperatura de la reaccién, las constantes de equi-
n kpi = 2,6 y kp, = 3,1. Las composiciones

lmC]ales son 2 mol mol
_—y 1 . i s
A Y {de B Determine la con

centracig 1de
C&nzam:;) - a.l? S?»hda del reactor, asumiendo que se al-
Deales usequ:illblilo usando sistemas de ecuaciones no li-
» Usando los métodos :
ebyshey. de Newton Kantorovich y
ley d .

Cién :'ev: 8f3tt):lmn de m?sa que establece que para una reac-
, tina r:‘ _‘f en equilibrio y a una temperatura constan-
tivog Y pr 931011 determinada de concentraciones de reac-
oductos cuando estos llegan al equilibrio tiene

un vajo
brio, I constante que es llamado constante de equili-

Asi
» Para una temperatura constante se cumple que:

K, = D
4 [A]*[B]®
onde K
°°ntraci6:s dl N lc onsta,n!;e de equilibrio y [X] indica la con-
Para yp € la especie X en el equilibrio.

€quilibrio homogéneo gaseoso, se tomard en

\

cuenta las presiones parciales de las especies reactivas.
Asi, para nuestra ecuacién tenemos:

_ [pcylpD}
= PAFPEF

donde [PX] indica la presién parcial de la especie X.
La relacién entre ambas constantes de equilibrio esté da-
da por:

Kp = Kc * (RT)(c+d—a-b);

donde R es la constante universal de los gases ideales y
T es la temperatura.

Las variables a usar son:

z : Cambio de concentracién en la primera reaccién.

y : Cambio de concentracién en la segunda reaccion.
Las cantidades de las concentraciones en las dos reaccio-
nes en el equilibrio son:

Concentraciéon | Masas
nA 2—-z—-y
ng 1—-=zx
ne T—Yy
np T
ng 2y

El cambio en el nimero de moles del gas en las dos ecua-
ciones quimicas balanceadas es igual a 0, entonces se da

que K, = K.
Por la ley de accién de masas se tiene:
[C][D] (z-y)z
2,6 = K = Kc = =
PR T AB T 2-z-y)(-2)
[E* _ (2y)°

31=K, ;=K = =

=02 T U0 2-z-y)(E-y)
Planteando el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
de F : R? —» R? con:

fi(z,y) = 1,622 + 3,6zy — 7,8z — 2,6y + 5,2 =0,

fo(z,y) = 3,1z% + 0,9y* — 6,2z + 6,2y = 0.
Entonces
F(z,y) = (1,6:::2 + 3,6xy — 7,8z — 2,6y + 5,2,
3111:2 + 0$9y2 - 6,213 + 6a2y)

4.1.1. Convergencia usando el Método de

Newton-Kantorovich.
De la condicién B, tenemos.
Sea el D = (—0,34;1,94) x (—0,74;1,54) con
To = (0,8;0,4) € N C D.
El Jacobiano es:

r— | 3.2 + 36y—78 3,6z—26
F'(Z)=| g2z —62 1,8y + 6,2

La inversa de la matriz Jacobiana es:

= 09y+31 13-18z
= 5 | ) ’
F'@)~ =P [ 31(1-2) 1,60+ 18y -39

REVCIUNI 23 (1) (2020) 49-59

Facultad de Ciencias — UNI



54 Leopoldo Paredes Soria, Pedro Canales Garcia

con
P = [2(0,9y + 3,1)(1,6z + 1,8y — 3,9)

—6,2(z — 1)(1,8z — 1,3)] L.

El valor de ||F'(ZTo) ~!||co = 0,277469478357381 = 8
Los valores son:

I1F'(Zo) ™ F(Zo) lloo

—0,029399432729066
—0,056135158465902

= a = 0,056135158465902.

3,2 3,6

36 0

62 0
0 18

” = 0,056135158465902
oo

)2 (TO) -

Luego:
|F'(Zo) "  F"(Zo) |loo = 1,774571463805648 = b.

Donde:
|1F'(Zo) = [F'(Z) — F'(Zo)]lloo =

“ F' (7o)~ [ 3,2(x - 0,8) +3,6(y —0,4) 3,6(z—0,8) ] “

6,2(z — 0,8) 1,8(y — 0,4)
3,2 3,6
R 36 0 S
< ||F'(Zo) ™1 62 0 IZ — Zo|co
0 1,8

< 1,77457146380568||T — Zo| o

= ¢ = 1,77457146380568.

Dado que F”(Z) es constante, entonces d = 0. Adem4s:

L = méx{c,b + 2ad} = méx{c, b} = 1,774571463805648,

con
2La = 0,199231700659596 < 1.

De

f() t2 — 2bt% — (2d — b%)t + 2d(b + ad)
t3 — 2bt2 + b2t
t(t —b)?

=t =b=1,774571463805648 = r, — 2.

Se cumple:
(6,6 + 2ad] = [b,b] C [r1,72] = [b,b] C [r1,71].
Entonces L>cy L € [b,b+2ad] = L€ [, B].
Luego, tenemos:
p(t) = 0,887285731902824¢2 — ¢ + 0,056135158465902.
Luego, la sucesién nos da una raiz, con tg = 0:
thy1 =ty

_ 0,887285731902824¢2 — ¢,, + 0,056135158465902
1,774571463805648t¢,, — 1

n tn E p(tn)

0 0 0,056135158
1 | 0,056135158 | 0,056135158 0,002795975
2 | 0,059240472 | 0,003105314 0,000008556
3 | 0,059250033 | 9,561212107 | 8,1113 x 10~!
4 | 0,059250034 | 9,0643 x 10~ | 0,000000000

donde 2La = 0,199231700659596 < 1.

Entonces

1(0,05925003464793) = 0 = 7, = 0,059250034064793.

Anélogamente
n tn E p(tn)
0 1 —0,056579109
1 1,073045693 0,073045693 0,004734267
2 | 1,06780980 0,005235885 0,000024324
3 | 1,067782628 0,000027181 6,55537 x 1071°
4 | 1,067782627 | 7,32560 x 1010 0,000000000

= ro = 1,06778262750574

Entonces, el método de Newton-Kantorovich esté,.bien
definido, la solucién Z* C € y es tnica en el conjunto
{Z/|1Z — Zol| < r1} N Q, donde r; = 0,059250034064793.

La tabla del método de Newton-Kantorovich es:

k

Tk

Yk

Error

- wWwN-=O

0,8
0,829399432729
0,831437055478
0,831437753043
0,831437753042

0,4
0,4561351584659
0,4556565669837
0,4556548080497
0,4556548080488

0,056135158465
0,002037622749
0,000001758934
0,000000000001

Convergencia del Método Iterativo
de Chebyshev.

De las condiciones del teorema.

Sea el @ = D = (—0,34;1,94) x (—0,74;1,54) con
To = (0,8;0,4) € Q.

El Jacobiano es:

4.2.

—26
3,2z + 3,6y — 7,8 3,62 2, ]
F’(:I,‘, y) = JF(:I:, y) = [ 6,2z — 6,2 1,8y + 6,2
La inversa de la matriz Jacobiana es:

09y +31 13—18z ]

—\—1 __
JE @ = P[ 3,1(1—z) 1,6z+18y—39

con
P =(2(0,9y + 3,1)(1,6z + 1,8y — 3,9)—
6,2(z — 1)(1,8z — 1,3)) .

El valor de ||J(Zo)~"[|oo = 0,277469478357381 = 8
Los valores son:

IVF (o) ™" F(Zo)lo

—0,029399432729066 -0 056135158465902
—0,056135158465902 || __ ’
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= 1 = 0,056135158465902.

Luego:

F(z,y) — F'(u,v) = [

|

H [ 3,2(z —u) +3,6(y —v) 3,6(z—u) ]

32z +3,6y— 7,8 3,6z — 2,6
6,2x — 6,2 1,8y + 6,2

3,2u + 3,6v— 7,8 3,6u—2,6
6,2u — 6,2 1,8v + 6,2

6,2(z — u) 1,8(y —v)
3,2 3,6
36 0 r—u
6,2 0 Yy—v
0 1,8
Tomando norma m.a.m. tenemos:
3,2 3,6
IF'@)~Fw o)l < [-22—3 1| (2, 5)~(,0)lle-
0 1,8
(o o]
= k=68

Sia=kByp= 0,105915393331891 < 0,5y a@ = 34 €
(0, 72,66851449131069).

Entonces {z,} est4 bien definido, z,, € B(zo,rn), Vn > 0
Y converge para z* € B(xo, rn).

De la relacién recurrente, se requiere
b= afn = 0,05295769666594540

donde q, =1 b= % =0,02647884833297270, co = 1 y
do =1+ % = 1,02647884833297270.

La tabla es:

g 1,0 Sk by Ck dy.
¥ ki 1g"OOOOOO 0,0264788483 | 1,000000000 | 1,026478848
2 | 1121981756 | 0,0027425555 | 0,092314631 | 0,092567809
3| 1 1agas1179 | 0,0000231540 | 0,000770794 | 0,000770812
4 | 115466261 | 0,0000000016 | 0,000000054 | 0,000000053
L2 1 1,134566268 | 1 x 10-17 | 2,6 x 10~17 et

P

e

resultado de]

método iterativo de Chebyshev es:

%]
e Tk Yk Error Error Teor.
o 0800000000 |0,400000000
5 0’33(1)238409 0,456039843 | 0,056039843 | 0,005196309
2 0,831437731 0,455655015 | 0,000799322 | 0,000043270
1| %= 37753 | 0,455654808 | 0,000000206 | 0,000000003
. 2831437753 | 0,455654808 | 3,16 x 10-16 | 1 x 10—17
€ O o
. bsel;’a que cuando en el algoritmo agregamos 3 =

el
resultado de] método iterativo de Che

y .
el error de]cgn y realizam.

las tab]

os los calculos lo que mejora es

.‘’eorema, como mostramos a continuacién en
as siguientes:

by Ck di
0,0264788 1,000000 1,02647
0,0027425 0,092314 0,09256
0,0000231 0,000771 0,00077
1,6 X 10~° | 5,35476604 x 10~° | 5,35476605 x 102

byshev es:

Yk Error Error Teorema
0,400000000
0,456039842 | 0,0560398 0,000479695
0,455655014 | 0,0007993 0,000000003
0,455654808 | 0,0000002 | 0,000000000

4.3. Reflexién difusa en un medio para-

lelo

La teoria de la transferencia de radiacién discutida has-
ta ahora utiliza la formulacién local, ya que se emplean
cantidades definidas solo localmente. En 1943 Ambarzu-
mian formuldé un principio de invariancia para la ley de
reflexién difusa:

o La ley de la reflexién difusa de un medio paralelo plano
homogéneo infinitamente profundo es invariante con res-
pecto a la adicién (o sustraccién) de capas de espesor
éptico finito arbitrario hacia (o desde) el medio.

Para la ley del oscurecimiento (es debido a la absorcién
y difusién de la luz de la estrella [5], el profesor Chan-
drasekhar modificé el principio de la siguiente manera:

e La distribucién emergente de un medio paralelo plano
semi-infinito es invariante a la suma (o resta) de capas
de espesor éptico arbitrario hacia (o desde) el medio.

Consideremos el espacio X = CJ[0,1] de las funciones
continuas en [0,1] y dotado de la norma del mdximo

llz]| = m[é.x] |z(¢)|, z € X. Se desea encontrar una fun-
tefo,1
cién z € X que obedece a la ecuacién integral no lineal.

z(s) = 1 + Az(s) /0 1 ﬁzx(t)dt, sef0,1.  (38)

La resolucién de (38) es equivalente a resolver (20), sien-
do F: X — X y tal que:

1
F(z)(s) = 2(s) — 1 — Axz(s) / _S_a(t)dt, s € [0,1].
o S +t
(39)
Estudiamos el caso particular A = %, por conveniencia.
Veamos la existencia y unicidad de la solucién de esta

ecuacion.

Para aplicar el teorema de Kantorovich, necesitamos par-
tir de una funcién inicial adecuada. Dado (38) se deduce
que z(0) = 1, una eleccién razonable parece ser zo(s) = 1,

Vs € [0,1]. Ademas:
1
F@ys) =(s) - 320 | o

; i, (40)
- Zy(s)/o s_+—tz(t)dt, y € [0,1].

Faye(s) = - 126 | S

1 1o (41)
Zy(s)/0 s+tz(t)dt’ z € [0,1].

Podemos considerar el subconjunto

Q C D = (-0,5,2,5) x (-0,5,2,5) - - - (0,5, 2,5)‘,

8 términos
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porque vemos que es conveniente, que aparece en el enun-
ciado del teorema de Kantorovich como el propio espacio
X, que es un conjunto convexo. Procedemos a calcular
las constantes a, b, c y d.

En primer lugar,

s
s+t

1
s 1

— 42
4/0. s+tdt (42)

——fln s+1
T4 s

tomando la norma del méximo m.a.m. tenemos.

In(2)
4

1
F(20)(s) =20(s) — 1~ go(s) /0 zo(t)dt

| F(zo)| = = 0,173286795139. (43)

Por el lema de Banach sobre inversién de operadores nos
permite encontrar una cota para I'g = F’(x9)~!. Como
lo mostraremos: Dada una funcién cualquiera y € X, se
tiene que:

[ — F'(zo)lyll = éx [y(s) — F'(zo)y(s)|

=1 oy /1 S_y(t)dt
T 4sef0,1) 0 s+ty
L s

In(2)
< &
< — iyl

(44)

luego

In(2
I — F'(zo)]| < % =0,346573590279 < 1, (45)

con lo que se garantiza que existe Iy = F’ (zo)~ 1 y
ademas
1 1
ITo|l <

<
1=l - F'(zo)l = 1—0,346573590279 (46)
= 1,530394219032.

En consecuencia,

In(2)

[T = 0,265197109516 = a, (47)
2

ITo F(z0)|| <

IToF" (zo)yzll < ITollllF” (o) |ll|y|| 2|
< ln2!2! " (48)
S T may Ivlll=l
2

= [|IToF"(zo)|| < 2a = 0,530394219033 = b, (49)
luego

ITo[F"(2) — F'(zo)lyll <IITollllF*(z) — F*(zo)|lllyl|

ne 50
< —2 .
2

ITo[F"(z) — F'(z0)]|| < b= 0,530394219033 = c. (51)

No olvidemos que la F’/(z) es constante, entonces en for-
ma parecida deducimos que

1
F'(@) - F'ollvz = -4 [

Z 1 S
== t)dt 52
4/0 pyrart A0 (52)
S

v [t 2 2 1
= t)dt + = t)dt = Oyz.
+4/0 s+tz()d+4/o pprart 0 Y

Completando
ITo[F”(z) — F"(z0)lyz|l < [Tollll[F" (=) — F"(-’Bo)]llll(%;l)l

z(t)dt

= ||To[F"(z) — F"(z0)]|| < 0=d. (54)
Luego
L = méx{c, b+ 2ad} = méx{c, b} = 0,53039421903?5,5)

Como a, L > 0. Tenemos:
p(t) = 0,265197109517251t2 — ¢t + 0,265197109517251.

Luego, la sucesién nos da una raiz, con to = 0:

lnt1 =tn—
0,265197109517251¢2 — ¢, + 0,265197109517251
0,530394219034502t,, — 1

n tn E P(tn)
0 0 0,2651971095
1| 0,2651971095 | 0,26519710952 | 0,018651182
2 | 0,2869011621 | 0,02170405257 | 0,000124925
3 | 0,2870485093 | 0,00014734725 | 0,000000006
4 | 0,2870485161 | 0,00000000679 0,0

donde 2La = 0,281318027584 < 1.
Entonces

P(0,287048516133531) =0 = r; = 0,287048516133531,
la otra raiz se puede obtener por:

rg= 1t V1—2la \’1L‘2L“ — 3483731647428.  (56)

Entonces, la ecuacién de Chandrasekhar (38) esté buz
definido, en el sentido donde la solucién z* C §2Y de
tinica en el conjunto {z/||z — zo| < T} N dom
1 = 0,287048516133.

Ahora vamos encontrar la ecuacién de sisten,l .
neales de (38), para lo cual utilizaremos la formlﬂat')iﬁ_
Gauss-Legendre que permitir obtener el operador
neal A, trabajamos sobre:

1 Lx(s) s (57)
/0 f(t)dt = /0 e

as no I

haciendo b = 1 y a = 0, tenemos:

1-0 140
——p—— —_— € —1,11
t 2 u+ 2 , U [ ]

(58)
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con luego
o) =1 (5+3) (59)
2 2)° In(2)
Reemplazando, se cumple: [IToF(Zo)|l < 1+422 = 0,26519710951725117 = 7,
T2
1 1 m
1 1 (65)
/0 f(t)dt = ) /—1 g(u)du = 3 z w,9(u;),  (60)  sabemos que:
=1
donde t; y w, son los nodos y pesos conocidos. Conside- /(5 ! (T In(2)
. F - F <—|z-7u
raremos m = 8 para obtener el cuadro siguiente: IF (@) @l = 2 Iz~ (66)
J u, t, w, In(2)
1| -0,960289857 | 0,0198550715 | 0,101228536 = k = —— = 0,34657359027997264. (67)
g —0,796666478 | 0,1016667610 | 0,222381034
—0,525532410 | 0,23723379 .
il o ol e Si a = kBp = 0,14065001379260984 < 0,5 y
A 34642 | 0,4082826790 | 0,362683783 — 0.09096495075 0.2.410077214714) obteni
5| 0183434642 | 0,5917173210 | 0,362683783 oy < (0.2 4) obtenido de
6| 0,525532410 | 0,7627662050 | 0,313706646 ey
7| 0,796666478 | 0,8983332390 | 0,222381034 - s :
8 | 0,960289857 | 0,9801449285 | 0,101228536 Entonces {Z,} est4 bien definido, Z, € B(Zo, rn), Vn >0
y converge para T* € B(Zo, 7).
Denotamos z, a las aproximaciones z(t,), 1 = 1,---,8,

logrando obtener el sistema de ecuaciones no lineal si-

guiente:

1 8 t
=14 =z —r p=1,---
? 3 ,]Ezl w, Lty z;, t=1,---,8. (61)

Haci — _wyt
endo a,, = 8(t.ri;) tenemos.

8
=142, a,z,,i=1,,--,8

i=1

El s .
I sistema de ecuaciones no lineales es:

8

F(-’&):l-}-w,ZaiJmJ —-z,i=1,---,8,

j=1

(62)

(63)

d
ngnde Aes un operador bilineal de orden 64 x 8, el cual
€s tan facil de ser representado.

La tabla del método de Newton-Kantorovich es:

De la relacién recurrente, se requiere:
b= afin = 0,03691868226846743

donde

b

ap =1, bp = 5 = 0,01845934113423372, cp =1

y do = 1+ & = 1,01845934113423375.

La tabla es:

di
1,01845934
0,10693902
0,00120523
0,00000015

0,0

k ay b Ck
1,00000000 | 0,0184593411 | 1,00000000
1,16720911 | 0,0022988141 | 0,10669375
1,18806812 | 0,0000264311 | 0,00120519
1,18830746 | 0,0000000034 | 0,00000015
1,18830749 5 x 10~18 0,0

W =O

el resultado del método iterativo de Chebyshev es:

k 0 1

o 2 3 4

Ty, [1,0 1,02163 k 0 1 2 3 4

B |00 Fopmes Lomie Ay ar zi, |10 10224 10217  1,0217  1,0217

T, |10 1123421 1125724 1125725 1125725 Ty, |10 1,0743 1,0732 1,0732 1,0732

Za |10 1,165547 1,169750 1169753  1.169753 z3, |10 11261 11257  1,1257  1,1257

s |10 1,197036 1,203067 1203079  1,203072 zs, |10 1,1700 1,1698 1,1698 1,1698

;‘*k 10 1,218969 1,226484 1,226491  1,226491 zs, | 1,0 1,1993 1,2031 1,2031  1,2031

z:" },0 1,232961 1,241516 1,241525  1,241525 zs, |10 1,2224 11,2265 1,2265 1,2265

B 0 1,240309 1,249439 1,249449  1,249449 z7, |10 1,2362 1,2415 1,2415 1,2415

L—Tor | 0,265197 0,021704 0,000147 0,000000007 zs, |10 12432 11,2494 1,2494  1,2494
E-T 0,02836 0,00032 4,06 x 10~ 0,0

Veamog la : . : s

Chebyshev, Sifvetgencia del miode deriive e Se observa que cuando en el algoritmo agregamos 3 =

" ..
las condiciones del teorema.

eael

JacObia.no

ITo||

<1

— In(2)
2

= 1,53039421903450235 = /3,

D = (~0,5;2,5)x(—0,5;2,5) - - - (~0,5; 2,5), to-
nientemente Zp = (1;1;1;1;1;1;1;1)T € Q.
evaluado en Z, es:

(64)

a,B y N = can y realizamos los calculos lo que mejora es
el error del teorema, como mostramos a continuacion en

las tablas siguientes:

di
1,018459
0,106939
0,001205
0,000000

Ck
1,0000000
0,1066938
0,0012052
0,0000002

ak b
1,000000 0,018459341
1,167209 | 0,002298814
1,188068 | 0,000026431
1,188307 | 0,000000003

WN = O3
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el resultado del método iterativo de Chebyshev es:

k 0 1 2 3
1, 1,0 11,0224 1,0217 1,0217
T2, 1,0 11,0742 1,0731 1,0731
T3, 1,0 1,1261 1,1257 1,1257
T4, 1,0 11,1699 1,1697 1,1697
Ts, 1,0 11,1992 1,2030 1,2030
Te, 1,0 11,2224 1,2264 1,2264
T7, 1,0 1,2362 1,2415 1,2415
Tg, 1,0 11,2432 1,2494 1,2494

E-T 0,003026 4,1 x 10~18 0,0

En este caso notamos que el cambio realizado en el al-
goritmo si mejora el error del Teorema y el cual es una
gran utilidad.

5. Conclusiones

e Se dice que el método de Newton en su versién general
se denomina el método de Newton Kantorovich, permi-
te su aplicacién a ecuaciones definidas entre espacios de
funciones, como son el caso de ecuaciones diferenciales o
ecuaciones integrales.

e La transformacién cuadritica aplicada nos da un buen
augurio su utilidad cuando se desea mejorar la solucién
aproximada que se desea obtener para un problema dado,
ya que el método iterativo de Chebyshev nos garantiza
que la solucién existe y es tinico en la regién abierta y
convexa que se trabaja.

e Se mensiona al Teorema de Kantorovich donde existe
una contribucién de las herramientas del Anélisis Funcio-
nal a los problemas que se resuelven usando el Anilisis
Numérico que se aplica en los diversos problemas don-
de interactuan los sistemas de ecuaciones no lineales y
cuya justificacién recae en las herramientas del Anilisis
Funcional, asi como las aplicaciones lineales, derivadas de
Fréchet, etc.

e El sistema de relaciones recurrentes tiene la ventaja de
reducir el problema original a una forma ma4s simple con
funciones y sucesiones escalares, y proporciona condicio-
nes suficientes para asegurar la convergencia semilocal
del método en espacios de Banach.

e Se intenté debilitar la funcién F al pasar de convexa,
a cuasi-convexa, y se concluyo que no es posible, lo cual
nos indica que el Teorema de Convergencia del método
iterativo de Chebyshev es fuerte.

e En la aplicacién se noto que el sistema de relaciones
recurrentes tiene la ventaja de que reduce el problema,
original a una forma maés simple con funciones y sucesio-
nes escalares, y proporciona condiciones suficientes para
asegurar la convergencia semilocal del método en espa-
cios de Banach.

e Al considerar métodos de orden superior, as{ como el
método iterativo de Chebyshev que es de segundo orden
se necesitan dos pardmetros para controlar la convergen-
cia semilocal y a partir de las relaciones recurrentes ge-
neran cuatro sucesiones reales como el orden de conver-
gencia del método iterativo menos uno. Esto simplifica

€n gran manera su aplicacién practica para resolver una
ecuacién no lineal en espacios de Banach.

e Los métodos de orden superior no son considerados
su utilidad por muchos autores, debido a su alto cost.o
computacional, ademés que se tiene que evaluar la deri-
vada segunda de Fréchet, pero nuestros resultados mues-
tran que el costo computacional es compenzado por la
velocidad de convergencia. .

e En el problema que incluye a una ecuacién m'tegral.
para el caso en particular se logra obtener el sistema
de ecuaciones no lineal utilizando la férmula de Gauss-
Legendre, el cual es de suma importancia para lograr
obtener la solucién por ambos métodos. . )

e Es importante concluir con respecto a lo anterior, si no
se conoce el sistema de ecuaciones no lineal solo se r.mdl'&
analizar la convergencia o no del problema en estudio, ya
que para el Teorema de Kantorovich es suficiente conocer
los valores de r; y 72 y en el Teorema de Chebyshev es
observar que la sucesién de {b,} converga a 0.

e La nueva condicién de parada del algoritmo dado en lo_s
métodos resulta ser una alternativa en tenerlo en consi-
deracién ya que en algunos problemas es més efectivo que
en otros casos, en conclusién, es importante que los algo-
ritmos que presentamos en el espacio de Banach m.u%tﬂm
otra alternativa de detener la ejecucién del algoritmo en
ser considerado y su utilidad depender4 del problema en
estudio.

e Al analizar la convergencia del Teorema de Ka.ntor::'s
vich en el segundo problema de aplicacién .observa.mﬂu
que el error absoluto y el error del teorema difieren enm0
resultando, siendo més eficiente el error absoluto co
se muestra en la tabla siguiente:

n Error Error Teorema

0

1 | 0,24030885011662972 0,26519710951723;;;
2 |1 0,00913016968850622 0,0217040.5257280875
3 | 0,00000949638598025 0,00014734725169379
4 | 0,00000000000818812 0,0000000067917

e Al analizar la convergencia del Teorema de Chebys:ee‘
en el segundo problema de aplicacién ob:S:el'V&mos (:esu g
error absoluto y el error del teorema difieren su o
tando, siendo més eficiente el error del teorema €O
muestra en la tabla siguiente:

g Error Error Teorema _,0:5710_0%5—4’7:
1 | 0,2432198237 | 0,02835991888267824 0,298‘;?%‘2’
2 | 0,0062275507 | 0,00031962337547674 | 0,2987T0C
3 | 0,0000021944 | 0,00000004064346764 | 0,298770C
4 | 0,0000000009 0,00000000000000066 _@8,//

odela bola-

cabe mencionar que el valor de r -7 es el radi ucién.
en el cual se encuentran los valores del vector SO lixuevos
® Se concluye la utilizacién de variar el 7 con lost ambién
no es solo porque mejora el error del método sino® Jestra
porque reduce el niimero de operaciones como € m Jo de
en la tabla siguiente con respecto al segundo ejemp
aplicacién:

-1
g Error Error Teorema 0’2700924734 ;gg;;g
10,24321982 | 0,00302583 0,2731183332376
2| 0,00622755 |  0,00000004 0,2731183406376
3 1 0,00000219 |  0,00000000 | 0,273118
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¢ Es importante tener presente que una desventaja del
método iterativo de Chebychev es que se tiene que cono-
cer las dos derivadas de Fréchet para poder dar solucién
al problema planteado y es debido que se puede no cono-
cer la ecuacién por la forma como se presenta el problema
en estudio, siendo el caso de los problemas que contiene
una ecuacién integral.

6. Sugerencia

Siendo concientes que en la vida diaria hay problemas de
sistema de ecuaciones no lineales por resolver cada vez
con mejor presicién lo cual motiva a seguir analizando
y investigando la importancia de los diferentes métodos
que existen y que continuaran creandose con sus propias
dificultades pero que son muy importantes su utilidad
hoy en dia.
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