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El presente trabajo muestra las condiciones de Karush-Khun-Tucker en problemas de optimizacién multiobjetivo
con funciones objetivo de valor intervalo considerando relaciones de orden parcial sobre la familia de todos los in-
tervalos cerrados en R. Se emplean elementos de la aritmética de intervalos y la diferencia generalizada de Hukuhara.
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This work shows the conditions of Karush-Khun-Tucker in multiobjective optimization problems with objective
functions of interval value considering partial order relationships on the family of all closed intervals in R. In the
study carried out the interval arithmetic is used and generalized difference of Hukuhara.
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1. Introduccién

La imprecisién es algo inevitable en situaciones ines-
peradas, en consecuencia, considerar la incertidumbre
dentro de los problemas de optimizacién definen una linea
de investigacién. Los problemas de programacién lineal
que presentan inexactitud estan muy relacionadas a los
problemas de optimizacién que emplean valores interva-
lo.

Ishibuchi y Tanaka [5] estudiaron los problemas de pro-
gramacién multiobjetivo con funciones de valor intervalo
y propusieron una relacién de orden entre dos interva-
los cerrados. Los problemas de optimizacién matemética
con funciones objetivo de valor intervalo son estudiadas
por Wu [9], empleando la diferencia de Hukuhara y la
Aritmética de intervalos se define la Derivada de Hukuha-
ra, conocida como H-derivada, y presenta dos relaciones
parciales sobre las cuales plantea las condiciones de opti-
malidad de Karush Khun Tucker (KKT) en un problema
de optimizacién empleando funciones de valor intervalo.
En base a este trabajo se extiende este estudio a las fun-
ciones multiobjetivo de valor intervalo y los presenta en
el articulo de Wu [10]. Asimismo, en el trabajo de Hos-
seinzade [4] retoma los estudios de Wu, incidiendo sobre
las relaciones de orden parcial planteadas por este inves-
tigador.

La diferencia de Hukuhara es extendida a la que se cono-
ce como la diferencia generalizada de Hukuhara y de este
modo la H-Derivada da paso a la que se conoce como la
Derivada Generalizada de Hukuhara o simplemente gH-
derivada presentado por Stefanini [7]. Chalco [3] presen-
ta nuevas relaciones de orden parcial para replantear las
condiciones en los problemas de optimizacién de funcio-
nes de valor intervalo aplicando la gH-derivada, tomando
como referencia las relaciones de orden parcial trabaja-
das por Wu [9]. Se desarrolla una extensién a conjuntos

difusos por Stefanini [8] empleando la diferencia genera-
lizada de Hukuhara. En este trabajo Se trata de estudiar
la existencia de una solucién éptima de un problema de
optimizacién para el caso de funciones multivalor de va-
lor intervalo empleando una reformulacién de las condi-
ciones de Karush Khun Tucker considerando la derivada
generalizada de Hukuhara.

2. Preliminares

Sea £ la clase de todos los intervalos cerrados y aco-
tados en R. Sobre .# se operan sus elementos en base a
la aritmética de intervalos (Moore [6]).

2.1. Diferencia de Hukuhara

Sean A = [a!,a®] y B = [b!,b5] dos elementos de
#. Si existe un intervalo cerrado C = [c!, ¢S] de modo
que A = B + C, entonces C es llamada la diferencia de
Hukuhara. Desde que A = B + C, no es dificil ver que
al = +cfyaS =b5+c5 estoes, e =al —bl y
¢! = a! —b!. Por lo tanto, este intervalo cerrado C existe
sial —b' < a®—b%, esto el ancho de B no supere al ancho
de A. En este caso, C = [a! — b%,a% — b%] y escribimos
C = A © B. En consecuencia, cuando decimos que la di-
ferencia de Hukuhara C = A © B existe, implicitamente
significa que a! — b! < a5 — bS.

El ancho de un intervalo cerrado A = [a’,a’] en R, deno-
tado por w(A), es la cantidad w(A) = a® — a’. Se puede
notar que no siempre existe esta diferencia.

Ejemplo 1. sean A =[1,2] y B = [2,5]. Como el ancho
de A, w(A) =1, es menor que el ancho de B, w(B) = 3
entonces no eriste C = A6 B

De esto se puede notar que no siempre esta definida
la diferencia de Hukuhara.
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2.2. Diferencia Generalizada de Hukuha-

ra

Como la diferencia de Hukuhara es muy restrictiva,
esto conlleva a tener que replantearla y proponer la de-
nominada Diferencia Generalizada de Hukuhara.

Definicién 2.1. (Stefanini y Bede [7]) La Diferencia
Generalizada de Hukuhara, denominada gH-diferencia,
entre dos intervalos cerrados C = [¢!,c%) y D = [dF,d5],
elementos de #, se define

C=D+E,
D=C+(-1)E,

st w(C) > w(D)
si w(C) < w(D)
(1)

donde w(C) y w(D) son los anchos de los intervalos ce-
rrados C' y D respectivamente.

Esta nueva diferencia tiene propiedades interesantes,
se puede observar que para cualquier C € £ se cumple
C e, C = {0} = [0,0], donde los conjuntos unitarios {0}
en R se consideraran como intervalos cerrados degene-
rados, denotados por [a,a]. Asimismo, la gH-diferencia
siempre existe entre dos intervalos cerrados cualesquiera
en R, esto es, para cualquier par de elementos de .# se
obtiene la gH-diferencia.

Proposicién 2.1. (Stefanini y Bede [7]) Sean los in-
tervalos cerrados C = [c!,c%] y D = [d?,d®], elementos
cualesquiera de %, se tiene que

C 6y D =[Min{c" —d',c’ - d’},

2
Max{cI—dI,cs—dS}] @)

Ejemplo 2. sean A =[-1,4] y B =[1,3],

C =A94B = [Min{-1-1,4—3},Maz{-1-1,4—-3}]

= [Min{-2,1}, Maz {-2,1}] = [-2,1],

donde w(B) =2 < w(A) =5

Ejemplo 3. sean A =[1,3] y B=[2,5],
C=A6yB=[Min{l—-2,3—-5},Maz{l—2,3—5}]
= [Min{-1,-2},Maz{-1,-2}] = [-2,-1], donde
w(A) =2<w(B)=3

Proposicién 2.2. sean A, B, C € £ cualesquiera. Se
cumple

(i) K(A©yg B) =kA©S4kB, k€ R
(i) Aoy B=1[0,0] si y solo si A=B
(i) (A+B)Sy(A+C)=Bgy,C

Demostracién. (i) y (ii) se obtienen de la definicién 2.1.
(iii) sea D € £ de modo que (A+B)©64(A+C) = D. Por
la definicién de la gH-diferencia se cumple que A + B =
A+C+Do A+ C = A+ B+ (—1)D. De esto, se tiene
que B=C+ D o C = B+ (—1)D y por definicién de la
gH-diferencia se tiene que B4 C

2.3. Diferenciabilidad de funciones de va-

lor intervalo

Considerando los elementos del célculo clésico se tie-
ne que para un abierto X C R, zo € X y una funcién de
valor intervalo F : X — £, con F(z) = [F!(z), F5(z)],
donde F! y FS son funciones reales sobre X, se dice que
F es diferenciable en x( siempre que las funciones reales
FI y FS sean diferenciables en zo (en el sentido usual).
En base a la diferencia de Hukuhara se plantea el siguien-
te tipo de diferenciabilidad (Wu [9)]):

Definicién 2.2. Sea X un abierto en R. Una funcion
de valor intervalo F : X — % es denominada H-
diferenciable (o fuertemente diferenciable) en zo € R si
existe un intervalo cerrado A(zo) € £ (el cual depende
de zg) de modo que los limites

lim F(zo + h) © F(x0)

lim F(:L‘()) S F(.’L‘o - h)
h—0t+ h

h—0t+ h

ambos ezxisten y son iguales a A(zo). En este caso, A(xo)
es llamada la H-derivada de F' en xg.

Ejemplo 4. Sea F : R — [(x—1)2+1,22+2] una funcién
de valor intervalo definida sobre R. Se puede ver que F'
es H-diferenciable en cualquier zo € R, con H-derivada
[22}0 - 2, 2.’1:0].

Se debe notar que cuando F' es H-diferenciable en zg,

de manera implicita se tiene que F(zo + h) © F(xo) ¥
F(zo) © F(zo — h) existen para todo h > 0.
Pero, la Derivada de Hukuhara es muy restrictiva debido
a que la Diferencia de Hukuhara no siempre existe, ya que
esta limitada por su propia definicién. Por tal motivo, se
defne la Derivada Generalizada de Hukuhara.

Definicién 2.3. Sea X un abierto en R, to € X. La
Derivada generalizada de Hukuhara, denominada gH-
derivada, de una funcion de valor intervalo F : X — &
en to, estd definida como

F(to + h) ©4 F(to)
0 = 0 . (3)

v sz
F'(to) = lim

Si existe F'(t9) € # satisfaciendo (3), entonces se
dice que F' es gH —diferenciable en ;. Se dice que la fun-
cién de valor intervalo F' : X — £ es gH —diferenciable
en X si F es gH—diferenciable en cada ty € X. El si-
guiente resultado, presentado por Chalco [3], expresa la
gH —derivada en términos de los extremos de la imagen
(intervalo cerrado) de la funcién valor intervalo.

Teorema 2.3. Sea X un abierto en R, tp € X y
F : X — £ una funcion de valor intervalo de modo
que F(t) = [FI(t), FS(t)]. Si F! y FS son funciones di-
ferenciables en ty € X, entonces F es gH—diferenciable
enty y

F'(to) = [min {(F")'(to), (F) (o)} ,
méx {(F") (to), (F®)'(to)}] -
Se debe notar que el reciproco del Teorema 2.3 no es

cierto, es decir, la gH —diferenciabilidad de F' no implica
la diferenciabilidad de F' y FS (en el sentido usual). Por

(4)
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ejemplo, si se considera la funcién F' de valor intervalo,
dada por F(t) = [—|kt|,|kt|],k # O, se tiene que F es
gH —diferenciable en tg = 0 y F’'(0) = [—k,k]. Sin em-
bargo F! y FS no son funciones diferenciables en ¢y = 0.
En general, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4. (Chalco [3]) Sea X wun abierto en R,
to € X y F: X — £ una funcién de valor intervalo
de modo que F(t) = [FI(t), F5(t)]. Se tiene que, F es
gH—diferenciable en tg € X cuando y sdlo cuando uno
de los siguientes casos es vdlido

(a) FI y FS son diferenciables en to;

(b) las derivadas laterales (FT)_(to), (F') (to),
(FS)_(to) y (F5), (to) ezisten y satisfacen
(FH_(to) = (FS)+(to) y (F1)4(to) = (F)_(to)-

A partir de este teorema se deduce la siguiente pro-
posicién:
Proposicién 2.5. Sea X un abierto en R, tg € X y
F: X — # una funcion de valor intervalo de modo que
F(t) = [F!(t),F5(t)). Si F es gH—diferenciable en to,
entonces (F! + FS) es una funcién diferenciable en to.

Se extenderd el estudio de las funciones valor inter-
valo sobre R", esto es, F(x) = F(z1,...,Z,) €s un in-
tervalo cerrado en R, para cada x = (z1,--- ,Z,) € R™.
En consecuencia, también se tienen las correspondien-
tes funciones reales F!(x) = F!(z;,...,z,) y F°(x) =
FS(z,,...,z,) definidas sobre R", de modo que F(x) =
[FI(x), FS(x)] € .#.

Proposiciéon 2.6. Sea X un abierto en R™, 2o € X y
F: X — £ una funcién de valor intervalo de modo que
F(t) = [FI(t),F5(t)]. Se cumple que F es continua en
xo si y solo si F! y FS son continuas en xg.

Recordando del Célculo la siguiente afirmacién:

Proposicién 2.7. Sea f una funcién real definida so-
bre R™. Si asumimos que una de las derivadas parciales

0 0

azf . 7f existe en Xg y que las n — 1 derivadas par-
1

ciales restan'ies ezristen en alguna vecindad de xo y son

continuas en Xg, entonces f es diferenciable en xq.
Se plantea la siguiente definicién:

Definiciéon 2.4. Sea F wuna funcién de valor interva-
lo definida en X C R™ y zo = (zﬁ"’, ,1:5.0)) un
elemento de X fijo. Se dice que F es continuamente
gH —diferenciable en zo si todas las gH —derivadas par-

ciales (a—l-)g(wg), ... )o(z0) existen en alguna ve-

’(—31:,,
cindad de zo y son continuas en zo (en el sentido de
funcién valor intervalo).

Definicién 2.5. Sea X un abierto en R*, F : X — &
una funcion de valor intervalo de modo que F(t) =
[FI(t),F5(t)], zo = (z§°),...,x$?)) un elemento de
X fijo y la funcidn de wvalor intervalo h; definida por
hi(zi) = F(x(O) ’zsg)l,znzgg.)p ’xn)) Si h; es
gH —diferenciable en z§°), entonces se dice que F tie-
ne la i-ésima gH— derwada parcial en o (denotado por

(z0), donde( )g(zo> (hs)' ().

Proposicién 2.8. Sea F' una funcion de valor intervalo
definida en X C R™, donde F(z) = [F!(z), F5(z)], pa-
rax € X. Si F es continuamente gH — diferenciable en
xg, entonces (F! 4+ FS) es continuamente diferenciable
en xo.

Demostracion. Como F(z) = [F!(z), F5(x)], x € R™.

En el caso de que si (a—)g(xo) existe, entonces, de la

Proposicién 2.5, la derivada parcial ——(F I + FS)(z0)
emste Por otro lado, de la PI‘OpOSlClOIl 2.5y 2.6, co-
+ FS5) es
contmua en zg. En consecuencia, si F es contmuamente

gH —diferenciable en z, entonces la funcién de valor real
(FT + F5) es continuamente diferenciable en z. O

mo ( )g(:z:o) es continua, entonce

A continuacién se presenta una definicién que ha sido
tomada de Chalco (3], la cual es una reformulacién de la
presentada por Wu [9].

Definicién 2.6. Se dice que la funcion de valor intervalo
F : X — # es (débilmente) continuamente diferencia-
ble en zo € X si las funciones de valor real F! y FS
son continuamente diferenciables en xo , esto es, todas
las derivadas parciales de FT y FS existen en algunas
vecindades de zo y son continuas en xo (en el sentido
usual).

Definicion 2.7. Sea X wun abierto en R", {7 =
(t(lo),..., 510)) un elemento de X fijo y F : X — &
una funcién de valor intervalo de modo que F(t) =
[FI(t), F5(t)]. El gradiente gH de F en to, denotado por
VoF (&), estd definido por

VsF(to) = ((gf ) @ (5. (to))

donde (ZTF

enty (j =11, 2,...,n), como fue definido en la Definicion
2.5. Se puede observar que si las funciones extremas F'
y FS son funciones diferenciables, entonces F es gH -
diferenciable y en este caso

(5;) @ =18

es un intervalo cerrado, con j =1,2,...,n

donde:

)g(to) es la j-ésima gH-derivada parcial de f

A =min{ 9E (), S (an) |

B = maz { 55 (), 5 (a0}
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Ejemplo 5. Considere la funcidn F de valor intervalo

definida por
F(z) = F(z1,22) = [-’171 +z22, 22 + 3% + 3] .

Entonces tenemos

(g_f;)g (z1,z2) = [min{1,2z,}, maz{1,2z,}]

(%)g (z1,2) = [min{2z2, 222}, maz {2z, 2:1:2}].
= [2z2, 2z4]
Asi, el gradiente gH de F estd dada por
VoF(z1,z2) = ([min{l, 2z}, maz{1, 22,1 }], 222, 222]).

Ahora, se considerardn las funciones multivalor inter-
valo F, las cuales estédn definidas sobre el abierto X C R”,
con F(t) = (Fi(t), F2(t),...,F4(t)), t € X, donde cada
una de las F, : X — £ son funciones de valor intervalo,
parai=1,2,...,q, estoes, F,(t) = [FI(t), F5(t)], t € X,
parai=1,2,...,q.

Ejemplo 6. sea F' una funcion multivalor intervalo de-
finida sobre R? dada por F(z1,z2) = ([z3 + 2z122, 21 +
z3 + 3], [z2 + 3,3z122))

donde: Fy(z1,72) = [x? + 22172, 71 + 25 + 3]

Fy(x1,29) = [z + 3, 3z122]

F, y F, son funciones valor intervalo en R?

Definicién 2.8. Sea F wuna funcidn multivalor de-
finida sobre el abierto X C R", con F(t) =
(F1(t), Fa(t),...,Fq(t)), t € X. Se dice que F es

a) (debilmente) continuamente diferenciable en xo €
X si F, es (debilmente) continuamente diferencia-
ble en xg, para cadai=1,2,...,q

b) continuamente gH-diferenciable en zo € X si F,
es continuamente gH-diferenciable en xo, para ca-
dai=1,2,...,q

Proposicién 2.9. Sea F una funcidon multivalor in-
tervalo definida sobre el abierto X <C R", con
F(t) = (Fi(t), Fa(t),...,Fy(t)), t € X, donde Fi(t) =
[FI(t),F5(t), te X, parai=1,2,...,q. Se cumple que

a) si F!, FS son diferenciables en zo, para cada i =
1,2,...,q, entonces F es (debilmente) continua-
mente diferenciable en xo € X.

b) si F es continuamente gH-diferenciable en g € X,
entonces (F! + F) es continuamente diferenciable
en g, para cada it =1,2,...,q.

Demostracion. (i) se obtiene de las definiciones 2.6 y 2.8
(ii) es consecuencia de la definicién 2.8 y de la proposicién
2.8. O

3. Formulacién del problema de
investigacion

Las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tuc-

ker se tienen que replantear para las funciones de valor
intervalo. Para lograr esto se deben de proponer nuevas
relaciones de orden parcial entre los miembros de la fami-
lia de intervalos cerrados .#, las cuales serdn extendidas a
los vectores intervalo, cuyos componentes seran elemen-
tos de £.
La presente investigacién se enmarca en un estudio que
involucra la diferenciabilidad aplicada a funciones de va-
lor intervalo teniendo que emplear un nuevo tipo de deri-
vada: la derivada H (de Hukuhara). Este tipo de derivada
se basa sobre la diferencia de Hukuhara, la cual es muy
restrictiva, motivo por el cual se debe extender a la dife-
rencia generalizada de Hukuhara lo que permitird definir
la denominada. derivada generalizada de Hukuhara cono-
cida como la gH-Derivada, Stefanini [7]. En los problemas
de optimizacién lo que se busca es minimizar o maximizar
una funcién objetivo y en el presente estudio el problema
de investigacién lo formulamos por medio de la siguien-
te pregunta: En los problemas de optimizacién lo que se
busca es minimizar o maximizar una funcién objetivo y
en el presente estudio el problema de investigacién lo for-
mulamos por medio de la siguiente pregunta:

;Existe solucién para el siguiente programa ma-
tematico

(P) min  F(x) = (Fi(x),...,Fy(x))

sujeto a g;(x) <0, i=1,...,m

de modo que satisfaga las condiciones de optimalidad
de Karush Khun Tucker donde F' es una funcién multi-
valor intervalo (sus componentes son funciones de valor
intervalo)?

4. Optimizacion de funciones de
valor intervalo

Se tiene los siguientes programas matematicos:

(IP1) min  f(z) = [f(z), ()]
sujeto a z=(z1,...,Z,) € X CR".
(IP2) min  f(z) = [f'(z), f°(z)]
sujeto a 9.(2) <0, i=1,...,m

Se puede observar que en ambos problemas, las fun-
ciones objetivo son funciones de valor intervalo. Ademss,
el programa matemético (IP2) se puede expresar como el
problema (IP1) considerando el conjunto admisible
X ={zeR"/gi(z) <0,i=1,...,m} CR",
donde g;, ¢ = 1,...,m son funciones de valor real de-
finidas en R™. Para poder resolver estos programas ma-
temadticos previamente se tiene que proponer una relacién
de orden en .#. A continuacion se proponen tres tipos de
relaciones de orden en ¥
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Definicién 4.1. (Wu [9]) Sean C = [c!,c5], D =
[d?,dS), elementos de .#. Se tiene que

C =1s D siempre y cuando, ¢! <d' y 5 < ds (5)

Ejemplo 7. sean C = [3,5] y D = [4,5], se observa que
C=isD

Se puede observar que “=<jg”es relacién de orden par-
cial sobre .#, porque es reflexiva, transitiva y antisimétri-
ca.

Ademés, se escribe C' <1s D, siempre y cuando, C <15 D
y C # D. Equivalentemente, C <is D, cuando y solo
cuando,

I I I I
{c’<d . {cfgd . {c <d L ©

S <ds S < ds S <ds

Definicién 4.2. (Wu [9]) Sea x* una solucion factible,
esto es, x* € X. Se dice que x* es una solucién de tipo
I del problema (IP1) si no ezxiste X € X de modo que

f(X) <1s f(x*).

A continuacién se presentars la segunda relacién de
orden parcial (presentada por Ishibuchi y Tanaka [5]).

Sea A = [a!,a°] € #. Se puede calcular su centro
1
aC = E(af + a%) y su semilongitud o = %A) =

1
5(0.5 — a’) de A. En esta situacién se puede emplear

la notacién (a€,a®) para denotar el intervalo cerrado A
como A = (a®,aR), esto es, A = [a’,a5] = (a€, af).

Definicién 4.3. Sean A = [a!,a5] = (a©, %),
B = [b!,b5] = (b°,bR) € F. Se dice que

A =<cg B siempre y cuando, a® < b€ y o <R (7)

También, se escribe A <cr B cuando y solo cuando
A <cr By A # B. Ademais, se escribe equivalentemente,
A <cr B siempre y cuando,

a® < b° a® < ¥° a€ < b°
af < bR ® aR <R ° laR <b®
(8)

Definicién 4.4. Sea x* una solucion factible, es de-
cir, x* € X. Decimos que x* es una solucién de tipo
IT del problema (IP1) si no existe X € X de modo que
f(®) <1s f(x*) 0 f(X) <cr f(x).

Observacion 4.1. Sea x* una solucién factible, es decir,
x* € X. Se puede observar, por la propia definicién 4.4,
de que si x* es una solucién de tipo I del problema (IP1),

entonces x* es también una solucién de tipo II del pro-
blema (IP1).

Finalmente se tiene la tercera relacién de orden pre-
sentada por Chalco [3]. Sea A = [a!,a5] € . su longitud
o ancho es w(A) y se denotars por a". Asf se tiene que

oV =w(A) =ad5 —d!

Definicién 4.5. Sean A = [a!,a%], B = [/,b%] € £.
Se tiene que

A =1w B siempre y cuando, o’ <b' ya” <btW (9)

Se puede observar que “Xrw”es una relacion de or-
den parcial sobre £, porque es reflexiva, transitiva y an-
tisimétrica.

Ademas, se escribe A <rw B siempre y cuando, A <iw B
y A # B. Equivalentemente, A <iw B si, y solo si,

al <! 5 af <b! o af < b
aW < W aV < W a¥ < bW
(10)

Definicién 4.6. (Chalco [3]) Sea x* una solucién fac-
tible, esto es, x* € X. Decimos que x* es una solucién
de tipo III del problema (IP1) si no existe X € X tal que

F(X) <w f(x*).

Proposicién 4.1. Sean A, B € £ cualesquiera. Si
A <Xiw B, entonces A <1s B.

Demostracién. Ya que A y B son intervalos cerrados, de
modo que A <iw B, se tiene

o <ty af —af =w(A) <w(B)=0b5-b.

Asi,
aS —af +b7 <b°
entonces
a® < a+ (b —af) <bS.
En consecuencia, A <js B. O

Se debe notar que el reciproco de la Proposicién (4.1)
no es valida. Por ejemplo, si consideramos A = [—2,0] y
B = [-1,0], entonces A ;s B pero A A;w B.

Teorema 4.2. Sea x* una solucidn factible de (IP1). Si
x* es una solucion tipo I del problema (IP1), entonces
x* es una solucién del tipo III del problema (IP1).

Demostracién. como x* € X. Suponer que x* no es
una solucién tipo III del problema (IP1), entonces existe
x € X tal que F(x) <iw F(x*) y F(x) # F(x*). de la
Proposicién (4.1) F(x) <15 F(x*) y F(x) # F(x*), lo
cual es una contradiccién, generado por lo supuesto. [

A continuacién, se redefinird el concepto de funcio-
nes convexas desde la perspectiva de funciones de valor
intervalo.

Definicién 4.7. (Chalco [3]) Sea el conjunto convero
X CR" y la funcion F : X — & de valor intervalo, con
F(x) = [FI(x), F5(x)]. Se dice que F es

(i) IS-convexa en x* si
FOx* + (1= N)x) =15 AF(x*)+ (1-A)f(x), (11)
para cada A €)0,1[ y cada x € X
(ii) CR-convexa en x* si
F(OOx*+(1-X)x) <cr AF(x*)+(1-X)f(x), (12)

para cada \ €]0,1[ y cada x € X
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(iii) IW-convexa en x* si
FOX*+(1-XA)x) =tw AF(x*)+(1-XA)f(x), (13)
para cada )\ €)0,1[ y cadax € X

Proposicién 4.3. Sean X un subconjunto convexo de
R" y F: X = £ una funcién de valor intervalo, con
F(x) = [F(x), F$(x)]. Se cumple que:

(i) F es IS-conveza en x* siempre y cuando F' y FS
son convezras en X*.

(ii) F es CR-conveza enx* siempre y cuando FC y FR
son convezas en X*.

(iii) F es IW-conveza en x* siempre y cuando F1 y FW
son convezas en X*.

(iv) Si F es IW-conveza en x*, entonces F' es también
IS-conveza en x*.

Demostracién. Los incisos (i), (ii) y (iii) son consecuen-
cia de la definicién, y (iv) se obtiene como consecuencia
de la proposicién 4.1. O

Ahora, se extendera estas relaciones de orden a los
vectores cuyos componentes son valor intervalo.

Definicién 4.8. Sea C = (Cy, Cs,...,Cy) es denomi-
nado vector de valor intervalo si C, € #, para cualquier
j = 17 2’ =R ’q

Definicién 4.9. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) ¥
D = (Dy, Da,...,Dy,) vectores de valor intervalo, se dice
que

(i) C =1s D siempre y cuando C; =is D,
conj=12,...,q.

(i) C <1s D siempre y cuando, C; =is D,,
paraj=1,2,...,9; y
C) <1s Dy para al menos un indice k.

Definicién 4.10. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) y
D = (D, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) C <cr D siempre y cuando C; <cr D;,
conj=12...,q.

(ii) C <cr D siempre y cuando C; <cr D,
paraj=1,2,...,q9; y
Ci <cr Di para al menos un indice k.

Definicién 4.11. Sean C = (Cy, Ca,...,Cq) ¥

D = (Dy, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) C Ziw D siempre y cuando C; =<ww D;,
conj=12,...,q.

(i) C <ww D siempre y cuando C; =<tw Dj,
paraj=1,2,...,q;y
Ci <iw Dx para al menos un indice k.

Proposicién 4.4. Sean C = (C1, C2,...,Cq) ¥
D = (Dy, Da,...,Dy) vectores de valor intervalo se dice
que

(i) si C =w D , entonces C =15 D.
(ii) si C <ww D , entonces C <1s D.

Demostracién. (i) Como C y D son vectores valor in-
tervalo y C =<iw D, entonces C; =<w D,, para
i=12,...,q.

Luego, por la proposicién (4.1) se tiene que
C, =1s D,;,j= 1,2,...,q.
En consecuencia, se cample que C =15 D

(ii) andlogo a lo anterior.
a

Definicién 4.12. Sea el conjunto convezo X CR" y la
funcién F multivalor intervalo definida sobre X, esto es,
F(t) = (Fi(t), Fa(t), .-, Fy(t)), t € X, donde cada una
de las F, : X — # son funciones de valor intervalo, para
i=1,2,...,q. Se dice que F es

(1) IS-convexa en x* si cada F, es IS-convexa en x*,
4 =1,2,0 .54

(1) CR-convexa en x* si cada F; es CR-convexa en
x*,j=12...,q.

(i11) IW-convexa en x* si cada F, es IW-convexa en x*,
ji=12,...,q.

Proposicién 4.5. Sea el conjunto convezo X CR" y la
funcién F multivalor intervalo definida sobre X, esto es,
F(t) = (Fi(t), Fa(t),. .., Fy4(t)), t € X, donde cada una
de las F, : X — Z son funciones de valor intervalo, para
j=1,2,...,q. Se cumple que:

(1) F es IS-conveza en X* siempre y cuando FJI y FJS
son convezas en X*, j =1,2,...,q..

(i1) F es CR-conveza en X* siempre y cuando FJC Y FJ-R
son convezas en X*, j =1,2,...,q..

(1) F es IW-conveza en x* siempre y cuando F) y F}V
son converas en X*, j=1,2,...,q.

(iv) Si F es IW-conveza en X*, entonces F' es también
IS-conveza en x*.

5. Optimizacion de programas
matematicos con funcién
multiobjetivo de valor
intervalo

Las funciones multivalor intervalo F', las cuales estdn
definidas sobre un abierto X C R™, son aquellas de la for-
ma F(t) = (F1(t), F2(t),...,F4(t)), t € X, donde cada
una de las F, : X — £ son funciones de valor intervalo,
parai=1,2,...,q,estoes, F,(t) = [FI(t),F5(t)], t € X,
parai=1,2,...,q. A continuacién se presentan los pro-
gramas matematicos, cuyas funciones multiobjetivo son
funciones multivalor intervalo

(MP1) min

sujeto a

F(z) = (Fi(z),..., Fy(x))
T= Dy v Bn) EX CR®,
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donde los F,(zx) = [F!(z),F5(z),z € X, para i =
1,2,...,q, son funciones de valor intervalo y el conjunto
X C R™ ser4 considerado convexo en R™.

(MP2) min F(z) = (Fi(2),...,Fy(z))
sujeto a g.(z) <0, i=1,...,m

donde las funciones restriccién de valor real g, : R® =+ R
son convexas en R™ para i = 1,...,m; y las componentes
F son funciones de valor intervalo. Ademas, el programa
matematico (MP2) se puede expresar como el problema
(MP1) considerando el conjunto admisible

X ={zeR"/g(z)<0,i=1,...,m} CR™

5.1. Condiciones de optimalidad de Pa-
reto

Se presentan los diferentes conceptos de solucién 6pti-
ma de Pareto.

Definicién 5.1. Sea =* una solucidén factible del proble-
ma (MP1), se dice que =*

(i) es una solucién dptima de Pareto tipo-I del pro-
blema (MP1) si no existe T € X de modo que
F(z) <1s F(x).

(ii) es una solucidn dptima de Pareto fuertemente tipo-
I del problema (MP1) si no existe T € X de modo
que F(ZT) 215 F(z*).

(ii) es una solucién dptima de Pareto débilmente tipo-I
del problema (MP1) si no exste T € X de modo
que Fy(Z) <15 Fx(x*) para todo k =1,...,q.

Observacién 5.1. Sea X,(,Q, X,(,I) Y Xg,), denotan el
conjunto de todas las soluciones débilmente dptimas de
Pareto tipo-I, soluciones dptimas de Pareto tipo-I y solu-
ciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-I, respectiva-

mente. Se puede observar que que Xg) C X,(,I) C X,(‘,I,Z.

Definicién 5.2. Sea * una solucién factible del proble-
ma (MP1), se dice que =

(1) es una solucion dptima de Pareto tipo-II del pro-
blema (MP1) si no existe T € X de modo que
F(Z) <cr F(z").

(ii) es una solucidén dptima de Pareto fuertemente tipo-
II del problema (MP1) si no existe T € X de modo
que F(Z) <cr F(z*).

(iii) es una solucién dptima de Pareto débilmente tipo-
II del problema (MP1) si no eziste T € X de modo
que Fi(Z) <cr Fx(z*) para todo k =1,...,q.

Observacion 5.2. Sea X.(,,I,,I), X,(,”) Y X,E,I,I), denotan
el conjunto de todas las soluciones débilmente dptimas
de Pareto tipo-II, soluciones dptimas de Pareto tipo-1I y

soluciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-1I, respec-

tivamente. Se puede observar que que Xg,’,l) c X,(,”) Cc

I
x4n.
Definicién 5.3. Sea * una solucidn factible del proble-
ma (MP1), se dice que x*

(i) es una solucién dptima de Pareto tipo-III del pro-
blema (MP1) si no eziste T € X de modo que
F(T) <1w F(z*).

(ii) es una solucidn dptima de Pareto fuertemente tipo-
III del problema (MP1) si no existe® € X de modo
que F(Z) 21w F(z*).

(iii) es una solucidn dptima de Pareto débilmente tipo-
III del problema (MP1) s1 no existe® € X de modo
que Fy(Z) <1w Fi(x*) para todo k=1,...,q.

Observacién 5.3. Sea X,(,,Ip”), X,(,”I) Yy Xg,”), deno-
tan el conjunto de todas las soluciones débilmente opti-
mas de Pareto tipo-III, soluciones dptimas de Pareto
tipo-III y soluciones fuertemente dptimas de Pareto tipo-
III, respectivamente. Se puede observar que que Xg”) C

X,(;I”) - X1(DI’!I)-

Teorema 5.1. Sea X un conjunto admisible de (MP1).
Se cumple

5 I III
Gl XXy
i) X c x§™m
(i) Xip © Xiyp

(i) considerando que x* € X g;),
Por contradiccién, suponer que x* ¢ X g}fl).

Luego, por definicién 5.3 existe X € X de modo que
F(X) <rw F(x*). Por la proposicién (4.4), se tiene
que F(X) <15 F(x*), lo cual es una contradiccién.

En consecuencia, X g’,l C Xégl)

Demostracion.

(i) similar a (i)

(iii) considerando que x* € X‘%)P. Por contradiccidn,
* (II1)
suponer que X* € Xy p’-
Luego, por definicién 5.3, existe X € X de modo
que Fi(X) <rw Fi(x*), parak =1,2,...,¢
de la proposicién (4.4), Fi(X) <rs Fk(x*), para

k = 1,2,...,q; lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, X ‘(,{,)P cX ‘(ﬁ,’).

O

5.2. Condiciones de optimalidad de Ka-

rush Khun Tucker

Sea el siguiente programa matemético
F(x) = f(21,. . 3En)
9.(x) <0,

(P) min

sujeto a i=1,...,m

donde f y g, son funciones reales definidas en R", i =
1,...,n. Suponga que las funciones restriccién g, son con-
vexas en R™ para cada i = 1,...,m, en consecuencia el
conjunto factible X = {x € R": g,(x) <0,i=1,...,m}
es un subconjunto convexo de R™. La conocida condicién
Karush-Kuhn-Tucker (ver Bazaraa [2]), para el problema
(P), es declarada de la siguiente manera:

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 23 (1) (2020) 3848



Un problema de Optimizacién y las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tucker 45

Teorema 5.2. [2] Dado el problema (P). Asumiendo que
las restricciones g, : R™ — R son funciones convezas en
R parai=1,...,m, X = {z € R" : g,(z) < 0,i =
1,...,m} es un conjunto admisible, z* € X, la funcion
objetivo f : R® — R es convexa, f y g, son continua-
mente diferenciable en x*, i = 1,...,m. Si existen los
multiplicadores de Lagrange 0 < u, € R, i=1,...,m, de
modo que

(1) Vf(:lf*) + Z ﬂzvgz(w*) =0;

=1
(11) p.g.(z*) =0 para todoi =1,...,m.
entonces * es una solucion éptima de (P)

Definicién 5.4. [9] Se dice que las funciones de restric-
cion del problema (MP2) satisfacen las condiciones KKT
en x* si estas son convezas en R™ y continuamente dife-
renciables en x*.

Ahora, las condiciones Karush Khun Tucker (KKT)
presentadas en el teorema 5.2 se ampliardn para el caso
de las funciones de valor intervalo (Wu[9], Chalco [3]) asi
como para las funciones multivalor intervalo.

Teorema 5.3. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable en x*; FJI , FJS son funciones convezas, para
J =1,...,q. Si existen los multiplicadores de Lagrange
O0<XMER,j=1,...,qy0< u, €R, j=1,...,m, de
modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q m
) Z )‘JV(F;I + FJS)(z*) + ZIJ«]VQJ (z*) =0;
1=1

=1
(11) p,9,(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

entonces ** € Xft,I) yx e X}(,”I) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracion. Como F es continuamente gH-
diferenciable en x*, debido a la proposicién 2.9 se tiene
que (F]' + FJS ) es continuamente diferenciable en x* para
I=1...5q

Definiendo la funcién f por f(z) =
Fp)(z)

Como F] y FS, para j = 1,...,q, son funciones reales
convexas, se tiene que f es convexa y continuamente di-
ferenciable en x*.

g
Asi Vf(x*) = Z N V(F] + F]S)(x*) y con las condicio-

I MV(FT +

=1
nes (i) y (ii), se tendria que:

(1) VF(x*)+ > 1V, (x*) =0

=1
(1)’ p,9,(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real f.

Suponiendo que x* ¢ X}(f), esto significa que hay un

z€ Xyl< k< qde modo que Fi(X) <rs Fr(x*),
esto implica que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que
f presente un valor 6ptimo en x*. En consecuencia, se
tiene que x* € X g) y por la proposicién 5.1, se tiene que
x* e x4 |

Corolario 5.4. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable en z* e IS-convera en x*. Si existen los
multiplicadores de Lagrange 0 < X\; € R, j=1,...,9 ¥y
0< p €R, j=1,...,m, de modo que las siguientes
condiciones KKT se cumplan:

©) ST NVE! + FS) (') + Y 1, Ve, (27) = 0;

=1 =1
(1) p,g,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

entonces T* € Xg) yx* e Xg”) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracién. Como F es IS-convexa en x*, aplicando
la proposicién 4.3, se tiene que F]I - F]S son funciones
convexas, para j = 1,...,q. Asimismo como F' es gH-
diferenciable en x*, aplicando la proposicién 2.9 entonces,
se tiene que (FJ’ + F]S ) son continuamente diferenciables
en x*, paraj=1,...,q.

Definiendo la funcién f por f(z) =
F5)(z)

se tiene que f es convexa y continuamente diferenciable
en xX* y por el teorema anterior se obtendria el resultado
esperado. O

I NV(F] +

Ejemplo 8. sea la funcion F multivalor intervalo dada
por F(z) = (Fi(z), F2(x) donde Fy(x) = [—|(z—1)|, |z —
1]

Fy(z) = =152, |1 952]

Se tiene el siguiente programa matemdtico

min F(z) = (Fi(z), F2(x))

0
0

x—2

sujeto a
-

INIA

F es continuamente gH-diferenciable y las condiciones
del teorema 5.3 son satisfechas en x =1

Teorema 5.5. Dado el programa matemdtico (MP2).
Considerando que F' es CR-conveza y (debil) continua-
mente diferenciable en x*. Si existen los multiplicadores
de Lagrange

0<A,AReR,j=1,...,qy0< p, €R, j=1,...,m,
de modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q q m
1) Y NSVFL(z)+) AIVER @)+ 1, Vgi(a) =
j=1 =1 =1
0;
(i1) p,g;(x*) =0 para todo j = 1,...,m.

entonces ** € X,(,”) para el programa matemdtico
(MP2).
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Demostracion. Como F = (Fy,F3,...,F)) es una fun-
cién multivalor intervalo, esto es F,(z) = (F/, FY), (de-
bil) continuamente diferenciable y convexa, entonces los
FJC y FJR son continuamente diferenciables (por defini-
cién 2.8 y proposicién 2.9) y convexas (proposicién 4.3)
en x* para j =1,2,...,q.

Definiendo la funcién f por

q q
R
f@) =3 ATFC () + 3 ATFf(x")
=1 7=1
Como FJC y FJR, para j = 1,...,q, son funciones reales
continuamente diferenciables y convexas, se tiene que f
es convexa y continuamente diferenciable en x*.

g q
Asi VF(x*) = Y _ATV(FO) (") + D ARV(FR)(x*) v
1=1 1=1
con las condiciones (i) y (ii), se tendria que:

() VF(x*)+ D 1,Vg;(x*) =0

J=1
(1) p,g9,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x* ¢ XI(,"), esto significa que hay un
X€ Xyl< k < qde modo que Fy(X) <cr Fr(x*),
esto implica que f(X) < f(x*), lo cual contradice de que
f presente un valor éptimo en x*. En consecuencia, se
tiene que x* € X,(,”) O

Teorema 5.6. Dado el programa matemdtico (MP2).
Considerando que F es IW-conveza y (debil) continua-
mente diferenciable en x*. Si existen los multiplicadores
de Lagrange

0</\§,/\;'V ER,j=1,...,q yo<pu, €eR,j=1,...,m,
de modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

q q m
(1) ZAJIVF;I(:B*)"'Z ’\;VVFJW(G’*)""Z 1 Vg, (x*) =

(11) p,9,(x*) = 0 para todo j = 1,...,m.

entonces * € Xg”)
(MP2).

Demostracién. Como F = (F1, F,. .. ,Fg) es una fun-

cién multivalor intervalo, esto es F,(z) = (F],F}), (de-

bil) continuamente diferenciable e IW- convexas en x*

para j = 1,2,...,q., entonces los F]’ y FJW son continua-

mente diferenciables (por definicién 2.8 ¥ proposicién 2.9)

y convexas (proposicién 4.3) en x* para i=12,...,q.
q

Definiendo la funcién f por f(z) = Zz\JIFjI (x) +
i=1

para el programa matemdtico

q

Z’\;VFJW(Q’)

Jj=1

Como F;]? F}W (pa.ra J = 1""’Q), Yy g9i (pa.ra Jj =

1,...,m) , son funciones reales continuamente diferen-

ciables y convexas, se tiene que f es convexa y continua-
mente diferenciable en x*.

q q
Ast Vf(x*) = D MV(EFEN) ) + D AVVEY) ") y
=1 =1
con las condiciones (i) y (ii), se tendria que:

() VF(x*)+ D 1V, (x*) =0

=1

(1r’) p,g,(x*) =0 para todo j =1,...,m.

Aplicando el teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
reales), se tiene que x* es una solucién éptima de la fun-
cién real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x* ¢ Xg”), esto significa que hay un
X € X y1< k< gqdemodo que Fi(X) <;w Fi(x*), es-
to implica que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que f
presente un valor éptimo en x*. En consecuencia, se tiene
que xX* € X,(,I”) del programa matematico MP2) O

Aplicacién numérica
Sea la funcién F' multivalor intervalo dada por

F(z1,z2) = (Fi(z1,z2), Fo(z1,22))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo
dadas por

P ((Dl . .’Bz) = [(L'%+2$1 +.’13% —2xz2+43, $%+2$1 +$§ —2z3 ‘;4]
Fa(z1,z2) = [222 + 43 + 222 — 4x5 + 7, 227 + 471 + 275 —
4z + 7]

Se tiene el siguiente programa matemaético (tipo MP2)

min (F(z1,z2) = Fi(z1,%2), F2(21,72))
sujeto a —z1—22+4+1<0
-3z —22+4<0,
—x1—1<0,
—x2+1<0.

Entonces tenemos las funciones de valor intervalo, com-
ponentes de F'

Fl(x) =22 +2z, + 22 — 222+ 3

FY¥ (x) =1
Fj(x) = 22% + 4z, + 2x2 —4zy + 7
F(x)=1

y las funciones restriccién:

91(X) =-z1—22+1, go(x)=—-3z1—22+%

g3(x) = —21 — 1, ga(x) = —22.

Se puede ver que las funciones de valor intervalf) asl
como las funciones restriccién satisfacen las condiciones
del Teorema, .

Para ver que cumplan las condiciones KKT del teorem?
se tiene la siguiente expresién:

I2x1+2 I4$1+4 WO WO
4 [2x2—2 A2 ggy —a| T o] T22 o) T

N et P RN N
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esto es, se tiene que resolver las siguientes ecuaciones
simultdneas:

{ M2z +2) + M4z +4) — p1 —3p2 —ps =0,
/\{2.’1:2 - 2() + /\5(41'2 - 4) — 1 — P2 — g = 0.

Resolviendo, se obtiene

(:I:;,:l:;) = (4/578/5)

A =1/2; XM =1/4

pi=p3=ps =0y pz=6/5

Como p1,g,(x*) = ,9,(9/5,3/5) =0 parai = 1,...,4. Se
concluye que (z},z3) = (4/5,8/5) es una solucién optima
Pareto tipo-II.

Teorema 5.7. Dado el programa matemdtico (MP2),
2* € X. Considerando que la funcién multiobjetivo F
tiene alguna componente F, (funcién valor intervalo) IS-
Conzieza Yy continuamente gH diferenciable en z*, para
algin j € {1,2,...,q}. Si ezisten los multiplicadores de
Lagrange0 < A e R y 0 <p; €R,j=1,...,m, de modo
que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

(1) AV(F] + FS)(z*) + iuﬂg, (") =0;
1=1

(1) w,g,(z*) =0 para todo j =1,...,m.

entonces z* ¢ X‘(;é)p para el programa matemdtico

(MP3).

l?meStm_Cién. Como F = (F, F,,...,F,)) es una fun-
cién mul.tlvalor intervalo, esto es F,(z) = | F]’ (z), FJS ()]
son funciones de valor intervalo, para j = 1,2....,q.

gomiderando que alguna de la funciones componentes
"> Para algin
iee {_1’ 2....,q}, es IS-convexa y continuamente gH dife-
D:f??‘blzen z*, condiciones del teorema.
niendo la funcié — I S
Como F ¢ Isunmon J po:- f(@) = AF, +FJ )(z)
tien 7 SI -convexa x*, por la proposicién (4.1) se
tiene Que F}' y FS, son funciones reales convexas, se
te ilq‘fe f e§ convexa. Asimismo F, es continuamen-
( FIg 'dlgerencla,ble x*, por la proposicién 2.9, entonces
A J ; F P ) es continuamente diferenciable en x* .
S i —-4 * . . .
| Vi) = V(F] + F5)(x*) y con las condiciones (i)
y (ii) y J
» 8¢ tendria que:

(1 Vf(x*) + imvg](x*‘) =

J=1
() H9;(x*) = 0 para todo j = 1,...,m.

?ezi;?n:: tt?l teorema 5.2 (condiciones KKT a funciones
cién re’al p lsqe que x* es una solucién éptima de la fun-
Supen, ajo las restricciones del programa (MP2).
%X ;n;io< Que x* ¢ X), esto significa que hay un
el s k < q de modo que Fy(X) <rs Fi(x*), esto
que f(z) < f(x*), lo cual contradice de que f

Presep PP
te un valor Optimo en x* En consecuencia, se tiene
e x* e x5, O

Teorema 5.8. Dado el programa matemdtico (MP2),
z* € X. Considerando que F es continuamente gH-
diferenciable e IS-conveza en z*. Si existen los multi-
plicadores de Lagrange 0 < A\, € R, j = 1,...,q, ¥
0<pu €R,j=1,...,m, de modo que las siguientes
condiciones KKT se cumplan:

1) SNV(Fy(x) + D 1y Ve,(2*) =0;

=1
(1) p,9,(z*) =0, para todo j =1,...,m.

entonces * € XJ(DI) yx*r e Xg”) para el programa ma-
temdtico (MP2).

Demostracién. Como F es una funcién multivalor inter-
valo, esto es

F = (F,F,,...,F,;) donde sus componentes F; son fun-
ciones valor intervalo (j = 1,2,...,q). Seglin considera-
ciones del teorema, F' es continuamente gH-diferenciable
en x*, debido a la definicién (2.8), se tiene que (F} son
continuamente gH-diferenciables en x* para j = 1,...,q.
y por teorema (2.4), los F]’ y F]S son continuamente
diferenciables en x*. De esto, La condicién (i) seria equi-
valente a

q m
ZA]V(E]I)(X*) + Zp,JVg,(x') =0
g=1

=1
q m
=S N V(ED)(x") + > 1, Vg, (x*)
=1 =1

de lo cual, sumando se obtiene

Xq: A V(EN )+ V) (x)+ ) u5Ve5(x") =0
1=1 Jj=1

=1

donde se considera p) = 2p,, j =1,2,...,m

A partir de esto se hace una argumentacién analoga
a la realizada en la demostracién del teorema (5.3) y se
obtiene el resultado esperado. O

Aplcacién Numérica
Sea la funcién F multivalor intervalo dada por

F(z1,%2) = (Fi(z1,22), F2(21, 72))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo

dadas por
Fl(xl,.’l:z) = [a:f + 2z, + 1,.’1:% + 2z, + :E% —2z9 + 2]
Fy(z1,12) = [25 — 222 + 1,22 + 221 + 75 — 2z2 + 2]
Se tiene el siguiente programa matematico (tipo MP2)
min  (F(z1,22) = Fi(21,%2), F2(21,72))
sujeto a z1+x2—1<0

—$1—1<0,

Asi se tiene
Fll(x) =z§+2z1 +1

Fls(x)=:cf+2x1+z§—2a:2+2
F{(x)=w§—2x2+1
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Fy(x) =22 +2z) + 23 — 225 + 2
y las funciones restriccién son
go(x) = -z — 1
Se puede ver que las funciones FJI R FJ' son convexas,
J = 1,2. La funcién multivalor intervalo F' es gH-
diferenciable. Asimismo, las funciones restriccién satis-
facen las condiciones del Teorema.
Como el punto x* = (—1, 1) satisface las condiciones (i)
y (ii) del teorema, en consecuencia x* = (—1,1) € X}(,I)
yx*=(-1,1)¢ X,(,”I)

gl(x) =z1+x2—1,

6. Conclusiones

1. Se desarrollaron metodologias para identificar solu-
ciones 6ptimas de Pareto del programa matemético

(P). Se identificaron tres tipos de soluciones Pareto
segun la relacién de orden parcial establecida so-
bre .# (conjunto de todos los intervalos cerrados y
acotados en R

2. Se establecieron tres tipos de relaciones de orden

parcial sobre £, las cuales fueron las denominadas
IS, CR, IW. Estas relaciones permitieron realizar
las comparaciones entre los vectores con componen-
tes de valor intervalo (elementos de %)

3. En base a la formulacién de la gH-derivada se re-

formularon las condiciones de Karush Khun Tucker
para los programas matematicos cuyas funciones
objetivo son funciones multivalor intervalo (funcio-
nes cuyos componentes son funciones de valor in-
tervalo)
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