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Estudiaremos algunas condiciones para garantizar la validez tanto de las formulaciones variacionales como de las
funcionales asociadas a algunas ecuaciones diferenciales parciales. Asimismo, estudiaremos la existencia de solucién

de algunas ecuaciones particulares formuladas.
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We will study some conditions ensuring the validity of the variational formulations as well as the corresponding
functional associated to some partial differential equations. We will also study the existence of solution of some

particular variational formulations.
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1 Introduccién

Sean X e Y dos espacios vectoriales normados, denota-
mos por £(X,Y) al espacio lineal

L(X,Y)={®:%: X - Y es lineal}.
Se dice que f : A C X — Y es Fréchet diferen-
ciable [1] en a € A si existe L € £(X,Y) continua tal

que
fla+z)— f(a) - L(z) _
z—0,z€F ”.’1:" -

donde F = {z € X : a+z € A}. L es llamada la
derivada de Fréchet de f en a y serd denotada por D f(a).

0,

La funcién f es Gateaux diferenciable [2] en a € A
si existe L € L(X,Y’) continua tal que

lim fla+tv) — f(a) — tL(v)

t—0 t

L es llamada la derivada de Gateaux de f en a y serd
denotada por f'(a).

La derivada direccional de f en el punto a y en la
direccién v, es el limite (si existe)

fa+t) — f(a)
t

D, f(a) = }1_%
En general se cumple D, f(a) = f'(a)v.

La formulacién variacional de una ecuacién diferencial
parcial se obtiene a partir de una reformulacién integral
de tal ecuacién con el uso de ciertos tipos de funciones lla-
madas funciones test que serdn las funciones que forman
el conjunto C*°(2) 6 C§°(Q) [3],

C5° () :={f € C(22) : Q D supp (f) es compacto},

=0, Vv € X con a+tv € A.

donde supp (f) := {z € Q: f(z) # 0}, siendo Q abierto
de R™.

Para m € {0} UIN, definimos el Espacio de Sobolev
Wm™P(Q) [4] como:

W™P(Q) = {u € LP(Q) : 3 D*u € LP(Q), 0< |a| < m},

donde D*u =: g, es la derivada parcial débil de 7.
esto es, la funcién g, que satisface

/ uD%p = (—1)le / 9o, Vi € C5o(Q).

Q Q

Un caso especial de espacio de Sobolev es el espacio

H™(Q) y més ain, el espacio H'(f2), definido por:
H™(Q) := W™2(Q).

Teorema 1.1 (Férmula de Green [5]). Sean f,g <
C?(Q), entonces

/ngdz:—/Vngdz+/ f@ds,
Q 0 an” On

donde g% = Vg

Definicién 1.1 (Condicién Palais-Smale [6],[1]). Sean
X un espacio de Banach y ® : X - R de clase C'. Se
dice que ® satisface la condicién Palais—-Smale (PS) s;
toda sucesion {xr} en X satisfaciendo las condiciones -

{®(zx)} acotada, y
{<I>’(z:k) b d 0, (1)

admite una subsucesidn convergente.
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1.1 La ecuacién de Laplace—Dirichlet [7]

La ecuacién de Laplace con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

Au=0

u=0
Una funcién v € C?(2) N C(Q) que satisface (LD) es
llamada solucién fuerte de la ecuacién.

sobre (2,

(LD)
sobre 9.

1.1.1 Formulacién variacional de la ecuacién

(LD)
De la primera ecuacién del sistema (LD), tenemos
pAu =0, para todo ¢ € C§°(Q2), (1)

lo que implica que

/cpAu
Q

VoVu + / g ds (férmula de Green)

0 =

Asi, de la expresién (1) tenemos
/ VuVyp =0, paratodo ¢ € C3°(Q). (2)
Q

Una funcién v € Hj(€2) que satisface (2) es llamada
solucién débil de la ecuacién (LD).

1.1.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (LD)

Asociada a la ecuacién variacional (2), la funcional de
energia correspondiente a la ecuacién (LD) es la funcién
¥ : H} () = R definida por

(1) = % /Q IVul?, para todo w € HX(Q).  (3)

1.2 La ecuacién de Poisson—Dirichlet [8]

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de
Dirichlet (PD) viene dada por la siguiente expresién:

-Au=f
u=g

para ciertas funciones f y g. Similar al caso anterior, una
funcién u € C?(Q) N C(Q) que satisface (PD) es llamada
solucién fuerte.

(z,u) sobre Q,

PD
sobre 92, (PD)

1.2.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PD)

De la primera ecuacién del sistema (PD), tenemos

—Aup = f(z,u)p, paratodo p € CF(Q), (4)

lo que implica que
/ (—Au)p
Q

/Qf(w,u)w =
—/QcpAu

= /V(qu—/ wg—ds (Green)

= / VuV.
Q

/ VuVp = / f@u)e, Yo eCR®).  (5)
Q Q

Por lo tanto,

Una funcién v € HE(€) que satisface (5) es llamada
solucién débil de la ecuacién (PD).

1.2.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (PD)

Asociada a la ecuacién (5), consideremos la funcién @ :
H}(2) — R definida por

donde 9 es la funcién definida en (3) y ¢ es la funcién
definida en H}(Q2) por

o(u) = /QF(:L',u)dw, donde F(z,u) = /Ou f(z,s)ds.

()
—;—LHVqu—/QF(x,u)dm

/ [énwnz—F(x,u)].

Teorema 1.2 ([9]). Sean X un espacio de Banach,
® : X > R de clase C' e inferiormente acotada. Si
® satisface la condicion PS, entonces esta alcanza su
minimo global.

Tenemos,

D(u)

2 Validez de formulaciones
variacionales y funcionales
correspondientes
Proposicién 2.1. Sea @ C R" (n > 3) abierto y aco-
tado (con condicion de regularidad sobre el borde H).

Sea f : R — IR continua satisfaciendo la siguiente
condicion: Ezisten a,b > 0 tales que

[f®)] <a+blt|>* ! paratodotc R, (8)

donde 2* := — (conocido como el exponente critico
de Sobolev). Sean F : R — IR definida por F(t) =

/ f(s)ds y J: HY(Q) = R definida por

J(u)=/nF(u(:z:))dm.
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18 H. Guimaray y E. Ocana

Entonces J es Fréchet diferenciable en H'(Q) y
J'(u)v = / f(u(z))v(z)dz para todo u,v € H' ().
Q

Lo mismo sucede si la funcional J estd definida en
H} () (sin ninguna condicién de regularidad sobre %)

Demostracién. Notemos en primer lugar que la
condicién (8) implica que J estd bien definida.

Para demostrar que J es Fréchet diferenciable,
primero demostraremos que J' es Gateaux diferencia-
ble y luego, su derivada de Gateaux J’, es continua.

Recordemos la siguiente identidad elemental:
todo p > 0, existe ¢, > 0 tal que

para

la + b|P < cp(|al? + |b|P) para todo a,b € IR.
i) Demostraremos que para todo u,v € H(),

lim F(u+tv) — F(u

t—0 Q t

)da: = }i_r}r(l)/ﬂf(u)ud:t.

Claramente, para todo z € 12,

oo F(u@) + (@) ~ Flu(z)) _
t—0 t

f(u(@))v(z).

Por el teorema de valor medio, existe § € IR con |0] < [¢],
tal que

la@®) = [f(u(z) + bv(z))v(z)|
< (a+blu(@) +00(@) ) Jo(a)]
< alo(@)] + calu(@)* (@) + eslv(@)*
donde
o)=L (u(z) + to(z)) — Flu(=))

t

para ciertas constantes positivas c;, ¢ y ¢3. El lado dere-
cho de la tltima desigualdad est4 en L (f2) y por lo tanto,
por el teorema de la convergencia dominada, tenemos

lim/ sk tv) = Fiw) dz = lim/ f(u)vdz.
t—0 Jq t t—0 Jq

Como el lado derecho, como funcién de v, es lineal y
continua en H(Q), J es Gateaux diferenciable.

ii) Demostremos que J’ : H}(2) — [H*(Q)]’ es con-
tinua. Sea {ux} en H!(Q) tal que ux — u en H(R).
Siendo H'(f2) inmerso en L?" (R), existe una subsucesién
(que lo denotaremos del mismo modo) {ux} tal que

o u; — uen L? (Q);
e ui(z) = u(z) en ctp de ;

e existe w € L?" () tal que ux(z) < w(z) en ctp de
Q y para todo k.

Por la desigualdad de Holder, tenemos

(" () = 7 ()] < /Q |f(w) — f(w)]olde

)7 (o)

f(u(z))| =0en ctp

< ([ 17w - s

De otro lado, como khm | f (uk(z)) —
—00

de Q,y
2* ?2‘——1
) = F@IT < e (T4l 4 o)
< O (1w + -1)’ -
< C (1 +wl? + |u|2‘) e LY().

Por el teorema de la convergencia dominada,

lim /Q |flue) — F@)| T =0

y por lo tanto,

(' (u) = J'(w))v| = sup[|(J'(ur) = J'(u))v] : v € Syl
< o [ 1) - swisF) T
donde S; = {v € HYQ),|v| = 1}. Se de-

duce que J'(ux) = J'(u) en [HY(R)]', lo que implica
que J es Fréchet diferenciable en H!(Q) y J'(u)v =

/Q f(u)vdz. |

Definicién 2.1 (Funcién Carathéodory [10]). Sea 2
IR™ abierto y acotado. Se dice que una funcion f
Q xR — R es Carathéodory si satisface las siguientes
propiedades:

i) Vs € R, f(-,3) es medible en S,

it) Vz € Q, f(z,-) es continua en IR.

Similar a la proposicién 2.1, consideremos la siguiente
condicién de crecimiento: existen ¢,d >0y 1< a < 2*
(si n>3)61<a<oo(si n=1,2) tales que

|f(z,s)| < c+d|s|*, paratodo t€ R. (9)
Proposicién 2.2 ([10]). Sea f : xR — R una funcion,

Carathéodory satisfaciendo la condicion de crecimiento
(9) y F:Q xR — R definida por

8
F(z,s) =/ f(z,7)dr.
0
Entonces la funcional ® : H} () = R definida por
®(u) = / F(z,u)dz,
Q
es de clase C' en H}, con

D®(u)v = / f(z,u)v para todo u,v € H}(Q).
Q
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3 Existencia de solucién débil

En esta seccién estudiaremos la existencia de solucién de
algunas ecuaciones particulares que se relacionan a las
ecuaciones formuladas en la Introduccién.

Comencemos considerando la ecuacién de Poisson—
Dirichlet (PD) donde la funcién f depende solamente de
T € Q.

Proposicién 3.1. Sea Q@ C R™ abierto acotado y f €
L%(Q). La funcién ® definida en (6) correspondiente a la
ecuacion (PD) estd bien definida y satisface la condicion
Palais—Smale.

Demostracion. Por

/“ f(z)ds = f(z)u, de donde
0

definicién, F(z,u) =

®(u) = %/()“Vu[ﬁ—/ﬂF(m,u)dz
1
= 5 L 1vel - [ sz,
Tenemos
(@'(u),p) = P'(u)p
= D,®(u)

_ / VuVe — / f@)p Yoe HY(Q).
Q Q

Siendo (®'(u), p) =

/ V(®'(u))Vy (producto interno en
Q
H}(R)), tenemos

[v@ve= [ vuve- [ 1@eve e @), q0)
Q Q Q

Por la férmula de Green,
7
[vewve = [ v@wve- [ o,
Q Q an  On

. /Q PA (P (1))

de donde

| v@wve=- [ ea@ ).

Anélogamente,
/VuV<p= —/ pAu.
Q Q

Asi, de (10), tenemos
—/wAu—/f(x)w
Q Q

- /n PA@'(u) =
/n (~Au~— f(@))p Vo e H(Q),

de donde
—A(?'(uv)) = —Au - f(z),
lo que equivale a

u=d'(u) + (-A)7 f(x).

Si {ux} es una sucesién en HJ () satisfaciendo ®(uz)
acotada y ®'(ux) — 0, tenemos,

up = ®'(ux) + (—A) " f (),

lo que implica (atin sin asumir la condicién ®(ux) aco-
tada) que
k= (~8)"1 f(z).

Se deduce que una subsucesién de {ux} (de hecho toda
la sucesién) es convergente. Por lo tanto, ® satisface la
condicién Palais-Smale. a

Proposicién 3.2. Si ademds de las condiciones de la
proposicion anterior, la funcidn g es cero, entonces la
Juncidén correspondiente ® alcanza su minimo global en
H§(Q). En particular, la funcién v definida en (8) cor-
respondiente a la ecuacion de Laplace-Dirichlet (LD) al-
canza su minimo global en H}(2).

Demostracién. Teniendo en cuenta la proposicién
3.1 sobre la propiedad PS de la funcién ® y el teorema
1.2 sobre la existencia de minimo global, mostraremos
que la funcién ® es acotada inferiormente. Siendo & de
la forma (10):

ow) = [ 1vul? - [ feyuds,

tenemos

B(u) > —/Qf(:z:)ud:r. (11)

Por la desigualdad de Poincaré, tenemos ||ull2 < c||Vul|
(siendo ¢ una constante positiva), lo que implica
lull} <

< |Vul}
= cA(Vu,Vu)

= ¢ / VuVu
Q

= (- f ulAu + / 'u.?ﬁ), (férmula de Green)
Q o On
= 02/(—Au)u
Q

_ 2
= c /f;fu
A1 £l -

Se deduce que |lu|| < 2| f|| y por lo tanto, por la de-
sigualdad (11), tenemos

IA

o(u) > = fII%,

de donde @ es acotada inferiormente. Por el Teorema 1.2,
la funcién @ alcanza su minimo global en H} (). O

Ahora asumiremos que la funcién f de la ecuacién de
Poisson-Dirichlet (PD), depende solamente de u:

{—Au = f(u),

T€eN

x € 00N (12)

u=0,

Proposicién 3.3 ([11]). Sean @ C IR" abierto y aco-
tado y f : R — R continua satisfaciendo las siguientes
propiedades:
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20 H. Guimaray y E. Ocana

e |f(u)]| < a+blul|*F, cona,beRyn>3;
o f()t<0;y
e [f(t) — f(s)](t —s) <0 para todo t,s € R.

Entonces la funcional ® definida en (6) correspondiente
a la ecuacidn (12) admite un tinico minimo en H§ ().

Demostracién. La funcional ® tiene la siguiente
expresion

B(u) = % /Q IVul? - /Q F(u)dz,

donde F(u) = / f(s)ds. Se observa que ® es continua
0

y ademés para u,v € H}(f), tenemos

[@'(w) — @' @)](u-v) = [u-ov]*
- [1r@ - fw - vyde

> Jlu—v*.

lo que implica que ® es estrictamente convexa. Por otra
parte,

B(u) = % /Q 1Vl - /Q F(u)dz
1
= Sl - [ Fluyde
Q
> Lul? (pues, F(u) <0, Yu)

lo que implica que ® es coerciva. Se deduce que ® admite
un tnico minimo global en H}(12). O
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