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En este trabajo estudiamos la formulacién variacional de las ecuaciones diferenciales parciales del calor y de
onda, y posteriormente determinamos, usando los teoremas minimax, la existencia de solucién débil de dichas
ecuaciones, a través del andlisis variacional, considerando estas soluciones como puntos criticos de ciertas funciones
definida en un espacio de blisqueda que en nuestro caso seré el espacio de Sobolev H! 6 HJ.

Palabras Claves: Férmula de Green, Soucién débil, Punto critico.

This work deals with the variational formulation of the heat and wave partial differential equations, and then,
using the minimax theorems, we study the existence of weak solutions of these equations, through the variational
analysis, considering these solutions as critical points of some functions defined on appropriated Sobolev spaces

such as H! or H}.

Keywords: Green’s formula, Weak solution, Critical point.

1 Introduccién

Estudiaremos la formulacién variacional de las ecuaciones
diferenciales parciales del calor y de onda, dando lugar
a estudiar la existencia de puntos criticos de ciertas fun-
cionales correspondientes a las ecuaciones diferenciales
parciales mencionadas,

Los puntos criticos considerados en el trabajo son los
ceros de la derivada de Gateaux [1].

La formulacién variacional de una ecuacién diferen-
cial parcial (edp) se obtiene a partir de una reformu-
lacién integral de tal edp con la intervencién de ciertos
tipos de funciones llamadas funciones de prueba o test
que para nosotros seran las funciones que forman el con-
junto C*(Q) 6 C§°(R),

Cy° () := {f € C*°(R) : Q@ D supp (f) es compacto},

donde supp (f) := {z € Q: f(z) # 0}, siendo £ abierto
de R™.

Para m € {0}UIN, definimos el Espacio de Sobolev
W™P(§2) como [2]:

W™P(Q) = {u € LP() : 3 D°u € LP(R), 0 < |a| < m},

donde D*u =: g, es la derivada parcial débil de u,
esto es, la funcién g, que satisface

[ w20 = 01 [ gap, Vo C@).

Q Q

Un caso especial de espacio de Sobolev es el espacio

H™ () y més atin, el espacio H!(), definido por:
H™(Q) := W™2(Q).

Una de las herramientas importantes del andlisis
variacional es la Férmula de Green (3],

/ngdx=—/Vngdx+/ f-a—gds,
Q Q s On

donde % = Vg.n.
on

Esta identidad nos permite pasar de una edp
(bisqueda de solucién fuerte) a una ecuacién integral
(busqueda de solucién débil), y que bajo ciertas condi-
ciones de regualidad, ambas soluciones coinciden.

Nuestro punto de partida en el tranajo es la formu-
lacién variacional de la ecuacién de Laplace:

Ay = 0, sobre Q,

asociada a las condiciones de frontera, segiin el caso, de
Dirichlet o Neumann, [4].

2 Ecuaciones de Laplace y
Poisson

2.1 Ecuacién de Laplace-Dirichlet [5]

La ecuacién de Laplace con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

Au=0
u=20

Una funcién v € C?*(Q) N C(Q) que satisface (LD) es
llamada solucién fuerte de la ecuacién.

sobre €,

sobre Of). (LD)
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2.1.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(LD)

De la primera ecuacién del sistema (LD), tenemos
@Au =0, para todo ¢ € C5°(Q), (1)

lo que implica que

/LpAu
Q

= - / VoVu + / <pa—uds (férmula de Green)
Q aq On

= ~/VuV<p.
Q

Asi, de la expresién (1) tenemos

0 =

/ VuVep =0, paratodo ¢ € C5°(f). (2)
Q

Una funcién u € H}(Q) que satisface (2) es llamada
solucién débil de la ecuacién (LD).

En general, se requieren ciertas condiciones de regu-
laridad sobre 92 y sobre u para que una solucién débil
sea también una solucién fuerte.

2.1.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (LD)

Asociada a la ecuacién variacional (2), la funcional de
energia correspondiente a la ecuacién (LD) es la funcién
¥ : H}(2) = R definida por

P(u) = %/ﬂ |Vu|?, para todo u € Hy(R2). (3)

Proposicién 2.1. La funcion v es de clase C™ en
H}(Q). Ademds,

Dyip(u) = / VuV, para todo ¢ € CZ°(Q).
Q

Demostracién. Siendo (u,v) = [, VuVv un pro-
ducto interno de H}(€2) cuya norma asociada es ||u| =

(Jq |Vu|2)1/2, tenemos 3 ||ull? = § [, [Vu|?, de donde

1
B(w) = 5 lull®.

Se deduce que 1 es de clase C*° en Hj(2). Por otra

parte,

Dot = lim PR =)

e—0 €

2 1ali2
1t el — ful
2 e=0 €
= ('U,, ‘P)

= / VuV,
Q

lo que muestra la identidad deseada. O

Se deduce que toda solucién u de (2) es un punto
critico de la funcién .

2.2 Ecuaciones de Poisson—Dirichlet Yy
Poisson—Neumann [6], [7]

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de
Dirichlet (PD) viene dada por la siguiente expresién:

{—Au = f(z,u)

u=g

sobre €2,

PD
sobre 912, ( )

para ciertas funciones f y g. Similar al caso anterior, una
funcién u € C%(Q) N C(N) que satisface (PD) es llamada
solucién fuerte.

2.2.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PD)

De la primera ecuacién del sistema (PD), tenemos
—Aup = f(z,u)p, paratodo @€ C§°(R2), (4)

lo que implica que

/9 f(z,u)p /Q (—Au)p

= —/cpAu
Q

= / VepVu — / (p@ds (férmula de Gre:
Q an On

/ VuV.
o)

Por lo tanto,

/Q i = /,, fz,u)p, Vo eCPQ).  (5)

Una funcién v € HJ(2) que satisface (5) es llamada
solucién débil de la ecuacién (PD).

2.2.2 La funcional de energia correspondiente gz
la ecuacién (PD)

Asociada a la ecuacién (5), consideremos la funcién & -
H}(2) = IR definida por

P=9-9¢, (6)

donde 7 es la funcién definida en (3) y ¢ es la funcién
definida en Hj () por

o(u) = /ﬂF(m,u)dx, donde F(z,u)= /u f(x, s)ds.
0
(7)

Tenemos,
1 2
B(u) =§/ [Vl —/F(:z:,u)d:c
Q Q
— [ [Yywa2
= [ [1vu® - P

Proposicién 2.2. Se cumple,

D¢q>(u)=/nVuV<p—/nfzp, para todo <p€C§°(Q).
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Demostracién. Es suficiente demostrar que D,¢(u) =
Jq fe. Tenemos,

P(u + €p) — ¢(u)

€
. 1
= 611_1:’1(1) < /Q[F(x, u + ep) — F(z,u)]dz

—Baf = [/u+w f(z,s)ds} dz

e—0 Q€

. 1 u+€ep
= /921_1% - [/ flz, s)d.s] dz

= / lin(l) f(z,u+ ep)pdr (regla de L’Hopital)
Q €—>

=/Qf<p-

Por lo tanto, D,®(u) = [, VuVe — [, fe. O

D,¢(u) = lim

Se deduce que toda solucién u de (5) es un punto
critico de ®.

2.3 La ecuaciéon de Poisson—Neumann

La ecuaciéon de Poisson con condicién de frontera de Neu-
mann (PN) viene dada por la siguiente expresién:

—Au = f(z,u), sobre ,

PN
@ =g, sobre 0f2, (PN)
on

para ciertas funciones f y g.

2.3.1 Formulacién variacional de la ecuacién
(PN)

De la primera ecuacién del sistema (PN), tenemos

—Auyp = f(z,u)p, para todo ¢ € C™(Q),

de donde
/f(z,u)cp - —/tpAu
Q Q
ou

= VpVu — —ds (Green).
/Q ® ¥ an ( )

Una funcién u € H!(2) que satisface la ecuacién

/QV<PVu—/msogds=/Qf(x,U)tp, Vo e C™(Q), (8)

es llamada solucién débil de la ecuacién (PN).

2.3.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (PN)

Asociada a la ecuacién (8), consideremos la funcién @ :
H'(Q) - R definida por

d(u) = —%/Q|Vu|2+/nuf(x,u)-/QF(z,u)

= l/-|Vu|2—/ ug—/F(a:,u),
2 Ja a0 Q

donde F(z,u) = [’ f(z, s)ds.

Proposicion 2.3. Se cumple,
D,®(u) = / V<qu—/ g(pds—/ fo, Vo € C=(Q).
Q a0 Q

Demostracion. Similar a la demostracién de la
proposicién 2.2. O

Se deduce que toda solucién u de (8) es un punto
critico de ®.

3 Ecuacién del Calor (8]

Consideremos en este caso el cilindro Q = Q x (0, 00),
donde 2 sigue siendo un conjunto abierto con frontera
0Q. La frontera de Q, llamada frontera lateral de Q,
es el conjunto 9Q = 992 x (0, 00).

La ecuacién del calor con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresién:

us — Au = f(z,t,u) sobre Q,
u = g(z.t,u) sobre 9Q), (CD)
u(z,0) = up(x) sobre (2,

para ciertas funciones f, g y uo.

3.0.1 Formulaciéon variacional de la ecuacién
(CD)

De la primera ecuacién de (C'D) tenemos
up — Aup = fo, para todo p € C(Q),

de donde

/thp

/utcp—/ pAu

Q Q

= /ut<p+/ Vchp—/ Qzﬁ(p (Green)
Q Q aQ 9n

= /ut<p+/VuV<p— @ i
Q Q aQ On

Por lo tanto,

/Qut<p+/QVuV<p=/Qf<p+/6Q g—i% Vo € Co(@Q).
(9)

Una funcién u en H'(Q) que satisface (9) es llamada,
solucién débil de la ecuacién (CD).
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3.0.2 La funcional de energia correspondiente a
la ecuacién (CD)

Asociada a la ecuacién (9) consideremos la funcién ® :
HY(Q) = R definida por
b=19-¢+¥-06, (10)

donde 7 y ¢ son las funciones definidas en (3) y (7), re-
spectivamente, y ¥ y © son las funciones definidas en
HY(Q) por:

\Il(u)=/.7-'(:c,t,u)da:, donde

R (11)

f(.z,t,u)=/ ut(z,t, s)ds,
0

y
u ag
O(u) = G(z,t,u)dz, con G(z,t,u) =/ —=(z,t, s)ds.
aQ o On
(12)
Tenemos,

®(u) = /Q [%uwu? — F(z,t,u) + F(z,t, u)]
- G(z,t,u).

Proposicién 3.1. Se cumple,

1)
D¢‘1>(U)=/ Vchp—/ fso+/ utw—/ a—gtp,
Q Q Q aQ 9n

para todo ¢ € H(Q).

Demostracién. enemos

Jim U(u+ ep) — ¥(u)

€e—0 €

= lim : / [F(z,t,u + ep) — F(z,t,u)]ldz
Q

e—0 €
u+€ep
[/ u(z, t, s)ds] dz
Q u

1 utep
/ li_IE(l) - [/ u(z, t, s)ds] dz
Q€ u

= 11_1{(1) ut(z,t,u + ep)pdz, (L'Hoépital)
Q

/ Up.
Q

D,¥(u) =

= lim -
e—0 €

Asimismo,
D,©(u) = lim Blor+ep)—Bly)
€e—0 €
vl
= lim —

[g(ﬂ?, tu+ G(P) i g(:l?, t, u)]d:z:
e—0 € 8Q

u+€p
= lim L [/ @(a:,t,s)ds] dz
0@ LJu  On

e—0 €

Uu+€p
fiin = [ / 99 (z,t, s)ds] dx
u

= lim -a—g(:zr, t,u + ep)pdz, (L’Hopital)
dg
= .
aQ On

Por lo tanto, Dy®(u) = [, VuVy — [, fo + [quep —
8
faQ 5%(,0. O

Se deduce que toda solucién u de (9) es un punto
critico de ®.

4 Ecuacién de Onda [9]

Similar a la ecuacién del calor, consideremos @
Q x (0,00), siendo 2 abierto con frontera Q2 y 8Q
00 x (0,00).

I

La ecuacién de onda con condicién de frontera de
Dirichlet viene dada por la siguiente expresion:

ugy — Au = f(z,t,u) sobre Q,
u=g(z,t,u) sobre 0Q,

OD
u(z,0) = uo(z) sobre (2, (OD)
9u(z,0) = vo(z) sobre €,

para ciertas funciones f, g,uo y vp.

4.0.1 Formulacién variacional de la ecuacién

(OD)
De la primera ecuacién de (OD) tenemos
uwp — Aup = fi, para todo p € H'(Q),
de donde

/Qfso

Il Il
0\0\‘
£ =
% -~
| |
s~ £
) RS
>
I

|
S~
£
A}
+
Ia)
<
e
<
A
|
o
2|
A
QL
[V

Por lo tanto,

/utt<p+/VuV<p=/st+/ @% Vo e H'(Q)
Q Q Q aQ On

(13)
Una funcién u en H!(Q) que satisface (13) es llamada
soluci6n débil de la ecuacién (OD).

4.0.2 La funcional de energia correspondiente g
la ecuacién (OD)

Asociada a la ecuacién (13), consideremos la funcién
®: H(Q) — R definida por
P=9p-¢p+EZ-6, (14)

donde ¥, ¢ y © son aquellas definidas en (3), (7) y (12).
respectivamete, y = es la funcién definida en H'(Q) por

E(u) = /Q]-'(t,a:, u), donde F(t,z,u) = /: ug(t, x, s)ds.
(15)
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Tenemos,

B(u) = %/Q”Vuﬂz—/(?F(t,:t,u)+/q.7-'(t,x,u)—

/aQ G(z,t,u)
= /Q [%”\m”2 —F(t,x,u)+J-‘(t,:l:,U)] o=

/aQ G(z,t,u).

Proposicién 4.1. Se cumple,

0,
D¢‘I>(u)=/VuV<p—/f(p+/utt(p— a_g .
Q Q Q aQ 9n

Demostracion. Tenemos
E(u + ep) — E(u)

€
1
= lim —

L /Q[f (t 2, u + €p) — F(t,z,u)]

1 u+tep
= lim - [/ uy(t, z, s)ds]
e—0 € Q m

1 u+tep
— lim - ugt(t, z, s)ds
Q €e—0 € T

= €11_1)1(1J us (t, T, u + €p)p, (regla de L’Hopital)
Q

= / Ut p-
Q

D,E(u) = lim

Por lo tanto, D, ®(u) = [, VuVe — [, fo + [ uwep —
fBQ g%ga. O

Se deduce que toda solucién u de (13) es un punto critico
de ®.

5 Conclusiones

A través del anilisis variacional hemos estudiado las for-
mulaciones variacionales de las edps del calor y de onda.
Las soluciones de estas formulaciones variacionales coin-
ciden con los ceros de la derivada de Gateaux de ciertas
funciones, llamadas funciones de energia.
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