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4 IECOSIECOS

EDITORIAL:

Tecnología, economía y sociedad

Heidegger advertía que la esencia de la tecnología no es tecnológica, sino social. 
Es en este sentido, que las sociedades modernas se dieron la tarea de organizar 
los datos de la realidad en una praxis definida como gestión del conocimiento 
para lograr el crecimiento económico y el desarrollo social. La consecuencia de 
este comportamiento que involucró a todos los sectores de la sociedad permitió 
el despliegue de la ciencia, la tecnología y la innovación como bases de la riqueza, 
el prestigio y el poder de las naciones.

En esta perspectiva histórica de la gestión del conocimiento, el papel que juegan 
el mundo intelectual y la universidad ha ido variando de acuerdo a las caracte-
rísticas nacionales.  Daniel Mornet1  nos ilustra que en Francia fue la academia la 
que apuntaló el desarrollo científico y tecnológico. En cambio, Christopher Hill2  
advierte que el desarrollo de la ciencia en Inglaterra fue obra de mercaderes y ar-
tesanos, no de doctores; y se desarrolló en los talleres de Londres, no en las aulas 
de Oxford y Cambridge, utilizando la lengua vernácula en vez del latín. Y añade: 
“Bacon asimiló, sintetizó y ofreció a los intelectuales este caudal de pensamiento 
popular, pero las esferas oficiales de Oxford y Cambridge se las arreglaron para se-
guir ignorándolo”.  Hill muestra que cuando el Estado y las universidades inglesas 
se desvinculaban de las demandas del emergente sistema mercantil capitalista, 
el impulso del conocimiento científico y tecnológico fue asumido por la sociedad 
civil: artesanos, industriales, empresarios diversos. 

En nuestro país, a diferencia de Francia o Inglaterra, ni la universidad ni la socie-
dad civil asumen la ciencia, la tecnología y la innovación como los medios más 
efectivos de su desarrollo. Corresponde revertir esta tendencia articulando a go-
biernos, empresas, universidades y sociedad civil en una dinámica que haga de la 
gestión del conocimiento la base del desarrollo de las capacidades y de la mejora 
de la calidad de vida de la sociedad peruana. En este reto, corresponde a la Uni-
versidad Nacional de Ingeniería asumir su responsabilidad. Recordemos que la 
indiferencia es el peso muerto de la historia.

1 Mornet, Daniel (1985) Los orígenes intelectuales de la revolución francesa: 1715-1787. Edit. Paidos. Buenos Aires. 
2 Christopher Hill (1980) Los orígenes intelectuales de la revolución inglesa. Edit. Crítica. Barcelona.
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Inversión en investigación y desarrollo y fluctuaciones macroeconómicas: 
Un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta

   Economía y
       Finanzas
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Inversión en investigación y desarrollo y 
fluctuaciones macroeconómicas: Un modelo 

de equilibrio general para una economía 
pequeña y abierta

Investment in research and development and 
macroeconomic fluctuations: A general 

equilibrium model for a small open economy 

William Richard Sánchez Tapia
Universidad Nacional de Ingeniería, Lima, Perú

RESUMEN

Se construye un modelo de Ciclos Económicos Reales que in-
corpora un sector generador de Investigación y Desarrollo (I+D) 
a nivel de productos, con el fin de evaluar la importancia cuan-
titativa de ese sector en la dinámica macroeconómica de una 
economía pequeña y abierta como la peruana. Se encuentra 
que un sector innovador eficiente a nivel de productos juega 
un rol importante como “escudo” de la economía ante choques 
exógenos y es amplificador de la dinámica macroeconómica 
ante políticas de I+D.  Así, el sector I+D logra reducir el impacto 
inicial sobre el crecimiento económico de un choque interno 
negativo en 0.6 puntos porcentualeWs y de un choque externo 
negativo en casi 2 puntos porcentuales respecto al caso en que 
no hay un sector I+D. Asimismo, un aumento del 1 por cien-
to en la innovación a nivel de productos (más variedades de 
productos en la economía) genera un mayor crecimiento del 
Producto Bruto Interno (PBI) en 0.35 puntos porcentuales, un 
incremento en el crecimiento del empleo en 0.20 puntos por-
centuales y un aumento en el crecimiento de la productividad 
de la economía en 0.90 puntos porcentuales.

Palabras Clave: Ciclos Económicos Reales, Investigación y Desa-
rrollo, dinámica macroeconómica, economía pequeña y abier-
ta, sector innovador eficiente.
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William Richard Sánchez Tapia

ABSTRACT

A model of Real Business Cycles that includes a sector that generates Research 
and Development (R&D) at the product level is estimated in order to assess the 
quantitative importance of this sector in the macroeconomic dynamics of a small 
and open economy like the Peruvian economy. It is found that an efficiently in-
novative product-level sector plays a crucial role as a “shield” for the economy 
against exogenous shocks and amplifies macroeconomic dynamics in the face of 
R&D policies. Thus, the R&D sector manages mitigates the initial impact on eco-
nomic growth arising from an adverse internal shock by 0.6 percentage points, 
and from an unfavorable external shock by 2 percentage points compared to the 
scenario without an R&D sector. Likewise, a 1 percent increase in innovation at 
the product level (more varieties of products in the economy) rises GDP grow-
th by 0.35 percentage points, boosts employment growth by 0.20 percentage 
points, and increases the growth of the economy’s productivity by 0.90 percen-
tage points.

Keywords: Real Economic Cycles, Research and Development, macroeconomic dy-
namics, small and open economy, efficient innovative sector.

1.  INTRODUCCIÓN

La inversión en investigación y desarrollo (I+D) desempeña un papel funda-
mental en el impulso del crecimiento económico sostenible a largo plazo, se-
gún Aghion et al. (1998). No obstante, la percepción de la inversión en I+D 
no se limita únicamente a ser un motor del progreso tecnológico; también se 
considera un elemento crucial que incide directamente en la creación de em-
pleo, el aumento de la productividad y, en última instancia, en la estabilidad 
y dinámica de la economía a nivel macroeconómico (Comin & Gertler, 2006; 
Kung y Schmid, 2015).

En este contexto, el propósito de esta investigación es explorar la importancia 
de la inversión de I+D como un impulsor esencial de las fluctuaciones macro-
económicas. Se examinará cómo afecta tanto a la oferta como a la demanda, 
resaltando su papel no solo como generador de crecimiento a largo plazo, sino 
también como un componente crucial en la configuración de un entorno eco-
nómico resistente y resiliente ante choques1  internos y externos que puede 
enfrentar la economía.

1 Un choque económico es un evento exógeno y sorpresivo, como un desastre natural, un incremento no esperado de la 
productividad –gracias a la inclusión de una nueva tecnología revolucionaria- o un aumento del gasto público no esperado 
por los agentes económicos.

3. William Richard Sánchez .indd   83. William Richard Sánchez .indd   8 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19
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Inversión en investigación y desarrollo y fluctuaciones macroeconómicas: 
Un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta

Para lograr el objetivo de este estudio, se hará uso de los modelos de equilibrio 
general, dinámicos y estocásticos (DSGE, por sus siglas en inglés2) puesto que 
son instrumentos valiosos para el análisis cuantitativo de tópicos macroeconó-
micos con un enfoque de corto a mediano plazo. Se caracterizan por incorpo-
rar la conducta de diversos agentes económicos que interactúan entre ellos en 
contextos de competencia perfecta o imperfecta. Los modelos DSGE permiten 
analizar las fluctuaciones económicas, es decir, desviaciones de corto o me-
diano plazo de variables macroeconómicas respecto a su tendencia de largo 
plazo o nivel potencial. Por lo general, la literatura económica ha clasificado los 
modelos de equilibrio general de acuerdo con la causa supuesta de la genera-
ción de las fluctuaciones económicas. Así, los modelos de ciclo económico real 
(conocidos también como modelos RBC por sus siglas en inglés3 ) suponen que 
choques reales o de oferta son los principales causantes de las desviaciones 
temporales del PBI, mientras que los modelos neokeynesianos asumen que 
choques nominales o de demanda, también pueden generar dichas fluctua-
ciones.

La ventaja de utilizar los modelos DSGE, y específicamente los modelos RBC, 
radica en que sirven para analizar el comportamiento de las principales varia-
bles macroeconómicas ante diversos choques económicos (funciones impulso 
respuesta), realizar ejercicios contrafactuales de política económica y gene-
rar proyecciones macroeconómicas. A pesar de su utilidad, estos modelos se 
han circunscrito principalmente al análisis de política monetaria o, en ciertos 
casos, de política fiscal, sin ampliar su espectro a temas cada vez más trascen-
dentes en el análisis macroeconómico como son la productividad agregada, 
distribución de ingresos o la incorporación de un sector I+D.   

En esta investigación se plantea ahondar en uno de estos nuevos tópicos, utili-
zando un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta 
–como es el caso peruano-, donde se incorpora un sector innovador a nivel 
de productos que interactúa con los agentes económicos. En otras palabras, 
la Productividad Total de Factores (PTF) se vuelve endógena, lo cual le hace 
dependiente de las condiciones económicas a partir de la introducción de un 
sector generador de nuevos productos derivados de la I+D. Modelos de este 
tipo ya han sido construidos para analizar cuestiones relacionadas con el cre-
cimiento de largo plazo de la economía; sin embargo, ahora se incorpora un 
mecanismo similar al modelo de variedades de largo plazo en el estudio de la 
dinámica de corto y mediano plazo de la economía. Específicamente, en esta 
investigación se hará uso de un modelo RBC, al estilo de Aguiar y Gopinath 

2 Dynamic stochastic general equilibrium modeling.
3 Real Business Cycles.

3. William Richard Sánchez .indd   93. William Richard Sánchez .indd   9 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19
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(2007), añadiendo un sector con competencia monopolística y un sector ge-
nerador de innovación y desarrollo a nivel de productos, siguiendo de cerca 
los modelos de Comin y Gertler (2006), Kung y Schmid (2015) y Comin et al. 
(2009).

2.  MARCO TEÓRICO

Los modelos DSGE se han utilizado para medir el impacto de la I+D en el cre-
cimiento económico de la economía. Así, Hasumi et al. (2017), encontró que 
un shock tecnológico puro impulsado por las actividades de I+D representaba 
casi la mitad de la variación del PBI real, y que la variación restante se expli-
caba por los componentes del ciclo económico. En la misma línea, Pouraghaei 
(2016), mostró empíricamente de que la inversión en I+D provoca episodios 
de crecimiento en las pequeñas economías abiertas. Además, Hafeez et al. 
(2019), realizaron un análisis global de 60 países desarrollados y en desarro-
llo, encontrando una relación significativa y positiva entre el gasto en I+D y el 
crecimiento económico, lo que confirma las relaciones a largo y corto plazo. 
Asimismo, Christensen (2015) realizó un análisis cuantitativo del apoyo público 
a la I+D en la Unión Europea y mostró que el aumento del gasto público en este 
ámbito podría tener un impacto significativamente positivo en el crecimiento 
económico y el empleo.

Dentro de los modelos DSGE, los modelos RBC son los más utilizados para 
estudiar fluctuaciones macroeconómicas. Sin embargo, es importante señalar 
que modelos RBC originales fueron desarrollados y calibrados principalmente 
para países desarrollados como es el caso de Estados Unidos (Kydland & Pres-
cott, 1982; Long & Plosser, 1983; mendoza, 1991; King & Rebelo, 1999). Es 
por ello, que en esta investigación se agregan nuevos elementos para estudiar 
características particulares de economías emergentes, pues los momentos de 
las variables macroeconómicas son totalmente diferentes en comparación de 
las economías desarrolladas.

En la presente investigación se propone un modelo RBC, al estilo de Aguiar y 
Gopinath (2007), y Ortiz y Wishart (2012), añadiendo un sector con competen-
cia monopolística, que impulse a los empresarios que producen bienes inter-
medios diferenciados, y un sector generador de innovación y desarrollo a nivel 
de productos, siguiendo de cerca los modelos de Comin y Gertler (2006), Kung 
y Schmid (2015) y Comin et al. (2009). Esto permitirá estudiar las fluctuaciones 
macroeconómicas en una economía emergente como la peruana, en la que se 
considere un sector I+D.

3. William Richard Sánchez .indd   103. William Richard Sánchez .indd   10 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19
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Inversión en investigación y desarrollo y fluctuaciones macroeconómicas: 
Un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta

A continuación, se detalla brevemente cada una de las investigaciones que se 
toman como base para el modelo propuesto en este artículo y posteriormente 
se describen los aspectos que se toman de cada uno de ellos. Aguiar y Gopi-
nath (2007), construyeron un modelo de ciclos económicos reales para una 
economía emergente pequeña y abierta, donde existe la posibilidad de que los 
consumidores domésticos se financien con deuda internacional. Una particu-
laridad del modelo de Aguiar y Gopinath es que incluye choques a la tendencia 
del PBI (o choques permanentes), con el objetivo de evaluar su importancia 
cuantitativa respecto a los choques transitorios de productividad, más usa-
dos en modelos de este tipo. Así, estos autores demuestran la importancia de 
los choques permanentes respecto a los choques transitorios en economías 
emergentes, aunque sucede lo contrario en economías pequeñas y desarrolla-
das. Posteriormente, el artículo de Aguiar y Gopinath fue ampliado para una 
muestra mayor de países, —la cual incluye Perú—, por Ortiz y Wishart (2012), 
en el cual encuentran que, adicionalmente a los choques permanentes, las 
fricciones financieras también son mecanismos importantes para cuantificar 
la dinámica de los ciclos económicos en economías emergentes. 

No obstante, a pesar de que los modelos propuestos por Aguiar y Gopinath 
(2007) y Ortiz y Wishart (2012) fueron pioneros en la expansión de los mode-
los RBC para incluir economías emergentes, en ambos modelos los choques 
de productividad se consideran totalmente exógenos, por lo que la causa es-
pecífica de un incremento repentino de la productividad —y por tanto del in-
cremento del potencial de crecimiento de la economía—, no está explicada 
totalmente. En este sentido, la incorporación de un sector de I+D en tales mo-
delos no solo contribuiría a endogenizar los choques de productividad, sino 
que también podría enriquecer el análisis de las fluctuaciones macroeconómi-
cas en economías emergentes. 

Algunos trabajos previos han endogenizado la PTF en función de las condicio-
nes económicas, pero centrándose en estudiar ciclos económicos en países 
desarrollados. Así, Comin y Gertler (2006) identificaron lo que denominan ci-
clos de mediano plazo, que se definen como la suma de variaciones de alta y 
mediana frecuencia del PBI, y observan una alta correlación positiva (movi-
mientos procíclicos) entre esta variable e indicadores de cambio tecnológico, 
investigación y desarrollo y eficiencia en la utilización de recursos, para poste-
riormente desarrollar un modelo que incorpore estas características y sea con-
sistente con los hechos macroeconómicos observados en la economía ame-
ricana tanto en el corto como en el mediano plazo. En línea con esta última 
investigación, en Comin et al. (2009), se desarrolla un modelo donde choques 
al potencial de crecimiento económico son las principales fuerzas impulsoras 

3. William Richard Sánchez .indd   113. William Richard Sánchez .indd   11 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19
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del ciclo económico, aunque esta dinámica incorpora un costo de adopción 
tecnológica. Los autores demuestraron que incorporar un mecanismo de 
adopción tecnológica endógena juega un rol importante en la amplificación de 
choques macroeconómicos. 

Otra forma de modelar productividad endógena se observa en Bianchi et al. 
(2019), donde los autores construyen y estiman un modelo de ciclos econó-
micos con crecimiento endógeno y difusión tecnológica, de manera que ob-
servan que las externalidades generadas por la I+D son importantes para rela-
cionar las fluctuaciones de corto plazo con el crecimiento de largo plazo de la 
economía. Asimismo, logran identificar la dinámica de la difusión tecnológica 
durante la crisis financiera de los años 2007-2008 y la capacidad que tiene el 
mecanismo de productividad endógena para generar comovimientos positivos 
entre el consumo y la inversión. En esa línea, el estudio de Anzoátegui et al. 
(2019) examina la caída de la productividad después de la crisis financiera de 
los años 2007-2008 y la relaciona con una respuesta endógena de la econo-
mía. Asimismo, la prociclicidad de la I+D, es decir, la correlación positiva entre 
el gasto en I+D y el PBI, es estudiado en Barlevy (2007), donde se argumenta 
que dicha característica se explica por una externalidad dinámica inherente al 
proceso de I+D que hace que los agentes de este sector tengan una visión de 
corto plazo y se guíen por el ambiente macroeconómico en general.

Como se ha evidenciado, se han desarrollado modelos para analizar los ciclos 
económicos en economías emergentes, aunque en su mayoría mantienen el 
supuesto de que la Productividad Total de Factores (PTF) es completamen-
te exógena. En contraste, algunas investigaciones han logrado endogenizar la 
productividad mediante la incorporación del sector I+D, aunque dichos mode-
los han sido principalmente aplicados a países desarrollados.

En este contexto, el presente artículo se propone integrar los modelos RBC 
adaptados para economías emergentes, incorporando simultáneamente un 
sector I+D. De esta manera, se pretende modelar de forma endógena la PTF. 
El enfoque de esta investigación busca llenar la brecha existente al ofrecer un 
marco que permita examinar el papel del sector I+D y su influencia en las fluc-
tuaciones macroeconómicas en países emergentes.

3.  EL MODELO

El modelo empleado es uno de ciclo económico real (RBC, por sus siglas en 
inglés), dado que asume que las fluctuaciones económicas son generadas por 
choques reales o de oferta. Desde un punto de vista tradicional, el modelo es 
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un RBC de dos sectores, uno de productores de bienes intermedios, que ac-
túan en competencia imperfecta o monopolística, y el otro de productores de 
bienes finales, que se encuentran en un ambiente de competencia perfecta. 
Asimismo, existen hogares que consumen los bienes finales y ofertan mano 
de obra, además de tener acceso a financiamiento internacional. Finalmente, 
la particularidad del modelo es que la productividad agregada de la economía 
depende de las condiciones económicas. Ello se logra mediante la inclusión 
de un sector generador de innovación y desarrollo a nivel de productos que, 
como su propio nombre lo indica, genera nuevas variedades de productos en 
la economía, originando con ello el crecimiento económico. Estas nuevas va-
riedades son vendidas por los productores de bienes intermedios. En la Figura 
1 se presenta un esquema resumido de los agentes del modelo y sus interac-
ciones.

Figura 1. 
Modelo RBC con un sector generador de I+D 

3.1 LOS CONSUMIDORES

Los consumidores u hogares consumen bienes finales, Ct, y ofertan mano 
de obra, Lt,  en un mercado competitivo. Asimismo, son dueños del capital 
de la economía, Kt, y pueden ahorrar en instrumentos financieros (bonos) 
de la economía externa, Bt. Por otra parte, también son dueños de los pro-
ductores de bienes intermedios, por lo que reciben los beneficios -neto de 
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impuestos- de parte de estas firmas, Πt-Tt. El programa de optimización de 
los consumidores es el siguiente:

Sujeto a:

Donde Yt es el ingreso de la economía -el PBI- y qt es el “precio” del finan-
ciamiento externo, que se define de la siguiente manera:

Siendo rt
* es la tasa de interés internacional, que se modela como un pro-

ceso exógeno, B es el valor de estado estacionario de la deuda de la econo-
mía y Ψ* es un parámetro que mide la sensibilidad del costo del financia-
miento externo al nivel de deuda del país.

3.2 LOS PRODUCTORES DE BIENES INTERMEDIOS

Existe un continuo de firmas con poder monopólico indexadas por i. Cada 
una de ellas tiene la capacidad de establecer precios, Pt

i,X, por encima del 
que existiría en un mercado competitivo. Para producir bienes interme-
dios, Xt

i, cada uno de estos productores utiliza bienes finales que se consi-
guen a un costo marginal unitario. Estos agentes maximizan sus beneficios, 
representados por la siguiente ecuación: 

Donde Xt
i(Pt

i,X )es la demanda de bienes intermedios del i-ésimo productor.

3.3 LOS PRODUCTORES DE BIENES FINALES

Estas firmas actúan en un ambiente de competencia perfecta. Utilizan el 
capital y la mano de obra de los consumidores conjuntamente con un com-
puesto de bienes intermedios, Mt,  para producir los bienes finales, Yt. La 
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tecnología de producción es la siguiente:

Donde At es la productividad total de factores, modelada mediante un 
proceso exógeno, mientras que α es la participación del capital en la pro-
ducción y Mt es un compuesto CES de bienes intermedios diferenciados, 
Xt

i, cuya importancia en el proceso productivo se cuantifica a través del 
parámetro ϵ. Tomando en cuenta que Nt es el número total de bienes inter-
medios de la economía que son usados en la producción de bienes finales, 
el compuesto CES de bienes intermedios se define así:

Siendo i el indicador de firmas de bienes intermedios, tal que iϵ[0, Nt], y v  
es la elasticidad de sustitución entre bienes intermedios. El beneficio del 
productor de bienes finales está representado en la siguiente ecuación:

Se debe tener en cuenta que Rt
k es el costo de uso del capital por parte 

de estas firmas y Wt es el salario real por la mano de obra utilizada. En 
ese sentido, estos productores elegirán las cantidades óptimas de capital, 
trabajo y bienes intermedios que maximizan sus beneficios, sujeto a la tec-
nología de producción utilizada.

3.4 EL SECTOR GENERADOR DE INNOVACIÓN Y DESARROLLO A NIVEL DE 
PRODUCTOS

Los nuevos productos son desarrollados a través de la Innovación y Desa-
rrollo. El número de nuevos bienes intermedios en la economía evoluciona 
de la siguiente manera:

Donde St representa las unidades de producción que se desvían hacia este 
sector o, en otras palabras, el gasto real del sector I+D en la economía; ψt 
es la productividad del sector I+D en la generación de nuevos productos, 
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φN es un parámetro que mide la tasa de sobrevivencia de los bienes in-
termedios entre períodos y tt es un choque de innovación tecnológica a 
nivel de productos, modelado como un proceso exógeno. Un incremento 
repentino e inesperado de tt implica un aumento en el número de bienes 
intermedios de la economía que genera, a su vez, mayor producción en el 
mediano plazo. Se asume que ψt depende tanto del número actual de pro-
ductos en la economía, así como de las unidades de producción destinadas 
hacia el sector, mediante la siguiente ecuación:

Siendo X un parámetro de escala y n la elasticidad de los nuevos bienes 
intermedios respecto al gasto en I+D, tal que n ϵ [0,1]. Finalmente, el sec-
tor generador de I+D es de libre entrada, por lo que se cumple la siguiente 
condición de arbitraje:

Donde Vt es el valor actual de los nuevos productos elaborados, que se 
define de la siguiente manera:

Siendo Xt el agregado de bienes intermedios de la economía.

3.5 PROCESOS EXÓGENOS

Son tres los procesos exógenos presentes en el modelo: un choque domés-
tico de oferta, un choque externo y un choque de innovación tecnológica a 
nivel de productos. Estos se describen, respectivamente, en las siguientes 
tres ecuaciones:
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3.6 CALIBRACIÓN

Para el caso del sector macroeconómico “tradicional”, se siguió la calibra-
ción de Ortiz y Wishart (2012)4 . Para el sector I+D, se utilizó la calibración 
de Kung y Schmidt (2015)5 , donde X es el parámetro de escala que se mo-
difica para llegar a niveles de I+D como porcentaje del PBI observados en 
la realidad peruana6.

4.  ANÁLISIS DE RESULTADOS

Una vez calibrado el modelo y obtenida su solución numérica, se realizaron 
algunos ejercicios que permitieron obtener conclusiones cuantitativas sobre 
la importancia macroeconómica de un sector innovador eficiente7. Principal-
mente, se analizó el modelo cuando se enfrentó a tres choques: un choque do-
méstico de oferta, un choque externo y un choque de innovación tecnológica. 
En resumen, un sector innovador eficiente:

Tiene un significativo impacto sobre las principales variables macroeconómi-
cas en el mediano plazo.
Es amortiguador de choques negativos en el corto plazo.

A continuación, se plantea el análisis de los diversos choques que afectan el 
modelo, el mecanismo de transmisión inherente a cada uno de ellos y los re-
sultados cuantitativos de los ejercicios que se interpolan al utilizar el ejemplo 
peruano. Es importante mencionar que los resultados se enfocan en la diná-
mica del PBI y se utilizan dos escenarios: (i) cuando el modelo no cuenta con 
un sector innovador a nivel de productos —es decir, un modelo a lo Aguiar y 
Gopinath (2007)— y (ii) cuando la economía sí posee un sector I+D. De esta 
manera se puede cuantificar la importancia macroeconómica del sector inno-
vador a nivel de productos.

4.1 CHOQUE DOMÉSTICO DE OFERTA NEGATIVO

De acuerdo con la Figura 2, en términos cuantitativos, un sector I+D efi-
ciente reduce el impacto inicial de un choque doméstico negativo sobre 
el PBI en torno a 20% respecto al caso en que no hay un sector I+D. Este 
diferencial se mantiene en promedio durante los próximos cinco (5) años 
después de haberse producido el mencionado choque. 

4 Para mayor detalle ver Tabla 1 (Pg. 9) de Ortiz y Wishart (2012).
5 Para mayor detalle ver Tabla 1 (Pg. 35) del Apéndice A de Kung y Schmidt (2015).
6 De acuerdo con el Banco Mundial, la inversión en investigación y desarrollo en el Perú equivale en torno a 0.2% de su PBI.
7 Un sector innovador es eficiente si todo lo que gasta sirve para producir nuevas variedades en la economía.
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Este efecto numérico, generado por la presencia del sector de I+D, puede 
ser interpretado también en términos de efecto en las tasas de crecimien-
to del PBI. Tomemos como ejemplo un choque doméstico negativo, como 
un Fenómeno de El Niño de magnitud severa, que podría disminuir el cre-
cimiento del PBI en 3 puntos porcentuales8. En este contexto, la presencia 
de un sector innovador eficiente reduce el impacto de los choques domés-
ticos negativos en 0.6 puntos porcentuales9.

El mecanismo de transmisión sería la siguiente, un choque de este tipo 
disminuye la productividad de la economía directamente. Ello genera una 
recesión económica que se traduce en una caída en la demanda de los 
factores productivos, que son el trabajo y el capital físico. Esta menor de-
manda no sólo reduce la producción de bienes finales sino también la de 
bienes intermedios. La caída del capital físico se traduce en un incremento 
de su productividad marginal10 y, por tanto, en una mayor rentabilidad de 
las innovaciones, lo que incentiva la entrada de más actores al sector ge-
nerador de I+D. El número creciente de “innovadores” provoca, a su vez, 
un incremento en el número de nuevos productos que se introducen a la 
economía, lo que sirve como amortiguador del choque negativo inicial. En 
otras palabras, un sector innovador eficiente actúa como “escudo” de la 
economía ante una caída no esperada de la productividad agregada. 

Figura 2. 
Respuesta del PBI a un evento negativo

Nota. eje de las abscisas se encuentra en años.

8 Ver, por ejemplo, el Marco Macroeconómico Multianual 2012-2014.
9 El cálculo es el siguiente: 20%* 3 puntos porcentuales = 0,6 puntos porcentuales.
10 Debido a que la función de producción utilizada tiene retornos decrecientes por cada factor y retornos constantes a escala.

3. William Richard Sánchez .indd   183. William Richard Sánchez .indd   18 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19



19 IECOSIECOS

Inversión en investigación y desarrollo y fluctuaciones macroeconómicas: 
Un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta

4.2 CHOQUE EXTERNO NEGATIVO

En la Figura 3 se puede observar el rol amortiguador del sector I+D en la 
dinámica del PBI ante un choque externo negativo. Así, un sector I+D efi-
ciente reduce el impacto inicial de un choque externo en 25% respecto al 
caso en que no hay un sector I+D. 

Traduciendo este resultado cuantitativo a tasas de crecimiento del PBI, y 
tomando en cuenta lo observado durante la crisis financiera internacional, 
si el sector de generación de I+D peruano fuera eficiente, el crecimiento 
económico en el año 2009 (año en el que ocurrió un choque externo nega-
tivo) no hubiese sido de 1.1% sino alrededor de 3.1%11 . 

Esto quiere decir que un sector de innovación a nivel de producto reduce 
el efecto de un choque externo negativo sobre el crecimiento económico 
en 2 puntos porcentuales respecto al caso en que no hay un sector I+D. Sin 
embargo, es importante resaltar que el efecto amortiguador solo se da en 
el año uno luego de haberse dado el choque externo negativo.

El mecanismo de transmisión sería la siguiente, un choque de este tipo 
se explica mediante el incremento inesperado del diferencial de tasas de 
interés (rt

k-rt
*)12 , lo que genera una apreciación cambiaria real que reduce 

las exportaciones y, con ello, el PBI. 

Ante la menor dinámica económica nacional y el abaratamiento relativo 
del crédito externo los productores empiezan a demandar mayor finan-
ciamiento en la economía foránea para sus operaciones. La posibilidad de 
obtener financiamiento internacional incrementa la rentabilidad esperada 
de las innovaciones a nivel de producto, aumentando el número de parti-
cipantes en el sector I+D eficiente y generando con ello un mayor número 
de variedades de productos en la economía. En otras palabras, se produce 
una especie de “migración” productiva desde el sector orientado al merca-
do externo hacia el sector generador de I+D, dado el incremento del costo 
de financiamiento doméstico. 

El punto importante es que el traslado de los recursos productivos hacia 
el sector innovador incrementa las posibilidades de introducir nuevos pro-

11 La Crisis Financiera Internacional desaceleró la economía peruana de manera significativa, llevando a que se pase de un 
crecimiento de 9,1% en 2008 a 1,1% en el 2009. Así la desaceleración fue de -8 puntos porcentuales. De tener un sector 
I+D eficiente significaría que esa desaceleración sea del 25% menos, es decir, de 2 puntos porcentuales menos (25%*-8 
puntos porcentuales).

12 Donde rt
k=Rt

k-δ.
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ductos en esta economía. Este efecto también actúa como escudo macro-
económico ante un choque externo negativo. 

Figura 3. 
Respuesta del PBI a un evento negativo externo

Nota. eje de las abscisas se encuentra en años.    

4.2 CHOQUE DE INNOVACIÓN TECNOLÓGICA

Un choque de este tipo se traduce en un incremento repentino en el nú-
mero de variedades de la economía, lo que dinamiza el crecimiento econó-
mico. Una mayor producción implica, a la vez, la posibilidad de un mayor 
gasto en I+D, lo que incentiva la entrada de nuevos participantes al sector 
generador de I+D, generando con ello un círculo virtuoso en la producción 
económica. 

En términos numéricos, un sector I+D eficiente incrementa el impacto po-
sitivo inicial de la innovación a nivel de productos. Por un aumento del 
1% en la innovación (más variedades en la economía), el crecimiento del 
PBI aumenta 0.35 puntos porcentuales más con un sector I+D eficiente, 
el crecimiento del empleo lo hace en 0.20 puntos porcentuales más y el 
crecimiento de la productividad de la economía en 0.90 puntos porcentua-
les más. Asimismo, es importante destacar que, en una economía con un 
sector innovador eficiente, el impacto persiste incluso hasta tres (3) años 
luego de haberse dado el choque, escenario que no se observa en una 
economía que no tiene un sector I+D.

3. William Richard Sánchez .indd   203. William Richard Sánchez .indd   20 7/02/2024   10:46:197/02/2024   10:46:19



21 IECOSIECOS

Inversión en investigación y desarrollo y fluctuaciones macroeconómicas: 
Un modelo de equilibrio general para una economía pequeña y abierta

Figura 4. 
Respuesta del PBI a un incremento en la innovación tecnológica a nivel de produc-
tos

Nota. eje de las abscisas se encuentra en años. 

5.  CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
   

De acuerdo con lo mostrado líneas arriba, y teniendo en cuenta la naturaleza 
de los choques simulados, se concluye que la importancia cuantitativa macro-
económica de un sector generador de I+D eficiente a nivel de productos se 
explica por su rol: (i) amortiguador de choques negativos (internos y externos) 
sobre la economía nacional, y (ii) amplificador de la dinámica de las variables 
macroeconómicas ante políticas de innovación tecnológica a nivel de produc-
tos.

Así, el sector I+D logra reducir el impacto inicial sobre el crecimiento económi-
co de un choque interno negativo en 0.6 puntos porcentuales y de un choque 
externo negativo en 2 puntos porcentuales en comparación a una economía 
sin sector I+D. Asimismo, en una economía con un sector I+D eficiente, un au-
mento del 1 por ciento en la innovación a nivel de productos (más variedades 
de productos en la economía) genera un mayor crecimiento del Producto Bru-
to Interno (PBI) en 0.35 puntos porcentuales, un incremento en el crecimiento 
del empleo en 0.20 puntos porcentuales y un aumento en el crecimiento de la 
productividad de la economía en 0.90 puntos porcentuales. 

Dados los resultados, se recomienda impulsar la inversión en I+D porque no 
solo permite generar mayor crecimiento económico de mediano y largo plazo, 
sino también atenuar los efectos negativos de distintos choques que enfrenta 
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una economía (internos y externos). En este sentido, en un escenario de ele-
vada incertidumbre y con fuerte desaceleración del crecimiento potencial de 
la economía, es clave generar las condiciones necesarias para que el sector 
privado tenga los incentivos invertir en mayor magnitud en investigación y de-
sarrollo. 

Como agenda de investigación, en términos de modelamiento macroeconó-
mico, el modelo propuesto en esta investigación todavía puede extenderse en 
línea con el desarrollo de la literatura sobre el tema. En ese sentido, se puede 
incluir no sólo un bloque generador de I+D sino también un sector adapta-
dor del mismo que permita agregar mayor persistencia a las variables ante 
choques exógenos; inclusive se puede ampliar el modelo hacia uno de estilo 
neokeynesiano, incorporando fricciones nominales y endogenizando la pro-
ductividad total de factores.

 Asimismo, sería importante incorporar política fiscal dentro del modelo pro-
puesto para poder estudiar el rol que desempeñan las políticas gubernamen-
tales en la promoción de la inversión en I+D y en la mitigación de las fluctua-
ciones macroeconómicas. Así, podría estudiarse en mayor detalle el impacto 
de incentivos fiscales, subsidios y regulaciones efectivas y cómo estas pueden 
influir en el comportamiento de las empresas y en la dirección de la inversión 
en investigación y desarrollo en la economía.
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RESUMEN

Proporcionamos estimaciones basadas en el mercado de bo-
nos para la tasa real natural, es decir, la tasa de interés real a 
corto plazo en estado estacionario, para Brasil, Chile y México. 
Nuestro enfoque utiliza un modelo financiero dinámico de la 
estructura de tasas de interés estimado directamente sobre 
los precios de los bonos individuales indexados a la inflación 
ajustados por las primas de liquidez específicas de los bonos y 
premios por plazo. En primer lugar, observamos que las primas 
de liquidez de los bonos indexados a la inflación en los tres paí-
ses son considerables y varían significativamente. En segundo 
lugar, observamos grandes diferencias en sus tasas de interés 
reales de equilibrio: el de Brasil es alto y volátil, el de México 
estable pero elevado, mientras que el de Chile es bajo y ha caí-
do de forma persistente. Aunque inciertas, nuestras estimacio-
nes tienen importantes implicancias para la conducción de la 
política monetaria en estos tres países.

Palabras clave: modelo de estructura temporal libre de arbitra-
je afín, fricciones en el mercado financiero, política monetaria, 
rstar
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ABSTRACT

For Brazil, Chile, and Mexico, we offer market-based estimates of the natural real 
rate, or the steady-state short-term real interest rate. Our methodology makes 
use of a dynamic term structure finance model that is directly estimated from the 
prices of individual inflation-indexed bonds, adjusting for real term premia and 
bond-specific liquidity. First, we discover that there is substantial heterogeneity 
in the inflation-indexed bond liquidity premia across all three nations. Second, we 
discover significant variations in their projected equilibrium real rates: Chile's is 
low and has been declining steadily, Mexico's is constant but high, and Brazil's is 
huge and erratic. Our estimates, albeit imprecise, may have significant effects on 
how monetary policy is implemented in these three nations.
JEL Classification: C32, E43, E52, G12

Keywords: affine arbitrage-free term structure model, financial market frictions, 
monetary policy, rstar

1.  INTRODUCCIÓN

Una idea fundamental y ampliamente reconocida en economía es la tasa real 
de equilibrio. Para los inversores, las previsiones de los futuros tasas de des-
cuento utilizados para valorar los activos están ancladas en el nivel de equi-
librio de la tasa real a corto plazo (por ejemplo, Clarida, 2014). El equilibrio, 
también conocido como tasa de interés natural, sirve de patrón neutro para 
que investigadores y responsables políticos calibren la orientación de la políti-
ca monetaria: Si la tasa de interés real a corto plazo es superior a la tasa natu-
ral, la política monetaria es contractiva; si es inferior, es expansiva. Para poner 
en práctica directrices de política monetaria bien conocidas, como la regla de 
Taylor, también se necesita una estimación fiable de la tasa real de equilibrio4.

Mientras que la mayoría de las estimaciones existentes de esta variable eco-
nómica clave se extraen de modelos y datos macroeconómicos, nosotros en 
cambio seguimos a Christensen y Rudebusch (2019, en adelante CR) y utiliza-
mos modelos financieros. Específicamente, nos basamos en los precios de los 
bonos indexados a la inflación de tres importantes países latinoamericanos, 
Brasil, Chile y México, para nuestro análisis y, por lo tanto, ofrecemos una pers-
pectiva única de los mercados emergentes sobre las tendencias recientes de 
la tasa real natural5. 

4 Para la investigación sobre el papel de la tasa natural en la política monetaria, véase Rudebusch (2001), Orphanides y 
Williams (2002), Eggertsson et al. (2016) y Hamilton et al. (2016), entre muchos otros.

5 Nuestro análisis difiere del de Blake et al. (2015), que analizan estimaciones de primas nominales por plazo de múltiples 
países latinoamericanos, incluidos los tres países aquí considerados, en que se basan en rendimientos sintéticos ajustados 
de bonos cupón cero para las estimaciones de sus modelos.
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Observamos que estos valores compensan a los inversores por la pérdida de 
poder adquisitivo resultante de la inflación de los precios internos, ya que sus 
pagos de cupón y principal están vinculados al índice de precios al consumo 
(IPC) de cada nación6.En consecuencia, sus precios reflejan directamente los 
rendimientos reales. La premisa básica de nuestro análisis es que las opiniones 
de los participantes en los mercados financieros sobre el estado estacionario 
de cada economía, incluido su tasa de interés natural, se reflejan en las expec-
tativas a más largo plazo codificadas en los precios de los bonos.

Los datos sobre bonos también ofrecen ventajas adicionales. En primer lugar, 
los tres países tienen mercados bastante líquidos de deuda pública indexada a 
la inflación. En segundo lugar, con vencimientos de hasta 40 años en el caso de 
Brasil, estos mercados de bonos indexados a la inflación contienen una impor-
tante información prospectiva y, por lo tanto, es probable que proporcionen 
pruebas claras sobre el tema que nos ocupa.

En tercer lugar, al basarnos en bonos indexados a la inflación, evitamos cual-
quier problema relacionado con el límite inferior cero que pueda aplicarse a 
las tasas a un día y a otras tasas de interés nominales.  Además, dado que los 
factores subyacentes que afectan a las tasas de interés a largo plazo son pro-
bablemente de naturaleza global -como los cambios demográficos mundiales, 
los cambios en las tendencias de productividad o los ajustes persistentes en 
las cadenas de suministro globales en el mundo postpandémico, estos tres 
mercados de deuda pública pueden ser tan informativos como cualquier otro 
mercado emergente de deuda soberana. Así pues, consideramos que nuestra 
recopilación de datos sobre bonos es representativa de los mercados de bonos 
emergentes en general.

A pesar de estas ventajas, existen ciertas dificultades empíricas a la hora de uti-
lizar bonos indexados a la inflación para calcular la tasa de interés real a corto 
plazo en estado estacionario. Uno de los problemas es que el precio de los bo-
nos indexados a la inflación incluye una prima por plazo real. Lo más probable 
es que la prima por plazo real sea positiva porque las curvas de rendimiento 
de los bonos indexados a la inflación en nuestros datos tienen una pendiente 
ascendente. Pero no se sabe con certeza nada sobre su tamaño o variabilidad.  
Además, Cardozo y Christensen (2023) sostienen que, incluso con la cantidad 
nocional relativamente alta de bonos indexados a la inflación en circulación en 
las tres naciones consideradas, estos activos conllevan naturalmente un nivel 
significativo de riesgo de liquidez debido a cuestiones estructurales. En primer 
lugar, dado que proporcionan una cobertura frente al riesgo de inflación, es 
probable que se negocien mucho menos que los bonos nominales. En segun-
do lugar, como este argumento de cobertura sólo se aplica a los inversores 

6 El IPC es también el índice de precios al que se dirigen los tres bancos centrales respectivos a efectos de política monetaria.

4. Jens H. E. Christensen.indd   274. Jens H. E. Christensen.indd   27 7/02/2024   10:47:137/02/2024   10:47:13



28 IECOSIECOS

Luis Ceballos / Jens H. E. Christensen /  Damian Romero 

nacionales cuyos gastos de consumo siguen el IPC local, los extranjeros no se 
beneficiarán de la tenencia de estos valores. En consecuencia, la negociación 
de bonos indexados a la inflación acaba concentrándose entre inversores na-
cionales pacientes que compran y mantienen, como los fondos de pensiones 
y las compañías de seguros. Es razonable suponer que los inversores quieren 
una prima a cambio de asumir el riesgo de liquidez que conlleva la tenencia 
de bonos indiciados con la inflación, pero se necesita más investigación para 
determinar el tamaño y la variabilidad temporal de esta prima. Por último, se-
ñalamos que realizamos nuestro análisis bajo el supuesto financiero estándar 
de que los bonos del Estado están libres de impago. Por lo tanto, no tenemos 
en cuenta el riesgo de crédito. Aunque esta omisión puede sesgar en cierta 
medida nuestros resultados, señalamos en apoyo de esta elección de modelo 
que la ratio deuda pública/PIB nominal en 2022 era del 72,9%, 37,6% y 48,3% 
para Brasil, Chile y México, respectivamente7, que son valores bajos en com-
paración con la mayoría de las economías avanzadas, incluido Estados Unidos.
Utilizamos un modelo dinámico de estructura temporal sin arbitraje de los 
rendimientos reales mejorado con un factor de riesgo de liquidez para estimar 
la tasa de interés natural en presencia de primas por plazo reales y de liqui-
dez. El factor de riesgo de liquidez puede identificarse en función de su carga 
específica para cada valor, según las conclusiones de Andreasen, Christensen 
y Riddell (2021, en adelante ACR). En lugar de utilizar los rendimientos de cur-
vas sintéticas ajustadas como entrada más común, nuestra técnica emplea los 
precios de bonos reales.

La idea fundamental es que un porcentaje cada vez mayor de las existencias en 
circulación acabará bloqueado en carteras de compra y retención. Este efecto 
de bloqueo sugiere que, dado el comportamiento prospectivo de los inver-
sores, la vulnerabilidad de un bono al factor de liquidez de todo el mercado 
diferirá en función de su antigüedad y proximidad al vencimiento. Mediante 
el análisis de una sección transversal de los precios de los bonos a lo largo del 
tiempo, cada uno con un plazo de vencimiento y un tiempo desde la emisión 
únicos, podemos determinar el factor de liquidez global, así como el grado en 
que cada bono se ve afectado por él. En los primeros años de nuestras mues-
tras, cuando sólo se dispone de una pequeña muestra de bonos, esta técnica 
es especialmente útil para evaluar la deuda indexada a la inflación8.

La formulación teórica sin arbitraje del modelo también identifica una prima 
por plazo real variable en el tiempo en la fijación de precios de los bonos in-
dexados a la inflación. Al determinar la prima de liquidez y la prima a plazo 
real, podemos estimar la estructura temporal subyacente de tasa reales sin 
fricciones y la tasa de interés real natural, que caracterizamos como la tasa 

7 Ver https://focus-economics.com.
8 Finlay y Wende (2012) examinan los precios de un número limitado de bonos australianos indexados a la inflación, pero 

no tienen en cuenta las primas de liquidez. 
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corto real medio proyectado a lo largo de un período de cinco años que co-
mienza con cinco años de antelación, como en CR.

A continuación, se resumen nuestros resultados. En primer lugar, en línea con 
el razonamiento presentado en Cardozo y Christensen (2023), existen primas 
de riesgo de liquidez significativas y variables en el tiempo en los tres merca-
dos. Esto subraya lo crucial que es tener en cuenta estas primas en nuestro 
análisis. En segundo lugar, existe una variación significativa en las estimacio-
nes de la tasa real natural entre las tres economías consideradas. Esto refleja 
probablemente lo diferentes que son sus fundamentos económicos entre sí. 
Dejamos para futuros estudios la comprobación de si esto es cierto para otras 
economías en desarrollo de América Latina y de otros lugares. Como ejercicio 
final, utilizamos nuestras estimaciones de la tasa real natural para construir 
una medida de la orientación de la política monetaria en cada país. Estas me-
didas sugieren que, aunque acomodaticia durante el periodo pandémico, la 
política monetaria había alcanzado una orientación muy restrictiva en los tres 
países al final del periodo de la muestra. Sin embargo, subrayamos que nues-
tras estimaciones de la tasa real natural están asociadas a una incertidumbre 
significativa, que merece la pena tener en cuenta si se utilizan para extraer 
implicaciones para la conducción de la política monetaria.

Así es como se estructura el resto del documento. En la sección 2 se describen 
los datos sobre bonos indexados a la inflación, y en la sección 3 se presentan 
los resultados empíricos y los modelos de estructura temporal sin arbitraje 
que aplicamos. La estimación de las primas de liquidez específicas de los bo-
nos se examina brevemente en la Sección 4, y nuestras estimaciones de la tasa 
real natural basadas en los bonos se analizan en la Sección 5. La Sección 6 con-
cluye. La Sección 6 concluye. Nuestros datos brasileños se detallan en el apén-
dice junto con un resumen del proceso de selección de modelos de cada país.

2.  LOS DATOS DE LOS BONOS INDEXADOS A LA INFLACIÓN

En esta sección, describimos brevemente los datos de los bonos indexados a la 
inflación que utilizamos en las estimaciones de nuestro modelo.
Nuestra muestra de bonos brasileños indexados a la inflación se descarga de 
Bloomberg y contiene los precios de 31 bonos desde noviembre de 2005 hasta 
septiembre de 2023. El Apéndice A proporciona más detalles sobre nuestra 
muestra de bonos brasileños9. 

El gobierno chileno emitió sus primeros bonos indexados a la inflación en la 
década de 1960. Estos bonos se conocen como bonos tesorería UF (BTU) y 

9 De Pooter et al. (2014) utilizan estos precios de bonos reales brasileños, pero no con nuestro nivel de detalle.
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bonos central UF (BCU). Nuestra muestra se obtuvo de Riskamerica (www.ris-
kamerica.com), abarca el periodo comprendido entre agosto de 2003 y julio 
de 2023, y contiene los precios de un total de 72 bonos. Fue analizada por 
primera vez en Ceballos et al. (2024). Por lo tanto, remitimos a los lectores 
interesados a ese documento para más detalles sobre los datos chilenos10.

Los bonos mexicanos indexados a la inflación se conocen como udibonos.  
Nuestra muestra de precios de udibonos se descarga de Bloomberg y cubre 
el periodo de mayo de 2009 a septiembre de 2023 con precios para un total 
de 20 bonos. Fue analizada por primera vez por Beauregard et al. (2021).  Por 
lo tanto, remitimos a los lectores interesados a ese documento para obtener 
detalles adicionales sobre nuestros datos mexicanos.

Fundamentalmente, debido al desfase de indexación en sus pagos, los precios 
de los bonos indexados a la inflación próximos a su vencimiento tienden a ser 
bastante impredecibles, como mencionan Gürkaynak et al. (2010) y ACR. En 
consecuencia, excluimos los bonos indexados a la inflación de cada una de 
las tres muestras en el momento en que les queda menos de un año para su 
vencimiento, con el fin de facilitar la estimación del modelo.

El gráfico 1 muestra las series de rendimiento al vencimiento de todos los 
bonos indexados a la inflación de nuestra muestra para cada uno de los tres 
países. Las tres muestras de rendimientos se caracterizan por una pronuncia-
da variación del ciclo económico. Además, los rendimientos reales en los tres 
países cayeron bruscamente en el punto álgido de la pandemia de COVID-19. 
Sin embargo, fuera de ese período, los rendimientos comunes se mantuvieron 
estables. Sin embargo, fuera de ese periodo, los puntos en común son menos 
evidentes. Además, en general operan a niveles diferentes, con Brasil ofrecien-
do las tasas reales más altos, mientras que Chile tiende a tener las tasas reales 
más bajos seguido de cerca por México11.

Un aspecto clave a tener en cuenta es que tanto el número de bonos como su 
distribución de vencimientos varían en las tres muestras. Por lo tanto, estos 
rendimientos no son directamente comparables. Afortunadamente, nuestros 
modelos de estructura temporal nos permiten tener en cuenta con precisión 
estas diferencias en las muestras, además de proporcionar ajustes a las tasas 
reales observados tanto para las primas de riesgo de liquidez específicas de los 
bonos como para las primas temporales generales. De este modo, obtenemos 
información sobre las expectativas de los inversores respecto a las tasas reales 
a corto subyacentes en cada uno de estos tres importantes mercados de bonos 
indexados a la inflación. El resto del documento está dedicado a esta tarea.

10 Véase en Ceballos et al. (2016) un análisis de los rendimientos nominales chilenos y las primas por plazo. 
11  El alto nivel de las tasas de interés en Brasil no ha pasado desapercibido en la literatura académica. Arida et al. (2015), 

Gonçalves et al. (2007) y Bacha et al. (2009) examinan el papel de la incertidumbre jurisdiccional en los contratos brasileños 
de préstamo a largo plazo, mientras que Barbosa (2006) destaca el papel del elevado nivel de deuda pública en Brasil. Por 
último, Segura-Ubiergo (2012) hace hincapié en el bajo nivel de ahorro interno de Brasil. 
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Figura 1. 
Rendimiento al vencimiento de los bonos indexados a la inflación

4. Jens H. E. Christensen.indd   314. Jens H. E. Christensen.indd   31 7/02/2024   10:47:137/02/2024   10:47:13



32 IECOSIECOS

Luis Ceballos / Jens H. E. Christensen /  Damian Romero 

3.  ESTIMACIÓN DEL MODELO Y RESULTADOS

Lo primero que tratamos en esta parte es cómo modelizamos los rendimientos 
en un escenario en el que no existen barreras comerciales. Nuestro análisis se 
basa en este modelo de dinámica sin fricciones.  A continuación, describimos 
en detalle el modelo actualizado que explica las primas de liquidez de los ren-
dimientos de los bonos indexados a la inflación. A continuación, se describen 
las limitaciones establecidas para llevar a cabo la identificación y estimación 
econométrica de este modelo. Concluimos la sección con una explicación su-
cinta de nuestro proceso de selección de modelos y de los resultados de las 
estimaciones correspondientes.

3.1 UN MODELO DE RENDIMIENTOS REALES SIN ARBITRAJE Y SIN FRICCIONES

Decidimos concentrarnos en el modelo de estructura temporal dinámica 
afín y manejable presentado en Christensen et al. (2011) para representar 
las variables básicas o sin fricción que impulsan cada curva de rendimiento 
real12. 

En este modelo Nelson-Siegel libre de arbitraje (AFNS) el vector de estado 
se denota por  Xt =(Lt, St, Ct), donde Lt es un factor de nivel, St es un factor 
de pendiente y Ct es un factor de curvatura. La tasa real instantáneo sin 
riesgo se define como:

rt=Lt+St.       (1)

Las siguientes ecuaciones diferenciales estocásticas proporcionan la diná-
mica neutral al riesgo (or -) de las variables de estado13

    (2)

donde Σ es la matriz de covarianza constante, a menudo conocida como 
volatilidad. La estructura de carga factorial de Nelson-Siegel es preservada 
por los rendimientos de bonos reales de cupón cero basados en esta for-
mulación de la   -dinámica como:

12 Aunque el modelo no se formula utilizando la forma canónica de los modelos de estructura temporal afín introducidos 
por Dai y Singleton (2000), puede considerarse como una versión restringida del modelo gaussiano canónico; véase Chris-
tensen et al. (2011) para más detalles.

13 Como se discute en Christensen et al. (2011), con una raíz unitaria en el factor de nivel, el modelo no está libre de arbitra-
je con un horizonte no limitado-libre de arbitraje con un horizonte ilimitado; por lo tanto, como se hace a menudo en las 
discusiones teóricas, imponemos un horizonte máximo arbitrario.
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  (3)

donde   es un término de convexidad que garantiza que no haya arbi-
traje ajustando la forma funcional de Nelson y Siegel (1987) (véase Chris-
tensen et al., 2011).

Tendremos que definir las primas de riesgo que vinculan la dinámica de 
estos factores bajo la  -medida con la dinámica bajo la  -medida del 
mundo real (o física) para terminar la descripción del modelo y llevarlo a 
la práctica empírica. Cabe destacar que, aparte del requisito de volatilidad 
constante, los componentes dinámicos de la deriva no están restringidos 
bajo la -medida empírica. Empleamos la definición de prima de riesgo 
esencialmente afín presentada por primera vez por Duffee (2002) para 
permitir la aplicación empírica. Esta especificación sugiere que las primas 
de riesgo Γt en el marco gaussiano dependen de las variables de estado; es 
decir, cuando y0 ϵ R3 and y1 ϵ R3X3 ccontienen parámetros no restringidos, Γt
adopta la forma

 
En consecuencia, la  -dinámica para el modelo AFNS de tres factores sin 
restricciones resultante viene dada por

En la estimación del filtro de Kalman, ésta es la ecuación de transición.

3.2 UN MODELO DE RENDIMIENTOS REALES SIN ARBITRAJE CON RIESGO DE   
LIQUIDEZ

Para tener en cuenta la prima de liquidez de los precios de los bonos in-
dexados a la inflación que utilizamos en la investigación empírica, modifi-
camos el modelo sin fricciones que se introdujo anteriormente.  Para ello, 
utilizaremos el modelo AFNS-L para denotar el modelo de cuatro factores 
con ajuste de la prima de riesgo de liquidez y dejaremos que  Xt=(Lt,St,C-
t,Xt

liq) represente su vector de estado. La tasa real instantáneo sin fricción 
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libre de riesgo se define mediante la ecuación (1), que es la misma que en 
el modelo no aumentado, y la dinámica neutral al riesgo de las variables de 
estado necesarias para la fijación de precios viene dada por 

donde la matriz de volatilidad  Σ sigue siendo diagonal.

En el modelo AFNS-L aumentado, los rendimientos de los bonos indexados 
a la inflación son sensibles al riesgo de liquidez específico de los bonos por-
que su fijación de precios se realiza utilizando una función de descuento 
que tiene en cuenta el riesgo de liquidez propio de cada bono en lugar de 
la función de descuento real sin fricción:

   (4)

La siguiente forma exponencial-afín representa entonces el valor actual 
neto de una sola unidad de consumo pagada por el bono i en el momento 
t + τ ,según CR:

Esta conclusión demuestra que el modelo pertenece a la clase de mode-
los de estructura temporal afín gaussiana. Obsérvese que el modelo AFNS 
puede restablecerse garantizando que βi=0 para cada i. 
Consideremos un bono etiquetado como i, que se emitió en el momento  
t0

i tiene una fecha de vencimiento de t + τi y paga un cupón anual Ci semes-
tralmente. Su coste, que es igual a su valor actual neto, viene determinado 
por14 

14 Este es el precio limpio que no tiene en cuenta ningún interés devengado y se corresponde con nuestros precios de bonos 
observados.
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Los bonos indexados a la inflación de los tres mercados tienen un precio 
tan simple como el indicado anteriormente porque carecen de una opción 
de protección contra la deflación incorporada, a diferencia de los valores 
del Tesoro estadounidense protegidos contra la inflación (TIPS). La fórmula 
de fijación de precios de los bonos que utilizamos sólo tiene una pequeña 
omisión. No se tiene en cuenta el desfase en la indexación a la inflación 
del bono. Dado que eliminamos los bonos de nuestra muestra cuando les 
queda menos de un año para su vencimiento, el posible error derivado de 
esta omisión debería ser mínimo (véase Grishchenko y Huang, 2013).

Por último, definimos una estructura de primas de riesgo esencialmente 
afín una vez más para terminar la descripción del modelo AFNS-L. Esto 
permite que las primas de riesgo Γt  tengan la siguiente forma afín general

Γt =y0+y1 Xt,

donde los parámetros no restringidos están contenidos en y0 ϵ R4 and y1 
ϵ R4x4 En consecuencia, la -dinámica para el modelo AFNS-L de cuatro 
factores sin restricciones resultante viene dada por

En la estimación del filtro de Kalman, ésta es la ecuación de transición.

3.3 ESTIMACIÓN DEL MODELO E IDENTIFICACIÓN ECONOMÉTRICA

El modelo no puede estimarse utilizando el filtro de Kalman estándar debi-
do a la relación no lineal entre las variables de estado y los precios de los 
bonos. En su lugar, empleamos el filtro de Kalman ampliado, tal y como se 
describe en Kim y Singleton (2012); los detalles se recogen en CR. Además, 
escalamos los precios de los bonos en función de su duración para que 
los errores ajustados sean comparables entre bonos con diferentes venci-
mientos.
Como resultado, la ecuación de medida de los precios de los bonos tiene 
la siguiente forma
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donde  es el precio implícito en el modelo del bono, y  que 
se determina antes de la estimación, es su duración. Para evidencia a fa-
vor de esta formulación de la ecuación de medida, véase Andreasen et al. 
(2019).

Además, sin más limitaciones, no se puede determinar el grado del com-
ponente de riesgo de liquidez porque es una característica latente que no 
presenciamos. Permitimos una carga unitaria en este componente (es de-
cir, β1 = 1) para el primer bono a 40 años emitido el 15 de septiembre de 
2004, con vencimiento el 15 de mayo de 2045, con un cupón del 6 por 
ciento, para el mercado brasileño. Utilizamos la estrategia empleada por 
Ceballos et al. (2024) para el mercado chileno, utilizando el primer bono a 
20 años, que se emitió el 11 de septiembre de 2002 y vencerá el 1 de sep-
tiembre de 2022. Tiene un cupón del 5 por ciento y tendrá una carga unita-
ria en el factor de riesgo específico del bono. Para el mercado mexicano, el 
primer bono mexicano de udibonos a 30 años, que se emitió el 5 de enero 
de 2006 y vence el 22 de noviembre de 2035, tendrá una carga unitaria en 
este factor, tal y como utilizan Beauregard et al. (2021).

Por último, observamos que puede resultar difícil determinar si los pará-
metros λL,i son demasiado grandes o demasiado pequeños. Por lo tanto, sin 
ramificaciones prácticas, nos adherimos al ACR e imponemos la restricción 
de que se encuentren dentro del intervalo de 0,01 a 10. Además, añadi-
mos la restricción de que los parámetros β1 deben encontrarse entre 0 y 
10. Además, añadimos la restricción de que los parámetros β1  deben estar 
comprendidos entre 0 y 100 para garantizar la estabilidad numérica duran-
te la optimización del modelo. Esta restricción resulta no ser vinculante en 
la solución óptima.

Tabla 1. 
Parámetros Dinámicos Estimados del Modelo AFNS-L Brasileño Preferido
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Nota. La tabla presenta los parámetros estimados para la matriz diago-
nal Σ el vector  θ  y la matriz K  para el modelo brasileño AFNS-L que 
se prefiere en función del BIC. λ se proyecta en 0,3042 (0,0093), k liq  en 
2,7175 (0,0950) y θ liq en 0,0167 (0,0010). 11.408,63 es el mayor valor de 
la probabilidad logarítmica. Las desviaciones estándar de los parámetros 
calculados se indican con los valores entre paréntesis.

3.4 SELECCIÓN DEL MODELO

La definición de la matriz de reversión a la media K  es crucial para el cál-
culo de la tasa real natural y las primas por plazo real relacionadas, como 
se indica en Ceballos et al. (2024).  Restringiendo a cero el parámetro no 
diagonal menos importante de K  y reestimando el modelo, utilizamos un 
enfoque de modelización de general a específico para obtener la caracte-
rización adecuada de la dinámica del mundo real para cada modelo. Este 
proceso continúa hasta que se alcanza la especificación más parsimoniosa, 
que tiene una matriz K  diagonal. Según Christensen et al. (2014)15,  la 
selección de la especificación definitiva viene determinada por el valor del 
criterio de información bayesiano (BIC). El apéndice B contiene los datos 
resumidos del procedimiento de selección de modelos para cada nación.

La especificación (10) minimiza el BIC para los datos de bonos brasileños, 
con una matriz K  proporcionada por

Los parámetros calculados del modelo brasileño recomendado figuran en 
el cuadro 1.

15 El criterio de información bayesiano se define como BIC=-2logL+klogT, donde k es el número de parámetros del modelo 
y T es el número de observaciones mensuales de los datos. Las muestras de Brasil, Chile y México tienen 215, 240 y 173 
observaciones mensuales, respectivamente.
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Tabla 2. 
Parámetros dinámicos estimados del modelo AFNS-L chileno preferido

Nota. La matriz diagonal Σ, el vector θ  y los parámetros de estimación de 
la matriz K  para el modelo AFNS-L chileno seleccionado basado en el BIC 
se muestran en la tabla. λ se proyecta en 0,3954 (0,0096), k liq  en 0,0096 
(0,0004). El valor máximo es una probabilidad logarítmica de 36.579,89. 
Las desviaciones típicas de los parámetros se estiman y se representan con 
los números entre paréntesis.

Tabla 3. 
Parámetros dinámicos estimados del modelo AFNS-L mexicano preferido 

Note. Para el modelo AFNS-L mexicano favorecido, los parámetros estima-
dos BIC de la matriz K , el vector θ  y la matriz diagonal Σ se muestran 
en la tabla. Una estimación aproximada de λ es 0,8673 (0,0446), k liq es 
0,0493 (0,0558) y θ liq es 0,0400 (0,0362). El valor máximo de verosimili-
tud logarítmica alcanzado es 7.625,03. Las desviaciones típicas de los pa-
rámetros se estiman y se representan con los números entre paréntesis.
Para los datos chilenos, el BIC se minimiza mediante la especificación (10), 
que tiene una matriz de reversión de medias dada por
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La Tabla 2 reporta los parámetros estimados de la especificación chilena re-
comendada, que son similares a los encontrados en Ceballos et al. (2024).
La especificación (12) minimiza el BIC para los datos de bonos mexicanos, 
con una matriz K  proporcionada por

El Cuadro 3 presenta los parámetros estimados de la especificación mexi-
cana seleccionada.

Estos resultados proporcionan un par de conclusiones notables. En primer 
lugar, los resultados de los procedimientos de selección de modelos mues-
tran que las curvas de rendimiento real en los tres países considerados 
operan cada una de maneras únicas, como se refleja en las diferentes ma-
trices  K  de reversión media preferidas. En segundo lugar, debido a la 
naturaleza latente de nuestros modelos, en general es difícil comparar los 
parámetros estimados. Sin embargo, el parámetro λ puede interpretarse 
de forma significativa en todos los modelos, ya que determina el ritmo de 
decaimiento de la carga del factor de pendiente y la madurez en la que la 
carga del factor de curvatura alcanza su punto máximo. Por lo tanto, su 
valor relativamente bajo para los datos brasileños y chilenos implica que 
los modelos para estos dos países ponen más énfasis en ajustar los precios 
de los bonos a largo plazo, mientras que el modelo mexicano con un valor 
para λ que es más del doble del tamaño de los de los otros dos modelos 
pone relativamente más énfasis en ajustar los precios de los bonos a corto 
plazo.

3.5 AJUSTE DEL MODELO

Por último, echamos un vistazo rápido al ajuste del modelo. A la luz de 
esto, la Tabla 4 evalúa hasta qué punto cada uno de nuestros tres modelos 
favoritos se ajusta a los valores de mercado de los bonos con cupón de 
cada muestra. Para garantizar que los errores de fijación de precios son 
iguales en todos los valores, cabe señalar que se calculan utilizando el ren-
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dimiento implícito de cada bono con cupón16. En el cuadro 4 se presentan 
los estadísticos resumidos del ajuste a todos los bonos de cada muestra, 
divididos en tramos de vencimiento. También se indica cuántas observa-
ciones hay en cada grupo de vencimientos del mercado. 

En general, el ajuste es muy ajustado, con errores medios cuadrados muy 
bajos para todos los bonos combinados en los tres modelos. Esto es recon-
fortante, ya que sugiere que no hay ningún componente de riesgo oculto 
en los residuos no explicados. Además, el ajuste está muy equilibrado en-
tre los vencimientos en los tres modelos. Por lo tanto, no hay ninguna par-
te de la curva de rendimiento que los modelos no sean capaces de ajustar, 
lo que también es muy reconfortante.

En cuanto a las muestras individuales, observamos que los datos brasile-
ños son relativamente escasos entre los plazos de 10 y 30 años. Como ya se 
ha mencionado al hablar de los valores λ, esto no impide que el modelo dé 
mucha importancia al ajuste de los precios de los bonos en ese segmento 
de la curva de rendimientos a través de su bajo valor para λ, como también 
indican los errores de ajuste relativamente modestos para los tramos de 
vencimiento asociados.

Los datos chilenos cubren bien toda la gama de vencimientos hasta 30 
años. Además, como sugiere el bajo valor de λ en nuestro modelo chileno, 
éste pone más peso en el ajuste de los precios de los bonos a largo plazo. 
Esto explica sus pequeños errores de ajuste para los vencimientos a partir 
de 10 años.

4.  PREMIO POR LIQUIDEZ DE LOS BONOS INDEXADOS A LA INFLACIÓN

En esta parte se examinan las primas de liquidez indexadas a la inflación que 
son específicas de cada bono y que se estiman mediante los modelos AFNS-L 
preferidos analizados en la sección anterior. Antes de estudiar la evolución 
histórica de las primas de riesgo de liquidez específicas de los bonos, primero 
las definimos explícitamente.

16 Los rendimientos implícitos calculados a partir de los precios observados de los bonos son idénticos a los mostrados en la 
Figura 1.
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Tabla 4. 
Resumen estadístico de los errores de ajuste de los rendimientos indexados de la deuda 
pública

Nota. Esta tabla muestra el número de observaciones, la media de los errores 
de valoración (Media) y la raíz cuadrática media de los errores de valoración 
(RMSE) del modelo AFNS-L preferido para cada país. Los errores de valora-
ción se expresan en puntos básicos y se calculan como la diferencia entre el 
rendimiento implícito observado de cada bono con cupón y su rendimiento 
implícito según el modelo.

4.1 PREMIO POR LIQUIDEZ ESTIMADA DE LOS BONOS INDEXADOS A LA 
INFLACIÓN

A continuación, extraemos la prima de liquidez en cada mercado de bonos 
indexados a la inflación utilizando los modelos AFNS-L estimados. Para de-
terminar la prima, primero calculamos los precios ajustados de los bonos 
indexados a la inflación  para todos los valores existentes en nuestra 
muestra para el mercado dado utilizando los parámetros estimados y los 
estados filtrados   A continuación, se resuelve un problema de punto 
fijo para convertir estos precios de los bonos en rendimientos al venci-
miento, o   mediante la ecuación
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    (5)

donde i=1, 2,...,nt lo que indica que, si se mantiene hasta el vencimiento 
 es la tasa de rendimiento real del i-ésimo bono (véase Sack & Elsas-

ser 2004).  Se genera un nuevo conjunto de precios de bonos implícitos 
en el modelo a partir del modelo AFNS-L estimado, pero sólo utilizando su 
componente sin fricciones, es decir, utilizando las restricciones de que   
= 0 para todo t, así como  σ44 =0 and  =0, con el fin de obtener los rendi-
mientos asociados sin compensación por el riesgo de liquidez.

La ecuación (5) se utiliza para convertir estos precios, que se representan 
como  en rendimientos al vencimiento,  Se trata de aproximacio-
nes a los precios que se cobrarían en ausencia de fricciones financieras. A 
continuación, definimos la prima de liquidez del i-ésimo bono como

     (6)

Figura 2. 
Primas de liquidez medias estimadas de los bonos indexados a la inflación

Nota. Gráfico que representa la prima de liquidez media estimada de los 
bonos indexados a la inflación para cada fecha de observación en Brasil, 
Chile y México, tal como sugiere el modelo AFNS-L favorecido. Las primas 
de liquidez de los bonos indexados a la inflación se determinan estimando 
la diferencia de rendimiento entre el rendimiento al vencimiento ajustado 
de cada bono indexado a la inflación y el correspondiente rendimiento al 
vencimiento sin fricción con la característica de riesgo de liquidez desac-
tivada.
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La prima media de liquidez de los bonos indexados a la inflación, Ψt  para 
cada una de las tres naciones de nuestra muestra se muestra en cada pun-
to temporal para los bonos en circulación en la Figura 2. Las tres series son 
positivas y han mostrado cambios significativos a lo largo del tiempo, como 
cabría esperar de una prima de riesgo. Las tres series son positivas y han 
experimentado cambios significativos a lo largo del tiempo, como cabría 
esperar de una prima de riesgo. Además, observamos que su tamaño no 
es insignificante, con una media de 144 puntos básicos, 115 puntos básicos 
y 60 puntos básicos para Brasil, Chile y México, respectivamente. Así pues, 
las primas de liquidez representan un componente notable en todos es-
tos rendimientos reales, tal como anticipan los argumentos estructurales 
expuestos en Cardozo y Christensen (2023). A modo de comparación, ese 
estudio reporta primas de liquidez estimadas para los bonos colombianos 
indexados a la inflación, llamados bonos UVR, que promedian 225 puntos 
básicos con una desviación estándar de 32 puntos básicos durante el pe-
ríodo 2005-2020. En general, consideramos que estos resultados implican 
que nuestras primas de liquidez estimadas para los bonos indexados a la 
inflación son de un tamaño razonable y se sitúan dentro del rango de es-
timaciones comunicadas para otros mercados comparables de bonos in-
dexados a la inflación.

5.  ESTIMACIONES DE LA TASA REAL NATURAL BASADAS EN EL MERCADO

En esta sección definimos en primer lugar nuestra medida de la tasa real natu-
ral basada en el mercado. A continuación, utilizamos nuestro modelo AFNS-L 
preferido para cada país con el fin de tener en cuenta la liquidez y las primas 
por plazo en los precios de los bonos indexados a la inflación. A partir de ahí, 
obtenemos las tasas cortos reales esperados y la correspondiente medida de 
la tasa real de equilibrio para cada uno de los tres países de nuestra muestra.

5.1 DEFINICIÓN DE LA TASA REAL NATURAL

Nuestra definición de trabajo de la tasa de interés real de equilibrio  rt
*

 es

    (7)

es decir, la tasa real a corto medio previsto a cinco años vista, con cin-
co años de antelación, cuando la previsión se basa en la medida objetiva 
de probabilidad . Las perturbaciones transitorias a corto plazo deberían 
tener un impacto mínimo en esta tasa corto real medio previsto a cinco 

4. Jens H. E. Christensen.indd   434. Jens H. E. Christensen.indd   43 7/02/2024   10:47:147/02/2024   10:47:14



44 IECOSIECOS

Luis Ceballos / Jens H. E. Christensen /  Damian Romero 

años vista, como se indica en CR. Una definición alternativa de r*
t sería la 

tasa corto real estimado en un horizonte infinito. Pero el hecho de que 
la dinámica de los factores muestre o no una raíz unitaria será un factor 
determinante de esta cifra.  Es bien sabido que las duraciones medias de 
los datos de series temporales disponibles no permiten distinguir de forma 
significativa entre procesos estacionarios extremadamente persistentes y 
procesos no estacionarios. Dado que nuestro modelo utiliza la primera es-
tructura, nuestra tasa real predicho en estado estacionario de horizonte 
infinito es, técnicamente hablando, constante, en línea con la literatura 
financiera.  Sin embargo, creemos que nuestras muestras de datos carecen 
de información suficiente en el intervalo de horizonte de 10 años a infini-
to para identificar adecuadamente ese estado estacionario, de ahí que se 
opte por nuestra definición con un horizonte de medio a largo plazo.

5.2 ESTIMACIONES DE LA TASA REAL NATURAL

Utilizamos la tasa real medio a corto plazo previsto para un período de 
cinco años, comenzando a cinco años vista, como nuestra evaluación de la 
tasa real natural basada en el mercado. Esta tasa corto real medio previsto 
a cinco años vista está bien posicionado para representar las tendencias a 
largo plazo de la tasa real natural y no debería verse afectado por pertur-
baciones transitorias a corto plazo.
Para ilustrar la descomposición subyacente a nuestra definición de  rt

*, re-
cordemos que la prima por plazo real se define como

     (8)

Dicho de otro modo, la prima por plazo real es la diferencia en la rentabi-
lidad real esperada entre un plan de refinanciación instantánea de la tasa 
real sin riesgo rt. y una estrategia de comprar y mantener un bono real a τ 
años. Subrayamos que es el rendimiento real sin fricción el que se utiliza 
para calcular las primas por plazo. En la Figura 3 se muestra el desglose del 
modelo AFNS-L del rendimiento real a 5 años vista en sus componentes 
para cada una de las tres naciones. En cada caso, el rendimiento real a 5 
años ajustado sin ningún ajuste se muestra con una línea negra continua17. 
El rendimiento real ajustado al modelo AFNS-L, o el rendimiento real sin 
fricciones a 5 años, se muestra como una línea gris continua. Un indicador 
de las fricciones de la prima de liquidez en el punto de vencimiento a 5 años 

17 Estos rendimientos reales ajustados se obtienen estimando el modelo AFNS estándar descrito en la sección 3.1 en cada 
muestra. Son equivalentes a los rendimientos reales observados sin ajustar.
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es la diferencia entre el rendimiento real a plazo a 5 años y el rendimiento 
real sin fricciones a 5 años, que se indica con sombreado amarillo. Obsér-
vese que esta medida sintética a vencimiento constante de las primas de 
liquidez es diferente de las medidas específicas de los bonos mostradas en 
la Figura 2, ya que esta última se ve afectada por la heterogeneidad en los 
tamaños de los cupones y el tiempo restante hasta el vencimiento entre 
los bonos de nuestras muestras. Por último, gracias a su coherencia teó-
rica, el modelo AFNS-L proporciona una descomposición del rendimiento 
real sin fricciones a 5 años en su componente de expectativas de las tasas 
cortos reales y la prima temporal real residual basada en la ecuación (8). 
En cada gráfico, la línea verde continua es la prima real a plazo a 5 años, 
mientras que la línea azul continua es el componente de expectativas, que 
es idéntico a nuestra definición de rt

*.

En primer lugar, y lo que es más importante, observamos las considerables 
primas de liquidez de los bonos indexados a la inflación que abren una 
gran brecha entre el rendimiento real observado a 5 años y 5 años mostra-
do con una línea negra sólida y el rendimiento real inferior sin fricción a 5 
años y 5 años mostrado con una línea gris sólida en los tres países. Por lo 
tanto, sin el ajuste de la prima de liquidez, uno podría creer que los ren-
dimientos reales son mucho más altos de lo que realmente son, un punto 
también señalado por Andreasen y Christensen (2016) en el contexto de 
los TIPS estadounidenses.

Para Brasil, la descomposición del modelo produce una estimación de rt
*-

que fluctúa significativamente con el ciclo económico en torno a una ten-
dencia general más baja. Comienza cerca del 7 por ciento a principios de 
2006, pero luego cae persistentemente hasta alcanzar un nivel inferior al 4 
por ciento en los meses previos a la pandemia de COVID-19 en la primavera 
de 202018. Tras la reapertura económica después de la pandemia, nuestra 
estimación de rt

* sugiere que la tasa real natural en Brasil ha vuelto a subir 
hasta alcanzar un nivel cercano al 4% y medio al final de nuestra muestra.  
Por el contrario, la prima por plazo real brasileña a 5 años se mantiene 
relativamente estable, salvo algunas oscilaciones bruscas en los primeros 
años de nuestra muestra. Por último, la tendencia al alza de la prima de 
liquidez media estimada específica de los bonos en el Gráfico 2 también es 
evidente en la prima de liquidez real implícita brasileña a 5 años.

18  Perrelli y Roache (2014) presentan estimaciones de la tasa real natural para Brasil basadas en un modelo macroestructural. 
Aunque inciertos, informan de una estimación media de r_t^\ast\ del 7,2% para el período 2005-2008, mientras que su 
estimación media para el período 2010-2013 es del 5,7%. 
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Observamos que, en el caso de Chile, la prima a plazo real a 5 años ha 
sido bastante constante desde principios de la década de 2000, aunque 
turbulenta. Nuestra estimación chilena sólo se ajusta parcialmente a las 
predicciones teóricas de que esta prima es anticíclica y aumenta durante 
las recesiones económicas. En comparación, la línea azul, que representa 
la estimación chilena de la tasa natural de interés predicha por el modelo 
AFNS-L, disminuye gradualmente desde aproximadamente 0,5 por ciento 
a principios de la década de 2000 hasta menos de -2 por ciento a mediados 
de 2022. Es importante destacar que se ha mantenido bajo desde enton-
ces a pesar de los grandes aumentos recientes de los rendimientos de los 
bonos. Al final de nuestra muestra, la estimación chilena de rt

*
 se sitúa en 

-1,30%.

En el caso de México, nuestra estimación de rt
*

 muestra un patrón bas-
tante constante y acíclico para la tasa real natural. En consecuencia, las 
considerables fluctuaciones en los rendimientos reales sin fricción a 5 años 
en México, es decir, después de contabilizar los cambios en las primas de 
liquidez, se deben a cambios en la prima por plazo real a 5 años en México, 
que con frecuencia cambia de signo a diferencia de su contraparte chilena, 
que permanece positiva a lo largo de nuestra muestra.

A continuación, ofrecemos una comparación directa de nuestras tres esti-
maciones de la tasa real natural, que se muestran en la Figura 4. La com-
paración revela una diferencia marcada y fundamental entre estas tres 
importantes economías latinoamericanas. La comparación revela una di-
ferencia marcada y fundamental entre estas tres importantes economías 
latinoamericanas.
economies.

Figura 3. 
Descomposición de los rendimientos reales 5yr5yr
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Figura 4. 
Comparación de las estimaciones de  rt

* basadas en el mercado

La magnitud y la variación de rt
* en Brasil apuntan a una cierta inestabilidad 

de las condiciones económicas fundamentales en ese país. Esto contrasta 
fuertemente con los resultados para México, que sugieren que las condi-
ciones económicas fundamentales son más estables allí. Sin embargo, el 
elevado nivel de rt

* en México, con un valor cercano al 3%, sigue apuntan-
do a cierta fragilidad económica en relación con las economías avanzadas, 
donde rt

* suele ser más bajo, véase Holston et al. (2017). En este contexto, 
y dado que Chile es la principal economía más avanzada de América Lati-
na, no es tan sorprendente ver que la tasa real natural chilena es mucho 
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más baja y, con pocas excepciones, se ha mantenido negativa durante casi 
20 años. Además, observamos que Ceballos et al. (2024) encuentran que 
su estimación chilena de rt

* que es similar a la nuestra, sigue tendencias 
ampliamente similares a una estimación de base macro de rt

* para Chile 
utilizando el enfoque de Holston et al. (2017). También encuentran que 
su estimación de rt

* es similar a una estimación colombiana basada en el 
mercado calculada a partir de una actualización del análisis de Cardozo 
y Christensen (2023). Añadimos que la estimación rt

* de nuestro modelo 
AFNS-L preferido para México es muy cercana a la estimación basada en el 
mercado reportada por Beauregard et al. (2023), aunque ellos utilizan una 
combinación de precios de bonos nominales mexicanos y precios de bonos 
mexicanos indexados a la inflación para su análisis. Por lo tanto, conside-
ramos que nuestras estimaciones de rt

* tienen un tamaño razonable y son 
representativas de las estimaciones publicadas en la literatura para nues-
tra muestra de países.

Por último, es interesante observar que los aumentos de las tasas de in-
terés y el consiguiente endurecimiento de las condiciones financieras en 
respuesta al período de elevada inflación tras la reapertura económica 
después de la pandemia de COVID-19 parecen haber dejado sólo huellas 
relativamente menores en nuestras estimaciones de  rt

* Esto sugiere que 
es probable que las tasas de interés en estos tres grandes países latinoa-
mericanos vuelvan a situarse en niveles más bajos una vez que la inflación 
haya vuelto al objetivo fijado por sus respectivos bancos centrales. Ade-
más, añadimos que la dinámica factorial estimada de nuestros modelos 
AFNS-L preferidos podría aprovecharse para hacer proyecciones de rt

*
 en el 

futuro, como se hace en Ceballos et al. (2024).  Sin embargo, aunque tales 
proyecciones podrían ser de enorme importancia tanto para la política fis-
cal y monetaria como para la gestión de activos a largo plazo, dejamos esa 
tarea para futuros trabajos con el fin de ahorrar espacio.

Desde un punto de vista práctico, insistimos en que estas estimaciones 
conllevan una incertidumbre considerable. Por desgracia, no existe un 
método estándar para calcular sus bandas de confianza. Sin embargo, CR 
utiliza simulaciones para examinar el papel de la incertidumbre de los pa-
rámetros en sus estimaciones de rt

*  y constata que su impacto es bastan-
te considerable. A esto hay que añadir los efectos no cuantificados de la 
incertidumbre del modelo y de la medición. Así pues, la recomendación 
general sería evitar hacer demasiado hincapié en cualquier estimación 
puntual individual y, en su lugar, centrarse en las tendencias más amplias 
de las series temporales, de forma similar a nuestra descripción anterior.
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5.3 ORIENTACIÓN DE LA POLÍTICA MONETARIA

Como ejercicio final, utilizamos nuestras estimaciones de rt* para obte-
ner una medida de la orientación de la política monetaria en las tres eco-
nomías analizadas. Esto también ofrece una forma alternativa de validar 
nuestro enfoque para estimar rt*.
Como se señaló en la introducción, las estimaciones de la tasa real natu-
ral desempeñan un papel clave en las reglas de política monetaria como 
indicador por encima del cual la tasa real a corto plazo rt se consideraría 
restrictivo, mientras que las que se sitúan por debajo se asociarían a una 
orientación acomodaticia de la política monetaria. Así, la orientación de la 
política monetaria puede medirse como

Sin embargo, es importante señalar que, gracias al comportamiento pros-
pectivo de las empresas, sus trabajadores y los inversores en general, no 
es la tasa de interés real a corto plazo el que importa para una amplia 
variedad de decisiones económicas, sino el que probablemente prevalezca 
en los próximos trimestres. Por lo tanto, para cuantificar la orientación de 
la política monetaria, consideramos dos aproximaciones para rt. Una es 
una medida tomada de Werner (2023) que explota la ecuación de Fischer 
descontando la tasa de política nominal anualizado con la inflación espe-
rada a 12 meses, mientras que la otra es el rendimiento real a 12 meses 
ajustado a partir de nuestros datos de bonos sin ningún ajuste, como en 
Christensen y Mouabbi (2024).19 Estas medidas de rt y la estimación aso-
ciada de rt* se muestran en la Figura 5 para cada uno de los tres países de 
nuestra muestra.

Algunos rasgos comunes son notables. En primer lugar, la política moneta-
ria alcanzó una orientación acomodaticia relativamente pronto durante el 
periodo pandémico en los tres países. Además, al final de nuestra muestra, 
la política monetaria parece ser muy restrictiva en términos históricos. Esto 
subraya el argumento de Werner (2023) de que, a medida que la inflación 
disminuye gradualmente hacia el objetivo oficial de inflación en las tres 
economías, las tasas de interés a un día deben reducirse paralelamente 
para evitar que la política monetaria se vuelva excesivamente restrictiva.
Por último, a pesar de las grandes oscilaciones de los rendimientos reales 
a corto plazo en las tres economías desde 2020, nuestras estimaciones de 

19 Los rendimientos reales ajustados se obtienen estimando el modelo AFNS estándar utilizando la muestra de precios de 
bonos indexados a la inflación para cada país.
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la tasa real natural rt* han variado muy poco, y al final de nuestras mues-
tras están todas cerca de donde estaban a principios de 2020. Esto sugiere 
que ni el periodo pandémico ni el inesperado repunte de la inflación tras 
la reapertura económica y el consiguiente endurecimiento de la política 
monetaria han dejado huellas significativas en la tasa de interés real en es-
tado estacionario de estos tres países. Dado que son representativos tanto 
de América Latina en concreto como de las economías de mercado emer-
gentes en general, nuestras conclusiones pueden extenderse mucho más 
allá de la muestra de países aquí examinada. Sin embargo, dejamos para 
futuras investigaciones la exploración de esta conjetura.

Figura 5. 
Medidas de los rendimientos reales a corto plazo y r*
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6.  CONCLUSION

Muchos académicos analizaron la causa de que la tasa de interés real seguro 
a corto plazo disminuyera con respecto a su nivel estacionario en las décadas 
anteriores a la epidemia de COVID-19, dado el descenso histórico de los ren-
dimientos de los bonos durante ese periodo. Sin embargo, la mayoría de estas 
investigaciones empíricas se basaron en modelos y datos macroeconómicos, 
y algunos han cuestionado las estimaciones macroeconómicas resultantes de 
la tasa natural debido a la ambigüedad de la especificación macroeconómica 
apropiada, en particular durante el choque pandémico COVID-19. Al concen-
trarnos en una medida de la tasa real de equilibrio basada únicamente en los 
precios de los bonos indexados a la inflación y en modelos empíricos de es-
tructura temporal dinámica, evitamos esta controversia. Revelamos la estima-
ción de los inversores para la tasa corto real subyacente sin fricciones para el 
periodo de cinco años que comienza cinco años antes, controlando tanto las 
primas de liquidez de los bonos indexados a la inflación como las primas por 
plazo reales. Además, nuestro análisis es distinto, ya que utilizamos esta meto-
dología para examinar las tres principales economías emergentes de América 
Latina: Brasil, Chile y México.

En primer lugar, documentamos primas de riesgo de liquidez amplias y varia-
bles en el tiempo en los tres mercados de bonos, con pocos puntos en común. 
Por lo tanto, nuestro estudio proporciona apoyo empírico a los argumentos 
expuestos en Cardozo y Christensen (2023), que implican que las tenencias 
de bonos indexados a la inflación deberían concentrarse entre inversores na-
cionales pacientes que compran y mantienen, como los fondos de pensiones. 
Como resultado, los bonos indexados a la inflación deberían negociarse menos 
que los bonos nominales estándar y enfrentarse a importantes riesgos de li-
quidez, en consonancia con nuestros resultados. Es importante destacar que 
esta lógica y nuestros resultados también implican que es probable que los 
tres mercados de bonos indexados estén realmente dominados por inversores 
nacionales. En consecuencia, la información sobre el precio de los bonos de-
bería reflejar las expectativas de la tasa reales y el apetito por el riesgo de los 
inversores nacionales, un supuesto clave que subyace a nuestra elección de 
analizar cada país por separado.

En un segundo paso, procedemos a ajustar los rendimientos reales sin fricción 
ajustados a la liquidez para las primas por plazo reales incorporadas, con el fin 
de obtener nuestras estimaciones de la tasa de interés real natural para cada 
país. De acuerdo con la intuición anterior, nuestras estimaciones de rt*parecen 
ser únicas para cada país y bastante dispersas.  Nuestra estimación para Brasil 
es alta en promedio, con grandes fluctuaciones cíclicas. En cambio, nuestra es-
timación para México es muy estable, aunque elevada en comparación con los 
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estándares internacionales. Por último, nuestra estimación de rt* para Chile se 
asemeja a las comunicadas para las economías avanzadas, por ejemplo, como 
en CR, al ser baja y caracterizarse por un descenso gradual persistente durante 
los últimos 20 años. La gran dispersión en las estimaciones de la tasa real na-
tural en estas tres economías parece coherente con las notables diferencias en 
sus fundamentos económicos y su nivel general de desarrollo económico. Sin 
embargo, dejamos para futuras investigaciones la cuestión de cómo se corre-
lacionan exactamente las diferencias documentadas en las estimaciones de rt* 
con los fundamentos económicos.

También es probable que la dispersión documentada en rt* tenga implicacio-
nes bastante diferentes para la ejecución de la política monetaria en estos tres 
países. Sin embargo, a tal fin, debe tenerse presente la notable incertidumbre 
que rodea a estas estimaciones, como también se subraya en Holston et al. 
(2017).

Además, destacamos que nuestro enfoque basado en el mercado para estimar 
rt* puede aplicarse tanto a las economías avanzadas como a las emergentes. 
Sin embargo, volvemos a dejar para futuras investigaciones la verificación de si 
nuestras conclusiones se extienden más allá de las tres principales economías 
latinoamericanas aquí examinadas.

Por último, nuestras estimaciones de la tasa de interés natural podrían ser una 
herramienta valiosa para el análisis de la política monetaria en tiempo real, 
ya que se basan en la información prospectiva que se valora en los mercados 
activos de bonos indexados a la inflación de estos tres países y que puede 
actualizarse diariamente. Dejamos la exploración de tales aplicaciones para 
futuras investigaciones.

APÉNDICE A: BONOS INDEXADOS A LA INFLACIÓN EN BRASIL
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Nota. La cantidad de bonos brasileños indexados a la inflación que están en 
circulación en un momento dado se muestra en el panel (a). El panel (b) mues-
tra la distribución de vencimientos de todos los bonos brasileños indexados 
a la inflación emitidos desde 2006. La muestra del análisis, que se limita a los 
precios de los bonos indexados a la inflación con más de un año de vencimien-
to, está representada por el rectángulo gris sólido. La muestra se inició el 30 de 
noviembre de 2005 y finaliza el 30 de septiembre de 2023.

Debido a su experiencia con largos periodos de inflación extremadamente 
elevada, Brasil tiene una larga historia de emisión de bonos indexados a la 
inflación como instrumento clave para financiar la deuda pública. Estos bonos 
se conocen como Notas do Tesouro Nacional Serie B, o NTNB, y sus pagos de 
cupón y principal están indexados al IPCA, que es el principal índice de precios 
al consumo brasileño y el objetivo del Banco Central de Brasil a la hora de fijar 
la política monetaria. Como señalan Kubudi y Vicente (2016), el mercado de 
estos bonos es el quinto mayor mercado de bonos indexados a la inflación del 
mundo y, por tanto, bastante considerable.

La línea gris continua de la Figura 1(a) representa el número total de bonos bra-
sileños indexados a la inflación en circulación a lo largo del tiempo en nuestra 
muestra.  En septiembre de 2023, cuando finaliza nuestro periodo de estudio, 
había 14 bonos en circulación. Dicho esto, debido al desfase de indexación en 
sus pagos, los precios de los bonos indexados a la inflación que se acercan a su 
vencimiento tienden a ser un poco inestables, como mencionaron Gürkaynak 
et al. (2010) y ACR. Por lo tanto, eliminamos los bonos indexados a la inflación 
de nuestra muestra en el momento en que les queda menos de un año para su 
fecha de vencimiento con el fin de facilitar la estimación del modelo.
La línea negra continua de la Figura 1(a) ilustra cómo el número de bonos de 
la muestra se reduce algo tras aplicar este umbral. La información contractual 
de cada uno de los 31 BNA de nuestros datos, junto con la cantidad de obser-
vaciones mensuales de cada uno, se incluye finalmente en el Cuadro A1.  Un 
aspecto distintivo de este mercado es que todos los bonos tienen la misma 
tasa de cupón anual del 6%, que se paga semestralmente.
Normalmente, el gobierno brasileño ha subastado una serie de bonos indexa-
dos a la inflación, con vencimientos iniciales que oscilan entre tres y 41 años. 
La Figura 1(b) muestra la distribución de vencimientos de los 31 bonos de 
nuestra muestra. Una única línea descendente que muestra los años restan-
tes hasta el vencimiento del bono para cada fecha sirve de representación. El 
universo de bonos disponible ofrece una buena cobertura de nuestra muestra, 
en particular para los vencimientos de cinco a diez años de gran interés para 
nuestra investigación.
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Tabla A1 
Muestra de bonos brasileños indexados a la inflación

Nota. Para cada bono a lo largo del periodo de muestra, desde el 30 de no-
viembre de 2005 hasta el 30 de septiembre de 2023, la tabla proporciona in-
formación sobre sus atributos, fecha de primera emisión y número de fechas 
de observación mensual.
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APÉNDICE B: RESULTADOS DE LA SELECCIÓN DE MODELOS

Tabla B1 
Evaluación de especificaciones alternativas del modelo brasileño AFNS-L

Nota. En el modelo brasileño AFNS-L hay trece especificaciones estimadas di-
ferentes. En cada especificación se incluye la máxima verosimilitud logarítmica 
(log L), el número de parámetros (k), el criterio de información bayesiano (BIC) 
y el valor p de una prueba de razón de verosimilitud de la hipótesis de que 
difiere de la especificación anterior con un parámetro libre más. El análisis 
abarca desde el 30 de noviembre de 2005 hasta el 30 de septiembre de 2023, 
con datos mensuales.

Tabla B2
Evaluación de especificaciones alternativas del modelo AFNS-L chileno

Nota. Hay trece especificaciones estimadas diferentes para el modelo chileno 
AFNS-L. Para cada especificación, se proporciona la siguiente información: la 
máxima verosimilitud logarítmica (log L), el número de parámetros (k), el valor 
p de una prueba de razón de verosimilitud sobre la hipótesis de que la especi-
ficación varía de la anterior en un parámetro libre, y el criterio de información 
bayesiano (BIC). En el periodo de análisis se incluyen datos mensuales desde el 
31 de agosto de 2003 hasta el 31 de julio de 2023.
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Tabla B3
Evaluación de especificaciones alternativas del modelo mexicano AFNS-L

Nota. Hay trece especificaciones estimadas distintas para la variante mexicana 
AFNS-L. Para cada especificación, se proporciona la siguiente información: la 
máxima verosimilitud logarítmica (log L), el número de parámetros (k), el valor 
p de una prueba de razón de verosimilitud sobre la hipótesis de que la especi-
ficación varía de la anterior en un parámetro libre, y el criterio de información 
bayesiano (BIC). En el periodo de análisis se incluyen datos mensuales desde 
el 31 de mayo de 2009 hasta el 29 de septiembre de 2023.
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clasificación y error de medición tipo Berkson 

con Distribución t-Student

Marco Antonio Alves Pereira1,  Betsabé Grimalda Blas Achic2 

ABSTRACT

In this article, we introduce a regression model tailored for fi-
tting binary data affected by misclassification in the response 
variable and Berkson-type measurement error in the covariate. 
The conventional assumption of a normal distribution for me-
asurement error may inadequately represent atypical obser-
vations present in the dataset. To address this limitation, our 
model incorporates misclassification in the response variable 
and Berksontype measurement error, employing the Student-t 
distribution for more robust modeling of these atypical obser-
vations. We utilize the cumulative distribution function from 
the Student-t distribution as the link function, enhancing our 
ability to capture the dataset’s unique characteristics. Model 
parameters are estimated via the maximum likelihood method. 
We conduct a comprehensive Monte Carlo simulation study 
to thoroughly assess the impact of measurement errors and 
misclassification. Additionally, we apply the proposed model 
to a real-world dataset of survivors from the atomic bombing 
in Japan, showcasing its adaptability and suitability in practical 
scenarios. Our findings highlight the robustness and flexibility 
of this model in effectively handling complex binary regression 
scenarios involving measurement errors and misclassification.
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RESUMEN

En este artículo, presentamos un modelo de regresión diseñado para ajustar da-
tos binarios afectados por error de clasificación en la variable respuesta y error de 
medición tipo Berkson en la covariable. La suposición convencional de distribución 
normal para el error de medición puede representar inadecuadamente observacio-
nes atípicas presentes en el conjunto de datos. Para abordar esta limitación, nuestro 
modelo incorpora error de clasificación en la variable respuesta y error de medición 
tipo Berkson, empleando la Distribución t de Student para modelar de manera más 
robusta estas observaciones atípicas. Utilizamos la función de distribución acumu-
lativa de la distribución t de Student como la función de enlace, mejorando la capa-
cidad para capturar las características únicas del conjunto de datos. Estimamos los 
parámetros del modelo mediante el método de máxima verosimilitud. Realizamos 
un estudio exhaustivo de simulación de Monte Carlo para evaluar minuciosamente 
el impacto de los errores de medición y el error de clasificación. Además, aplicamos 
el modelo propuesto a un conjunto de datos reales de sobrevivientes del bombar-
deo atómico en Japón, demostrando su adaptabilidad y adecuación en escenarios 
prácticos. Nuestros resultados resaltan la robustez y flexibilidad de este modelo en 
el manejo efectivo de escenarios de regresión binaria complejos que involucran 
errores de medición y error de clasificación.

Palabras clave. Modelo de regresión binaria, error del tipo Berkson, error de cla-
sificación, Distribución t-Student.

1.  INTRODUCTION

In regression models applied to binary data, it is typical to encounter data-
sets where certain covariates remain unobserved, leading to biased estimates. 
Conventional binary regression models operate under the assumption that the 
observed binary responses are devoid of misclassification, and the indepen-
dent variables are free from measurement error. However, practical scenarios 
often involve measurement errors and misclassification, contributing to po-
tential biases and imprecisions in the estimated regression coefficients. 

To address these challenges, researchers have proposed various methods to 
account for measurement error in binary regression models and misclassifi-
cation in the outcome variable in binary regression models. One approach to 
tackle measurement error is to assume a known distribution for the measu-
rement errors and estimate the regression parameters using likelihood based 
methods. This approach, known as the classical measurement error model, 
has been extensively studied and applied in various fields, including epide-
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miology, social sciences, applied social sciences, and environmental sciences. 
By explicitly modeling the measurement error, it becomes possible to obtain 
more reliable estimates of the true underlying relationships between variables 
(Carroll et al., 2006).

Another approach is to model misclassification in the response variable, where 
the observed binary response may not accurately represent the true underlying 
response due to misclassification errors. This can be addressed by estimating the 
probabilities of misclassification and adjusting the model accordingly Ekholm 
and Palmgren (1982). Carroll et al. (1984) analyzed data from a prospective 
study on the development of cardiovascular diseases presented in Kannel and 
Gordon (1968) and demonstrated the impact of measurement errors in binary 
regression. Burr (1988) investigated measurement errors in Berkson-type cova-
riates in the field of bioassays, employing the probit link function.

In the context of binary response variables, measurement error models beco-
me even more challenging due to the presence of misclassification. Several re-
searchers have proposed some models, such as Roy et al. (2005) who develo-
ped a measurement error model for misclassified binary responses, where the 
independent variable is subject to the Berkson-type measurement error which 
follows the normal distribution. To address departures from normality in mea-
surement errors, Bolfarine and Lachos (2006) considered structural measure-
ment errors following a skew-normal distribution and adopted the probit link 
function. They employed both classical and Bayesian approaches for parame-
ter estimation, utilizing Markov chain Monte Carlo techniques. Liu and Zhang 
(2017) conducted a Monte Carlo simulation study with the logistic regression 
model, employing the logit link function within the classical framework, to de-
monstrate the presence of non-ignorable biases in parameter estimates when 
misclassification is disregarded. Bazán et al. (2014) used skew-probit link func-
tions because it deviates from the probit link function in terms of a flexible 
asymmetry parameter, with Bayesian approach.

In this article, we introduce an innovative regression model designed to tackle 
the complexities of both measurement error and misclassification in binary 
data. Berkson-type measurement error occurs when an independent variable 
isn’t directly observed but is derived from a surrogate variable along with me-
asurement error (Roy et al., 2005; Burr, 1988). The conventional assumption of 
a normal distribution for measurement error often fails to adequately repre-
sent unusual observations within the dataset. To address this limitation, we 
present a flexible modeling framework integrating the Student-t distribution 
(Lange et al., 1989) to handle the measurement error component.
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Moreover, our model incorporates the cumulative distribution function (cdf) 
from the Student-t distribution as the link function. This link function plays a 
pivotal role in connecting the linear predictor to the probabilities of the binary 
response. By employing the cdf from the Student-t distribution as a link func-
tion, we enhance our ability to effectively capture the data’s unique characte-
ristics and thereby improve the model’s overall performance.

For estimating model parameters, we utilize the maximum likelihood method, 
leveraging the optimx (Nash & Varadhan, 2011) library within the R software 
(R Core Team, 2021). This method ensures efficient and consistent estimators. 
Additionally, we conduct a comprehensive Monte Carlo simulation study to 
evaluate how measurement errors and misclassification impact parameter es-
timation and prediction accuracy. This study provides insights into the model’s 
robustness under various scenarios involving complex data structures.

To showcase the practical application of our proposed model, we applied it to 
a genuine dataset featuring survivors of the atomic bombings in Japan. Our 
analysis of this dataset serves to underscore the model’s aptness and effective-
ness in capturing the intricacies within the data, offering valuable insights and 
demonstrating its robustness in handling real-world complexities.

The remainder of the article is organized as follows. In Section 2, we present 
the proposed regression model that incorporates misclassification and measu-
rement error. We estimate the model parameters numerically using the maxi-
mum likelihood method. Section 3 provides a simulation study to evaluate the 
performance of the maximum likelihood estimators. In Section 4, we apply the 
proposed model on a real data set of survivors of the atomic bomb attacks in 
Japan. Finally, Section 5 presents concluding remarks.

2.  THE MODEL

The probit model, a binary linear regression using the probit link function, as-
sumes the response variable follows a binary distribution. It models the rela-
tionship between predictors and the probability of the outcome. The probit 
link function is the cdf of the standard normal distribution, transforming the 
linear predictor into a probability, ensuring a smooth and symmetric relations-
hip between predictors and the likelihood of success.

Using the cdf offers interpretability advantages. Coefficients estimate the chan-
ge in the odds of success for a one-unit change in the predictor, making the 
probit model more interpretable than other link functions. It assumes errors 
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follow a standard normal distribution, typically reasonable for large sample 
sizes due to the central limit theorem, resulting in reliable estimates and accu-
rate inference.

However, the probit model is just one option among others (e.g., logit, cloglog) 
for modeling binary responses. The choice of link function relies on factors like 
the research context, data characteristics, and specific research questions. Re-
searchers often compare different link functions, selecting the one best fitting 
the data and yielding the most meaningful results.

We present a regression model tailored for binary data handling Berkson-type 
measurement errors in covariates, where the error follows a Student-t distri-
bution, including it as the link function. Furthermore, we account for misclas-
sification in the response variable.

In linear models with binary responses, average estimates represent propor-
tions. Various link functions are employed to transform the linear predictor, 
mapping values from the real line to the interval [0, 1]. Consequently, a binary 
regression model can be defined as

Where FG (.) is the link function,  is the binary response variable with 
Bernoulli distribution and parameter  is the 
model parameter vector, and wi is the predictor variable, i=1,…,n. We con-
sider the link function to be the cdf of a distribution Gi belonging to the Stu-
dent-t distribution (Lange et al., 1989) with location parameter 0, scale pa-
rameter 1 and v degrees of freedom. Thus,  which implies that 

• Naive model (M1)
For the naive model, which assumes an absence of misclassification 
and measurement error, we consider the parameter vector to be esti-
mated as θ1=(β0,β1,v)T. The probability of observing  denoted as 

, for i=1,…,n is given by

and is based on the responses a nd the predictors

, with  
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So, we will have the log-likelihood function is then obtained as

which represents the log-likelihood function for the M1 model, conside-
ring (2) and (3), we have

•	 Model	incorporating	misclassification	(M2)
Let  represent the unobserved or true binary response, and , i=1,…,n, 
denote the observed binary response. We assume that the probabilities ϵ0  

and ϵ1 of misclassification (Roy et al., 2005) are

Considering   with a Bernoulli distribution parameterized 
by , we have

A regression model for binary data with misclassification, where the para-
meter vector is denoted as  given the predictors 

  is represented by the log-likelihood function
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where  are the observed responses.

•	 Model	considering	measurement	error	effects	(M3)
In the regression model with Berkson-type measurements error, the pre-
dictor variable Xi is not directly observed. Instead, Xi is obtained as the sum 
of its surrogate ωi and a measurement error δi,i=1,…,n, with δi ~ T(0,σ2,v) 
and Xi ~ T(ωi,σ

2,v). Specifically, we have

Assuming that the random variables Xi and Gi are univariate and indepen-
dent random variables that constitute the random vector with bivariate 
Student-t distribution

where Xi ~ T(ωi,σ
2,v) and Gi ~ T(0,1,v),i=1,…,n, then we can define the ran-

dom variable Qi=Gi-β1 Xi ~ T (-β1 ωi,1+β1
2 σ2,v) (Branco & Dey, 2001; Lin, 

1972).
For the regression model with  binary response with measurement 
error Berkson-type (8)-(9), considering  where 

 we have

where Gi is the link function Qi=Gi-β1 Xi follows a Student-t distribution with  
location parameter -β1 ωi, scale parameter  and v degrees of 
freedom and FQ is the cdf of Qi.

A model for binary data with Berkson-type measurements error, with the 
parameter vector θ3=(β0,β1,σ

2,v)T, has the log-likelihood function given by
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•	 Model	incorporating	both	measurement	error	and	misclassification	(M4)
We delineate a model that integrates both measurement error and mis-
classification, building upon the foundations laid by the M2 (6) and M3 
(11) models. We consider the probabilities ϵ0 and ϵ1 of misclassification.

Given the parameter vector θ4=(β0,β1,ϵ0,ϵ1,σ
2,v)T and denoting the unob-

served binary response as the true value  the observed binary response 
as  and the observed variable as ωi,i=1,…,n, the log-likelihood function 
is expressed as

3.		SIMULATION	STUDY

We performed a series of Monte Carlo simulations to examine the effects of 
misclassification and measurement errors on the coefficient estimates of re-
gression models. In each scenario, we generate 500 Monte Carlo with me-
asurement error following a Student-t distribution and/or with misclassifica-
tion. Below, we provide a description of the simulation study, mirroring the 
approach taken by Roy et al. (2005).
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Table 1-3 display the outcomes of simulations, featuring mean values and stan-
dard errors (SE) statistics for the adjusted model parameters. The results are 
derived from 500 Monte Carlo samples, each comprising 10, 000 observations, 
considering the presence of measurement and/or classification errors. Addi-
tionally, for the sake of comparison, adjustments were made using the probit 
link function (Roy et al., 2005) for models M1, M2, M3, and M4. This involved 
substituting the cdf of the Student-t distribution (T) with that of the normal 
distribution (N). Throughout all scenarios, σ^2 is assumed to be known.

In Table 1, showcasing simulation results where data exclusively incorporated 
misclassification, we note smaller biases in adjustments employing the Stu-
dent-t distribution in contrast to adjustments with the normal distribution. 
This pattern holds true when comparing models M2 and M1. The superiority 
of the M2 model with Student-t becomes more pronounced with escalating 
probabilities of misclassification, as expected. Notably, the Student-t degrees 
of freedom estimated with the M1 model are significantly smaller than those 
estimated with M2, emphasizing the need for a distribution with heavy tai-
ls, particularly since M1 does not factor in misclassification. Additionally, it’s 
worth mentioning that the SEs of M2 are larger due to the incorporation of 
additional parameters into the model.
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Table 1. 
The mean and SE of model parameters for M1 and M2 are derived from 500 Monte 
Carlo samples, each comprising 10, 000 observations. The data were generated with 
misclassification and without measurement error in three distinct scenarios.

In Table 2, we present simulation results based on data generated to incorpo-
rate measurement error. The models utilizing the Student-t distribution stand 
out, demonstrating superior performance with the smallest biases. Notably, 
as we increase σ2, all models exhibit a noticeable rise in bias in estimating β1. 
This trend is similarly observed concerning ν when employing the Student-t 
distribution.
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Table 2. 
The mean and SE of model parameters for M1 and M3 are calculated from 500 Monte 
Carlo samples, each comprising 10, 000 observations. The datasets were generated to 
include measurement error and exclude misclassification in three distinct scenarios.

Table	3. 
The mean and SE of parameters for models M1, M2, M3, and M4 are computed from 
500 Monte Carlo samples, each with a size of 10, 000, generated to incorporate both 
measurement error and misclassification.
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Table 3 highlights that models utilizing the Student-t distribution generally 
yield superior results, exhibiting smaller biases across most scenarios. Notably, 
estimates of the parameter β_1 in models M1 and M3, under the normal distri-
bution, displayed the most significant biases. Additionally, under the Student-t 
distribution, the estimated values of ν are consistently below 2, emphasizing 
the requirement for a distribution with heavy tails and rendering adjustments 
with the normal distribution inappropriate. The M4 model under the Student-t 
distribution, on the whole, delivered accurate estimates for all parameters.

4.		APPLICATION

The dataset under examination in this analysis pertains to survivors of the ato-
mic bombings conducted by the United States on the cities of Hiroshima and 
Nagasaki in Japan. Those who survived or resided in nearby areas experienced 
the effects of radiation exposure, leading to health issues, including cancer. 
The data utilized in this study, as sourced from Sposto et al. (1992), originates 
from a research initiative commenced 5 years after the atomic bombings. The 
primary objective of this study was to assess the impact of radiation exposure 
on cancer-related deaths. The cohort consisted of 86,520 survivors of the at-
tacks, categorized into exposed and non-exposed groups based on their proxi-
mity to the bomb blast (< 2km, 2 to 10 km). These survivors were monitored 
from 1950 to 1985.

Table 4 presents information on radiation exposure dose, mean radiation ex-
posure dose, number of cancer deaths, number of deaths from other causes, 
and the proportion of cancer deaths among the 31, 037 individuals studied. 
Measurement errors in radiation doses depend on location and biological re-
asons, as individuals can absorb different amounts of radiation despite having 
the same exposure conditions. Radiation exposure dose is measured using do-
simetry, which quantifies the radiation doses to which an individual (or living 
being) may be exposed. Data were collected on various types of cancer, inclu-
ding lung, mouth, intestine, breast, prostate, among others. However, the ra-
diation doses absorbed by the intestine at the time of exposure were selected 
as the reference dose.
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Table	4. 
Number of cancer and non-cancer deaths among the atomic bomb survivors in Hiros-
hima and Nagasaki corresponding to 10 dose categories.

We applied the four studied models to fit the dataset, considering the cdf of 
both the Student-t (T) and normal (N) distributions as link functions in each 
model. For models involving measurement error, the substitute variable wi 
represents the average dose observed for each category, while the variable xi 
represents the true dose. Thus, we make the assumption that Xi ~ T(ωi,σi

2,v), 
where σi

2=cωi
2 and c=0.5 (Roy et al., 2005), i=1,…,31,037. The focal point of 

this application is to assess the adequacy of the M4 model with Student-t in 
describing the data. Table 5 provides the estimated values of the parameters 
for models M1, M2, M3, and, M4 along with the corresponding SEs and the 
p-values obtained through Wald statistics.

Table 5. 
Model comparison: parameter estimates, SEs, p-values, AIC and BIC criteria for M1, 
M2, M3, and M4 fitted to data from atomic bomb survivor in Hiroshima and Nagasaki, 
Japan.
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In the results presented in Table 5, we observed that the estimated values of 
parameters for models M1 and M3 are notably similar. The Wald statistics in-
dicate that the estimated degrees of freedom under the Student-t distribution 
are not significant; they are, in fact, zero, suggesting a distribution with heavy 
tails for a more appropriate fit. In the case of the M2 model, the estimated 
value of ϵ1 is not significant when considering the normal distribution at a 0.05 
significance level, but it becomes significant with the Student-t distribution. 
Similarly, for the M4 model with the Student-t distribution, ϵ1  is significant, but 
the degree of freedom, as per the Wald test, is not, indicating the necessity for 
an adjustment with a distribution featuring heavy tails.

According to the AIC criterion, the most suitable models are M3 and M4 under 
the normal distribution. Notably, the M3 model with the normal distribution 
also presents the lowest BIC. Given the observed existence of classification 
and measurement errors alongside a distribution with heavy tails, we propose 
the use of the M4 model for this application.

In Figure 1, we present graphs featuring randomized quantile residuals, as 
proposed by Dunn and Smyth (1996). These residuals tend to converge to 
the standard normal distribution when the model parameters are estimated 
consistently (Pereira & Russo, 2019). Additionally, we include their simulated 
confidence bands, constructed at a 0.95 confidence level using the hnp (de 
Andrade et al., 2017) library, for both the fit M1 (N) and the more appropriate 
fit M4 (T). Notably, the simulated envelope graph under the M1 model and the 
normal distribution appears unsuitable for the dataset. In such cases, the pre-
ferred option is adjusting with the M4 model and the Student-t distribution, 
characterized by heavy tails and accounting for both measurement error and 
misclassification.
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Figure 1. 
Simulated envelopes for the randomized quantile residuals: (a) M1 normal (b) M4 Stu-
dent-t

5.  CONCLUDING REMARKS

In this study, we adopt the assumption that the measurement error in the co-
variate adheres to a Student-t distribution, and the binary response is subject 
to misclassification. Utilizing the cdf of the Student-t distribution as a link func-
tion, the M4 model presented in this article proves valuable for modeling the 
mean of a binary response with both classification and measurement errors 
in the covariate. This model is particularly suited for adjusting data where the 
measurement error does not follow a normal distribution.

Parameter estimation was performed using the maximum likelihood method 
with the R software (R Core Team, 2021) and the optimx (Nash & Varadhan, 
2011) library.

Simulations demonstrate the superiority of models considering some form of 
error and employing the Student-t distribution compared to the M1 model 
and models with the normal distribution, especially when ϵ0,ϵ2, and σ2 are in-
volved. Generally, models M2 and M4 exhibit higher SEs due to their greater 
number of parameters.
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In the final application, we employed data concerning the health effects on 
survivors of the atomic bombings in Hiroshima and Nagasaki in 1945, revealing 
a Berkson-type measurement error with a distribution featuring heavy tails. 
Among the models studied, it was observed that M1 and M3 provide similar 
estimates of coefficients β0  and β1. However, the M4 model with the Student-t 
distribution yields notably different parameter estimates from the other mo-
dels. Importantly, considering measurement error and misclassification ob-
served in the data, the M4 model with the Student-t distribution emerges as 
the most suitable choice, supported by Wald statistics and simulated envelope 
graphs.
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RESUMEN

En este trabajo desenvolvemos extensivamente algunos de 
los resultados obtenidos en la referencia (Cioletti et al., 2017). 
Usamos la distancia de Wasserstein para obtener algunos teo-
remas del tipo límite central para procesos aleatorios unidi-
mensionales que tienen dependencia asociada positiva.
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In this paper we extensively develop some of the results obtai-
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1. INTRODUCCIÓN 
 

La distancia de Wasserstein 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝑣𝑣),  también conocida como Monge-
Kantorovich-Rubinstein (Kantorovi�̌�𝑐 & Rubin�̌�𝑠 te𝑖𝑖 ̌n  958;  oordan et a.,  955;   
distancia de Ma..ows (9572  o distancia de transporte óptima en optimización 
(Ambrosio  2003   es responsab.e de medir .a discrepancia entre dos medidas 
de probabi.idades 𝜇𝜇 y 𝑣𝑣, Esta métrica ha sido ap.icada con éxito en una amp.ia 
variedad de campos  por ejemp.o  Gray (2005   Rachev y Rüschendorf (955;   
Sommerfe.d y Munk (209;   Otto (2009  y Vi..ani (2003  2005 , Sobre .os 
números rea.es  esta distancia cuantifica .a discrepancia entre dos funciones de 
distribución (acumu.ativas  𝐹𝐹 y 𝐺𝐺, Si 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺 son .as funciones de distribución de 
dos variab.es a.eatorias 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌  respectivamente, E. Teorema de representación 
de Dorea y Ferreira (2092  nos permite escribir  𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼𝐻𝐻 |𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟, si 
𝑟𝑟 ≥ 1,  donde 𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ⋀ 𝐺𝐺(𝓎𝓎)  es e. .ímite superior de Frèchet, 
Además  puede ser demostrado que .a representación 𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼𝐾𝐾 |𝑋𝑋′ −
𝑌𝑌′|𝑟𝑟, donde 𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 0 ⋁[𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1] es e. .ímite inferior de Frèchet  
es vá.ida en e. caso que 0 < 𝑟𝑟 < 1, Usando esas representaciones y e. conocido 
Teorema de Bicke. y Freedman (95;9   
 

(9   𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)  
𝑛𝑛
→  0 ⟺ 𝐹𝐹𝑛𝑛

𝑑𝑑
→  𝐹𝐹;     𝑦𝑦;    ∫|𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛(𝓍𝓍)

𝑛𝑛
→  ∫|𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍),  

 
e. cua. proporciona una estrecha re.ación con .a convergencia en distribución 

(
𝑑𝑑
→)  en este trabajo haremos uso de .a distancia de Wasserstein (Vaserstein  

9565  para ana.izar e. comportamiento asintótico de procesos a.eatorios 
unidimensiona.es que tienen dependencia asociada positiva, Ejemp.os de 
procesos a.eatorios que exhiben este tipo de comportamiento  por medio de 
𝑊𝑊𝑟𝑟  usua.mente son encontrados en .a Mecánica Estadística  por ejemp.o  en 
mode.os ferromagnéticos tipo Ising con espines discretos y continuos  para 
mayores deta..es  vea referencia (Cio.etti et a.,  2097 , 

 
 
2. LA DISTANCIA DE WASSERTEIN 
 

En esta sección presentamos a.gunos conceptos de asociación positiva y de 
distancia de Wasserstein, En seguida  enunciamos a.gunos resu.tados 
pre.iminares que uti.izaremos a .o .argo de .a exposición de este trabajo, Así 
mismo  cerramos esta sección con a.gunas definiciones adiciona.es, 
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2.1. ASOCIACIÓN POSITIVA 
 

Denote por ℤ  a. conjunto de .os números enteros, Consideraremos 
procesos a.eatorios de. siguiente tipo {𝑋𝑋𝑗𝑗: 𝑗𝑗 ∈  ℤ}, .os cua.es son definidos 
sobre a.gún espacio de probabi.idad (Ω, 𝔉𝔉, ℙ),  y están asociados 
positivamente de acuerdo a .a siguiente definición, 
Definición 1. Un proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗: 𝑗𝑗 ∈  ℤ},  es asociado positiva si, 
dadas dos funciones coordenadas no decrecientes 𝑓𝑓, 𝑔𝑔: ℝ𝑛𝑛 → ℝ  y 
𝑗𝑗1, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛  ∈  ℤ, tenemos  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑗𝑗1, … , 𝑋𝑋𝑗𝑗𝑛𝑛), 𝑔𝑔(𝑋𝑋𝑗𝑗1, … , 𝑋𝑋𝑗𝑗𝑛𝑛)) ≥ 0, 
 

(Gabrie.  2097  
 
siempre que la covarianza exista. 
 
Decimos que una función 𝑓𝑓: ℝ𝑛𝑛 ⟶  ℝ  es no decreciente si 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ≤ 𝑓𝑓(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛), siempre que 𝑥𝑥𝑗𝑗  ≤ 𝑦𝑦𝑗𝑗, para todo 𝑗𝑗 = 1, … , 𝑛𝑛. 
A.gunos ejemp.os de procesos asociados positivamente son .os siguientes: 
 
Ejemplo 2, Cualquier conjunto de variables aleatorios independientes está 
asociado positivamente (Esary et a.,  9567 . 
 
Ejemplo 3, Variables aleatorias con distribución Gaussiana multivariada y 
con covarianza positiva están asociadas positivamente (Pitt  95;2 .  
 
Ejemplo 4, Sean {𝑋𝑋𝑖𝑖

′: 𝑖𝑖 ≥ 1} independiente e idénticamente distribuidos y 
sea Y independiente de {𝑋𝑋𝑖𝑖

′: 𝑖𝑖 ≥ 1} , entonces, {𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝑋𝑋𝑖𝑖
′ + 𝑌𝑌: 𝑖𝑖 ≥ 1   es 

asociado positivo (Bar.ow & Proschan  9578 . 
 
Lema 5. Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑖𝑖 ∈  ℤ   un proceso aleatorios asociado positiva; Para 
𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥ 1,  si 𝑓𝑓𝑗𝑗 ∶ ℝ𝑚𝑚𝑗𝑗 →  ℝ  son funciones coordenadas no decrecientes, 
entonces { 𝑓𝑓𝑗𝑗  (𝑋𝑋𝑖𝑖1, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) ∶  𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗  ∈  ℤ  , también, es asociado 

positivo (O.iveira  2092 . 
 
Ahora  con e. Lema 8 a nuestra disposición  es senci..o generar nuevas 
fami.ias de variab.es a.eatorias asociadas positivamente a partir de un 
conjunto de variab.es a.eatorias con esta propiedad  a. ap.icar 
transformaciones monótonas, 
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Ejemplo 6. Si 𝑋𝑋𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 ∈  ℕ   son variab.es a.eatorios asociados positivas  
entonces  .a secuencia de sumas parcia.es 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑋𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑋𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 ∈ ℕ esta 
asociada positivamente, Esto es una consecuencia inmediata de. Lema 8, 
 
Ejemplo 7. Dadas .as variab.es a.eatorias 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛    definan .as 
estadísticas ordenadas 𝑋𝑋𝑘𝑘:𝑛𝑛 =  “e. k-ésimo más pequeño entre 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛”. 
Estas estadísticas de orden son transformaciones no decrecientes de 
𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛   consecuentemente  estas estadísticas de orden están asociadas 
positivamente  .o mismo se ap.ica a 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛:𝑛𝑛. 
 
Ejemplo 8. Dada una secuencia de variab.es a.eatorias 𝑌𝑌𝑛𝑛, con 𝑛𝑛 ∈ ℕ fijo  
defina 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {𝑌𝑌𝑛𝑛, 𝑌𝑌𝑛𝑛+1, … , 𝑌𝑌𝑛𝑛+𝑚𝑚}    con 𝑚𝑚 ∈ ℕ  fijo, Si .os 𝑌𝑌𝑛𝑛  están 
asociadas  también .o están .os 𝑋𝑋𝑛𝑛, 

 
2.2. DISTANCIA DE WASSERSTEIN 
 

En esta parte definimos e. concepto de distancia de Wasserstein (Ma..ows  
9572  Newman  95;0  y estab.ecemos una equiva.encia con .a definición 
de distancia Ma..ows que aparecen en .as referencias (Bicke. & Freedman  
95;9  Dorea & Ferreira  2092  Ma..ows  9572  (ver Lema 90 , 
 
Sea (Ω, 𝔉𝔉  un espacio medib.e correspondiente a un experimento a.eatorio 
dado, Denotando por 𝔅𝔅(Ω)  a .a σ-á.gebra de .os bore.ianos de Ω   
definimos .a co.ecci´on de todas .as medidas de probabi.idad sobre 𝔅𝔅(Ω) 
por ℳ1(Ω), 
 
Supongamos que estamos encargados de. “transporte de mercancías” 
entre productores e consumidores  cuyas distribuciones espacia.es son 
mode.adas por .as medidas de probabi.idad 𝜇𝜇  y 𝜈𝜈 , Si .os productores y 
consumidores estan .oca.izados a una distancia mayor  más difíci. será 
nuestro trabajo, Luego  nos gustaría resumir e. “grado de dificu.tad” con 
apenas una cantidad, Para e..o  es natura. considerar e. “costo óptimo de 
transporte” entre .as medidas 𝜇𝜇 y 𝜈𝜈 como 
 

𝐶𝐶(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) ∫ 𝑐𝑐(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)

 

ℝ2
𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), 

 
(Gabrie.  2097  

 
donde 𝑐𝑐(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) denota e. costo de transporte de una unidad de masa de 𝓍𝓍 
para 𝓎𝓎 y e. conjunto 
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(2   Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = {𝜋𝜋 ∈  ℳ1(ℝ2) ∶  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦1 𝜋𝜋 =  𝜇𝜇    𝑦𝑦    𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦2 𝜋𝜋 = 𝜈𝜈} 
 

(Gabrie.  2097  
 
está constituido por todos .os acop.amientos 𝜋𝜋  de 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 ∈ ℳ1 (ℝ)   
conocidos como p.anos de transporte,  
Aquí (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦1 𝜋𝜋)(𝐴𝐴 𝑥𝑥 ℝ)   𝑦𝑦   (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦2𝜋𝜋)(𝐵𝐵) = 𝜋𝜋 (ℝ 𝑥𝑥 𝐵𝐵),  para cada 
bore.ianos A y B en ℝ   son .as proyecciones sobre .a medida 𝜋𝜋 , En 
terminos simp.es  Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈)  es e. conjunto de todas .as medidas de 
probabi.idad 𝜋𝜋 ∈ ℳ1 (ℝ2)  con margina.es 𝜇𝜇  y 𝜈𝜈   respectivamente, En 
genera. C no es una distancia, En e. caso que c sea una distancia  entonces 
C es una distancia (métrica   también, 
 
Definición 9 (Distancia de Wasserstein , Sea (ℝ, 𝑑𝑑   un espacio meetrico, 
con métrica dada por d : ℝ2  → [0, ∞ . La distancia de Wasserstein de 
orden r > 0 entre dos medidas de probabilidad 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 ∈    ℳ1 (ℝ) se define 
mediante la siguiente fórmula (Ma..ows  9572  Vi..ani  2005 : 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = { í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) ∫ 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)𝑟𝑟

 

ℝ2
𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), }

1
𝑟𝑟

, 
 
donde Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) es el conjunto definido en (2 , 
 
A.gunos casos particu.ares de .a distancia de Wasserstein son conocidos  
por ejemp.o (Gabrie.  2097 : 
 

• 𝒲𝒲1(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = sup||𝜓𝜓||𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿≤1{∫ 𝜓𝜓𝑑𝑑(𝜇𝜇 − 𝜈𝜈) 
ℝ },  esa expresión es ..amada 

“fórmu.a de dua.idad para .a distancia de Kantorovich-Rubinstein”  para 
mayores deta..es  ver Vi..ani (2003 , Aquí e. supremo es tomado sobre 
todas .as funciones Lipschitzianas (.imitadas  ψ que están dentro de .a 
bo.a unitaria  según .a norma ||𝜓𝜓||𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {𝑘𝑘1 (𝜓𝜓), 𝑘𝑘2 (𝜓𝜓)}   donde 

𝑘𝑘1(𝜓𝜓) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝐿𝐿𝑥𝑥≠𝑦𝑦|𝜓𝜓(𝓍𝓍)−𝜓𝜓(𝓎𝓎)|
|𝓍𝓍−𝓎𝓎|  y 𝑘𝑘2(𝜓𝜓) = 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥|𝜓𝜓(𝓍𝓍)|, 

 

• 𝒲𝒲𝑟𝑟(𝛿𝛿𝓍𝓍 , 𝛿𝛿𝓎𝓎) = 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), 𝑃𝑃 < 0, donde 𝛿𝛿𝓍𝓍 y 𝛿𝛿𝓎𝓎 son medidas de de.ta de 
Dirac concentradas en .os puntos fijos 𝓍𝓍 e 𝓎𝓎  respectivamente, 
 

• Si 𝑑𝑑  es una métrica discreta  es decir 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) =  𝟙𝟙{𝑥𝑥≠𝑦𝑦},   entonces 
𝒲𝒲𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = (1

2) ||𝜇𝜇 − 𝜈𝜈||𝑉𝑉𝑉𝑉  ver [29]   donde ||𝜇𝜇 − 𝜈𝜈||𝑉𝑉𝑉𝑉 =
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2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴∈\𝔉𝔉 |𝜇𝜇(𝐴𝐴) − 𝜈𝜈(𝐴𝐴)| denota .a distancia de variación tota. entre 𝜇𝜇 y 
𝜈𝜈. 

 
E. siguiente resu.tado nos ofrece una caracterización de .a distancia de 
Wasserstein en e.  caso que ℝ está equipado con .a métrica euc.idiana, La 
prueba de este resu.tado puede ser encontrado en e. Apéndice A, En 
a.gunas referencias  vea por ejemp.o (Bicke. & Freedman  95;9  Dorea & 
Ferreira  2092  Ma..ows  9572   esta medida es conocido como distancia 
Ma...ows, 
 
Lema 10. En la Definición 9, considere 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|, 𝜇𝜇 = 𝐹𝐹 y 𝜈𝜈 = 𝐺𝐺 
dos funciones de distribución (acumulativa . Entonces, la distancia de 
Wasserstein de orden 𝑟𝑟 > 0 entre F y G es dada por 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = { í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ 𝛱𝛱(𝜇𝜇, 𝜈𝜈)𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟}

1
𝑟𝑟

, 
 
donde el ínfimo es tomado sobre todos los pares de variables aleatorios 
(X,Y  cuyas distribuciones marginales son F y G, respectivamente. 
Tenga en cuenta que  estrictamente hab.ando  𝑊𝑊𝑟𝑟    como definido 
anteriormente  no es una distancia sobre e. espacio de .as funciones de 
distribución  ya que esta definición admite .a posibi.idad 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = ∞, 
Pero esto no crea ningún inconveniente  para que esta definición tenga 
sentido .as distribuciones 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺 deben tener un momento (abso.uto  de 
orden r finito, Forma.mente  definimos e. espacio de distribuciones que 
tienen esta propiedad por 
 
𝒫𝒫𝑟𝑟

= {𝐹𝐹 ∶ ℝ → [0 , 1]: 
𝐹𝐹 𝑒𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛𝑓𝑓𝑓𝑓ó𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑑𝑑𝑟𝑟𝑓𝑓𝑑𝑑𝑠𝑠𝑓𝑓𝑓𝑓ó𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑒𝑒

∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟
 

ℝ
𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍) < ∞ }.    (3) 

 
Este espacio fue introducido por Bicke. y Freedman (95;9  para mostrar 
que  para 𝑟𝑟 ≥ 1  .a función 𝑊𝑊𝑟𝑟 ∶ 𝒫𝒫𝑟𝑟 𝑥𝑥 𝒫𝒫 → [0, ∞)  en e. Lema 90 es una 
métrica, 
 
Observación 11. De aquí en adelante, en este trabajo, usaremos la 
definición de la distanción de Wassertein providenciada por el Lema 10. 
Esto es, consideraremos la Definición 9 consideramos la métrica euclidiana 
𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|. 
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2.3. RESULTADOS Y DEFINICIÓN PRELIMINARES 
A continuación recopi.amos a.gunos resu.tados  propiedades y 
definiciones necesarias para .as pruebas de este trabajo, 
 

Lema 12 (Newman & Wright  95;9 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} un proceso aleatorio 
asociado positivo; Si todos los 𝑋𝑋𝑗𝑗

′𝑠𝑠 poseen un segundo momento finitom 
entonces las funciones características 𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑗𝑗) = 𝔼𝔼(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗}) y 
 

𝜙𝜙(𝑟𝑟1, … 𝑟𝑟𝑛𝑛) = 𝔼𝔼(exp {𝑖𝑖 ∑ 𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑋𝑋𝑗𝑗 }} 

satisfacen 

|𝜙𝜙 ((𝑟𝑟1, … 𝑟𝑟𝑛𝑛) − ∏ 𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑗𝑗)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
)| ≤ 1

2 ∑ |𝑟𝑟𝑗𝑗𝑟𝑟𝑘𝑘|𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋𝑗𝑗, 𝑋𝑋𝑘𝑘).
 

1≤𝑗𝑗≠𝑘𝑘≤𝑛𝑛
 

 
E. .ema 92 nos informa que  para procesos a.eatorios asociados positivos 
cuyas combinaciones .inea.es de .as covarianzas poseen un determinado 
decaimiento a medida que n crece  e. proceso puede ser considerado 
asintóticamente independiente, 
Asuma que 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 y (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) tienen distribuciones 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 Y 𝐻𝐻  respectivamente  
donde ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2, 
 

𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎 ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ∧ 𝐺𝐺(𝓎𝓎) = 𝑚𝑚í𝑛𝑛{𝐹𝐹(𝓍𝓍), 𝐺𝐺(𝓎𝓎)}. 
 
E. siguiente resu.tado (Teorema 93  faci.ita .a eva.uación de 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), 
pues en este caso .a distancia de Wassersteins 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  con 𝑟𝑟 ≥ 1,  es 
a.canzado por e. r-ésimo momento de |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|  con respecto a .a 
distribución H, 
 
Teorema 13 (Dorea & Ferreira  2092 , Para 𝑟𝑟 ≥ 1  la distancia de 
Wasserstein del Lema 10 puede ser escrita como 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼|𝐹𝐹−1(𝑈𝑈) − 𝐺𝐺−1(𝑈𝑈)|𝑟𝑟 

= ∫ |𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) − 𝐺𝐺−1(𝑢𝑢)|𝑟𝑟𝑑𝑑𝑢𝑢
1

0
 

= 𝔼𝔼𝐻𝐻|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),
 

ℝ2
 

 
donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1  y 
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𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) = í𝑛𝑛𝑛𝑛{𝓍𝓍 ∈ ℝ ∶ 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ≥ 𝑢𝑢},    0 < 𝑢𝑢 < 1, 
 

(Gabrie.  2097  
denota la inversa generalizada. 
 
La representación de .a distancia de Wasserstein de. Teorema 93 no es 
va.ida para  0 < 𝑟𝑟 < 1, inc.uso cuando e. momento de orden r es finito  
como se muestra en e. siguiente ejemp.o: 
 
Ejemplo 14. Sean 𝑋𝑋 ∈ {1, 2} 𝑒𝑒 𝑌𝑌 ∈ {3, 4}  dos variables aleatorias 
discretas con respectivas funciones de probabilidades dadas por 
 

ℙ(𝑋𝑋 = 1) = 2
3 = 1 − ℙ(𝑋𝑋 = 2), ℙ(𝑌𝑌 = 3) = 3

4 = 1 − ℙ(𝑌𝑌 = 4). 
 
Denota por 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺  a las funciones de distribución de 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌 , 
respectivamente. 

Supongamos que (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) 𝑑𝑑=   0 ∨ [𝐹𝐹 + 𝐺𝐺 − 1]  y que (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)𝑑𝑑
=𝐹𝐹 ∧ 𝐺𝐺 , es 

decir, las funciones de distribución de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗), respectivamente, 
son definidas como, ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2,  
 

𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {0, 𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1}, 
𝐹𝐹𝑋𝑋∗,𝑌𝑌∗(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝑚𝑚í𝑛𝑛{𝐹𝐹(𝓍𝓍), 𝐺𝐺(𝓎𝓎)}. 

 
Vemos las distribuciones de probabilidades de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)  son 
explícitamente dadas en la Tabla 1: 
Tabla 1 
Distribuciones de probabilidades de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗). 

 
Observe que 

𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = 2𝑟𝑟+1 − 3𝑟𝑟 − 1
4 . 

Una vez que la función 𝑟𝑟 → 2𝑟𝑟+1−3𝑟𝑟−1
4   es positiva, ∀ 0 < 𝑟𝑟 < 1,  tenemos 

que 𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 > 0. 
 
Por lo tanto, para cualquier 0 < 𝑟𝑟 < 1  no es posible obtener una 
representación de la distancia de Wasserstein como la del Teorema 13. 
 

6. Roberto Vila.indd   866. Roberto Vila.indd   86 7/02/2024   10:52:507/02/2024   10:52:50



87 IECOSIECOS

Convergencia de procesos aleatorios unidimensionales

Observación 15. Una generalización del Ejemplo 14 puede ser encontrada 
en la referencia (Dorea & Ferreira  2092 , 
Ahora  asuma que  𝑋𝑋, 𝑌𝑌  y (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  tienen distribuciones 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 𝑦𝑦 𝐾𝐾, 
respectivamente  donde  ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2, 
 

𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 0 ∨ [𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1] = 𝑚𝑚á𝑥𝑥{0, 𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1}. 
 
E. próximo resu.tado (Teorema 96  faci.ita .a eva.uación de 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), pues 
en este caso 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  con 0 < 𝑟𝑟 < 1,  tienen una expresión cerrada en 
función de r-ésimo momento de |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌| con respecto K, 
 
Teorema 16. Para 0 < 𝑟𝑟 < 1  la distancia de Wassertein del Lema 10 
puede ser escrita como 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼|𝐹𝐹−1(𝑈𝑈) − 𝐺𝐺−1(1 − 𝑈𝑈)|𝑟𝑟 

= ∫ |𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) − 𝐺𝐺−1(1 − 𝑢𝑢)|𝑟𝑟𝑑𝑑𝑢𝑢
1

0
 

= 𝔼𝔼𝐾𝐾|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),
 

ℝ2
 

 
donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1 . 
 
Ejemplo 17. Sean 𝑋𝑋, 𝑌𝑌,  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)  las variables aleatorias 
consideradas en el Ejemplo 14. Una vez que, para cualquier 𝑟𝑟 ≥ 1, 
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = 2𝑟𝑟+1 − 3𝑟𝑟 − 1
4 < 0, 

 
concluimos que, para 𝑟𝑟 ≥ 1, no es posible obtener una representación de 
la distancia de Wasserstein como la del Teorema 16. 
 
Definición 18 (Convergencia , Sean {𝐹𝐹𝑛𝑛}𝑛𝑛∈ℕ y 𝐹𝐹 funciones de distribución. 
Diremos que 𝐹𝐹𝑛𝑛 converge em dist�̂�𝑎ncia de Wasserstein a 𝐹𝐹, si 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)
𝑛𝑛
→ 0 

E. siguiente .ema básicamente nos brinda una conexión directa entre .a 
convergencia en distancia de Wasserstein 𝒲𝒲𝑟𝑟  y .a convergencia en 
distribución, Para e..o es necesario recordar .a definición de. conjunto 𝒫𝒫𝑟𝑟 
en (3 , 
 
Teorema 19 (Bicke. & Freedman  95;9 , Si 𝑟𝑟 ≥ 1,  𝐹𝐹𝑛𝑛 ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟, 𝑛𝑛 =
1, 2, …   𝑦𝑦  𝐹𝐹 ∈  𝒫𝒫𝑟𝑟,  entonces 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)

𝑛𝑛
→ 0 si y solamente si, 
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• 𝐹𝐹𝑛𝑛
𝑑𝑑
→ 𝐹𝐹 

• ∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛(𝓍𝓍)∞
−∞ 𝑛𝑛

→ ∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍)∞
−∞ . 

 
En otras pa.abras  e. Teorema de Bicke. y Freedman arma que 
convergencia en distancia de Wasserstein es un concepto más fuerte que 
convergencia en distribución, Para variaciones y extensiones de este 
resu.tado  consu.te .as referencias (Dorea & Ferreira  2092  Shorack & 
We..ner  2005 , 
 
Definición 20. Un proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} es estacionario (fuerte  si 
para todo 𝑚𝑚 ≥ 1 y 𝑙𝑙 ∈ ℤ, 
 

(𝑋𝑋𝑖𝑖1, … 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑
=(𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑙𝑙, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚+𝑙𝑙),            ∀ 𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ ℤ, 

Donde "𝑑𝑑
=" denota igualdad en distribución. 

 
La demostración de. siguiente resu.tado puede ser encontrado en deta..e 
en e. Apéndice B de este trabajo, 
 
Proposición 21. Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso aleatorio estacionario. Para 
𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥ 1,  si 𝑓𝑓𝑖𝑖 ∶ ℝ𝑛𝑛 → ℝ  son funciones medibles, entonces 
{𝑓𝑓𝑗𝑗  (𝑋𝑋𝑖𝑖1, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) ∶ 𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ ℤ} también es estacionario. 
 
Teorema 22 (Newman  95;0 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso aleatorio 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y 
estrictamente positiva, 0 < 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑋𝑋0 < +∞, y que 

𝜎𝜎2 ≡ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋0) < +∞
∞

𝑖𝑖=1
 

Entonces, 
𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0)

√𝑛𝑛𝜎𝜎
 

𝑑𝑑
→ 𝑁𝑁(0,1),        ∀𝑘𝑘 ∈ ℤ.            (4) 

 
Proposición 23, Convergencia de una serie monótona (Yeh  2006 , Si para 
todos los números naturales 𝑗𝑗  y 𝑘𝑘, 𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘 es un número real no negativo y 
𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘  ≤ 𝑣𝑣𝑗𝑗+1,𝑘𝑘, entonces  

lim
𝑗𝑗→∞

∑ 𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘 = ∑ lim
𝑗𝑗→∞

 

𝑘𝑘

 

𝑘𝑘
𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘. 
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3. TEOREMAS DEL LÍMITE CENTRAL 
 

Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} un proceso a.eatorio estacionario en e. sentido de .a Definición 
20, Para procesos estocásticos es natura.  cuando .idiamos con teoremas 
.ímites  considerar b.oques de 𝑛𝑛 variab.es a.eatorias consecutivas   
 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
    𝑦𝑦      𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) = ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗.

𝑘𝑘+𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=𝑘𝑘
 

 

C.aramente  bajo e. supuesto de estacionariedad tenemos 𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
𝑑𝑑
=𝑆𝑆𝑛𝑛   para 

todo 𝑘𝑘 ∈ ℤ  esto es  𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) y 𝑆𝑆𝑛𝑛 tienen .a misma función de distribución, Para 
verificar esto basta considerar .a función (medib.e  𝑓𝑓𝑗𝑗(𝓍𝓍1; … ;  𝓍𝓍𝑛𝑛) = 𝓍𝓍1 +
𝓍𝓍2 + ⋯ + 𝓍𝓍𝑛𝑛 en .a Proposición 29, 
 
Cabe mencionar que .a asociatividad positiva y .a estacionariedad aseguran 
que  𝜎𝜎2 en (6  pueda ser escrita como 
 

𝜎𝜎2 = 𝒳𝒳 = sup
𝑘𝑘∈ℤ

∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

𝑗𝑗∈ℤ
(𝑋𝑋𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑗𝑗) 

 
y que este a bien definida, En Mecánica Estadística 𝒳𝒳  es conocida como .a 
susceptib.idad correspondiente a. proceso a.eatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}. 
Defina .a variab.e a.eatoria 
 

𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ≡
𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0)

√𝑛𝑛𝜎𝜎
          (5) 

 
con su respectiva función de distribución (acumu.ativa   dada por 
 

𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)(𝓍𝓍) ≡ ℙ(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ≤ 𝓍𝓍),   𝓍𝓍 ∈ ℝ, 
.o cua. por simp.icidad denotamos como 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)

𝑑𝑑
=𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛). 

 
E. primer resu.tado (Teorema 24   extraído de .a referencia (Cio.etti et a.,  2097   
se desprende de. Teorema de. .ímite centra. (TLC  de Newman (Teorema 22 , 
 
Teorema 24 (Cio.etti et a.,  2097 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso estacionario y 
asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y estrictamente positiva 
0 < 𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣𝑋𝑋0 < +∞, y que  

6. Roberto Vila.indd   896. Roberto Vila.indd   89 7/02/2024   10:52:507/02/2024   10:52:50



90 IECOSIECOS

Roberto Vila

𝜎𝜎2 = 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋0) < +∞.        (6)
∞

𝑖𝑖=1
 

 
Para 0 < 𝑣𝑣 ≤ 2  tenemos 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde Φ denota .a función de distribución de .a distribución norma. estándar 
𝑁𝑁(0, 1), .a cua.  para simp.ificar  usua.mente escribiremos como Φ𝑑𝑑

=𝑁𝑁(0, 1), 

Demostración, Sabemos que  por estacionariedad  𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) 
𝑑𝑑
=𝑆𝑆𝑛𝑛. 

Consecuentemente  ambas variab.es tienen .os mismos momentos de orden 
finito  y por tanto  .a misma varianza, Luego 
 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣 (∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
, ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
). 

 
Usando .a bi.inea.idad y .a simetría de .a covarianza  .a expresión anterior puede 
ser escrita como 
 

= ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗) = ∑ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖) + 2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗)

𝑛𝑛

1≤𝑖𝑖≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛
 

= 𝑛𝑛 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗−𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=𝑖𝑖+1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 

= 𝑛𝑛 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗),            (7)
𝑛𝑛−𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 

 
donde en .a cuarta igua.dad  nuevamente  usamos .a estaciona.idad de. 
proceso, Note que .os e.ementos de .a suma ∑ ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗)𝑛𝑛−𝑗𝑗

𝑗𝑗=1
𝑛𝑛−1
𝑖𝑖=1   pueden 

ser reordenados de .a siguiente forma: 
 

∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗) =
𝑛𝑛−𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖) 

= ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 
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Usando este reordenamiento  (7  es 
 

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0) + 2 ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 

Luego  tenemos 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) )
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛,

∞

𝑖𝑖=1
              (8) 

donde 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 es definida por 
 

𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = 𝟙𝟙{𝑛𝑛≥𝑖𝑖} (𝑛𝑛 − 𝑖𝑖
𝑛𝑛 ) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 

 
Vea que  por asociatividad  𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 ≥ 0, 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛𝑖𝑖+1,𝑛𝑛  y que 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛  

𝑛𝑛
→  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖) , 

Luego  usando .a Proposición 23 sobre convergencia de series monótonas  sigue 
que 

lim
𝑛𝑛→∞

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = ∑ lim
𝑛𝑛→∞

∞

𝑖𝑖=1

∞

𝑖𝑖=1
𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖).

∞

𝑖𝑖=1
 

 
Sustituyendo e. .ímite anterior en (;   de (6  se deduce que 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) )
𝑛𝑛 𝑛𝑛

→ 𝜎𝜎2. 
De este modo  

(9)                             𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
2 ) = 𝔼𝔼 (

𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋0)
√𝑛𝑛𝜎𝜎

)
2

𝑛𝑛
→ 1 = 𝔼𝔼(𝑍𝑍2), 

 

donde 𝑍𝑍𝑑𝑑
=Φ , Como 𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)

2 )  es convergente  𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
2 )  es acotada  y 

c.aramente 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫2, Dado que se cump.e .a convergencia en distribución 
(4   Teorema de Newman (95;0   conc.uimos de. Teorema 95 de Bicke. y 
Freedman que 𝑊𝑊2(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛

→ 0. 
 
A continuación  para extender .a convergencia para 0 < 𝑛𝑛 < 2 hacemos uso de. 
Teorema de representación 93 de Dorea y Ferreira, Existe una variab.e a.eatoria 
𝑍𝑍∗ 𝑑𝑑

=Φ  ta. que .a distribución conjunta de (𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), 𝑍𝑍∗)  está dada por 
𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)(𝓍𝓍)  ∧ Φ(𝓎𝓎) y 
𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗)2 = 𝑊𝑊2

2(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0.         (10) 
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Usando e. Lema 90  y .a Desigua.dad de Lyapunov tenemos  para 0 < 𝑟𝑟 ≤ 2, 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) = ínf
(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛),𝑍𝑍∗)

𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗|𝑟𝑟 

 

≤  𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗|𝑟𝑟 ≤ 𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗)2
𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde hemos usado .a convergencia en (90 , 
 
Para derivar .a convergencia de orden superior para 𝑊𝑊𝑟𝑟    se requerirán 
condiciones de momento adiciona.es en 𝑋𝑋𝑗𝑗  , Para 𝑘𝑘 ∈ ℤ   sea 𝑢𝑢𝑘𝑘(. )  e. 
coeficiente de Cox-Grimmet  definido por 
 

𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑛𝑛) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑗𝑗)
 

𝑗𝑗∈ℤ:|𝑘𝑘−𝑗𝑗|≥𝑛𝑛
,   𝑛𝑛 ≥ 0. 

 

Tenga en cuenta que  según e. Lema 92  e. proceso a.eatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 − 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑗𝑗): 𝑗𝑗 ∈
ℤ}  también es estacionario y está asociado positivamente, Esto nos permite 
p.antear una desigua.dad de momentos de Birke. (95;;  adaptada a nuestras 
necesidades, 
 
Lema 25 (Cio.etti et a.,  2097 , Sean 2 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟∗  y {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que 𝔼𝔼|𝑋𝑋0|𝑟𝑟∗ < +∞ y que para 
algunas constantes 𝐶𝐶1 > 0 y 
 

𝜃𝜃 ≥ 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟 − 2)
2(𝑟𝑟∗ − 𝑟𝑟) 

 

tenemos 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1𝑛𝑛−𝜃𝜃.  Entonces existe una constante 𝐶𝐶2 = 𝐶𝐶2(𝑟𝑟, 𝑟𝑟∗) > 0  tal 
que 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋1)|𝑟𝑟 ≤ 𝐶𝐶2𝑛𝑛
𝑟𝑟
2.                   (11) 

 
Demostración. La prueba se desprende inmediatamente de. Coro.ario 2,29 en 
O.iveira (2092 , 
Note que  según e. Teorema 24  tenemos satisfechas .as condiciones de. Lema 
28 para 𝑟𝑟 = 2, De hecho  por (6  tenemos 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1 y (99  sigue de (5 , 
 
E. siguiente teorema  extraído de .a referencia (Cio.etti et a.,  2097   nos brinda 
una extensión de .a convergencia en distancia de Wasserstein para ordenar 𝑟𝑟 
mayores que 2, 
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Teorema 26 (Cio.etti et a.,  2097 , Sean 2 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟∗  y {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑖𝑖 ∈ ℤ}  un proceso 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que 𝔼𝔼|𝑋𝑋0|𝑟𝑟∗ < +∞ y que para 
algunas constantes 𝐶𝐶1 > 0 y 
 

𝜃𝜃 ≥ 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟 − 2)
2(𝑟𝑟∗ − 𝑟𝑟) 

 

se satisface 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1𝑛𝑛−𝜃𝜃. Entonces, si 𝜎𝜎2, dada por (6 , es tal que 0 < 𝜎𝜎2 <
+∞, tenemos  

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), 𝛷𝛷)
𝑛𝑛
→ 0   y   𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟

𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟, 

 

donde 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
𝑑𝑑
=𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) y 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) se define mediante (8 ; y Z𝑑𝑑

=𝛷𝛷𝑑𝑑
=𝑁𝑁(0,1). 

 
Demostración, Tenga en cuenta que para r < 2,  e. Teorema de Newman 

(Teorema 22  imp.ica V[k,k+n)  
d
→ Z.  Luego  para comp.etar .a prueba de. 

teorema  necesitamos demostrar que 
 

𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟 y 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟
𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟, Z𝑑𝑑

=Φ               (12) 
 

En este caso .a convergencia 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0  sigue inmediatamente por 

ap.icar e. Teorema de Bicke. y Freedman (Teorema 95 , 
Si demostramos que .a secuencia {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}𝑛𝑛≥1  es uniformemente 
integrab.e  entonces  por usar resu.tados estándar en .a .iteratura  tendríamos 
.a va.idez de .a convergencia 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟

𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟 en (92 , 

 

Para demostrar que {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}𝑛𝑛≥1  es uniformemente integrab.e  basta 
probar .a siguiente integración uniforme: para a.gún 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟′ < 𝑟𝑟∗, 
 

𝐾𝐾 ≡ sup
𝑛𝑛≥1

 sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′+∈ < ∞, 
 
.o cua. imp.icaría que 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟′ ⊂ 𝒫𝒫𝑟𝑟. De hecho  usando .a Desigua.dad de 
Lyapunov tenemos 
 

∫ |𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟(𝜔𝜔)𝑑𝑑ℙ(𝜔𝜔) = 𝔼𝔼 [𝟙𝟙{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟≥ℓ}|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟]
 

{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟≥ℓ}
 

≤ 1

ℓ
1
𝑟𝑟

𝔼𝔼 [𝟙𝟙
{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|≥ℓ

1
𝑟𝑟}

|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′
] 
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≤ 𝐾𝐾

ℓ
1
𝑟𝑟

. 
 
Bajo .a condición 𝐾𝐾 < ∞   a. tomar supn≥1  y .uego límℓ→∞  en .a desigua.dad 
anterior  .a integrabi.idade uniforme de {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}

𝑛𝑛≥1
  sigue 

inmediatamente, 
Sea 𝜓𝜓(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟−2)

[2(𝑟𝑟∗−𝑟𝑟)]. Se deduce que existen 𝑟𝑟∗ > 𝑟𝑟′ > 𝑟𝑟 ta.es que 𝜃𝜃 > 𝜓𝜓(𝑟𝑟′). 
Simp.emente tome 𝑟𝑟′ = 2𝑟𝑟∗(1+𝜃𝜃)

2𝜃𝜃+𝑟𝑟∗ .   Además  𝜓𝜓(𝑟𝑟′) ≥ 𝜓𝜓(𝑟𝑟),  pues 𝜓𝜓  es 
creciente, De. Lema 28 tenemos  para 𝐶𝐶2 = 𝐶𝐶2(𝑟𝑟′, 𝑟𝑟∗) > 0, 
 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋1)|𝑟𝑟′
= sup

𝑘𝑘∈ℤ
 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)√𝑛𝑛𝜎𝜎|𝑟𝑟′

≤ 𝐶𝐶2𝑛𝑛
𝑟𝑟′
2 . 

 
Resu.ta que  
 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′
≤ 𝐶𝐶2

𝑛𝑛
𝑟𝑟′
2

(√𝑛𝑛𝜎𝜎)𝑟𝑟′ = 𝐶𝐶2
𝜎𝜎𝑟𝑟′ < +∞,     ∀𝑛𝑛 ≥ 1. 

 
Esto conc.uye .a prueba de. teorema, 
Como ap.icación de .os Teoremas 24  26 y e. Lema 2; (vea Apéndice C   tenemos 
e. siguiente resu.tado de convergencia: 
 
Corolario 27. Si el proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  satisface las hipótesis del 
Teorema 24 (o Teorema 26 , entonces 
 

𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde 𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥∈ℝ|𝐹𝐹(𝓍𝓍) − 𝐺𝐺(𝓎𝓎)| es la distancia de Kolmogorov enter 
F y G. 
 
AGRADECIMIENTO 
RV agradece .a invitación de .os organizadores de. evento “I Congreso 
Internaciona. de Investigación de Ingeniería Económica  Estadística y Ciencias 
Socia.es”, 
 
APÉNDICE A. DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 10 
La prueba de este resu.tado requiere e. uso de. Teorema de cambio de 
variab.es, 
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Nuestro objetivo principa. es demostrar que 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≤ ínf

(𝑋𝑋,𝑌𝑌)
𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟             (13) 

y que 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≥ ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟              (14) 
 
Primero  demostraremos .a desigua.dad en (93 , Para e..o  considere un vector 
a.eatorio 𝑍𝑍 = (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)   definido sobre a.gún espacio de probabi.idad (Ω, 𝔉𝔉, ℙ), 
cuyas distribuciones margina.es de 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌  son dadas por 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺, 
respectivamente, Si �̃�𝐻  denota .a distribución conjunta de Z  entonces .as 
distribuciones margina.es de �̃�𝐻 son dadas por: 
 

lim
𝓎𝓎→∞

�̃�𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = ℙ(𝑋𝑋 ∈ (−∞ , 𝓍𝓍], 𝑌𝑌 ∈ ℝ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍),                 (15) 

lim
𝓎𝓎→∞

�̃�𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = ℙ(𝑋𝑋 ∈ ℝ, 𝑌𝑌 ∈ (−∞ , 𝓎𝓎]) = 𝐺𝐺(𝓍𝓍). 
 
Considere .a función Bore. medib.e 𝑔𝑔 ∶ ℝ2 → ℝ  definida por 𝑔𝑔(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 −
𝓎𝓎|𝑟𝑟, Usando .a definición de esperanza y ap.icando e. Teorema de cambio de 
variab.es  obtenemos  
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ 𝑔𝑔(𝑋𝑋(𝜔𝜔), 𝑌𝑌(𝜔𝜔))𝑑𝑑ℙ(𝜔𝜔)
 

Ω
 

= ∫ 𝑔𝑔(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)𝑑𝑑(ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1)(𝓍𝓍, 𝓎𝓎).
 

ℝ2
 

 
Afirmamos que 𝜋𝜋 = ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1 ∈ Π(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), De hecho  esto es inmediato  pues 
 

𝜋𝜋((−∞, 𝓍𝓍] × ℝ) = ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1((−∞, 𝓍𝓍] × ℝ) 
= ℙ (𝑋𝑋 ∈ (−∞, 𝓍𝓍], 𝑌𝑌 ∈ ℝ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍), 

 
donde en .a ú.tima igua.dad usamos (98 , De forma simi.ar  tenemos 

𝜋𝜋(𝑅𝑅 × (−∞, 𝓎𝓎])  =  𝐺𝐺(𝓎𝓎), 
.o cua. prueba .a afirmación, 
 
Los argumentos anteriores muestran que  para cada vector a.eatorio (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) 
cuyas distribuciones margina.es están dadas por 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺  existe una medida de 
probabi.idad 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺)  ta. que 
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ≥ 𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺).

 

ℝ2
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Como consecuencia de esta igua.dad y de .a definición de. ínfimo  obtenemos 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≤ ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟. 
Esto es  .a desigua.dad en (93  es satisfecha, 
 
Ahora demostraremos .a desigua.dad recíproca en (94 , De hecho  dado 𝜋𝜋 ∈
 𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  considere e. espacio de probabi.idad (ℝ2, 𝔅𝔅(ℝ2), 𝜋𝜋)  y .as variab.es 
a.eatorias (proyecciones  𝜋𝜋1  y  𝜋𝜋2  definidas por 𝜋𝜋1(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)  =  𝓍𝓍  y 𝜋𝜋2(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)  =
 𝓎𝓎   respectivamente, Desde que 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺)   .as distribuciones margina.es 
de. vector (𝜋𝜋1, 𝜋𝜋2   son 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺   respectivamente, Usando .a definición de .as 
variab.es 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2  tenemos 
 

𝔼𝔼|𝜋𝜋1 − 𝜋𝜋2|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎).
 

ℝ2
 

 
Así  para cada 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  se construyó un vector a.eatorio (𝜋𝜋1, 𝜋𝜋2    que 
tiene como distribuciones margina.es a 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺  respectivamente  de modo que 
se cump.e .a igua.dad anterior, Por .o tanto  hemos demostrado que 
 

ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 ≤ ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),     𝜋𝜋 ∈ Π(𝐹𝐹, 𝐺𝐺).
 

ℝ2
 

Por .o tanto  
ínf

(𝑋𝑋,𝑌𝑌)
𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 ≤ 𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺). 
 
Esto es  .a desigua.dad en (94  es vá.ida, 
De (93  y (94  .a prueba de. .ema sigue inmediatamente, 
 
 
APÉNDICE B. DEMOSTRACIÓN DE LA PROPOSICIÓN 21 
 
Debemos verificar que  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 

𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) 𝑑𝑑

= 𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘), 
 
De hecho  por cada 𝓍𝓍 ∈ ℝ tenemos 
 

ℙ (𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2 , … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ≤ 𝓍𝓍)

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍])),     (16) 
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donde 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1(. ) es .a imagen de 𝑓𝑓𝑗𝑗 y 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍]) es un bore.iano de ℝ𝑛𝑛. Una 
vez qué {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} es estacionario  vea que  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 

ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍]))

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1((−∞, 𝓍𝓍])).      (17) 

 
De (96  y (97  obtenemos  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 𝓍𝓍 ∈ ℝ, 

ℙ (𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2 , … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ≤ 𝓍𝓍)

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1((−∞, 𝓍𝓍]))

= ℙ (𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ≤ 𝓍𝓍). 
 
En otras pa.abras  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥  1 𝑦𝑦 𝑘𝑘 ∈ ℤ   .as variab.es a.eatorias 
𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) y  𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) son igua.es en distribución, 
Esto conc.uye .a demostración, 
 
 
APÉNDICE C. UN RESULTADO ADICIONAL 
 
Lema 28. Sean 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌  dos variables aleatorias tal que 𝑌𝑌  es absolutamente 
continua con densidad 𝑓𝑓𝑌𝑌  tal que |𝑓𝑓𝑌𝑌 (𝓎𝓎)|  ≤  𝐶𝐶 ,  ∀𝓎𝓎 ∈  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑌𝑌)  y para 
alguna constante 𝐶𝐶 >  0. Entonces, 
 

𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) ≤ 2√𝐶𝐶𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌), 
 
donde 𝑑𝑑𝐾𝐾 (𝐹𝐹𝑋𝑋 , 𝐹𝐹𝑌𝑌 ) =  𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥∈ℝ |𝐹𝐹𝑋𝑋(𝓍𝓍)– 𝐹𝐹𝑌𝑌 (𝓍𝓍)| es la distancia de Kolmogorov 
entre las distribuciones 𝐹𝐹𝑋𝑋 y 𝐹𝐹𝑌𝑌. 
Demostración. Dado 𝜀𝜀 > 0 y 𝑡𝑡 ∈ ℝ fijo  definimos 
 

𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓍𝓍) ≡ 𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡](𝓍𝓍) + [1 − 1
𝜀𝜀 (𝓍𝓍 − 𝑡𝑡)] 𝟙𝟙(𝑡𝑡,𝑡𝑡+𝜀𝜀)(𝓍𝓍), 

ℎ𝑡𝑡(𝓍𝓍) ≡ 𝑔𝑔𝑡𝑡−𝜀𝜀(𝓍𝓍). 
 
Para cada 𝓍𝓍, 𝓎𝓎 ∈ ℝ note que 

𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓍𝓍) − 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓎𝓎) = 1
𝜀𝜀 (𝓎𝓎 − 𝓍𝓍)𝟙𝟙(𝑡𝑡,∞)(𝓍𝓍)𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡+𝜀𝜀)(𝓎𝓎), 

ℎ𝑡𝑡(𝓍𝓍) − ℎ𝑡𝑡(𝓎𝓎) = 1
𝜀𝜀 (𝓎𝓎 − 𝓍𝓍)𝟙𝟙(𝑡𝑡−𝜀𝜀,∞)(𝓍𝓍)𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡)(𝓎𝓎), 
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.o cua. imp.ica que 𝑔𝑔𝑡𝑡 y ℎ𝑡𝑡 son funciones Lipschitz con constante Lipschiptz 1𝜀𝜀, 
Dado que 
 

𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑋𝑋)] ≥ 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡),      𝔼𝔼[ℎ𝑡𝑡(𝑌𝑌)] ≤ 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) + 𝐶𝐶𝜀𝜀, 
Obtenemos  
 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) ≤ 𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑋𝑋) − 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑌𝑌)] + {𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑌𝑌)] − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡)} 

≤ 1
𝜀𝜀 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌| + 𝐶𝐶𝜀𝜀, 

donde hemos usado e. hecho de que 𝑔𝑔𝑡𝑡 es Lipschitz, Por .a desigua.dad anterior 
y de .a definición de .a distancia de Wasserstein se deduce que 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀. 

De forma aná.oga  usando que ℎ𝑡𝑡 es Lipschitz  encontramos que 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀. 

Por .o tanto  

|𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡)| ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀,        𝑡𝑡 ∈ ℝ. 

 

Una vez que .a función 𝜀𝜀 → 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋,𝐹𝐹𝑌𝑌)
𝜀𝜀 + 𝐶𝐶𝜀𝜀  tiene un va.or máximo 

2 √𝐶𝐶𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌)  en 𝜀𝜀 = 𝜀𝜀 = √𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌)/𝐶𝐶,  .a demostración de. coro.ário 
sigue rápidamente, 
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Análisis espacial de la asociatividad 
socioeducativa con el atraso y la deserción 
escolar en educación primaria regular por 

departamentos, Perú 2016 a 2021

Spatial analysis of the socio-educational associa-
tion with delay and school dropout in regular pri-
mary education by department, Perú 2016 to 2021
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Wilmer Wilson Aspajo Quiñonez3,  Miliani Stephany Quispe 

Bejar4,  Ruth Samanta Huamani Llactahuaman5, 
Cristopher Norman Malaga Espinoza6 

RESUMEN

La Educación Básica en el Perú, es un factor fundamental para 
el desarrollo del país. Los indicadores de la Educación Primaria 
publicadas por el Instituto de Estadística e Informática (INEI) 
revelan la necesidad de mayor investigación. Si bien, existen va-
riados estudios referentes a la investigación, éstas no han sido 
lo suficiente exhaustivas como esperado. Para cada nivel de la 
educación básica, las realidades son diferentes, uno de esos ni-
veles es la educación primaria, a la cual acceden la mayoría de 
peruanos. El objetivo es establecer la asociación socio-educa-
tiva espacial del atraso y la deserción escolar. Se construyó un 
marco de datos, denominado dataframe con las Estadísticas de 
Calidad Educativa (ESCALE por sus siglas) del Ministerio de Edu-
cación (MINEDU por sus siglas) del Perú. Además de un análisis 
descriptivo espacial, se verificó autocorrelación espacial a nivel 
Departamental del atraso y la deserción escolar, más aún, que 
los factores desnutrición crónica infantil, niños y adolescentes 
que trabajan y alumnos con madres con educación superior 
completa están espacialmente asociados con el atraso y la de-
serción escolar. Esa asociación, se confirmó a través del modelo 
de Regresión Espacial Ponderado.

Palabras claves: autocorrelación espacial socio-educativa; 
atraso escolar primaria, deserción interanual escolar primaria; 
Índice de Morán Univariado; Índice de Morán Bivariado; Agru-
pamiento por Geary. 
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ABSTRACT

Basic Education in Peru is key factor for the development of the country. The Primary 
Education indicators published by the Institute of Statistics and Informatics (INEI) 
reveals the need for further research. Although there are various studies regarding 
primary education, they have not been as exhaustive as expected. For each level of 
basic education, the real-life situations are different, one of these levels is primary 
education, which the majority of Peruvians access. The objective is to establish the 
spatial socio-educational association of backwardness and school dropout. A data 
frame, called dataframe, was built with the Educational Quality Statistics (ESCALE) 
of the Ministry of Education (MINEDU) of Peru. In addition to spatial descriptive 
analysis, spatial auto-correlation at the Departmental level of backwardness and 
school dropout was verified, moreover, the factors chronic childhood malnutrition, 
children and adolescents who work and students with mothers with completed hi-
gher education are spatially associated with the backwardness and school dropout. 
This association was confirmed through the Weighted Spatial Regression model.

Keywords: Socio-educational spatial auto-correlation; primary school backward-
ness, primary school inter-annual dropout; Univariate Moran Index; Bivariate Mo-
ran Index; Geary Clustering.

1.  INTRODUCCIÓN

Es posible que recientes sucesos hayan alterado los indicadores de acceso y 
permanencia de la educación primaria en el Perú. Dos sucesos, por ejemplo, el 
impacto del periodo de pandemia hacia el periodo post pandemia, y otro, de 
carácter normativo, la disposición del MINEDU para que ningún estudiante re-
pruebe el año desde el 2020 (Resolución Viceministerial N° 193-2020-MINEDU, 
p. 10), entre otros. 

Según el Instituto Nacional de Estadística e Informática (INEI por sus siglas), al 
2021, 4.4% de la población de 25 años a más, no logró estudiar ningún nivel 
de educación y el 24.8% alcanzó el nivel educativo primaria o una parte  (INEI, 
2022a, p. 113) lo que implica que dejó de estudiar en primaria, lo que se descri-
be en la Tabla 1. Esto significa que un cuarto de la población no tuvo hasta el año 
2021 educación básica completa, lo que resulta preocupante pues en el nivel 
primaria, se consolida las bases de la competencia comunicativa y matemática 
para el resto de la educación básica regular y superior.

Específicamente, relacionado a la permanencia escolar, los fenómenos atraso y 
deserción escolar, son motivo de interrogación. Gráficamente, la Figura 1, mues-
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tra la evolución de los indicadores de acceso 2016 a 2021. La proporción de 
matriculados de acuerdo con el nivel socioeconómico, el género y el área de 
residencia, indica en general que la matrícula desde el 2016 fue en aumento en 
todo el país hasta el año 2019, para el 2020 el índice de matriculados disminuyó 
abruptamente, manteniéndose bajo hasta el año 2021, lo cual podría haber sido 
ocasionado en parte por atraso en la matrícula o por la deserción. 

Otra razón de la diminución de matriculados podría tener su explicación en la 
incursión de la pandemia. Al comparar el nivel de matriculados entre niños y 
niñas se encuentra que del año 2017 para el 2018 hay un gran aumento para am-
bos géneros, pero esta subida es más pronunciada para las niñas. Sin embargo, 
desde el 2019 la caída es súbita y para ambos géneros en la misma proporción. 
Si comparamos los sectores más acomodados con los de menores recursos se 
puede observar que los de mayores recursos tienden a matricularse menos des-
de el 2020 y que siguen disminuyendo paulatinamente, sin embargo, las zonas 
más pobres se están recuperando en su nivel de matrículas.

Tabla 1. 
Población de 25 años a más que alcanzaron algún nivel educativo.

En la Figura 1, también se aprecia que, al comparar el nivel de matrícula entre 
estudiantes de zona rural y zona urbana, se observa que hubo un crecimiento 
sostenido hasta el 2019, de la zona rural. La zona urbana fue creciendo en su 
índice de matrícula solo hasta el 2018, al siguiente año se mantuvo con el mismo 
nivel de crecimiento.
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Figura 1. 
Matrícula a primaria según nivel socioeconómico, género, área de residencia

Para el 2020, época de pandemia, ambas zonas disminuyeron dramáticamente 
pero mucho más la zona urbana. La zona rural para el 2021 volvió a recuperar su 
ritmo de crecimiento, pero la zona urbana no solo no se recuperó, sino que si-
guió disminuyendo. Esto puede significar que, en las zonas rurales, los efectos de 
la pandemia no fueron muy significativos por la distancia entre pobladores y po-
blaciones, mientras que en la zona urbana hay mayor concentración de poblado-
res y, por ende, mayor nivel de infección. Sin embargo, cabe destacar que la tasa 
de matrícula hasta el año 2021 ha sufrido variaciones preocupantes sobre todo 
en el sector urbano, en la población con mayores recursos y en ambos géneros.

En la Figura 2, se observa en general que la asistencia se ha ido incrementando 
hasta el año 2019, para el 2020 decae enormemente y para el 2021 va recupe-
rándose. Tanto el área rural como urbana iban aumentando su asistencia hasta 
el 2019 pero el 2020 decaen en la asistencia de manera similar; sin embargo, 
para el 2021 la zona rural se dispara logrando un incremento similar al que tu-
vieron en el 2019 mientras que la zona urbana para el 2021 si bien aumenta lo 
hace en poca medida. 
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Figura 2. 
Asistencia a primaria según status socioeconómico, área de residencia, género, región 
natural

En cuanto a la asistencia entre hombres y mujeres para el 2018 había mayor can-
tidad de mujeres, para el 2019 se igualan ambos géneros y para el 2020 ambos 
grupos disminuyen enormemente y en la misma proporción. Para el 2021 los 
hombres aumentan en su asistencia, pero las mujeres se mantienen igual. Estas 
cifras son una visualización a nivel nacional, queda explorar el impacto interde-
partamental. A nivel país, indudablemente, en todos los gráficos, el año 2020 ha 
ocasionado un impacto en la tendencia de los indicadores de educación, parti-
cularmente en la educación primaria. 
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El acceso a la educación, representado en indicadores de ingreso a primaria, 
matrícula y asistencia estaría muy relacionado con los indicadores de perma-
nencia, entre los que se encuentran atraso y deserción en primaria. Al respecto, 
las recientes modificaciones a los reglamentos en función de las políticas inter-
nacionales abordando educación inclusiva, postpandemia, entre otros (Decreto 
Supremo N.º 007-2021-MINEDU, p. 9, 10), la emergencia sanitaria en 2020 que 
habría impactado de forma distinta según la ubicación geográfica (Ministerio de 
Salud, 2023), produciendo así, cambios en el progreso de la educación, específi-
camente en primaria, motivan esta investigación. De acuerdo a lo mencionado, 
es de interés estudiar los años de los periodos pre y postpandemia, a nivel De-
partamental en el Perú, principalmente la asociación espacial con indicadores 
socioeducativos.

El impacto en los indicadores de permanencia, según la ubicación geográfica de 
los Departamentos del Perú es una oportunidad a investigar. Por ese motivo, se 
plantea el problema de investigación en ¿Cómo se comporta la asociación geo-
gráfica entre vecinos inter Departamentales del Perú en los indicadores (a) atra-
so escolar y (b) deserción interanual escolar a nivel primaria?, más aún, ¿Cómo 
demostrar que esa asociación espacial se puede explicar conjuntamente con 
indicadores sociales? En ese sentido, los objetivos son explorar, espacialmente, 
en el periodo 2016 a 2021, los indicadores (a) atraso escolar de primaria y la (b) 
deserción interanual escolar en primaria de los Departamentos del Perú; deter-
minar la autocorrelación espacial, asimismo, asociar espacialmente (a) y (b) con 
los factores sociales (i) desnutrición crónica infantil, (ii) niños y adolescentes de 5 
a 17 años que trabajan y (iii) madres con educación superior completa. 

El atraso y la deserción escolar de primaria en el Perú, puede tener diversas cau-
sas como el tiempo de la familia  (Beltrán, 2013); el trabajo infantil, por ejemplo, 
el 2015 se realizó una muestra que determinó una relación directa con la de-
serción predominante en el área rural y en residentes en la región sierra (Tovar 
Obregón & Rios Cataño, 2017). En otro sentido, en el Perú. la deserción se ha 
relacionado con la formación ciudadana, democrática e intercultural de niñas 
(Camayo-Tolentino et al., 2022). En otras regiones, el origen social de la fami-
lia, el territorio y las condiciones de habitación, afectan entre otros aspectos en 
la ocurrencia de deserción escolar (Boniolo & Najmias, 2018); el impacto de la 
condición socioeconómica de los padres (Cardoso & Verner, 2007; Nishida et al., 
2022). Estudios relacionados del atraso escolar y el esta-tus de pobreza en el 
hogar, no sería un importante factor de atraso escolar en hogares urbanos, no 
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obstante sí lo sería en zonas rurales (Seshie-Nasser & Oduro, 2016), lo que se 
asemeja a las Figura 1 y Figura 2, la diferencia de los indicadores de acceso según 
género no destaca en el Perú. 

A nivel internacional, referido a estudios espaciales, a nivel condado, se ha estu-
diado la asociación espacial de ingresos de los condados de US y el porcentaje 
de estudiantes de secundaria matriculados en cursos de nivel avanzado con una 
mejor clasificación de calidad de vida y comportamiento sanitario (Walsemann 
et al., 2021). Socialmente, la diferenciación educativa y la diferencia de ingresos 
entre las zonas urbanas y rurales tienen un efecto agravante sobre la pobreza 
relativa rural en China por ejemplo (Tang, Li & He, 2023). El análisis espacial 
permite estudiar la desigualdad de género, el crecimiento económico y las ten-
siones religiosas entre otros factores sociales (Iqbal et al., 2022). La dinámica 
de migración que podría haber aumentado o disminuido y la atenuación demo-
gráfica natural (CEPAL, 2022, p. 14)  sugieren investigar el factor socioeducativo 
considerando la ubicación geográfica o espacial.

2.  METODOLOGÍA

2.1 DATA, VARIABLES, ALCANCE Y SOFTWARE

Múltiples indicadores educativos de 2011 a 2021 los publica el INEI (INEI, 
2022), asimismo, se publican en el sitio web ESCALE (ESCALE, 2023a) que 
pertenece al MINEDU. Principalmente se han utilizado los datos de ESCALE. 
Las definiciones de lo que significa (a) atraso (alumnos con atraso escolar) 
de alum-nos de primaria y (b) deserción interanual escolar, se encuentra de-
finido en la web ESCALE del MINEDU. La Tabla 2 muestra las definiciones 
de esos dos indicadores de permanencia y la unidad de medida según el 
MINEDU.
Para el análisis socioeducativo, la data en ESCALE, sitio web perteneciente a 
la Unidad de Estadísticas Educativas del Ministerio de Educación (MINEDU), 
contiene información de acceso, permanencia, progreso, impacto y contexto 
de la Educación Básica. Dentro de los Indicadores de Contexto se encuentran 
las variables elegidas para este trabajo.
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Tabla 2. 
Indicadores de la educación primaria por Departamentos 2018-2021

Nota. 1INEI (2022). 2ESCALE (2023a)

Los Indicadores de Contexto elegidos son: (i) Tasa de Desnutrición crónica in-
fantil de 0 a 5 años, (ii) Porcentaje de niños y adolescentes que trabajan con 
edades de 5 a 17 años y (iii) Porcentaje de alumnos de primaria con madres 
con educación superior universitaria completa. En la primera columna de la 
Tabla 3, se muestra los nombres de los archivos en Excel, que contienen las 
variables por años (2016 a 2021), en la segunda columna, la descripción de 
los Indicadores de Contexto, y, en la última columna, se describe la defini-
ción de cada uno de los Indicadores de Contexto, según el MINEDU.

Para obtener los resultados del análisis exploratorio descriptivo espacial (AE-
DES), los resultados de asociación espacial y los resultados del modelo de 
regresión espacial, se utilizó el software GeoDa versión 1.18. Para impor-
tar los datos hacia GeoDa, se denominó a cada variable con 10 caracteres 
a lo sumo. La Tabla 4  muestra los nombres asignados a las variables según 
cada año del periodo de estudio que el GeoDa permitió importar sin mostrar 
mensajes al respecto.

Tabla 3. 
Descripción, definición y nombre de archivos de los Indicadores de Contexto

Nota. Información tomada de la Serie desde 2016 - ESCALE - 
Unidad de Estadística Educativa, por ESCALE, 2023b.
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El alcance de la investigación se ubica en el Perú, dividido en 25 regiones, 
denominados Departamentos y la Provincia Constitucional del Callao, de-
nominada simplemente Callao según el INEI. En resumen, el mapa estará 
dividido en 25 regiones.

Tabla 4. 
Nombre de variables e Indicadores de contexto, por año

El sector objetivo es la Educación Básica Regular (EBR), en el nivel de edu-
cación primaria (sin discriminar sector público o privado), que incluye las 
edades de 6 a 11 años, que es la edad reglamentaria y otras edades que 
superan la edad normativa, la Figura 3  (Jopen, Gómez, Olivera, 2014, p. 10). 
El periodo de análisis va desde el año 2016 hasta el año 2021. Las salidas de 
análisis espacial se realizaron a nivel Departamentos del Perú.

Figura 3. 
Educación Básica Regular, Nivel primaria

 
Para el análisis espacial, se descargó del Instituto Geográfico Nacional (IGN 
por sus siglas) del Ministerio de Defensa del Perú (MINDEF por sus siglas)  
(IGN,2023), el archivo de tipo shapefile con extensión .shp del mapa del 
Perú, subdividido en 25 regiones, 24 Departamentos más la Provincia Cons-
titucional del Callao. 
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Cabe señalar que, la información departamental, proporcionada por el MI-
NEDU a través de la página web ESCALE, tiene la información, correspon-
diente a todos los indicadores, dividida en 26 áreas (no en 25). En la división 
del MINEDU, el Departamento de Lima ha sido subdividido en dos, en Lima 
Metropolitana y Lima Provincias. 

Para poder utilizar la data de escale que coincida con el mapa de 25 regio-
nes del MINDEF, se realizó un promedio ponderado por la proporción del 
tamaño de la población de Lima Metropolitana y Lima Provincias. La Tabla 5 
muestra estas proporciones de 2016 a 2021.  

Tabla 5. 
Total y proporción de la población del Departamento de Limaa 

Nota. aINEI (2022, p. 89). bASIS (2016). cLópez (2020a). dINEI (2017, p. 88). eLópez (2020b)

2.1 AEDES Y AUTOCORRELACIÓN ESPACIAL

Se analizarán los resultados descriptivos exploratorios de los indicadores. 
Primer objetivo, realizar un diagnóstico de Análisis Exploratorio Descriptivo 
(AED). Seguidamente, se analizará la autocorrelación espacial, por último, el 
Modelo de Regresión Espacial. 

Se calcularán los siguientes indicadores de asociación espacial entre los De-
partamentos. Se trata del Índice de Morán y el Índice de Geary Local. Una 
autocorrelación espacial positiva de Morán significa que los valores geográ-
ficamente próximos de una variable se consideran similares en el mapa. Tres 
casos: (1) Los valores altos tienden a situarse cerca de los valores altos, (2) 
Los valores medios tienden a situarse cerca de valores medios, (3) Los valo-
res bajos tienden a situarse cerca de los valores bajos. Una auto correlación 
espacial negativa de Morán, significa que los valores geográficamente próxi-
mos de una variable tienden a ser disímiles en el mapa (Shekhar & Xiong, 
2017, p. 1361). Es decir (1) Los valores altos tienden a situarse cerca de los 
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valores bajos, (2) Los valores medios tienden a situarse cerca de valores me-
dios, (3) los valores bajos tienden a situarse cerca de los valores altos. Inter-
pretación alternativa de la expresión matemática de Morán: es la covarianza 
ponderada por la matriz de pesos, dividido por varianza de los valores.

Se podrían aplicar varios tipos de matrices de pesos para establecer cuál o 
cuáles de estas matrices incluir en los cálculos de asociación espacial. Tras 
varias pruebas de ensayo, se seleccionó la matriz de pesos W={wij }nxn, con 
el criterio (1): wij=1 si Ai comparte frontera con Aj, en caso contrario wij=0.

El índice de Geary se enfoca en la disimilaridad. Utiliza la diferencia al cua-
drado como medida de disimilaridad. Sus valores están entre 0 y 2. Valores 
menores a 1 implica autocorrelación positiva, valores mayores a 1 implica 
autocorrelación espacial negativa. Valores igual a uno indica ausencia de au-
tocorrelación (Anselin, 2019, p. 3). 

LISA (local indicator of spatial association) (Anselin, 1995, p. 94) es cualquier 
estadístico que satisface primero, que LISA es una medida local de autoco-
rrelación, segundo, permite la descomposición de un coeficiente de auto-
correlación global en partes separadas, haciendo posible identificar las lo-
calizaciones individuales que más contribuyen a al autocorrelación global 
(Sokal, Oden & Thomson, 1998, p. 43).

Geary Local (Anselin, 1995, p. 100) es la versión local LISA. La hipótesis nula 
asociada con Geary Local es la aleatoriedad espacial. Esto significa que, en-
focándose en una observación, cualquier organización de valores en los ve-
cinos circundantes, es igualmente probable. El rechazo de la hipótesis nula, 
direcciona a la ausencia de aleatoriedad espacial local. Geary Local, sin em-
bargo, no sugiere una forma particular de asociación. Es decir, Geary local 
no está limitado una asociación lineal, también puede detectar asociaciones 
de forma no lineal. Las diferencias al cuadrado sugieren similitud, pero no 
puede revelar el tipo de similitud (Anselin, 2019, p. 7).
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Todas las salidas gráficas del análisis espacial descriptivo, de autocorrelación 
espacial y del modelo de regresión espacial, se realizaron con GeoDa 1.18 
(GeoDa, 2023). Entre las salidas que se analizaron están los mapas de per-
centiles de atraso y deserción expresada en porcentaje, para cada año desde 
2016 hasta 2021; gráficos de burbujas y gráficos de coordenadas paralelas. 
Asimismo, las salidas de autocorrelación espacial se realizaron también en 
GeoDa.

Para desarrollar la estimación por Regresión Espacial Geográficamente Pon-
derada, con el programa de GeoDa se aplicó Modelo Espacial General de 
Anselín (Arbia, 2006, p. 116).  

y=X β+ ρ W(1) y + e    ...... (3)
e=λ W(2) e + u             ...... (4)

De (3) y (4):
y=X β + ρ W(1) y + λ W(2) e + u   .......(5)

β     vector k-por-1 de parámetros regresivos
xi    vector k-por-1 de variables explicativas en el Departamento i
ρ     parámetro auto-regresivo
wij   ϵ  W(1)  matriz de pesos (puede o no ser estandarizada)
e      campo aleatorio espacial autorregresivo

Sustituyendo e por su valor
e=y-X β-ρ W(1) y  ............................(6)               

Se tiene
y=X β + ρ W(1) y + λ W(2) [y-X β-ρ W(1) y] + u   
Resultando en,
y=X β + ρ W(1) y + λ W(2)  y-λ W(2) X β -λρ W(1) W(2) y + u   .......(7)

En este trabajo, sólo se utiliza un orden de contigüidad, así W(1)=W(2)=W, con-
duciendo al modelo,
y=X β + (ρ + λ) Wy-λ WX β -λρ W2 y + u   ........(8)

En la estimación se utiliza la máxima verosimilitud, porque los estimadores 
Mínimo Cuadrados Ordinarios no proporcionan estimadores consistentes de 
los parámetros. La función log-verosímil es:  
l(ρ,λ,σ2,β;y)=X β + (ρ+λ) Wy-λ WX β -λρ W2 y + u  .........(9)
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Esta función se maximiza depender de un enfoque de verosimilitud de perfil 
obtenido sustituyendo algunos de los parámetros considerados, inicialmen-
te, como parámetros nuisance, por estimaciones coherentes de los mismos.

3.  RESULTADOS

3.1 DISTRIBUCIÓN DE ALUMNOS EN SITUACIÓN DE ATRASO ESCOLAR Y DE 
DESERCIÓN INTERANUAL

Las mayores tasas de (a) atraso escolar (aquellos alumnos que se matriculan 
a primaria con edad mayor a dos o más años a la edad establecida para el 
grado al que se matricula), se concentran en el Departamento de Loreto. 
Moquegua y Tacna están en posición ventajosa por tener las menores ta-
sas de atraso desde el 2016 al 2021.  La (b) deserción interanual (entendida 
como el número de estudiantes matriculados en un determinado nivel de 
primaria y que al año siguiente no volvieron a matricularse) máxima, está 
concentrado en Departamento de Loreto, en todos los años de estudio y 
las menores tasas de deserción, están concentradas en el Departamento 
de Moquegua. El rango promedio de estas diferencias es de 12.2 puntos 
porcentuales para atraso escolar y 3.3 puntos porcentuales para deserción 
interanual. Ver Tabla 6.

Tabla 6. 
Estadísticos de Atraso y Deserción interanual de alumnos de primaria
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3.2 ATRASO ESCOLAR 2016 A 2021

Espacialmente, a nivel de percentiles, la tasa de atraso escolar en el año 
2016 se ha concentrado en el percentil 50% - 90% con un total de 11 depar-
tamentos ubicados en Amazonas y Ayacucho de norte a sur y Lima a Ucayali 
de oeste a este. De igual manera, el percentil de 10% - 50% con un total de 
10 departamentos se concentra en el sur del país, sumando a ellos algunos 
casos registrados en Tumbes, Piura y Lambayeque. Sin embargo; el percentil 
de 90% - 99% concentra 02 departamentos, tales como Loreto y Huánuco 
con los mayores valores de atraso escolar Figura 4.

Figura 4. 
Percentiles de tasa de atraso escolar por Departamentos 2016 a 2021
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Figura 5. 
Atraso escolar vs Desnutrición, Niños y adolescentes que trabajan y madres con es-
tudios superiores, por cuartiles 2016 a 2017

Figura 6. 
Gráfico burbujas de atraso escolar en primaria vs Desnutrición, Niños y adolescentes 
que trabaja y madres con estudios superiores, por cuartiles 2018 a 2019
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Figura 7. 
Gráfico burbujas de atraso escolar de primaria vs Desnutrición, Niños y adolescentes 
que trabaja y madres con estudios superiores, por cuartiles 2020 a 2021

Se utiliza la siguiente numeración: (a) atraso escolar, (i) Desnutrición crónica 
infantil de 0 a 5 años, (ii) Niños y adolescentes que trabajan con edades de 
5 a 17 años y (iii) Alumnos de primaria con madres con educación superior 
universitaria completa. El Diagrama de Burbujas para el atraso escolar con 
las variables (i), (ii) y (iii), en los periodos 2016-2017; 2018-2019 y; 2020-
2021 se muestran en las Figura 5, Figura 6 y Figura 7 respectivamente. De 
forma general, destaca (iii), porque muestra una relación creciente (tamaño 
de la burbuja) para valores muy bajos de (0), (i) y (ii), color, abscisas y orde-
nadas respectivamente. Amazonas, Huánuco, Loreto y Ucayali representan 
los Departamentos con mayor atraso escolar, a partir del tercer cuartil siem-
pre asociados a valores altos de (i) y (ii), y valores medios de (iii), abscisas, 
ordenadas y tamaño, en ese orden. Desde el tercer cuartil hacia adelante, el 
comportamiento de las variables es como sigue: Loreto y Ucayali predomi-
nan como datos extremos; Amazonas, Huánuco, Pasco y San Martín, predo-
minan en el último cuartil de atraso escolar. Ancash, Apurímac, Cajamarca, 
Junín, La Libertad y Lima, entre el segundo y tercer cuartil del atraso escolar.
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Figura 8. 
Atraso escolar en primaria de 2016 a 2021 vs desnutrición crónica infantil, madres 
con educación superior completa y niños y adolescentes de 5 a 17 que trabajan

De acuerdo a la interpretación de coordenadas paralelas (Lind, Johansson & 
Cooper, 2009, p. 26)   de la Figura 9,  la Figura 8 relaciona el atraso escolar de 
primaria, la (i) Tasa de Desnutrición crónica infantil de 0 a 5 años, (ii) Porcen-
taje de niños y adolescentes que trabajan con edades de 5 a 17 años y (iii) 
Porcentaje de alumnos de primaria con madres con educación superior uni-
versitaria completa. Aproximadamente, en todos los años escolares de 2016 
a 2021, se vislumbran tres agrupamientos, de las líneas color turquesa, de 
color celeste y de color amarillo. Las líneas de color naranja lo mismo, excep-
to para los años 2016 y 2021. Las líneas de color rojo son un agrupamiento 
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de los valores atípicos, de acuerdo a la Figura 9 (j) excepto el año 2019.

Figura 9. 
Patrones de coordenadas paralelas

Nota. (a) y (b) relación lineal positiva y negativa respectivamente; (c) y (d) relaciones cuadrá-
ticas; (e) y (f) relaciones cúbicas; (g) discontinuidad o brecha; (h) relación sinusoidal; (i) y (j) 
agrupaciones dispersas. Elaboración propia

3.3 DESERCIÓN ESCOLAR EN PRIMARIA 2016 A 2021

Del mismo modo que para el análisis de atraso escolar, a nivel percentiles, en 
el caso de la tasa de deserción escolar interanual, en la Figura 10 se observa 
que el percentil 90% - 99% en el último año (2021) solo considera a Loreto, 
convirtiéndose Ucayali en uno de los 13 departamentos que conforma en 
grupo del percentil 50% - 90% en el año 2021, que se ubican principalmen-
te en el norte y centro del país. Asimismo; se observa que, en Lima, desde 
el 2018 hasta el 2021, la deserción escolar en primaria, ha descendido al 
percentil 50% - 90%, de los que entre 2016 y 2017 se encontraban en el 
percentil 10% - 50%. 
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Figura 10. 
Distribución por percentiles de la tasa de deserción interanual escolar de primaria 
por departamentos 2016 a 2021

Cabe indicar, que la deserción, ubicada en el percentil 10% - 50% al 2021 se 
ha concentrado en el sur del país, con un total de 11 departamentos, y que 
coincide con la reubicación de 02 departamentos que permutan en ese es-
pacio pertenecientes al percentil 1% - 10%.

Figura 11. 
Gráfico burbujas de deserción escolar vs Desnutrición, Niños y adolescentes que tra-
baja y madres con estudios superiores, por cuartiles 2016 a 2017
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Figura 12. 
Gráfico burbujas de deserción escolar vs Desnutrición, Niños y adolescentes que tra-
baja y madres con estudios superiores, por cuartiles 2018 a 2019

Figura 13. 
Gráfico burbujas de deserción escolar vs Desnutrición, Niños y adolescentes que tra-
baja y madres con estudios superiores, por cuartiles 2020 a 2021

La (b) deserción interanual escolar visualizada en las Figura 11, Figura 12 
y Figura 13, muestra altos valores de (iii) para bajos valores de (i) y (ii). No 
obstante, ante altos va-lores de (iii), el 2020 y el 2021, el Callao, La Libertad y 
Lima pasaron el tercer cuartil de la deserción escolar. En todo el periodo de 
análisis, 2016 a 2021, Loreto y Ucayali se ubican como atípicos superiores de 

7. Magen Infante.indd   1207. Magen Infante.indd   120 7/02/2024   10:56:527/02/2024   10:56:52



121 IECOSIECOS

Análisis espacial de la asociatividad socioeducativa con el atraso y la deserción escolar en educación primaria regular 
por departamentos, Perú 2016 a 2021

la proporción de (a) atraso escolar. Amazonas, Huánuco, Pasco y San Martín, 
se ubican después del tercer cuartil del atraso escolar. Desde el año 2018, 
el atraso escolar aumentó en el departamento de La Libertad, ubicándose 
después del tercer cuartil. Finalmente, desde el 2020, Callao y Lima, pasaron 
el tercer cuartil del atraso escolar.

Las coordenadas paralelas de la Figura 14, confirman los patrones de agru-
pamiento de los distintos departamentos del Perú, de acuerdo al ítem (i) de 
la Figura 9. A observar el ítem (b) de la misma figura, se confirma la relación 
inversa entre los Indicadores de Contexto (iii) con (ii), en todos los años del 
periodo de análisis. Los departamentos Loreto y Ucayali siguen mostrándose 
como datos atípicos superiores en el problema de la deserción interanual 
escolar.

3.4 ASOCIACIÓN ESPACIAL 2016 A 2021

Espacialmente, a nivel de departamentos del Perú, los indicadores (c) atraso 
escolar en primaria por cada grado escolar, del 1° al 6° grado, por cada año; 
(a) atraso escolar por cada año; la (b) deserción interanual de primaria por 
cada año y los Indicadores de Contexto, excepto (i) y (ii), son significativos en 
los indicadores de autocorrelación de Morán univariado, al 0.05 de nivel de 
significancia, de acuerdo a los resultados de la Tabla 7, lo mismo para todo el 
periodo de análisis (2016 a 2021). Con respecto a los indicadores de Morán 
bivariados según la Tabla 8, los indicadores (a) atraso escolar, (b) deserción 
interanual, a 0.05 de significancia, están espacialmente auto correlaciona-
dos con los Indicadores de Contexto (i), (ii) y (iii).

Tabla 7. 
Índices de Morán univariado de todos los indicadores
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Figura 14. 
Deserción escolar de 2016 a 2021 vs desnutrición crónica infantil, madres con educa-
ción superior completa y niños y adolescentes de 5 a 17 que trabajan

Los departamentos en cluster identificados con el indicador Geary Local 
alto-alto para la variable (a) atraso escolar en primaria son, Amazonas, La 
Libertad, Loreto y Ucayali el 2016; Amazonas, Loreto y Ucayali el 2017; Ama-
zonas, La Libertad, Lambayeque, Loreto y Ucayali el 2018; Amazonas, Callao, 
La Libertad, Loreto y Ucayali el 2019; Callao, La Libertad y Loreto el 2020; y; 
Amazonas, Callao, Lambayeque, Loreto y Ucayali el 2021. En todos los casos 
son significativos al 0.05 de nivel de significancia,  Figura 15. 
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Tabla 8. 
Índices de Morán bivariado con Indicadores de Contexto

Figura 15. 
Geary Local y conglomerados para el indicador estudiantes rezagados en la escuela 
primaria de 2016 a 2021
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Los clusters correspondientes al indicador (b) deserción interanual escolar 
de primaria, son, Amazonas, Huánuco, Loreto y Ucayali el 2016 y 2017; Huá-
nuco, Loreto y Ucayali el 2018 y 2019; Loreto y Ucayali el 2020; y; Amazonas, 
Loreto y Ucayali el 2021, Figura 16. Todos significativos al 0.05 de nivel de 
significancia.

Figura 16. 
Figura 16 Geary Local y conglomerados para el indicador estudiantes con abandono 
interanual de la escuela primaria de 2016 a 2021

En esta sección, se eligió realizar el modelo de Regresión Espacial con los in-
dicadores (a) atraso escolar y (b) deserción interanual escolar, para cada año 
del periodo de estudio. En total se corrieron 12 modelos. La Tabla 9 muestra 
los indicadores de evaluación de los modelos.
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Tabla 9. 
Salidas del modelo de Regresión Espacial simple

Evaluando los indicadores al 0.05 de nivel de significancia, todos los indica-
dores de Jarque-Bera para normalidad, no rechazan la hipótesis de norma-
lidad. La heterocedasticidad, evaluada con Breush-Pagam, Koenker-Basset y 
con White, presenta significancia a partir del modelo de Atraso2019 hacia 
Atraso2021; y, significancia para Deserción2016 hasta Deserción 2020 sólo 
con el indicador Koenker-Basser; para Deserción2018 con Breush Pagam y 
para Deserción2017 con White. El p-value de F, señala que todos los mo-
delos son significativos para al menos uno de los Indicadores de Contexto: 
(i) desnutrición crónica infantil, (ii) niños y adolescentes de 5 a 17 años que 
trabajan y (iii) madres con educación superior completa. Al mismo tiempo, 
excepto para los modelos de Atraso2016, Deserción2016 y Deserción2021, 
los coeficientes de determinación y los coeficientes de determinación ajus-
tados, explican menos del 50% de la variabilidad. 

Los estimadores de los coeficientes, son individualmente significativos de 
manera distinta para cada año e indicador. Para (a) atraso escolar, los In-
dicadores de Contexto individualmente significativos son: dci2016 el 2016, 
el 2019 y el 2020; meucp2021 el 2021. Para (b) deserción interanual esco-
lar, los Indicadores de Contexto, individualmente significativos son: dci2016 
y nyat2016 el 2016; nyat2017 y meucp2017 el 2017; meucp2018 el 2018; 
nyat2019 el 2019; nyat2020 el 2020; dci2021, nyat2021 y meucp2021 el 
2021 (ver Tabla 10).
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Tabla 10. 
Estimadores de los coeficientes 2016 a 2021
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Finalmente, para el diagnóstico de dependencia espacial, los resultados del 
GeoDa 1.18 utiliza una matriz de pesos estandarizada por filas. La Tabla 11, 
los indicadores de Morán y de Lagrange, de 2016 a 2021 todos los modelos 
muestran dependencia espacial. Sin embargo, con los indicadores robustos 
en general, no se puede afirmar la dependencia espacial.

Tabla 11. 
Diagnóstico para la dependencia espacial

4.  DISCUSIONES

La data utilizada de ESCALE, perteneciente al MINEDU, está clasificada en Pro-
ducto, Impacto, Recursos, Acceso, Permanencia, Progreso, Entorno y Contexto. 
Si bien, en esta investigación se abordó Permanencia y Contexto, se puede con-
tinuar el trabajo involucrando la Permanencia y el Impacto, o la Permanencia y el 
Producto, por ejemplo. Del mismo modo, se puede los puede analizar con facto-
res socioeconómicos pertinentes de otras fuentes. Se debe advertir que algunas 
bases de datos del MINEDU están registradas adecuadamente para analizar su 
comportamiento espacial, pero otras no tienen data completa, por lo que sería 
conveniente un plan de imputación o descartar su utilización.

Investigaciones orientadas a la educación primaria, no espaciales, datan de 2015 
para atrás. De hecho, más del 90% de la información oficial disponible y más 
actualizada, está limitada hasta el año 2021 (ESCALE, 2023b). Consecuentemen-
te, los estudios de periodos postpandemia, en educación, particularmente en 
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educación primaria, están en el tiempo preciso para ser abordados, específica-
mente, con enfoque espacial. 

Visto los resultados descriptivos, el mayor nivel en atraso y deserción escolar 
primaria a lo largo del periodo 2016 a 2021 lo tiene el departamento de Loreto, 
en segundo lugar, Ucayali. El menor nivel de atraso y deserción lo tiene Moque-
gua. Ahora, esta visualización inicial de los indicadores, da lugar a indagar, qué 
otras condiciones dan lugar a esos valores extremos, de atraso y deserción, en 
dos regiones geográfica y ambientalmente diferentes. Loreto es zona cálida de 
Selva al noreste del país, Moquegua es zona de clima moderado, de Sierra, al sur 
del país. En relación a atraso y deserción escolar primaria, quedan por explorar 
otros factores como por ejemplo la dependencia demográfica entre otros, que 
contribuirá a enriquecer los resultados de esta investigación.

Específicamente, el factor (iii) alumnos con madres con educación superior 
universitaria completa, cuya relación de asociación espacial es inversa, sugiere 
estudiar los factores educacionales del entorno humano a los alumnos con re-
sultados más desventajosos, no solamente el de la madre, porque los hijos y sus 
madres no siempre comparten suficiente tiempo juntos.

Estudios espaciales de los cluster visualizados, uno a uno, a nivel distrital, son 
una oportunidad para seguir profundizando en el tema de la educación primaria 
desde un enfoque geográfico. En esa misma dirección, queda pendiente analizar 
indicadores de educación primaria, asociada a variables ambientales, familiares, 
de género, entre otras. Otro tema, es abordar geográficamente, las característi-
cas de cada cluster visualizado aquí.
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Tabla 12. 
Departamentos del Perú agrupados dentro del tercer cuartil, y como extremos superio-
res al analizar (a) atraso y (b) deserción escolar primaria en el gráfico Burbujas

4.  CONCLUSIONES

Los recientes sucesos han alterado los indicadores de acceso y permanencia de 
la educación primaria en el Perú, las Tabla 1, Figura 1 y Figura 2, muestran cla-
ramente que en el año de la pandemia, el 2020, se modificó la tendencia de las 
cifras de acceso (matrícula y asistencia) a la educación. El acceso a la educación 
es la información base para saber si hubo atraso o deserción escolar. El cambio 
de tendencia, es una primera justificación para investigar la educación en perio-
dos pre y post pandemia, específicamente desde un enfoque espacial. 

A nivel nacional, descriptiva y visualmente, según los mapas de las Figura 4 y 
la Figura 10, corroborados en la Tabla 6, la distribución y agrupación de los De-
partamentos de acuerdo a los percentiles de la tasa (a) atraso escolar y (b) de-
serción interanual escolar a nivel primaria, tienen poca variabilidad, se puede 
deducir que el comportamiento de los departamentos en cada uno de los per-
centiles al 2021 ha sido muy parecido tanto en la tasa de atraso escolar y la tasa 
de deserción escolar interanual. 
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El análisis AEDES, mostró que luego de incluir los indicadores sociales (i) des-
nutrición crónica infantil, (ii) niños y adolescentes de 5 a 17 años que trabajan 
y (iii) madres con educación superior completa, en el análisis, se confirma que 
persisten tres agrupaciones de departamentos, cada agrupación está ubicada 
en diferentes cuartiles, con respecto (a) atraso escolar de primaria y la (b) deser-
ción interanual escolar en primaria. 

El análisis de los gráficos de Mapas de Percentiles (Figura 4 y Figura 10), los 
Gráficos de Burbujas (Figura 5, Figura 6, Figura 7, y; Figura 11, Figura 12, y Figura 
13) y de Coordenadas Paralelas (Figura 8 y Figura 14), confirman los 3 agrupa-
mientos de departamentos y, además, muestra que los mismos departamentos 
agrupados persisten a lo largo de los 6 años de estudio. En términos generales, 
el grupo de departamentos que se encuentra antes del 2° cuartil, está geográ-
ficamente ubicado en la zona Sur del Perú; el grupo de departamentos que se 
encuentra entre el percentil 50 y el percentil 90, está ubicados en la zona centro 
hasta la zona norte para el Oeste; y, el tercer grupo de departamentos, ubicados 
en después del percentil 90, se ubica entre el Centro y Norte del país. La Tabla 
12 muestra los resultados más desfavorables, datos mayores al 3° percentil y los 
datos extremos, por departamento. 

El análisis de autocorrelación espacial univariado de (a) atraso escolar y (b) de-
serción interanual escolar, evidencia que los vecinos geográficos en ciertos sec-
tores del mapa, sí asocian o se afectan unos a otros. Eso también lo demuestran 
los cluster significativos con los mapas resultantes de Geary Local Figura 15 y 
Figura 16.

El (a) atraso escolar y (b) deserción interanual de la educación primaria, según 
los resultados de este estudio, tiene dividido al país en tres grupos claramente. 
En términos reales, hay grupos de departamentos que están en gran desventaja 
de permanencia en la escuela primaria, otros, también en desventaja, ubicados 
después del 3er cuartil, y otros, entre el 2do y el 3er cuartil de los problemas de 
atraso y deserción.
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RESUMEN

Cuando se tituló este artículo, se buscó enfatizar con el fordis-
mo uno de los rasgos más característicos en la formación del 
ingeniero en la Universidad Nacional de Ingeniería (UNI), que 
aportó también a los años de mayor desarrollo de la ingeniería 
en el país. Al mencionar “ingeniero digital” se marca la impor-
tancia que debería tener este nuevo paradigma tecnológico en 
su formación académica actual. Esta institución, en busca de 
altos estándares académicos, ha logrado acreditar 20 de sus 
23 carreras de ingeniería con ABET, de las acreditadoras más 
prestigiosas a nivel mundial. Se argumenta en este estudio que 
ello es insuficiente para garantizar este objetivo de calidad; 
porque es necesario reflexionar primero sobre la exigencia de 
una revolución en la educación tecnológica, basado en la ob-
servación de los países con mejores estándares de calidad y 
en mejor relación universidad-empresa-estado; lo cual interesa 
para la formación de ingenieros relevante y eficiente en el país 
del siglo XXI.

Palabras clave: Cambio tecnológico siglo XXI, innovación y de-
sarrollo de los países, enseñanza de la ingeniería.

Recibido: 06/12/2022
Aceptado: 08/12/2023
Publicado: 30/12/2023

Correspondencia:
nlima@uni.edu.pe

https://orcid.org/0000-
0001-7257-2532

Licencia:

Revista de la Facultad de 
Ingeniería Económica, 
Ingeniería Estadística y 
Ciencias Sociales de la 
Universidad Nacional de 
Ingeniería

Revista IECOS, Investigaciones Económicas y Sociales 
Vol. 24, N° 2, diciembre de 2023, pp. 135-159  
DOI: https://doi.org/10.21754/iecos.v24i2.1614

ISSN: 2788-74080 (En línea)
ISSN: 2788-74080 (Impresa)

135 IECOSIECOS

8. Noemi Lima.indd   1358. Noemi Lima.indd   135 7/02/2024   10:58:197/02/2024   10:58:19



136 IECOSIECOS

Noemi Guadalupe Lima Fuentes

ABSTRACT

When this article was titled, it to emphasize Fordism, this characteristic feature 
in engineers training at National University Engineering (UNI), also contributed 
development´s years of engineering in the country. Mentioning “digital engineer” 
marks the important new technological paradigm in current academic training. 
This institution has managed to accredit 20 of its 23 engineering programs with 
ABET, prestigious worldwide accreditors. It is argued in this study that´s insuffi-
cient enough to guarantee this quality objective; because it is necessary to reflect 
first on demand for revolution education technological, based on the observation 
of countries with best quality standards and best university-business-state rela-
tionship; that is interesting for relevant training engineers in the country of the 
21st century.

Keywords: Technological change 21st century, innovation and development of 
countries, engineering education.

1.  INTRODUCCIÓN

En el año 2005, un ministro de educación publicó documentos sobre la ne-
cesidad urgente de cambios en la universidad peruana. Justificaba entonces 
esa posición así: “La universidad peruana, de persistir en sus actuales carac-
terísticas, no tiene futuro” y más adelante señala: “se considera que aquella 
situación compromete igualmente al futuro del país, acentuando su debilidad 
estructural en un contexto global marcado por el predominio del conocimien-
to especializado como fuente de poder” (Lynch, 2005). Muchas de las solucio-
nes planteadas se plasmaron con posterioridad en la nueva ley universitaria 
30220 del 2014 (Ley 30220 de 2014); marco legal que actualmente está siendo 
modificado por factores políticos que generan un peligroso retroceso en la uni-
versidad peruana. En este estudio, se reflexionará sobre la necesidad de ir más 
allá de lo logrado con la citada ley promover los cambios que cada universidad 
debe atender según su misión y visión, enfocado en los retos tecnológicos ac-
tuales. 

Analizar el caso de la Universidad Nacional de Ingeniería es particularmen-
te importante por su naturaleza académica tecnológica y por su implicancia 
en la formación del ingeniero. Existen dos aspectos importantes: el primero, 
prestar atención al desarrollo tecnológico poco atendido académicamente en 
la enseñanza. Y el segundo, que la mayoría de las carreras están muy ligadas 
con el desarrollo industrial fordista, sistema previo a la revolución digital y al 
paradigma de la sostenibilidad en desarrollo en el siglo XXI.
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Con la reforma universitaria de 1918 iniciada en Argentina, en busca de la au-
tonomía de la institución académica para cumplir su rol de crear conocimien-
tos y formar profesionales calificados que se comprometan con el desarrollo 
del país, se logró la Autonomía universitaria frente a autoridades políticas o in-
tereses privados que impidan la reflexión neutral que permita el avance cultu-
ral. Con los eventos similares que ocurrieron en el Perú se logró parcialmente 
dicha autonomía: se llegó a un sistema universitario de muy baja calidad que 
motivó la nueva ley universitaria del 2014, mediante la cual se buscó cumplir 
con “La necesidad ineludible del trabajo académico de calidad. Trabajo aca-
démico que genere un espacio de conocimiento de acuerdo a las necesidades 
del país y una profesionalización pertinente” (Lynch, 2005). Todo ello se pudo 
iniciar con la creación de la Superintendencia Nacional de Educación Superior, 
SUNEDU.

Luego de la decisión tomada por el gobierno de reformar la educación supe-
rior, se impusieron procesos de licenciamiento que promovieron procesos de 
la autoevaluación. En este punto es importante citar lo siguiente respecto a la 
universidad peruana:

La producción del conocimiento, función esencial de la universidad, se 
halla totalmente relegada, particularmente en el área estratégica de 
las ciencias básicas y la tecnología. No hay lineamientos generales, de 
alcance nacional que coordinen la investigación en las universidades, 
fijando prioridades y división de funciones al menos entre las univer-
sidades públicas. Situación que se repite en cada universidad. Ello da 
cuenta del aislamiento de la universidad con respecto a su entorno, en 
particular con las empresas y el Estado; pero es ante todo resultado de 
la escasa atención puesta por los gobiernos de turno al desarrollo de 
nuestra base científico tecnológica (Lynch, 2005).

Es en torno a esta realidad de la universidad peruana, que se reflexiona sobre 
el sistema de la educación superior, con el propósito de aportar en su construc-
ción. En este caso, se enfatizan de las necesidades de actualización tecnológica 
y los necesarios cambios en la formación en carreras de ingeniería de la UNI.

Panorama actual que influye en el rol de las universidades

Decir que el contexto mundial ha cambiado explica poco, a partir de ahora se 
debe hablar en términos de velocidad del cambio, por ello lo correcto sería 
decir que es “cambiante”. Para muchos teóricos es insuficiente que a esta rea-
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lidad cambiante se la defina como una etapa más de la historia, puesto que es 
un momento de cambio radical que está transformando todas las actividades 
humanas como el hogar, el trabajo, el estudio y el ocio; el cómo las personas 
se comunican y se socializan hoy.

A partir de los grandes descubrimientos actuales y con herramientas construi-
das con las nuevas tecnologías de la información se habla de una nueva era: la 
era digital. Toffler (1980) lo define así: 

Las viejas formas de pensar, las viejas fórmulas, dogmas e ideologías, 
por estimadas o útiles que nos hayan sido en el pasado, no se adecúan 
ya a los hechos. El mundo que está rápidamente emergiendo del choque 
de nuevos valores y tecnologías, nuevas relaciones geopolíticas, nuevos 
estilos de vida y modos de comunicación, exige ideas y analogías, clasi-
ficaciones y conceptos completamente nuevos. No podemos encerrar 
el mundo embrionario de mañana en los cubículos convencionales de 
ayer. Y tampoco son apropiadas las actitudes o posturas ortodoxas. (p. 
5)

Ya desde los 80s, se presentan dos grandes paradigmas que liderarán luego el 
pensamiento mundial en el siglo XXI, uno es la preocupación por la sostenibi-
lidad del planeta; y el segundo, el nacimiento de la era digital. La importancia 
del primer paradigma radica en el reconocimiento de que los sistemas de pro-
ducción y de crecimiento de ciudades continúan dañando al medio ambiente. 
El segundo, consiste en el abandono de sistemas tecnológicos caducos y obso-
letos, superados en efectividad y productividad por herramientas nacidas en la 
nueva era digital. En este sentido, Toffler (1980) argumenta:

La clave para la comprensión de los años inmediatamente venideros. Es 
un acontecimiento tan profundo como aquella primera ola de cambio 
desencadenada hace diez mil años por la invención de la agricultura, o 
la sísmica segunda ola de cambio disparada por la revolución industrial. 
Nosotros somos los hijos de la transformación siguiente, la tercera ola. 

En la figura N°1 se muestra la tecnología actual empleada para la construcción 
en la forma tradicional, mientras que comparada con la figura N°2, se automa-
tiza la forma de construir, desapareciendo significativamente el trabajo huma-
no e irrumpiendo las tecnologías de punta con un robot constructor.
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Figura 1. 
Ejecución de obra en Perú 

Nota. Tomada de Sensor, 2022.

Figura 2. 
Uso de robot en construcción. 

Nota. Tomada de Arcus Global, 2022.

Con todo ello se va a reacomodar el liderazgo y poder de los países en el mundo, 
en función a los niveles de productividad alcanzadas por las tecnologías dispo-
nibles. 

Se reconoce entonces que cada país ha ido incorporando nuevas tecnologías por 
la demanda del mercado, lo que ha resultado en disparidades de desarrollo a 
partir de diferentes niveles de investigación, innovación y desarrollo. Se requiere 
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saber luego sobre la relación entre cambio tecnológico y competitividad de los 
países y, todo ello, con el liderazgo de las universidades de esos países.

La universidad tecnológica en el Perú: caso la UNI

El caso de la Universidad Nacional de Ingeniería (UNI) reviste una importancia 
significativa, ya que ostenta el título de ser la primera institución educativa tec-
nológica del país, destacándose por su especialización en disciplinas vinculadas a 
la ciencia y la ingeniería. La creación de la Escuela de Ingenieros, precursora de la 
UNI, se fundamentó en la creciente demanda de formación en esta especialidad.

El valor añadido de la UNI se manifiesta en su enfoque práctico, un logro que se 
materializó gracias a la participación activa de ingenieros europeos que habían 
emigrado con el propósito de llevar a cabo proyectos de envergadura en el país. 
Este aporte, más orientado al ejercicio profesional que a la mera enseñanza, ha 
dejado una huella significativa en el desarrollo y la consolidación de la UNI como 
referente en la formación técnica y científica en la región. A partir de ello se sien-
tan las bases de esta formación profesional. 

Las carreras fueron especializándose conforme se alcanzaba un mayor desa-
rrollo industrial-urbano en las ciudades. En los 80s surgen algunos intentos de 
adecuación a los cambios por parte de la universidad, con la creación de nuevas 
carreras para la nueva tecnología. En la figura N°3, se muestran las diferentes 
carreras de ingeniería que creó la UNI por el año de creación.

Figura 3. 
Años de creación de las carreras de ingeniería de la UNI

Nota. *Año aprox. Los documentos difieren en el año oficial. Adaptado 
de Soria et al., 2012, Fondo Editorial UNI
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La identificación del rol de las universidades como la UNI, se expresó en su con-
dición de transmisora de tecnología a través de sus profesionales, contribuyen-
do así con el desarrollo empresarial, económico y social del país.

Antes, con el desarrollo industrial, se establecieron las formas de producción 
tipo fordista, es decir de tareas seriadas, repetitivas en grandes centros de pro-
ducción. Sucedió que en los 80´ el gobierno libera la economía, en un contexto 
en que industria de sustitución de importaciones, estaba desactualizada y con 
pobre competitividad. Por ello, la participación del sector industrial se redujo, 
siendo superado por el sector de servicios. Se pierde con ello la relación produc-
ción-universidad que se mantenía hasta entonces. 

En la actualidad esta relación exitosa empresa-universidad-Estado debe ser re-
planteada, en términos de adecuación y solución a la actual situación de retraso 
tecnológico en que se encuentra el Perú. En este escenario, las universidades 
como el caso de la UNI, ha respondido al crear nuevas carreras de ingeniería 
(Soria et al., 2012), pero sin una estrategia clara de articulación con los cambios 
descritos. Según Salazar “El valor de la innovación requiere que las organizacio-
nes desarrollen capacidades tecnológicas internas y capacidad de conocimiento 
(2014).

 Se han venido actualizando las currículas de las carreras que se crearon, siempre 
basadas en las anteriores estructuras académicas, no obstante, incluso las nue-
vas tienen un inicio curricular a partir de las carreras existentes. Ello se comprue-
ba con los sílabos que mantienen sus contenidos. La desactualización sucede 
porque falta resolver los contenidos de ciencia dura de naturaleza teórica, frente 
a las asignaturas aplicativas, que deberían demostrar los cambios principalmen-
te en sus prácticas. Igualmente, al desvincularse directamente de las industrias, 
la universidad careció de una estrategia para suplir prácticas preprofesionales de 
gran calidad que tenía antes.

2.  METODOLOGÍA

El propósito del presente estudio consiste en abordar la interrogante sobre la 
conexión entre la economía, la competitividad a nivel nacional y la innovación 
en universidades a nivel mundial. Este análisis busca respaldar la necesidad de 
un cambio tecnológico en instituciones académicas similares a la Universidad 
Nacional de Ingeniería (UNI).
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Para llevar a cabo esta indagación, se realizará un examen detallado de las prin-
cipales universidades a nivel global y se evaluará la posición económica y compe-
titiva de los países en los que estas instituciones están ubicadas. El enfoque será 
tratar el estudio como un caso, delineando los requisitos básicos e inmediatos 
que la UNI debería priorizar al formar ingenieros.

El objetivo adicional es que este análisis sirva como modelo, incentivando a otras 
universidades a realizar su propio examen, fortalecer su sentido de identidad y 
avanzar en procesos de actualización. En última instancia, se busca fomentar un 
contagio positivo que promueva cambios similares en otras instituciones edu-
cativas.

3.  RESULTADOS

Se aprecia en la figura N°4 el crecimiento de las economías en el mundo desde 
1980 a 2022.

Figura 4. 
Crecimiento de las economías en el mundo 1980-2022

Nota. Tomado de As dez mairoes economías do mundo, adaptado de Diniz, 2017, EcoDebate.

Los datos muestran la relación los niveles de competitividad que han alcanzado 
y el desarrollo tecnológico de los países. Según el WEF (World Economic Forum), 
la competitividad se define como “el conjunto de instituciones, políticas y facto-
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res que determinan el nivel de productividad de un país” (s.f.); a partir de esta 
definición, se observa que la competitividad influye en el crecimiento de sus 
economías y, como se vio anteriormente, las nuevas formas de producir auto-
matizadas han aumentado sustancialmente su productividad.

Pezo (2013) relaciona la competitividad y la innovación, señala que actualmente 
la competitividad, al margen de la innovación y la tecnología, estaría impidiendo 
el desarrollo productivo, cuando afirma 

Las empresas que querían afrontar con éxito la competitividad, necesi-
taban organizarse en redes de cooperación tecnológica, integrándose en 
sistemas de producción e innovación estrechamente articulados y con-
centrados muchas veces en una misma localización, ya que estos propi-
cian un intenso intercambio informativo y un rápido aprendizaje tecno-
lógico (Pezo, 2013).

En la figura N°5 se muestra el mapa Grado de innovación por países 2022. Se 
observa que las economías más importantes del mundo, identificadas con los 
colores más intensos, lideran la innovación. Asimismo, se puede apreciar la baja 
o nula presencia, en este campo, de países en vías de desarrollo como el Perú y 
otros de América del Sur. 

Figura 5. 
Mapa grado de innovación países 2022.

Nota. Tomado de These Are the World’s Most Innovative Economies, 
adaptado de Jamrisko y Wei Lu, 2017, Bloomberg markets.
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Frente a esta información, es importante destacar que gran parte de la innova-
ción proviene de las universidades, las cuales implementan diversas estrategias 
de financiamiento y actualización. En las siguientes secciones, se abordará el 
papel fundamental de las universidades en el proceso innovador. Para una com-
prensión más completa, se recomienda profundizar en el análisis de las causas 
subyacentes de retraso y dependencia, especialmente en el caso de Latinoamé-
rica (L.A.), y explorar cómo iniciar de manera estratégica su desarrollo.

En la figura N°6 se muestra el PBI 2011-2021 de los países de Latinoamérica.

Figura 6. 
PBI 2011 -2021 países Latinoamérica 

Nota. Información tomada de Banco Mundial, s.f.

Al abordar la competitividad en Latinoamérica desde la perspectiva del desarro-
llo económico de cada país, se evidencia una marcada disparidad en los niveles 
del Producto Interno Bruto (PBI) de sus economías. Brasil, situado en la primera 
posición, representa aproximadamente el 34% del PBI de la región latinoame-
ricana. En conjunto con México, estos dos países ostentan más del 50% del PBI 
total en la región, alcanzando un significativo 61%. En contraste, hay naciones 
cuyas economías contribuyen con tan solo el 1% al PBI latinoamericano, subra-
yando así la brecha económica significativa entre los diversos países de la región 
y evidenciando el rezago de muchos de ellos. Otro aspecto destacado es la ten-
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dencia general al decrecimiento económico, con pocas economías exhibiendo 
un crecimiento sostenido, incluso antes de la pandemia del 2019.

En este contexto, se procede a analizar las universidades tecnológicas a nivel 
mundial, las cuales coincidentemente lideran los rankings durante esos años. 
Para este análisis, se han considerado las 30 instituciones educativas principales 
en la producción de conocimiento e innovación a nivel global.

En la Tabla N° 1, se muestra a las mejores 30 universidades del mundo y sus 
países de origen. 

Tabla 1. 
Universidades top mundial

Nota. Información tomada de Top Universities, s.f.
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Se aprecia que hay una fuerte coincidencia entre los países de economías de-
sarrolladas y el liderazgo académico de sus universidades (el resaltado amari-
llo destaca las universidades tecnológicas). De la misma forma se observa que 
aprox. el 50% de ellas presentan explícitamente una orientación tecnológica. 
Todas de países desarrollados.

En la figura N° 7 siguiente, se grafica la distribución porcentual de las mejores 
universidades a nivel de Latinoamérica. Se vuelve a repetir esta relación, sólo 6 
países están presentes entre las 50 mejores.Hay una presencia de 2 países: Brasil 
y México. Ambas representan casi el 50% (48.3%).

Figura 7. 
Distribución mejores universidades Latinoamérica 2022

Nota. Sobre la base de las primeras 50 universidades L.A. 
Adaptado de Bloomberg, s.f.

Se aprecia ahora en la tabla N°2 un cuadro comparativo de las universidades 
según su ubicación en el ranking y país de origen, la ubicación relativa de sus 
economías por PBI y el grado de innovación en América Latina.

Tabla 2. 
Ranking A.L.* Universidades vs. Ranking innovación países

Nota. * A.L.=América Latin. Información tomada del Fondo Monetario Internacional y Scimago.
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Destaca la correspondencia entre países de mayores economías y más innova-
doras con las mejores universidades. Pero hay un desfase en Latinoamérica, ya 
que la primera universidad que aparece está en el puesto 72 del ranking mun-
dial; y en el caso del Perú, la primera universidad aparece en el puesto 1012.

Para referenciar al Perú, se presenta a continuación en la figura N°8 la distribu-
ción por regiones de las 22 primeras universidades nacionales. Es notorio que 
las mejores rankeadas se concentran en la capital, donde se ubican 3/4 de ellas. 
Hay una escasa presencia de las otras regiones entre las primeras en el ranking 
de excelencia institucional, como se aprecia en el siguiente gráfico.

Figura 8. 
Distribución mejores universidades Perú 2022

Nota. Sobre la base de las primeras 22 universidades 
del ranking nacional. Información tomada del Bloomberg.

Competitividad del Perú y desarrollo de ciencia y tecnología

Investigadores peruanos han demostrado su interés en la innovación en el Perú, 
entre ellos el ingeniero Alfredo Pezo y el ingeniero Francisco Sagasti, ambos aca-
démicos. Mientras que el Ing. Pezo opinaba que “Según la WEF, en el corto plazo, 
un país podría generar bienestar sin invertir en tecnología, pero en el mediano 
plazo es imposible que pueda lograr crecimiento económico si no cuenta con in-
novación tecnológica” (Pezo, 2013), el Dr. Sagasti et al. (2012) mencionaba que:

En investigación científica y desarrollo tecnológico (I+D) estamos a la cola 
de América Latina, dedicándole sólo 0.12% del PBI, y las universidades 
peruanas no figuran entre las mejores de la región. Los fondos concur-
sables (INCAGRO, FINCyT, FIDECOM) han aumentado la disponibilidad 
de recursos para ciencia y tecnología, que también recibieron aportes 
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significativos del canon. Sin embargo, en 2010 el sector público ejecutó 
sólo S/350 millones, la mitad de lo presupuestado para I+D. La dotación 
de recursos humanos altamente calificados no ha aumentado aprecia-
blemente, y trabas burocráticas impiden el uso adecuado de los pocos 
recursos disponibles.

Se observa en la figura. N°9 siguiente los gastos en ciencia y tecnología por paí-
ses en Latinoamérica en relación al PIB. 

Figura 9. 
Porcentaje del PBI a Ciencia y Tecnología países 2018

Nota. Porcentaje de I+D como Gasto del PIB. Adaptado de RICYT, 2018.

Se aprecia la dispar contribución de los gobiernos para impulsar su desarrollo 
tecnológico. Algunos como Brasil lidera muy alejado, seguido por pocos países 
como Argentina, México y Chile; y con poca presencia se aglomeran los demás 
países como el Perú. Se comprueba el rezago en inversión en ciencia y tecnología 
de este país, se demuestra la escasa disponibilidad de recursos asignados para 
esta tarea; se resta con ello la capacidad competitiva frente a otros países.
Al analizar las universidades tecnológicas de países latinoamericanos, la mayoría 
han seguido los mismos procedimientos frente a la actualización que en Perú. 
Pero han sido más exitosos en incorporar innovaciones. 

De esta primera parte podemos concluir que hay relación entre innovación, cre-
cimiento económico y desarrollo académico en ciencia y tecnología.
Se observa a continuación la figura. N° 10, que muestra la ubicación relativa de 
los países según sus PIBs y su nivel de innovación de sus universidades en A.L. 
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Figura 10. 
Innovación y tecnología Latinoamérica 2022

Nota. Información tomada del Banco mundial y Top universities.

Hay un acompañamiento de la innovación con la posición relativa de la universi-
dad y del país en el entorno latinoamericano, siendo esta relación mejor en unos 
que en otros.
Se debe reafirmar ahora, la necesidad de la innovación como estrategia de cam-
bio tecnológico. Si se le define se tiene que “la innovación es utilizar el conoci-
miento para crear productos, servicios o procesos que son nuevos para la em-
presa, o en su defecto mejorar los que ya existen” (Rivas, 2023). Esta ha sido 
la causa por la cual las naciones han realizado cambios con lo cual lideran sus 
universidades y sus economías. Se debe a que se ha adoptado características 
modernas: ser funcionales y competitivas, se cuenta con sistemas productivos 
versátiles, pequeños, flexibles,de rápida absorción tecnológica, capaces de mo-
dificaciones importantes o drásticas, todo lo contrario a la forma de producción 
de tipo fordista.

Aún ello, una posibilidad asoma, que se pueda saltar etapas y adecuar los niveles 
más avanzados a un estratégico sistema de cambio tecnológico nacional. Algu-
nos desarrollos en Perú alientan esta posibilidad, por ejemplo, la sorprendente 
expansión de la agroindustria.

En la tabla N° 3 siguiente, se presenta un cuadro comparativo entre la posición 
de las universidades a nivel L.A. y la relativa posición en innovación de las 12 
primeras universidades del Perú.
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Tabla 3. 
Innovación y universidades Perú 2022

Nota. Información tomada de Scimago y Top Universities

Al observar lo que pasa en Perú, se nota rezago tecnológico en las universidades. 
Los mayores impulsos innovativos entonces estarían dadas por las actividades 
dinámicas en la producción con iniciativa de las empresas peruanas en regiones; 
y el sector servicios en la capital. Hay escasa relación entre innovación y mejores 
universidades, lo cual demostraría que aún las instituciones superiores se basan 
en formas tradicionales de prestigio académico. Así mismo habría poco interés y 
penetración del factor tecnológico en estas instituciones.

La innovación en el país lo representan en la actualidad las Startups, que se de-
fine como sigue. “Un Startup o empresa emergente corresponde a un negocio 
en su etapa temprana cuyas características lo llevan a ser rápidamente escala-
ble en el mercado con el apoyo de diversas tecnologías” (Orientación Universia, 
2020). A su vez, en ellas se combina el uso de tecnologías por emprendimientos 
universitarios con interés de asociación de empresarios o fondos de inversión. 
Actualmente esta forma de innovar crece aceleradamente, pero su nivel de es-
calamiento es pequeño, todo un caso de estudio, por el bajo impacto en generar 
riqueza. En Perú existen en muchas universidades estas colaboraciones acade-
mia-empresa. 

Se muestra en la tabla N° 4 siguiente, los Startups por universidades en el país, 
que se está en etapa de formación y que requiere mejorarse. Existen además 
otras de ellas fuera de las universidades.
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Tabla 4. 
Innovación en universidades por Startup

Nota. Información tomada de Orientación Universia, 2020.

El desarrollo de Startups es uno de los indicadores del ritmo de innovación en el 
nivel superior. Queda pendiente un elemento importante, como es la situación 
de los laboratorios, tipos y equipamiento que se dispone en cada institución 
como oferta de infraestructura.
Otro intento de la innovación en las universidades fue al creación de la red Re-
didi que son:
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Las siete universidades más importantes en Ciencia, Tecnología e Inno-
vación de Perú, conforman RED IDi, para vincular y articular la oferta de 
ciencia y tecnología, investigadores y científicos con el sector empresarial 
y gubernamental, otorgando valor agregado mediante investigación, de-
sarrollo e innovación a través de soluciones reales en sectores producti-
vos globales. (2022)

Actualmente su actividad es de bajo impacto, se dedica más a la difusión de 
bibliografía y concursos de innovación aislados. Esto se explicaría porque se re-
quiere una convergencia de otros actores que compartan el beneficio de la in-
novación en tecnología, como lo señala otras experiencias de mayor desarrollo 
como es México:

La I+D+i no puede existir sin la obligada sinergia de varios sectores, que 
necesitan dar su mano para progresar juntos hacia un proyecto común: 
las empresas, piezas clave del sistema productivo; las universidades, la 
cocina por excelencia del talento y la piedra angular de todo el proceso; 
la Administración, sirviéndose de sus entidades públicas para dar apoyo y 
refuerzo a la innovación; así como diversas organizaciones e instituciones 
de índole privada que fomentan la calidad y la excelencia de la cadena 
que conforma la I+D+i. (CEREM, 2022)

La teoría sustenta esta búsqueda de sinergia que active la innovación de forma 
significativa como lo menciona Kuhn y el concepto de paradigma. “El concepto 
de paradigma. Lo definió como el sistema de creencias compartidas por la co-
munidad científica, los valores comunes, las formas como las operan” (2019). 
Señala Kuhn que debe haber “Recursos y orientación (AAPP), conocimientos de-
sarrollados (Universidad) y Estrategias concretas de aplicación (Empresas)”.

Finalmente, se debe replantear el rol de la universidad en crear conocimiento, 
ya que el énfasis actual se enfoca en la formación profesional frente a la inves-
tigación. Resulta que en la actualidad el conocimiento se gestiona, es decir la 
utilización; y está considerado como un activo de las universidades:

La práctica de explotación de nuevas tecnologías se ha venido caracte-
rizando por medio de los sistemas nacionales de innovación que no son 
otra cosa que una red de entidades sociales públicas, privadas y mixtas, 
cuyas actividades e interacciones contribuyen a la obtención, generación, 
aplicación, apropiación, difusión y explotación de conocimiento económi-
camente útil. (Fuentes Morales, 2010)
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4.  DISCUSIÓN

A partir de este estudio, se reafirma el rol preponderante de la tecnología, me-
diante la innovación, desarrollos e investigación en el presente siglo.

Según los especialistas, los países de economías pequeñas que nunca alcanza-
ron el desarrollo industrial esperado y que conviven con formas de producción 
primaria extractivas y agrícolas, pueden ingresar a este cambio tecnológico. El 
éxito se basaría en armonizar desarrollos locales con una dosis adecuada de in-
novación. 

  Algunos ejemplos lo demuestran. El actual crecimiento agroindustrial peruano, 
según la SNI (Sociedad Nacional de Industrias, 2023) de Perú, la agroexportación 
entre 1979 y 2019 ha crecido 83,5 veces. Ello dice que es posible alcanzar el 
progreso deseable y que las universidades tienen un rol central en encontrar esa 
fórmula.

Otro factor para observar es el alto grado de concentración del poder económico 
y científico en el mundo, tema muy importante que atender por el papel estraté-
gico de la tecnología en el siglo XXI.

Existen teóricos que destacan el posible dominio mundial de los dueños de las 
nuevas tecnologías, incluso es motivo de estudios especializados como lo señaló 
el autor que afirmó lo siguiente:

Gran parte de lo que ahora llamamos “ciencia avanzada” fue desarrollada 
por científicos de países ricos para resolver los problemas de los países 
ricos. Muy poca investigación se ha encaminado a tratar los problemas 
cotidianos de los pobres del mundo. No obstante, cualquier “política de 
desarrollo” que comience cegándose a las potencialidades del conoci-
miento científico y tecnológico avanzado, condena a cientos de millones 
de desesperados, hambrientos y esforzados campesinos a una perpetua 
degradación. (Toffler, 1980)

Por ello hay que interesarse en las características de esta adopción, si ello es 
bueno o malo al país, si es accesible, posible, pertinente.

Cambio tecnológico.

Se sabe que el conocimiento está en un proceso de producción continua y en 
acelerada transformación. Actualmente la disponibilidad de información en re-
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des que da la informática, pone a disposición del hombre conocimientos como 
nunca en la historia. Esa misma velocidad crea una necesidad impostergable de 
cambio. Por otro lado, como se señaló anteriormente, las ingenierías crecieron 
con mayor éxito en el siglo XX. Fueron protagonistas del desarrollo industrial y 
de infraestructura, apoyaron el crecimiento de ciudades al facilitar las múltiples 
funciones que realizan (Soria et al., 2012). Se puede sintetizar, que fueron efi-
cientes en un tiempo y espacio físico delimitado. Pero hoy ello se ha alterado 
con nuevos paradigmas. 

El avance científico ha permitido la aparición de la virtualidad. Las sociedades 
se liberaron del tiempo y el lugar que limitaban la comunicación y demás acti-
vidades humanas. Hoy los tiempos son móviles y/o simultáneos, de diferentes 
velocidades; y los tipos de espacio ha variado, se habla entonces de “tiempo 
real” y “espacio virtual” respectivamente. Junto con eso, se avanzó a su vez en 
la automatización de las actividades humanas a partir de la microelectrónica 
que creó el chip y con ello la incorporación de inteligencia en las máquinas y los 
objetos. Aparece entonces un término que se basa en la inteligencia artificial, y 
que describe muchos de los inventos e innovaciones tecnológicas: los sistemas 
inteligentes. Se trastoca la forma de producir en las fábricas y manufactura. La 
disrupción acuñó un nuevo término “industria 4.0” y en el campo de la sosteni-
bilidad “la economía circular”.

Como se comentó antes, a finales del siglo XX, surge a su vez una reflexión im-
portante sobre los daños al planeta, y la necesidad de la búsqueda de su preser-
vación. Se desarrolló la investigación científica para tecnologías más limpias, so-
bre todo en los procesos productivos y la vida en las ciudades. Con información 
abundante en calidad y cantidad, se estudió muchos campos, entre ellos, formas 
de producción menos invasivas, tipos de energía más eficientes, preservación de 
ecosistemas y de recursos naturales referidos a animales y plantas; que dio paso 
a descubrimientos de alta complejidad, gracias al desarrollo de la biomedicina 
y la genética. 

El papel del trabajador en el sistema de producción ha variado también. Muchas 
funciones humanas se han automatizado, las jornadas y división de los trabajos 
se han relativizado. Ya se hablaba del trabajo virtual cuando emergió la pande-
mia del 2019, aplicándose luego masivamente a nivel global dada la contingen-
cia.

Así mismo, se debe mencionar la globalización actual de la sociedad y la econo-
mía. Debido a la ruptura de las fronteras del tiempo y el espacio, se puede reali-
zar actividades entre personas en cualquier parte del mundo. Se puede afirmar 
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que se coexiste con un mundo paralelo al real a través del internet, se intercam-
bian bienes y servicios, se socializa, se crean redes de aprendizaje, actividades 
de grupos sociales, incluso actividades negativas ligadas al crimen y a grupos de 
fanatismo religioso y político. 

Ello va ganando un mayor espacio en la cultura, se deja de lado las actividades 
tradicionales y se posterga a la generación anterior del desarrollo digital. Un vi-
sionario Toffler adelantado a sus tiempos citaba en su libro lo siguiente “Los 
analfabetos del siglo XXI no serán aquellos que no sepan leer y escribir, sino 
aquellos que no sepan aprender, desaprender y reaprender” (Toffer, 1980). Esta 
generación que nace con este entorno se identifica como los millennials, que 
son personas nacidas entre los 80 y 2000 viviendo en ambientes digitales.

Reflexiones respecto al nuevo ingeniero digital

En primer lugar, hay que reflexionar sobre qué tecnologías tiene hoy vialidad en 
la producción y el contexto peruano, cuales deben ser superadas, cuales ade-
cuadas y cuales finalmente cambiadas o desechadas; que replique en cambios 
directos y se relacione con las especialidades de la UNI.  

Otro aspecto central consiste en determinar qué nivel de conocimiento científico 
apoyará esta nueva tecnología. Es decir, cuánta y cuál ciencia aplicada se reque-
rirá. Para ello se debe aprovechar las facilidades de la informática, se debe bus-
car igualmente el intercambio académico y las redes que conviene pertenecer 
o desarrollar. Se debe comentar la experiencia exitosa del Instituto de Diseño e 
Innovación Tecnológica (Idit) de la Universidad Iberoamericana Puebla, México; 
qué se planteó las preguntas” ¿El equipamiento, conocimiento y la innovación 
del Idit, a servicio de quién tiene que estar? ¿qué sería congruente y pertinente?, 
¿cómo puede la innovación, el diseño y la tecnología favorecer al emprendimien-
to en situación vulnerable? (Irigoyen, 2016).

Es necesario saber con este contexto, con qué laboratorios se cuenta, cuáles de-
ben ser transformados y cuales definitivamente abandonados. Así mismo, me-
jorar significativamente nuestra infraestructura de investigación y exploración 
de soluciones adecuadas a una universidad peruana. Valorar las instalaciones 
modernas. Actualmente se cuenta con un Fab Lab (término acuñado en el MIT 
el 2009) y otros laboratorios de última generación. Como prioridad, se necesita 
contar con comunicación digital en todo el campus, en una estrategia que permi-
ta el continuo mantenimiento y actualización. La inversión en computadoras es 
relativamente baja, se debe obtener bibliotecas totalmente digitalizadas.
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Se necesita observar entre los docentes y estudiantes los recursos humanos e in-
teligencia disponibles, los niveles de actualización necesarios y el tipo de capaci-
tación para ello. Según el modelo design thinking, las habilidades del profesional 
a futuro son: Creatividad, trabajo en equipo y resolución de problemas. Interesa 
ahora medir más el conocimiento aplicado que el adquirido.

Un nuevo lenguaje se debe incorporar al aprendizaje, tales como desarrollado-
res, innovaciones, medios digitales, redes científicas, conectividad, tiempo real, 
soluciones híbridas, redes de interés, soluciones globales, gestión tecnológica, 
etc. Y para nuevas formas de aprendizaje: plataformas educativas y de trabajo, 
aulas virtuales, simuladores. 

Se debe evolucionar a un nuevo perfil de egresado que recoja una propuesta cu-
rricular para tiempos cambiantes. El éxito estará en hallar la combinación exacta 
entre investigación, tecnología y mercado a atender, y que se materialice en la 
visión y misión de la carrera.  Más que objetivos generales señalar los específi-
cos, para que permita medir los niveles de avance, que se basa en procesos de 
mejora continua.

5. CONCLUSIONES

Actualmente la UNI ha alcanzado una segunda acreditación ABET en 20 carreras. 
Sería insuficiente para garantizar el propósito de calidad, en un contexto como el 
descrito en este estudio. 
Se evidencia así mismo, que los países de mayor crecimiento económico, son los 
que han realizado mayor innovación y lo han escalado, que se dio con el acom-
pañamiento del liderazgo de sus universidades en el campo tecnológico. Y a su 
vez, se ha mostrado que los países de la parte Sur del mundo, presentan atraso 
tecnológico y escaso crecimiento de sus economías. Junto a ello, el bajo avance 
tecnológico de sus universidades.

Además, se encontró necesario restablecer la relación del profesional con la 
transmisión tecnológica que se tenía antes de manera implícita. El estudiante 
debe ser preparado para un medio que requiere una dosis de tecnología de pun-
ta, de uso de sus recursos nativos y de inserción en el mercado mundial; que 
aporte con ello a orientar los cambios en el campo industrial que requiere el 
país.
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Se ve importante un cambio trascendente en la formación en carreras de inge-
niería, cuyas características se describen como: pertinente y sostenible, interco-
nectada y sistémica, con manejo complejo de información y de la realidad, con 
responsabilidad social, insertada, que maneje los medios digitales adecuados. 
Que se reconstruya la relación universidad-empresa-gobierno de nuevo tipo.

Con todo ello, apenas se estará en capacidad de vislumbrar el camino que per-
mita cruzar a la innovación y tecnología; y se entienda cómo otras universidades 
líderes en el mundo, además de hablar de nuevas tecnologías como el internet 
de las cosas, Smart Cities, robots de fabricación, big data, sistema de seguridad y 
negocios en red, realidad aumentada, inteligencia artificial, tecnologías limpias, 
etc., se pueda en las universidades como la UNI,  producir y controlar estas tec-
nologías en el siglo XXI.
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RESUMEN

Un plan estratégico para la innovación es una herramienta im-
prescindible para cualquier institución académica. 
El presente plan estratégico disruptivo de innovación maximiza 
el valor y beneficios para las instituciones públicas y privadas 
usando el marco lógico y la Casa de la Calidad. Con el marco 
lógico de actuación se tienen claros los datos de entrada para 
la planificación; el resto de actividades correspondientes a la 
Casa de la Calidad (diseño de producto, diseño de proceso y 
control de proceso), es directo. La Casa de la Calidad es la téc-
nica más efectiva para entender y hasta cuantificar el valor de 
las propuestas. Además, aplicado a una universidad, asegura la 
obtención de fondos (dinero) que soporten e impulsen el desa-
rrollo de la innovación al priorizar la voz del cliente (Innóvate).

Palabras clave: Marco lógico, QFD, Innovación disruptiva, Pro-
cesos, Empresas.

Recibido: 19/10/2023
Aceptado: 08/12/2023
Publicado: 30/12/2023

Correspondencia:
em.figueroa@unaj.edu.pe

https://orcid.org/0000-
0001-7891-3334

Licencia:

Revista de la Facultad de 
Ingeniería Económica, 
Ingeniería Estadística y 
Ciencias Sociales de la 
Universidad Nacional de 
Ingeniería

Revista IECOS, Investigaciones Económicas y Sociales 
Vol. 24, N° 2, diciembre de 2023, pp. 160-179  
DOI: https://doi.org/10.21754/iecos.v24i2.1954

ISSN: 2788-74080 (En línea)
ISSN: 2788-74080 (Impresa)

160 IECOSIECOS

9. Edgardo Figueroa.indd   1609. Edgardo Figueroa.indd   160 7/02/2024   10:59:497/02/2024   10:59:49



161 IECOSIECOS

Plan estratégico disruptivo de innovación para una Universidad usando la “Casa de la Calidad”

ABSTRACT

A strategic plan for innovation is an essential tool for any academic institution. 
This disruptive strategic plan for innovation maximizes the value and benefits for 
public and private institutions using the logical framework and the house of qua-
lity. With the logical framework of action, the input data for planning is clear, the 
rest of the activities of the house of quality (product design, process design and 
process control) are direct. The house of quality is the most effective technique to 
understand and even quantify the value of proposals. In addition, applied to a uni-
versity, it ensures the obtaining of funds (money) that support and promote the 
development of innovation by prioritizing the voice of the customer (Innovate).

Keywords: Logical framework, QFD Disruptive innovation, process, Enterprise.

1.  INTRODUCCIÓN

Actualmente, el Perú está muy relegado en investigación científica, desarrollo 
y aplicación de la ciencia y tecnología, comparado con otros países. Según Vela 
Meléndez et al. (2018), existe un reducido e insuficiente número de investiga-
dores, así como escaso recurso económico disponible para la ciencia tecnolo-
gía e innovación (CTI).

En ese contexto, un plan estratégico de innovación constituye una herramien-
ta clave, imprescindible, en cualquier institución académica y de investigación 
que busca maximizar sus opciones de innovación. Obviamente, el mayor recur-
so para la innovación en el Perú viene del Estado y, por tanto, las universidades 
deben estar alineados con los requerimientos de pais. En el Perú, la institución 
encargada de ese rol es Innóvate Perú. Por este motivo, es necesario justificar 
de manera lógica (Lu-Chang-Say et al., 2018; Aldunate & Córdoba, 2011) el 
propósito dado, los escasos recursos y alinear los esfuerzos con la finalidad de 
impulsar las actividades de innovación en línea con los requerimientos de los 
organismos financiadores. Afortunadamente, existen herramientas robustas 
que permiten alinearse con las necesidades o requerimientos del cliente. Una 
de estas herramientas es la Casa de la Calidad. Por tanto, es importante saber 
que se ha avanzado con respecto a planes estratégicos usando la Casa de la 
Calidad (QFD en sus siglas en ingles).

Los beneficios de gestionar una institución educativa con un plan estratégico 
de investigación/innovación son claves. Sin embargo, se sabe poco de la ven-
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taja de usar un QFD en un plan estratégico institucional (PEI). Hunt y Xavier 
(2003), quién ha investigado la aplicación del QFD a la planeación estratégica 
de las organizaciones, señala que el poder de las técnicas del QFD residen en 
que el QFD ayuda a identificar lo que es importante, al proveer un sistema 
lógico para reemplazar la toma de decisiones basada en emociones (Hunt & 
Xavier, 2003). QFD utiliza un método gráfico en el que se expresan relaciones 
entre deseos de los clientes y las características de diseño. Es una matriz que 
enlista las necesidades de los clientes ¿Qué? o “atributos” comparándolas con 
las “propuesta o características de diseño” ¿Cómo? (Arboleada Valencia et al., 
2019).

Las expectativas y necesidades de los clientes son recolectadas mediante téc-
nicas de investigación de mercados: entrevistas, encuestas, exposiciones, etc. 
Mediante la Casa de la Calidad se organizan los datos obtenidos. El uso de 
matrices es la clave para poder construir la Casa de la Calidad (valor). En la 
matriz se muestran las relaciones entre las necesidades de los consumidores y 
las propuestas de diseño (Duhovnik, 2006).
Chen y Bullington (1993) adopto la Casa de la Calidad y realizo propuestas ge-
nerales en cada una de las cuatro fases.

Rianmora y Werawatganon (2021) llevaron a cabo un análisis para identificar 
los requisitos de los clientes y las expectativas de atributos de ingeniería para 
un producto innovador utilizando el modelo de Kano y el análisis QFD. Dinçer 
et al. (2019) evaluaron el rendimiento de las políticas europeas de inversión 
energética utilizando un enfoque integrado de medición de calidad multidi-
mensional (QMA). Emplearon QFD dentro del método de cuadro de mando 
integral (BSM) para medir dimensiones como requisitos de clientes y técnicos, 
diseño de procesos y rendimiento.

Habib et al. (2021) destacaron QFD como una herramienta de gestión que tra-
duce las necesidades de los clientes en soluciones técnicas. Hicieron hincapié 
en sus aplicaciones para reducir costos, mejorar el diseño, mejorar la calidad 
de productos/servicios, reducir el tiempo de ciclo de producción y cumplir con 
las expectativas de los clientes.

Tang et al. (2022) identificaron las habilidades profesionales necesarias para 
los profesionales de la robótica y utilizaron QFD para diseñar un curso de for-
mación para robots industriales en escuelas vocacionales. Su investigación 
proporcionó información sobre la industria ocupacional y la composición del 
curso, beneficiando a los tomadores de decisiones.
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Gunasekaran et al. (2019) enfatizaron la Gestión de Calidad (QM) como un 
tema de investigación crucial en el mundo actual, especialmente en el con-
texto de la Industria 4.0. Aunque no emplearon directamente QFD, su trabajo 
sugiere su potencial para mejorar los planes estratégicos dentro de QM.
Una revisión detallada de la bibliografía muestra una pobre aplicación de la 
Casa de la Calidad en un PEI útil para los institutos de investigación y la aca-
demia, particularmente en el Perú no se ha identificado ninguna publicada en 
una revista de rigor. 

Por último, se puede mencionar que el estado del arte en esta dirección es 
limitado, he ahí la importancia de este trabajo. 
En este paper se propone un método para desarrollar el plan estratégico de 
innovación basado en la Casa de la Calidad y alimentado con un marco lógico 
solido que aborda la problemática y el propósito y permite una entrada solida 
a los cuatros fases de la calidad. 

2.  METODOLOGÍA DEL PEI BASADO EN LA CASA DE LA CALIDAD Y EL MARCO 
LÓGICO. 

La elaboración del Plan Estratégico Disruptivo partió por entender la voz del 
cliente (Innóvate) y a través de un proceso de planeación, diseño, seguimiento 
y control se obtuvo con un conjunto de tareas, responsables e indicadores 
claves de éxito (KPIs). Por lo tanto, las posibilidades de poder obtener fondos 
concursables que soporten e impulsan el desarrollo tecnológico y la aplicación 
tecnológica en un centro de investigación científica es muy alta.

La formulación del PEI, comienza por definir el Marco Lógico (ML) en sus dos 
ejes fundamentales y concisos, el problema y el propósito, con la finalidad de 
definir un cliente y sus requerimientos. La Casa de la Calidad resulta mucho 
más efectiva en la etapa de planificación, diseño, proceso y control de objeti-
vos, acciones e indicadores de medición de resultados. Finalmente, es nece-
sario y fundamental la generación de políticas. La Casa de la Calidad permite, 
analiza y evalúa sistemáticamente, todos los ¿Qué? de los requerimientos, 
además, las propuestas de ¿Cómo? serán las alternativas técnicas de respues-
ta, para tomar las decisiones estratégicas apropiadas a adoptar y planificar. El 
objetivo es maximizar el plan estratégico basado en la voz del cliente.
Cabe señalar que, la decisión de las acciones adoptadas y su disposición, defi-
ne la estrategia, para el logro de determinado resultado deseado. 
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Como parte de esta nueva visión y en respuesta a las necesidades actuales, se 
presenta el PEDC (Plan Estratégico Disruptivo basado en la Casa de la Calidad) 
para instituciones académicas como universidades con un ML que Maximiza la 
caza del valor superior de beneficios para todos, deberá ser un documento de 
referencia, que debe ser revisado, periódicamente cada cinco (05) años, con la 
finalidad de ajustarse a los cambios a las situaciones de la realidad.

El PEDC puede responder preguntas como: ¿cuáles son los propósitos de una 
organización?, ¿qué se espera del futuro en cuanto a innovación se refiere?, 
¿Qué debilidades se debe fortalecer con el objetivo de captar fondos?, ¿Qué 
tipo de servicio, producto o startup se debe enfocar las líneas de investigación, 
para maximizar los benéficos de innovar?, ¿cuáles serán las oportunidades o 
peligros que se tienen que afrontar en los próximos años y que se debe explo-
tar o evitar respectivamente?, entre otros.

Por este motivo, teniendo en cuenta que toda institución educativa desea que 
sus investigadores reflejen sus principios fundadores de una manera que tenga 
impacto positivo para el mundo de hoy, se ha desarrollado un mecanismo que 
entrelaza la investigación, con las necesidades y solicitudes de todos los im-
pactados por el PEDC, así se elevará el nivel de educación y la competitividad 
al nivel superior para beneficio de todos.

El plan estratégico de innovación basado en la Casa de la Calidad adecúa a 
los centros de investigación a un nuevo contexto, con nuevas exigencias de 
investigación, para desarrollar innovaciones, en beneficio de las personas en la 
sociedad. Para ello se debe crear, adaptar y aplicar nuevas líneas de investiga-
ción, incorporando criterios como los descritos por Lu-Chang-Say et al. (2018).
Así mismo, las diversas propuestas de alternativas técnicas, que se adopten del 
QFD, como parte del proceso de la planificación estratégica, definen objetivos 
y acciones estratégicas a ejecutar. Definen Indicadores de Hito y de Resultados 
Imprescindibles, y KPI’s, para seguimiento y evaluación de los logros.

Sin embargo, para definir y diseñar estrategias, objetivos y acciones, previa-
mente se debe cuantificar, evaluar, hasta entender las necesidades y el valor 
de cada propuesta, para definir los propósitos y escenarios o situación desea-
da como resultado. El procedimiento general desarrolla 4 fases como se mues-
tra en la Figura 1 y en él se puede identificar un conjunto de fases.

Fase 1. Diseño de servicio: La primera parte del QFD se le conoce también 
como la Casa de la Calidad, la usa el departamento de Marketing de una orga-
nización u empresa. Su enfoque se basa en el diseño de manera general de un 
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servicio, relacionando los atributos que pide un cliente con el producto y como 
consecuencia se obtiene las especificaciones de un determinado diseño. Cabe 
señalar como se ha definido en los conceptos clave, más que implementar los 
deseos del cliente, en los productos es implementar las características de dise-
ños, que son de valor superior, en los productos y servicios.

Figura 1. 
La casa de la calidad en planeamiento estratégico de innovación (PEDC).

Fase 2. Diseño en detalle: En la segunda parte se correlaciona y evalúa las 
especificaciones del diseño con diferentes características de los componentes 
del producto y como resultado se obtienen convenientes especificaciones para 
estas. 

Fase 3. Proceso: En la tercera parte se da una nueva correlación esta vez entre 
las especificaciones de los componentes con las características del proceso de 
producción teniendo como resultado las especificaciones de este último.
Fase 4. Producción: La última parte correlaciona cada especificación de proce-
so con cada característica de producción y como resultado se obtiene las más 
apropiadas especificaciones para esta.

3.  PEDC PARA UNA UNIVERSIDAD Y LA VOZ DEL CLIENTE (INNÓVATE PERÚ) 

La universidad objeto de estudio es una casa de estudios sin fines de lucro 
ubicada en el interior del Perú. La necesidad de licenciamiento ante SUNEDU, 
obligó a esta casa de estudios a restructurar dramáticamente su orientación 
hacia la innovación. Consecuentemente, fue necesario realizar un plan estra-
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tégico de innovación. Como el ente rector de la innovación el Perú es Innóvate 
Perú, el PEDC buscó siempre cumplir con todos sus requerimientos para así 
maximizar la casa de valor.

Como complemento, es importante tener en cuenta que el Programa Innóvate 
Perú cofinancia proyectos de innovación y emprendimiento para incrementar 
la competitividad y productividad empresarial, proyectos de investigación, de-
sarrollo, innovación y emprendimiento (I+D+I+E) en diversas regiones del país 
buscando contribuir al crecimiento de la productividad empresarial a través de 
un aumento de los niveles de competitividad y de innovación.

Se utilizó la metodología QFD en la identificación y rastreo de las necesidades 
y Problemáticas de todos los que impacta el PEI, para en el ML finalmente 
definir el Objetivo General, los Objetivos Estratégicos Generales, de los cuatro 
actores y sus respetivos Objetivos Estratégico Específico, para cada uno de los 
siguientes actores clave: Academia, Estado, Empresas y Personas.  Así mismo 
se definió los Objetivos Estratégicos Generales. Así como los Objetivos Estra-
tégicos Específicos.

Se dejo la pregunta abierta, para definir las Acciones Estratégicas Especificas, 
para cada uno de los Objetivos Estratégicos Específicos.
Cabe señalar que todo Objetivos, lleva lograr resultados estratégicos impres-
cindibles (claves) de ser alcanzadas para llegar al Fin. Mientras que las acciones 
estratégicas, son indispensables (criticas) en su realización, de no ser alcanza-
dos, los resultados serán catastróficos. 

Requerimientos de Innóvate Perú 

La casa de estudios cuenta con 11 líneas de investigación de posgrado y 33 de 
pregrado (Resolución de Consejo Universitario Nº 0509-2017-UTEA-CU, 2017), 
de las cuales no presenta sustento suficiente para aplicar a fondos concursales 
de Innóvate Perú. Los requisitos y criterios de selección de los concursos de 
Innóvate Perú están orientadas a brindar soluciones innovadoras que causen 
impactos al producto, servicio o proceso.  Por ello luego de varias reuniones 
y utilizando la metodología QFD, se diseñó un plan estratégico integral en un 
diagrama de flujo basado según las necesidades de la casa de estudio (ver 
Figura 2).

Adicionalmente, como se sabe, brindar soluciones innovadoras implica la ob-
tención de nuevos productos, servicios, proceso u métodos de organización, 
por tanto, la institución educativa no debería desgastar más sus recursos en 
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líneas de investigación, que no tenga valor ni beneficios en la sociedad, estén 
o no alineadas a los requerimientos de Innóvate Perú. Se sugiere también que 
Innóvate priorice sus recursos identificando los requerimientos del escenario 
empresarial peruano basado en el QFD.

En la página web de Innóvate Perú, se muestra en resumen los requerimientos 
prioritarios del cliente, tanto como en áreas de conocimiento como sectores 
prioritarios de desarrollo, para mayor información ver página web (Innóvate 
Perú, 2021).

Figura 2. 
Diagrama de flujo que representa los pasos a realizar en la metodología QFD 

4.  RESULTADOS Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS

Sobre la base del Eje Estratégico Institucional, se establecen las siguientes es-
trategias de emprendimiento en los centros de investigación de cada unidad 
de emprendimiento de la casa de estudios (ver Tabla 1). Caber señalar que 
cada acción estratégica específica se relaciona con los objetivos estratégicos 
específicos, para los campos: Personas, Planeta, Procesos y Productos.  La fi-
gura 3 muestra una de las matrices QFD para Innóvate Perú diseñadas en el 
contexto del presente artículo científico.
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Figura 3. 
Matriz QFD Innóvate Perú

Definidos los planes estratégicos es importante también ahondar en los proce-
sos estratégicos de emprendimiento los cuales están presentados en un cuadro 
dividido en áreas con sus respectivas actividades de emprendimiento (Tabla 2) 
analizando aspectos como firmas de convenios para pasantías tecnológicas, 
consultorías de servicio externo,  capacitaciones docentes para mejoras de 
habilidad y aumento de número de proyectos, talleres de emprendimiento, 
incentivos como reconocimiento y motivación entre otros. Adicionalmente se 
presentan la lista desarrollada de indicadores clave de desempeño o indicado-
res de gestión con el objetivo de alinearse con los requerimientos de Innóvate.
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Tabla 1. 
Eje de objetivos estratégicos específicos del plan estratégico de investigación (PEI)

Tabla 2. 
Desarrollo de los procesos estratégicos específicos de emprendimiento
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5.  SEGUIMIENTO Y CONTROL ESTRATÉGICO DE EMPRENDIMIENTO 

En esta etapa se visualizan los controles de servicio estratégico de control y se-
guimiento a los cumplimientos. En la Tabla 3 se describe un cuadro descriptivo 
dividido en áreas como: emprendimiento, investigación y administrativo, éstos 
a su vez tendrán un seguimiento basado en el número de talleres, capacitacio-
nes, estudiantes, publicaciones o papers.

Tabla 3. 
Desarrollo de indicadores claves de desempeño o indicadores de gestión Innóvate

6.  SEGUIMIENTO Y CONTROL ESTRATÉGICO DE EMPRENDIMIENTO 

Ahora que se ha definido seguimiento y control estratégico de emprendimien-
to a continuación se debe definir las metas y designación de responsabilida-
des, se presenta el cuadro “seguimiento y control al emprendimiento” que 
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está en función de cantidades de cursos, talleres, o proyectos, metas (que tan 
periódica debe ser el seguimiento en un intervalo de tiempo equivalente a un 
año) y un área responsable (ver Tabla 4).

Tabla 4. 
KPI y designación de responsabilidades de emprendimiento - Innóvate Perú

Tabla 5. 
KPI y designación de responsabilidades de investigación - Innóvate Perú
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Seguidamente, se muestra el cuadro “Seguimiento y control en investigación” 
que está en función del número de publicaciones, Papers, Consultorías, Mé-
tricas KPIs y un área responsable (Tabla 5). Por último, se muestra el cuadro 
“Seguimiento y control administrativo” que muestra información respecto los 
cumplimientos de capacitaciones docentes, presupuesto interno para mejoras 
en centros o laboratorios, Métricas KPIs y un área responsable (Tabla 6).

7.  KPIs O INDICADORES 

Los KPIs son medidas del nivel del rendimiento de un proceso (Parmenter, 
2015), es por ello que, en una primera etapa, la institución educativa deberá 
invertir en la implementación de las líneas de investigación y departamento 
de emprendimiento, así como otras actividades como capacitación para el for-
talecimiento de las mismas. Consecuentemente, es importante darle segui-
miento y control a este plan estratégico, para así darle sentido dinámico a este 
documento estratégico de importancia para la investigación en la institución 
educativa. La idea es que este documento permita un actuar dinámico, que se 
plasma en las funciones y responsabilidades de cada uno de los tomadores de 
decisiones, jefes, líderes, etc. 

Los indicadores que se describen no aplican a otra institución, para obtener 
dichos indicadores se sugiere evaluar el estado situacional de una y en base 
a los esfuerzos de gestión y presupuesto de la investigación proponer metas 
alcanzables.

8.  DESIGNACIÓN DE RESPONSABILIDADES

En la Tabla 3, se puede notar que se tiene tres grandes grupos: el emprendi-
miento, la investigación, y la gerencia y administración. El emprendimiento 
debe ser un Pilar en la universidad (Baron & Shane, 2007), el rectorado debe 
tomar la responsabilidad de formar una comisión y oportunamente antes de 
la ejecución de este plan coordinar con asamblea universitaria
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Tabla 6. 
KPI y designación de responsabilidades administrativas - Innóvate Perú

Para la creación del departamento de emprendimiento se debe asignar un res-
ponsable a cumplir las métricas estipuladas. 
Además, se observa que hay un competente de investigación que atenderán 
fundamentalmente los requerimientos de Innovate. Estas actividades corres-
pondientes también tienen métricas y los responsables de dar seguimiento 
son los directores de investigación de cada facultad, el vicerrectorado de inves-
tigación, los decanos y el rector. Finalmente, en la última parte se tiene a los 
gerentes y administradores que tiene actividades que cumplir e indicadores 
que deben fijarse como meta.

Se observa en el cuadro de seguimiento y control en emprendimiento, que 
existe la necesidad de contar con una dirección de emprendimiento (la institu-
ción caso de estudio no la posee aun). Asimismo, asignar un responsable que 
será el director de emprendimiento en la sede principal y subdirectores de 
emprendimiento para las filiales que permitirá alcanzar fondos concursales en 
los próximos programas de Innóvate Perú y Canon minero.

También es recomendable crear departamento de relaciones internacionales 
que va a permitir darle un peso a las diferentes gestiones útiles y necesarias 
como las pasantías tecnologías que permiten que los emprendedores locales 
puedan acceder a empresas o centros e innovación extranjeras que ostentan 
tecnologías de primer nivel, siempre que mediante la transferencia tecnológi-
ca los estudiantes puedan aplicar esos conocimientos adquiridos en centros 
innovadores y de emprendimientos locales.
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9.  KPIs Y DESIGNACIÓN DE RESPONSABILIDADES FINALES

Utilizando el QFD, se desarrolla un organigrama estructurado de organización 
estratégica para fortalecer el programa de investigación científica y de innova-
ción en la institución educativa, para ello se propone adicionar al organigrama 
estructural de la institución educativa, la dirección de investigación y la direc-
ción de emprendimiento, las cuales deberán estar interconectados entre sí con 
la dirección académica y el vicerrectorado (ver Figura 4) con ello los beneficios 
que se conseguirán incluyen: 
Mejor reconocimiento de quiénes serán clientes futuros por las publicaciones.
Una precisión (y debilidad) de las áreas de fuerza de investigación en la insti-
tución educativa.

La caracterización de aquellas áreas de investigación que son de mayor interés 
para nuestros clientes. 
La identificación de los procesos apropiados para desarrollar nuestra reputa-
ción de investigación departamental para que podamos responder mejor a 
las necesidades de nuestro cliente Innóvate Perú en áreas de investigación 
definida.

En el proceso general de QFD se ha desarrollo las Instrucciones de seguimien-
to y control.  Aunque aún no se tienen instrucciones detalladas, se desarrolló 
una lista de puntos que resumen las actividades que conforman el proceso de 
planificación de investigación estratégica. La responsabilidad de cada una de 
estas áreas ha sido o será asignada a cada uno o más miembros de la casa de 
estudio.
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Figura 4. 
Organigrama estructural TQP de investigación de la institución educativa.

Asimismo, se observó la necesidad de concentrarse en agregar profundidad a 
algunos de los cursos de emprendimiento tales como los talleres de empren-
dimiento empresarial o el curso “replica tu proyecto”. También es beneficioso 
enseñar a los estudiantes graduados los tópicos que para la institución educa-
tiva interesa investigar, así ellos estarán más involucrados en el trabajo de in-
vestigación al cual los investigadores/innovadores de la casa de estudios están 
alineados o en proceso de adaptación o migración.

Por último, a continuación, se muestra un organigrama (basado en la calidad 
de producto total, TQP, ver Figura 4) para empoderar multidireccionalmente 
a los factores involucrados en la reputación de la institución de la institución 
educativa.
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10. POLÍTICAS DE INVESTIGACIÓN QFD DE LA INSTITUCIÓN EDUCATIVA 

La política es una declaración formal, pública y voluntaria del rectorado, sirven 
para gestionar la creación científica e intelectual de la institución educativa. 
Estas políticas deben tener sintonía con los desarrollado con anterioridad (lo 
ideal es buscar un cambio disruptivo puesto que el presente PEDI se basa en 
la ciencia). En el caso de estudio se centró en: QFD para Innóvate Perú. Estas 
políticas para la Gestión de la investigación en la institución educativa están 
alineadas a la visión, misión y valores de la institución educativa.  Entre las 
múltiples políticas desarrolladas, la más destacables son: 

P1: “Alinear la investigación actual a lo que realmente financia Innóvate (pre-
vio un análisis del plan estratégico de Innóvate, que debe estar orientado a 
las necesidades de los peruanos y empresas)”, implementar estrategias, para 
el logro de los Objetivos, desarrollo de las actividades para alcanzar el fin o 
resultados propuestos en PEDI para maximizar el valor y los beneficios para 
todos en el Perú.

P2: Alinear los emprendimientos a los que se necesita, para maximizar el valor 
y beneficios para todos los peruanos. Así mismo gestionara y hacer la pro-
puestas necesarias y suficientes para que, el Estado e Instituciones como In-
nóvate Perú, Concytec y otros, tengan propuestas que estén alineadas a las 
necesidades de Innovación, Desarrollo y Emprendimientos, que generen valor 
y beneficios para todos en el país. En ese mismo sentido Innóvate Perú, es un 
cliente interno, y es un aliado en desarrollo de estrategias como: Emprendi-
miento innovador de incubadora, Aceleradora, Cotrabajo, Replicar tu proyec-
to, Maquina inteligente, robots, producción digital, impresión 3D. Educación 
Experiencial “qué”- “cómo” y “por qué” orientada a escuelas y colegios donde 
los estudiantes aprenden experimentando, haciendo y observando.  Así como, 
emprender soluciones innovadoras y tecnológicas, con las empresas públicas 
y privadas nacionales.

Asimismo, Orientar a formar, desarrollar y mejorar el talento en investigación 
y la creación científica e intelectual, que mejore en el estudiante de pregrado 
y posgrado las capacidades Innovar y Emprender, pero además de publicar en 
revistas internacionales indexadas Scopus. Igualmente promover la participa-
ción del estudiante de pregrado y posgrado en grupos o redes de investigación 
nacional e internacional. 
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11. CONCLUSIONES 

Este plan estratégico, “Organigrama estructural TQP de investigación de una 
institución educativa”, es nuevo y su éxito dependerá de la decisión político 
estratégica que tomen el doctorado de investigación, el Rector, el Consejo 
Universitario y la Asamblea Universitaria, ya que estas líneas de investigación, 
que fueron obtenidas para maximizar el valor Mediante la QFD a través de un 
proceso de planeación, diseño, ejecución, y seguimiento y control, son áreas 
de investigación que  no sólo se alinean con los requerimientos de Innóvate 
sino con lo que necesita el país para maximizar los beneficios de su población.
Este plan estratégico se justifica y alinea con las necesidades de los que exi-
gen el PEDÍ e Innóvate, con lo cual facilitan la obtención de financiamiento 
que permita soportar o impulsar la investigación con mayores posibilidades de 
éxito y así obtener recursos económicos para las actividades de investigación 
locales, regionales y nacionales.

Como resultado, contribuirá significativamente con mejoras e innovación para 
desarrollar económica y socialmente al Perú por cuanto generará conocimien-
tos que se traducirán en artículos científicos que darán soporte para la obten-
ción de patentes. Además, permitirán sustentar las posibilidades de acredita-
ción y licenciamiento de la universidad.

Es importante mencionar que, en el marco de este PEDÍ, la institución será 
acreditada por un periodo de 6 años por la Superintendencia Nacional de Edu-
cación Superior Universitaria, SUNEDU.

9. Edgardo Figueroa.indd   1779. Edgardo Figueroa.indd   177 7/02/2024   10:59:507/02/2024   10:59:50



178 IECOSIECOS

Edgardo Martín Figueroa Donayre

12. REFERENCIAS

Aldunate, E., & Córdoba, J. (2011). Formulación de programas con la metodología de 
marco lógico. CEPAL, 68. https://hdl.handle.net/11362/5507

Arboleada Valencia, L. M. & Perdomo Cruz, S. (2019). Proyecto de Despliegue de la 
Función Calidad Quality Function Deployment (QFD) Aplicada a una crema de 
manos. Universidad Santiago de Cali.

Baron, R. A., & Shane, S. (2007). Entrepreneurship: A process perspective. The psycho-
logy of entrepreneurship, 19-39.

Chen, C. L., & Bullington, S. F. (1993). Development of a strategic research plan for an 
academic department through the use of quality function deployment. Compu-
ters & industrial engineering, 25(1-4), 49-52. 

 https://doi.org/10.1016/0360-8352(93)90218-M

Dinçer, H., Yüksel, S., & Martinez, L. (2019). Balanced scorecard-based Analysis about 
European Energy Investment Policies: A hybrid hesitant fuzzy decision-making 
approach with Quality Function Deployment. Expert Systems with Applications, 
115, 152-171. https://doi.org/10.1016/j.eswa.2018.07.072

Duhovnik, J., Kušar, J., Tomaževič, R., & Starbek, M. (2006). Development process with 
regard to customer requirements. Concurrent Engineering, 14(1), 67-82.

 https://doi.org/10.1177/1063293X06064149

Gunasekaran, A., Subramanian, N., & Ngai, W. T. E. (2019). Quality management in the 
21st century enterprises: Research pathway towards Industry 4.0. International 
journal of production economics, 207, 125-129. 

 https://doi.org/10.1016/j.ijpe.2018.09.005

Habib, T., Ghani, U., Hayat, M., & Noor, I. (2021). Process improvement by applying 
quality function deployment in a locomotive manufacturing. Academic Journal 
of Manufacturing Engineering, 19(4).

 https://www.ajme.ro/PDF_AJME_2021_4/L13.pdf

Hunt, R. A., & Xavier, F. B. (2003). The leading edge in strategic QFD. International 
Journal of Quality & Reliability Management, 20(1), 56-73.

 https://doi.org/10.1108/02656710310453818

9. Edgardo Figueroa.indd   1789. Edgardo Figueroa.indd   178 7/02/2024   10:59:507/02/2024   10:59:50



179 IECOSIECOS

Plan estratégico disruptivo de innovación para una Universidad usando la “Casa de la Calidad”

Innóvate Perú. (2021). Innóvate Perú. Recuperado de 
 https://www.proinnovate.gob.pe/32-innovate-peru

Lu-Chang-Say, J., Lu-Chang-Say, E., Zuloaga-Rotta, L., & Zarate-Otarola, B. (2018). DNA 
Lean Philosophy and TOC for Develop, Innovate and Improve Processes. Easy-
Chair, (266). https://doi.org/10.29007/133k

Parmenter, D. (2015). Key performance indicators: developing, implementing, and 
using winning KPIs. John Wiley & Sons.

Resolución de Consejo Universitario Nº 0509-2017-UTEA-CU de 2017 [Universidad 
Tecnológica de los Andes]. Aprobación, El Instructivo General sobre Investiga-
ción Pregrado y Postgrado, que es una herramienta pedagógica normativa y 
orientadora para los alumnos de pre grado y post grado y docentes investigado-
res, permitiendo realizar en forma eficiente y eficaz el proceso de investigación 
en la Universidad Tecnológica de los Andes. 17 de mayo del 2017.

 http://portal.utea.edu.pe/wp-content/uploads/2018/03/Resolucion-N%-
C2%B0-0509-2017-Instructivo-general-sobre-investigacion-pregrado-y-posgra-
do.pdf

Rianmora, S., & Werawatganon, S. (2021). Applying quality function deployment in 
open innovation engineering. Journal of Open Innovation: Technology, Market, 
and Complexity, 7(1), 26. https://doi.org/10.3390/joitmc7010026

Tang, Y., Wei, J., Xin, Y., & Mou, X. (2022). Curriculum design for vocational industrial 
robotics: the quality function deployment (QFD) approach used in China for 
vocational course design. SN Social Sciences, 2(5), 64. 

 https://doi.org/10.1007/s43545-022-00366-z

Vela Meléndez, L., Acevedo Sánchez, E. R., Yesquén Zapata, P., & Venturra Carrillo, G. 
(2018). Ciencia, tecnología e innovación en el Perú. Necesidad de una política 
pública descentralista, que institucionalice las alianzas Academia-Empresa-Es-
tado y Sociedad Civil. GeoGraphos, 9(106), p. 138-157.

 https://doi.org/10.14198/GEOGRA2018.9.106

9. Edgardo Figueroa.indd   1799. Edgardo Figueroa.indd   179 7/02/2024   10:59:507/02/2024   10:59:50



9. Edgardo Figueroa.indd   1809. Edgardo Figueroa.indd   180 7/02/2024   10:59:507/02/2024   10:59:50



181 IECOSIECOS

   Apuntes

10. Apuntes.indd   18110. Apuntes.indd   181 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



10. Apuntes.indd   18210. Apuntes.indd   182 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



REVISTA IECOS 
INSTRUCCIONES A LOS AUTORES 

La Revista IECOS, indexada en LATINDEX, CROSSREF, es una publicación de acceso 
abierto cuya edición es semestral, durante los períodos de enero - junio,  y  de 
julio – diciembre. 

Convocatorias y arbitraje:
• Las convocatorias se realizarán, formalmente, dos veces al año. Además, por 

consideraciones especí icas, se podrán hacer convocatorias extraordinarias.

• Para ser aceptados para la evaluación,  los manuscritos deben ser originales y 
de alta calidad referidos a  los campos de las Ciencias Sociales Aplicadas (eco-
nomía, negocios, administración, sociología, educación, política, derecho, co-
municación y estudios urbanos).

• Los documentos que cumplan estas condiciones, serán sometidos al sistema 
de revisión bajo la modalidad de arbitraje “doble ciego”.

Tipos y contenidos de los manuscritos a presentar:

1. Artículos de investigación científica:
• Introducción
• Metodología
• Resultados
• Referencias
• Apéndices

2. Estados del arte (Revisión de literatura) de un tema específico
• Problema
• Revisión bibliográfica
• Discusión
• Referencias
• Apéndices

3. Ensayos
• Problema
• Argumentos y objeciones
• Alternativas
• Referencias
• Apéndices

183 IECOSIECOS

10. Apuntes.indd   18310. Apuntes.indd   183 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



184 IECOSIECOS

4. Estudios o Reportes de caso
• Estudio de un problema
• Descripción del caso
• Alternativas de solución
• Discusión de resultados
• Referencias
• Apéndices

5. Otros documentos:
• Reseña crítica de libros
• Entrevistas

Consideraciones formales:
• Título principal:

En mayúsculas, conciso y sin abreviaturas; el título no deberá exceder las 12
palabras y  se presentarán en español e inglés.

• Autores:
Se indican  los nombres y apellido(s), indicando el grado académico y una
sola filiación institucional y la dirección electrónica institucional. Estos da-
tos, deben ser ubicados debajo de los títulos. En el caso de varios autores,
los nombres serán colocados según orden alfabético.

• Resumen:
Un máximo de 200 palabras, en un solo párrafo, el resumen debe ser es-
tructurado con: objetivos, metodología, resultados y conclusiones.

• Abstract: Traducción del resumen en idioma inglés.
• Palabras claves: Máximo cinco palabras
• Keywords: Traducción de las palabras clave al idioma inglés.

Referencias bibliográficas y citas:
• Las citas, al igual que sus respectivas referencias, se redactarán siguiendo

las normas generales de APA (séptima edición). El correcto citado es obli-
gatorio, a fin de cumplir con la ley de derechos de autor y protección de
propiedad intelectual.

• Como referencias, se presentarán únicamente aquellas que han sido cita-
das en los artículos. No se permiten referencias que no estén citadas en el
texto.

Datos de Contacto: 
• Los artículos se recibirán en el correo electrónico: iecos@uni.edu.pe

Lima, enero de 2024

10. Apuntes.indd   18410. Apuntes.indd   184 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



10. Apuntes.indd   18510. Apuntes.indd   185 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



Se terminó de imprimir en los talleres gráficos de
Tarea asociación Gráfica educaTiva

Pasaje María Auxiliadora 156 - Breña
Correo e.: tareagrafica@tareagrafica.com

Página web: www.tareagrafica.com
Teléfonos: 424-8104 / 424-3411
Diciembre 2023  Lima - Perú

10. Apuntes.indd   18610. Apuntes.indd   186 7/02/2024   11:00:377/02/2024   11:00:37



revista iecos 
Investigaciones Económicas y Sociales

UNIDAD DE INVESTIGACIÓN 
FACULTAD DE INGENIERÍA ECONÓMICA, ESTADÍSTICA Y CIENCIAS SOCIALES 

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERÍA 




