INECUACIONES VARIACIONALES Y QUASIVARIACIONALES
CON APLICACION A UN PROBLEMA DE FILTRACION A
TRAVES DE UN DIQUE MALLADO CON ELEMENTOS FINITOS

VARATIONAL AND VARATIONAL INEQUATIONS APPLIED TO
ONE PROBLEM OF FILTRATION TO CROSS OF ONE DIQUE
SPLITTING WITH FINITE ELEMENTS
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RESUMEN

El comportamiento de la presion de un fluido que se filtra a través de la pared de un Digue, el
cual se supone es de un material poroso, conduce al planteamiento de un problema de contorno
que involucra ecuaciones en derivadas parciales bajo condiciones tipo Dirichlet y Newmann, en
algunas fronteras mientras que en ofra es desconocida, es decir, conduce a un problema de
frontera libre. Para el caso que se considere la seccion trasversal de la pared de forma
rectangular, el problema estd asociado a una inecuacion variacional y para secciones planas no
rectangulares, se tiene un problema de frontera libre asociado a wuna inecuacion
quasivariacional. El estudio del primer caso estd resuelto en la referencia [4]. En el presente
trabajo hemos considerado el estudio numérico del segundo caso. Para resolver este problema,
se le hace un tratamiento matemdtico utilizando la teoria de dualidad, luego; mediante el
calculo de iteraciones de punto fijo, tales que en cada iteracion se tiene una inecuacion
variacional de segunda especie, donde la forma bilineal es no simétrica, pero que mediante un
esquema propuesto de minimizar el niimero de iteraciones, se obtiene un problema equivalente
de optimizacion, el cual, permite demostrar la existencia y unicidad de solucién, bajo la
condicion de la existencia los puntos de silla. Entonces para hallar la solucién, utilizamos el
método de elementos finitos, con lo que finalmente se logra la simulacién numérica del
problema de filtracion en Diques de base plana no rectangular.

Palabras clave: Inecuaciones varacionales y quasivacionales, Filtracion en diques, Elementos
finitos, Teoria de dualidad.

ABSTRACT

The behavior of the pressure of a fluid that filters through the wall of a Dike, which is supposed
is of a porous material, it drives to the position of a contour problem that involves
equations in having derived partial under you condition type Dirichlet and Newmann; in
some frontiers while in another it is ignored, that is to say it drives to a problem of free
frontier. For the case that is considered the section crosswise of the wall in a
rectangular way the problem it is associated to an inequation variational and it stops
sections plane non rectangu-homes, one has a problem of free frontier associated to an
inequation quasivariational. The first case it is solved in the reference [4]. presently
work has considered the numeric study of the second case. To solve this problem, we
make a mathematical treatment using the theory of duality, then by means of the fixed,
such calculation of point iterations that in each iteration one has an inequation
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variational of second species, where the form bilineal is not symmetrical, but that by means of a
pr oposed outline of minimizing the number of iterations, an equivalent problem of optimization
is obtained, which allows to demonstrate the existence of unique solution, under the condition of
the existence seat points. Then to find the solution, we use the method of finite elements, and
finally the numeric simulation of the filtration problem is achieved in Dikes of base non rectan-

gular.

Key words: Varational and quasivariational inequations, Filtration diques, Finite elements,

Dualite theory.
INTRODUCCION

En el presente trabajo se muestra una
generalizacion del estudio realizado [2]. Para este
caso, consideramos un liquido (agua) retenido en
embalses con diferentes niveles de profundidad y
separados por un Dique (Fig. 1), el cual, se filtra
por gravedad, desde el nivel mas alto hacia el nivel
mas bajo.

El problema consiste en determinar la presion del
fluido, que implicitamente ejerce, definiendo una
region himeda y una regién seca dentro de la
pared.

Frontera libre

) 0
Fig. 1 Digue de forma generalizada.

DESCRIPCION DEL MODELO FISICO
MATEMATICO

En esta seccién formularemos el modelo fisico
matematico.

Se asume que el material de la pared del Dique es
poroso, homogéneo e isétropo. Asi también que el
fluido es incompresible, el flujo es laminar
bidimensional, estacionario y con ausencia de
evaporacion y del fendmeno de capilaridad.
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Caracterizaremos la geometria del dominio
considerando la forma siguiente: a,b,c,y,;,y, son
nimeros reales tales que: a<0<c<b
O<y,<y, y sea Ye C*([a,b]) una funcién
concava  con Y(a)=Y(b)=0,Y(0)= y,,
Y(c)=y, y Y(0)=0.Entonces la seccion

transversal de la pared del Dique estara dada por el
conjunto:

D={{x,y):xe (a.b).ye (0.Y(x)} (1)
Ademas definimos:
I, ={(x,0):a < x <b}
I'={(x,Y(x)):a <x<b}
I ={{x, ¥{x)) ra < x < 0}
T, ={(xY(x)):c<x<b}

T, ={(xY(x)):0<x<c}

Observando la Fig. 2, se considera como y,,y, las
alturas de los embalses, la region ocupada por el
dique sera denotada por D cIR” encontramos dos

regiones, una llamada Q donde se concentra el
fluido y otra llamadaQ_,donde no tenemos

ext

presencia del fluido, ambas regiones estan
separadas por una frontera I', descrita por una

funcién continua f. La frontera I', es la base del
dique, I} y I’, separan al dique de los reservorios,
I'; denota la parte del dique que esta en contacto

con la atmésfera, I', es la llamada zona de
filtracién o drenaje.
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b e Ly /77| Frontera libre
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Fig. 1 Esquematizacion del dique.

Y definimos los siguientes subconjuntos

D, ={x,y)eD:xe (a,0)}
D, = {(x, y)e D:xe (c.b)} )
D, = {(x,y)e D:xe (O,C)}

La ecuacion que gobierna el desplazamiento del
fluido viene dada por la ley de Darcy:

_ %
q=—MV(p+pgy) 3)

Donde g es el vector velocidad del fluido, p es la

presion, p es la densidad, p es la viscosidad, k es el
coeficiente de permeabilidad del medio (p, H, k se
consideran constantes) y suponemos que la
ordenada y , es positiva.

Por la ley de conservacion de la cantidad de masa y

segun las caracteristicas asumidas para el fluido, se
satisface la siguiente condicion de continuidad:

V.g=0 4)
Si ademas consideramos el cambio de variables:

k &
ﬁ=*~p,?='ﬂy,
m m

de modo tal que, en virtud de la ley de Darcy se
obtiene:

0=V-V(p+y)

5
_ Ap )
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Se puede ver que P satisface la ecuacion de

Laplace (5), esto es respecto a la zona humeda
considerada en Q. Para simplificar la notacion, en
lo sucesivo simplemente para designar a las nuevas
variables nos referiremos como p e y.

Hasta ahora hemos definido la presién en el
interior de la zona hiimeda, pero podemos extender
p como nula en la zona seca. Con estas
consideraciones para cumplir nuestro objetivo de
simular numéricamente el comportamiento de
filtracion a través de Ila pared del Dique,
plantearemos tres problemas:

Problema 1:
Encontrar (p,Q)tal que
pec@HH'(D) ©)
Q={x,y)eD: p(x,y)>0} (7
> f’(‘v)a—p es no decreciente en [0, c] (8)
Ox
p=0enD €))
p>0enI| (10) (10)
p=y —yenl (11)
p=y,—yenl, (12)
p=0enl] (13)

Vy eC; : IV(p +y)-VqJ dedy =0 (14)
Q

Cr = {\1EC°°(5)\|1 =0, cerca deF} (15)

PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE

El propodsito en esta seccién es reformular el
problema anterior, extendiéndolo a todo el dominio
D, ya que hasta ahora s6lo tenemos informacién
sobre Q.



Irla Mantilla Nafiez, Luis Roca Galindo

Tomando de [3], para pe C(B)ﬂHl(D)

introduce una funcién U : D — IR como:

UG.y)= [ pGo)d (16)

La que permite establecer el problema de frontera
libre [4], para U, al que nombramos como
problema 2.

Problema 2:

Encontrar U tal que
UeW? (D),Vr < +eo (17)

x> U(x,Y(x))es convexa en [0,c] (18)

U,20enD (19)
U=0enT, (20)
U,=y —yenl, . (21)
u,=y,-yenl, ... (22)
u,=0enly, ... (23)

Y definiendo el nuevo dominio geométrico [6].
Q={(x,y)e D:U(x,y)<U(x,Y(x))}.. (24)
Se puede ver que
€2 contiene una vecindad de T, (25)

-AU=y,ctpenD ... (26)

Sean:

M:I'(D)— I (D) , un operador, tal que

( M(u))(x,y){u(x’ y) +1 (x,y) e DD,

cont{(ulxY ()] (xy)e D;

y la aplicacion
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conv: I (]O, c[) - I (]0, c[), definida por

(conv f)(x)={ox+P:0o,Be IR
ox+B < f(x)ct.p.en,cf}

Entonces U es solucién de la ecuacion diferencial
multivaluada:

—AUE 2+, 410, Hlcond]3, UT-U) - @7)

. . +
Si asumimos [ = conV[703U ] , entonces la
ecuacion diferencial multivaluada

_AUEZDl+XDZ+lDaH(f_U) (28)

es equivalente a la inecuacion variacional de
segunda especie, asociada a una forma bilineal no
simétrica [2, 6],establecida en el siguiente
problema:

Problema 3:

Dado fe L' (]O,CD encontrar # € V' tal que:

a(u,v— u)-l— JL‘ - v]+— J-[f— u]+ 2

a4 29)
‘ I(v—u)+ jg(v—u) VvelV
DyuD, T
donde
V={ve HI(D):}/Ov=OenI“O} 30)

alu,v)= Vu-Vv-l-(uxvy—— uy, )Y —u Y ]dxdy €19
D

N1+Y (x) (v, =Y (x))si a<x< 0
g(x)= 0 sia<x<c (32)
1+Y (x) (y, =Y (x))si c<x<b

Definimos 7 : 1'(Jo,e[)— » como el operador

tal que T(f) es solucién del problema 3,

entonces, U/ € V' es solucion del problema 2, se
puede establecer la igualdad.



Inecuaciones variacionales y quasivariacionales con aplicacion a un problema de
filtracion a través de un dique mallado con elementos finitos

o(U)=U (33)

Ei operador ©® satisface un problema de punto
fijo:

O:V -V
oK)= r(conv [7/03v]+)

[703v](x)= v[x,Y(x)], X e ]O:C[

RESOLUCION NUMERICA

Para obtener la solucién de estos problemas, de
modo aproximado, su construccidn, se procedera a
realizar por etapas:

Primera etapa

Dado el problema de punto fijo, se construyen dos
sucesiones {U,} y {U"} [5] de funciones mediante
las relaciones de recurrencia:

F = z'(conv [y.:U, ]+) n>0
(34)

O = r(conv 03U”T) n=0

Y luego iniciar las iteraciones, elegimos U, tal que

satisfaga el siguiente problema:

Encontrar ue V' :

| a(u,v)= IFv+ jgv YveV (35)
t D T
donde: F = ¥p,up,

De igual manera establecemos I° como solucién
del problema.

| Encontrar ue V' :
%. a(u,v)= .[Fv+ Igv YveV (38)
D T

1
)
|

paraun F =1

Segunda etapa

+/
Para calcular U""'y U,.; hay que resolver dos
problemas respectivamente:
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Problema 3a:

Dado f = conv[}/03U "T encontrar ,U""' eV, tal
que Vve V setiene:

| Ja(U””,v—U”“ )+ J‘[f_v]+2 I[f_UnHY

[ - J'(V—U"J.*l)+f"g(v—U"”)

DyuD,

De igual manera para determinar U,.,, se plantea el
siguiente problema:

Problema 3b:

Dado [ =conv[y,,U,|" encontrar U, eV tal
que Vve V.

Lot =)+ (-T2 [,

+ J(V U,y ) + J.g (v U, )

DyuD,

Para resolver los problemas 3a y 3b, se propone
utilizar el siguiente algoritmo [6]:

Algoritmo 1
Paso 1: Elegimos u’ € V'

Paso 2: Para n2>0: conocido u", elegimos
u™" e V que resuelva:
[ Encontrar u € V talesque:

ib(u,v— u)+m(v)—m(u)> F(v—u) YveV

ypara >0, m(v)=1 I[f—v]+
Dy

@37

b(u,v)=(u,v)

-
F(\:):(u",v)—ﬂa(u”,v)+ﬂ,&L I V+_|gV:J>
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Tercera etapa

Ahora para la soluciéon de (37) hacer posible la
n+1

determinacion de #", se utiliza el siguiente
algoritmo:

Algoritmo 2
i) Elegimos ¢° € L’(D,)

ii) Para >0 hacemos: conocido ¢' elegimos

u' € V que resuelva:

( Encontrarue V :
.{(u,v)V —F(v)+/1(qi,v)Lz(D3) =0 Vvel %)
iii) Y hacemos
¢ =Pr.lg'+pl' =) (9

donde p>0y

K" = {qe L*(D,):-1< g <0ctp. en D3}

Aproximacion con el método de Galerkin y
elementos finitos

Para hallar la solucién, Consideramos como
dominio computacional la region D y las
subregiones D;, D, y D; sobre las que se
realiza una discretizacion con elementos finitos
de forma triangular. Las triangulaciones son

denotadas por: 3,(D), 3,(D,), S,(D,) y
Sh(D3) respectivamente; satisfacen la siguiente

condicion:
Sh(D):Sh(DI)USh(DZ)USh(DS) (40)

Consideremos los siguientes conjuntos:

'th {peD:p esun vértice de algtn Te 3,}
th = {pez h:pe FO,}
X,=2x,nD;

Sean P, el espacio de polinomios de grado 1 y X;
el espacio de polinomios a trozos:
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X, ={v,e C(D):v,, €P, vTeS, (D)}

Ahora buscamos el espacio de aproximacion V), de
V de la forma:

Vh:{vhe Xh:vh’FOEO}

y el espacio de aproximacion W, de L’ (D,) dela
forma:

w, :{vh‘D_jzvheXh}

Es claro que ¥, y W, son finito dimensionales y

e dim(mzcard(ﬁh j 5

dim(, )= calrd(z:f3 )

Sea BZ{bl,...,bN,} un conjunto de funciones,

tales que:

be C(D)b/,eP, VT eS,(D)b(p,)=6

i
Vi,je{l,..N}, p,ey,
b(p,)=6,, Vi je{N+L...N,} p ey NT,

Donde: N, =card(2h), N =card(}ih)

Denotemos por L =card(zl?3), entonces el

conjunto {b 1S FE N }, constituye una base para
v

h?

{cj :ISjSL}C B que es una base para ;. [1] .

y se puede ver que existe un conjunto

Entonces utilizando el método de Galerkin,
podemos suponer que existe g, €W, y v,€V, ,

tales que:
L
q, = Z q,;c¢; (41)
j=1
vh=szjbj (42)

j=1

Los coeficientes g; y v; se denominan valores
nodales y forman vectores de la forma:
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q= [‘113""41L]r

, “3)
u=fuy.nuy §

que satisfacen las expresiones (38) y (39), ya
que V,cV y W, c I*(D,), obteniéndose los

siguientes problemas discretos, en dimension
finita:

Encontrar ueIR" :
N L N
le,' _/-,bk), +}\'Zq"j@'/’bk)Lz(l)S):Zu.};@.i’bk)'
j=1 , ‘a o
_)‘Zu.ya@vbk)*'KL(bk) Vke {l,...,N}
=1

(44)

; NxN
Consideremos  las MelR™

KelR", LelR"™ y el vector FelR",
donde:

matrices,

K./'k =@ k’b,/)
M, = k’b,/)/
L, = @k’cj )LZ(DJ)

F, = L@_/)

luego, el problema (44) se reduce a:

N,
{Encontrar uelR": (45)

Mu +ALq'=Mu” —AKu" + AF
De igual manera (39) puede escribirse como:
Q" =Pr (@ +pla' 1) (46)
K, =[1.0F cR*

Algoritmo de solucién del problema totalmente
discreto

U°=K"'F
—Repetir desde n=0 hasta nmax
f= conv|:y03U”]

["Repetir desde k=0 hasta kmax
_Repetir desde i=0 hasta imax

v =uf +AM ' F -Ku* -Lq')
i+ i i+1
q T e Pr[—-l.O]V (q + p(v * _f))
Si Etv'+l —V'ﬁ <tol Entonces
Salir
Fin_Si
—Fin_Repetir

uk+1 — v1+1

q() — qi+l

k+l

Si Hu ukg <tol Entonces

Salir
Fin_Si
Fin_Repetir
Un+l — uk+1

Sj iiU”“ _U"H <tol Entonces

Datos de entrada: M, K, L, F, qo, A, p, nmax,
kmax, imax, tol
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Salir
— Fin_Si
Fin_Repetir

Variables de salida: U

VISUALIZACION DE LOS RESULTADOS

Para obtener una visualizacién de los resultados,
consideremos un problema particular constituido
por los siguientes datos de entrada: Una region de
base plana, que representa la seccion transversal del
dique la cual esta formada superiormente por la

curva Y(x)= - (x B 1)2 +4 y las siguientes
dimensiones geométricas:

W=

Y, =1
a=-1
b=3
c= 3+1
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Fig. 3 Discretizacion del dominio con una malla
de 924 elementos triangulares.

Para iniciar el algoritmo hacemos uso de los si-
guientes parametros:

q =-1
A =40
p =1000

nmax = kmax = imax = 50
tol = 0,01

Para aproximar el comportamiento de la frontera
libre, utilizamos la siguiente informacidn, inicial

0 0 enlazonaseca

-1 enla zona hiimeda

Como se puede apreciar, el comportamiento de ¢,
Fig. 4, la cual, es utilizada en la simulacion de la
zona de filtracion, Fig. 5.

qu(%.y)

. e . i

Fig. 4 Representacion aproximada de ¢, ,

asociado a la solucion del problema
Quasivariacional.
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Fig. 5 Aproximacion de la frontera libre y la zona
de filtracion.

Podemos usar (16) para recuperar la informacién
relativa a la presién, mediante la relacién

oU
pe.y)= a (.y) 47
44

La presion en el interior de la pared del Dique, son
mostrados en la Fig. 6. Finalmente, se puede
observar el campo de velocidades del fluido, Fig. 7,
calculado a partir de la expresion (3).

Fig. 6 Curvas de nivel para la presion al interior
del dique de seccion  transversal
generalizada.

2 3

X

Fig. 7 Campo de velocidades asociado a la
presion al interior del dique.
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CONCLUSIONES

Se ha formulado una expresién mateméatica
apropiada para modelar el comportamiento de un
fluido a través de un medio poroso de forma
geométrica general, obteniéndose con
aproximacion suficiente tanto la presion como el
campo de velocidades.

La técnica matematica propuesta es extensible al
tratamiento de otros problemas que involucren
inecuaciones quasivariacionales del tipo (23).
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