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El objetivo central de este trabajo consiste en mostrar la posibilidad de condensar un gas de electrones del nivel
de Fermi, esto se logra considerando que cada par de electrones con momemtum total igual a cero y momentum
angular intŕınseco igual a cero, denominado par de Cooper, se han ligado en el espacio momentum debido a la
existencia de un potencial efectivo atractivo, lo que se explica con la interacción activa de la red con cada par de
electrones con las caracteŕısticas ya mencionadas. La condensación se muestra con la existencia de un nivel de
enerǵıa por debajo del estado fundamental del Gas de electrones libres de Fermi. La Importancia de este trabajo
radica en contribuir al entendimiento del fenómeno de la superconductividad en los metales.

Palabras Claves: Par de Cooper, Nivel de Fermi.

The main objective of this paper is to show the possibility of condensing a gas electron Fermi level, this is
achieved considering that each pair of electrons with full momentum zero and intrinsic angular momentum zero,
called Cooper pair, they have been linked in the momentum space due to the existence of an attractive effective
potential, which is explained with the active network interaction with each pair of electrons with the aforementioned
characteristics. Condensation shown the existence of an energy level below the ground state Fermi gas free electrons.
The importance of this work is to contribute to the understanding of the phenomenon of superconductivity in metals.

Keywords: Cooper pair, Fermi level.

1 Introducción

Muchas de las propiedades de los metales (conductividad
eléctrica, capacidad caloŕıfica, etc) se pueden explicar te-
niendo en cuenta el modelo cuántico de un gas de “elec-
trones libres” (GEL) 1 2. Veamos ahora el problema de la
superconductividad. Consideremos un metal en estado
normal; al descender la temperatura hasta un valor igual
o menor que cierta temperatura cŕıtica, éste pasa a un
estado especial llamado estado superconductor3 [1][2][3].

Este nuevo estado se puede explicar teniendo en cuenta
una interacción efectiva de tipo atractivo entre cada par
de electrones4 5.

El estado fundamental del gas de “electrones libres”
corresponde al mar de Fermi lleno, lo cual corresponde
a una enerǵıa mı́nima6. Es posible cambiar este estado
fundamental a otro, que estaŕıa representado por otra
enerǵıa mı́nima, si consideramos la interacción atractiva
entre los electrones mencionada ĺıneas arriba; en este caso

nuestro sistema estaŕıa formado por electrones corrientes
y pares de electrones acoplados ( véase la figura 1) .

Figura 1. En la parte (a) de este gráfico hemos represen-
tado al estado fundamental del gas de Fermi. En la parte
(b) tenemos una posible representación del estado funda-
mental de un gas de electrones en interacción, donde los
pares de electrones son ahora bosones, no sometidos al
principio de exclusión de Pauli.

1Para explicar la conductividad eléctrica en los metales sólo se necesita considerar el modelo clásico del gas de electrones libres.
2Debemos recordar que estos electrones no son totalmente libres, ya que estan sujetos a un potencial periódico debido a los iones de la

red.
3La superconductividad no es una propiedad de una nueva clase de materiales como es el caso de los aislantes (1012electrones/cm3)

semiconductores (1012electrones/cm3) y buenos conductores (1022electrones/cm3) sino un nuevo estado de la materia como lo es, por
ejemplo el gas, ĺıquido o sólido.

4Esta interacción se encuentra mediada por la red de iones de la forma siguiente: Un electrón interactúa con la red, el otro siente la
perturbación de la red, dando lugar a una interacción atractiva entre ambos electrones.

5Debemos tener en cuenta que esta interacción esta representada por un potencial que es función de la temperatura cŕıtica. Por ejemplo:
El paso de gas a ĺıquido en una sustancia es también controlado por la temperatura de condensación de la sustancia considerada.

6Este estado es estable bajo excitaciones en dicho gas; pero bajo una perturbación causada por la temperatura, cercana a la temperatura
cŕıtica, se vuelve inestable.
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Los electrones que se acoplan son aquellos que tienen un
momentum lineal total y momentum angular intŕınseco
total iguales a cero, sin que coincidan espacialmente.
Esto no significa que el momentum. lincal (o angular)
de cada part́ıcula sea igual a cero 7. Además debemos
mencionar que los electrones mas energéticos en el GEL,
los que están cerca al nivel de Fermi, son sólo aquellos
que se aparean 8. Lo que vamos a desarrollar a conti-
nuación servirá para mostrar un modelo simplificado del
proceso de condensación en el espacio momentum de un
gas de electrones[4][5][6][7].

2 Función de onda de un par de
electrones en interacción bajo

un potencial efectivo

Empecemos nuestro estudio considerando la función
de onda de un par arbitrario de electrones del GEL,
ϕ(r̄1, r̄2), donde r̄1 y r̄2 son las variables espaciales corres-
pondientes a un par. Es conveniente expresar ϕ(r̄1, r̄2)
en coordenadas relativas. Para lograr ésto hagamos la
siguiente transformación [8][9]:

r̄ =r̄1 − r̄2

R =
mr̄1 +mr̄2

2m
=
r̄1 + r̄2

2

(1)

donde R̄ es la variable correspondiente al centro de masa.
De acuerdo a lo expresado anteriormente

ϕ(r̄1, r̄2) = ϕ̃(r̄, R̄)

para poder expresar ϕ̃ en coordenadas separables es nece-
sario conocer la forma del potencial efectivo de inter-
acción. Es conocido que el potencial de interacción entre
dos cuerpos, en este caso tomaremos el potencial efectivo
(Vef ), depende sólo del modulo de r̄1 − r̄2

9,

Vef ≡ V (|r̄1 − r̄2|) (2)

Por lo tanto podemos ensayar

ϕ̃(r̄, R̄) = Ψ(r̄)g(R̄)) (3)

La ecuación de Schödringer estacionaria en coordenadas
r̄1, r̄2 es:

(
− ~2

2m
52

1 −
~2

2m
52

2 +V (|r̄1 − r̄2|)
)
ϕ(r̄1, r̄2) =

Eϕ(r̄1, r̄2)ϕ̃(r̄, R̄) = Ψ(r̄)g(R̄))

(4)

La expresion anterior bajo la transformación (1) es

(
−~2

m
52

r̄ −−
~2

2m
52

R̄ +V (|r̄|)
)
ϕ̃(r̄, R̄) = Eϕ̃(r̄, R̄)

(5)
Reemplazando (3) en (5), obtenemos

−~2

m

52
r̄Ψ(r̄)

Ψ(r̄
−−~2

4

52
R̄
g(R)

mg(R)
+ V (|r̄|) = E (6)

Podemos observar en (6) dos expresiones que dependen
de las variables independientes r̄ y R̄, es decir

−~2

m

52
r̄Ψ(r̄)

Ψ(r̄
+ V (|r̄|) = Erel (7)

−~2

4

52
R̄
g(R)

mg(R)
= E − Erel = ECM (8)

Una solución de (8) es

g(R) = AeiK̄.R̄, A = cte (9)

donde K̄ y ECM se relacionan por:

ECM =
~2K̄2

4m
(10)

Debemos recordar que una part́ıcula queda representada
por un paquete de ondas, y no solamente por la función
(9) que no es de cuadrado integrable 10. Sin embargo
con (9) podemos formar el paquete de ondas que si es
normalizable, es decir

Φ(R̄) =

∫
d3K̄G(K̄)eK̄.R̄ (11)

Reescribamos la expresion (7):

−~2

m
52

r̄ Ψ(r̄) + V (|r̄|)Ψ(r̄) = ErelΨ(r̄) (12)

Debido a que el potencial solo depende de |r̄| la función
de onda Ψ(r̄) de la expresion (12) la podemos expresar
en variables esféricas separables, es decir

Ψ(r̄) = Ψ̃(r̄)Ω(θ, φ) (13)

Si escribimos (12) en coordenadas esféricas, obtenemos

−~2

m

∂2

∂r2
(rΨ(r̄)) +

L̄2

mr2
Ψ(r̄) = (Erel−V (|r̄|))Ψ(r̄) (14)

donde

L̄2Y`m(θ, φ) = `(`+ 1)~2Y`m(θ, φ) (15)

Y`m corresponde a los armónicos esféricos. De acuerdo
a la expresión (13), podemos identificar que Ω(θ, φ) =
Y`m(θ, φ) 11. Si nos limitamos al análisis del estado fun-
damental, entonces podemos tomar ` = O, m = O. La
ecuación (14) se transforma en

7Recuerde por ejemplo que la fuerza magnética sobre un circuito cerrado inmerso en un campo magnético uniforme es cero; pero esto
no significa que la fuerza magnética sobre cada parte del circuito sea cero.

8Son los electrones de mayor enerǵıa los que primero se ven afectados por los cambios. Podemos mencionar por ejemplo en el proceso
de ebullición de un ĺıquido, son las moléculas mas energéticas las que se vaporizan.

9Recuerde que estamos considerando hasta ahora una interacción arbitraria (no necesariammente la de Coulomb).
10Tener presente que estamos analizando el centro de masa.
11La parte angular corresponde a los armónicos esfédcos, ya que estamos suponiendo un potencial central (prob. de dos cuerpos).
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−1

r

∂2

∂r2
(rΨ(r̄)) = −m

~2
(Erel − V (|r̄|))Ψ(r̄) (16)

Como Y00 =
1

4π
, entonces

Ψ(r̄) =
1√
4π

Φ̃(r̄) (17)

Lamentablemente desconocemos la forma del potencial
V (|r̄|) para poder hallar una solución de (16); sin em-
bargo ahora sabemos que la función de onda del estado
fundamental de dos electrones en interacción bajo un po-
tencial efectivo V (|r̄|) sólo depende de |r̄|.
Escribamos (12) en coordenadas esféricas, obtenemos

3 Desarrollo de Fourier de la
función de onda de un par de

electrones Ψ(r̄1, r̄2)

El desarrollo de Fourier de ϕ(r̄1, r̄2) en un volumen L3 es
12

ϕ(r̄1, r̄2) =
1

L3

∑
k̄1

∑
k̄2

α(k̄1, k̄2)eik̄1.r̄1+ik̄2.r̄2 (18)

Recordemos que en el caso continuo (en r̄) tenemos

1

L3

∫
eik̄.r̄d3r̄ = δk̄

y en el caso discreto ( en k̄) tenemos

1

L3

∑
eik̄.r̄ = δr̄

podemos “despejar” α(k̄1, k̄2) de (18)

α(k̄1, k̄2) =
1

L3

∫ ∫
d3r̄1d

3r̄2ϕ(r̄1, r̄2)eik̄1.r̄1+ik̄2.r̄2 (19)

De (1), obtenemos

r̄1 =R̄+
r̄

2

r̄2 =R̄− r̄

2

(20)

La expresión (19) en las nuevas variables R̄ y R es 13

α(k̄1, k̄2) =
1

L3

∫ ∫
d3r̄d3Rϕ̃(r̄, R)e−i(k̄1+k̄2).R̄e−i

k̄1−k̄2
2 .r̄

(21)
Reemplacemos (3) y (9) en (21), obtenemos

α(k̄1, k̄2) =
1

L3

∫ ∫
d3r̄d3R̄Ψ(r̄)e−i(k̄1+k̄2−K̄).R̄e−i

k̄1−k̄2
2 .r̄

(22)
En la expresión anterior podemos notar que

1

L3

∫
d3Re−i(k̄1+k̄2−K̄).R̄ = δK̄,k̄1,k̄2

(23)

Esta nueva expresión nos muestra la conservación del mo-
mentum del par. Ahora, si nos situamos en el centro de
masa tenemos

K̄ = k̄1 + k̄2 = 0̄ (24)

entonces la expresión (??) toma la forma

α(k̄1, k̄2) =

∫
d3r̄Ψ(r̄)e−i

(k̄1−k̄2−K̄)
2 .r̄δk̄2k̄1

α̃(k̄1) =
∑
k̄2

(k̄1, k̄2) =

∫
d3r̄Ψ(r̄)

∑
k̄2

e−i
(k̄1−k̄2−K̄)

2 .r̄δk̄2k̄1

α̃(k̄1) =

∫
d3r̄Ψ(r̄)e−ik̄1.r̄ (25)

Reemplazando (17) en (25), obtenemos

α̃(k̄1) =
1

4π

∫
d3r̄Ψ(r̄)e−ik̄1.r̄ (26)

De la expresión (26) podemos notar que a α̃(k̄1) depende
sólo del modulo de k̄1, ya que podemos integrar las va-
riables angulares (véase el Apéndice B). Esto representa
la amplitud de probabilidad de encontrar un electrón de
momentum ~k̄1 y el otro con momentum −~k̄1. Es decir
hemos agrupado los electrones en el espacio momentum
en parejas interactuantes con momentum angular total
casi igual a cero 14.

Figura 2. En el espacio momentum, los distintos k están
distribuidos de manera aleatoria de manera que para cada
k dentro de un pequeño ángulo sólido, siempre se puede
encontrar un -k en otro pequeño ángulo sólido.

12Esto no es otra cosa que desarrollar la función Ψ como una combinación lineal de eik̄1.r̄1+ik̄2.r̄2 .
13El jacobiano de esta transformación es igual a uno.
1414 (véase el gráfico 2)
15Si nosotros distinguiésemos los electrones del par complementario veŕıamos que éstos estaŕıan cambiando de electrones; pero no lo

podŕıamos distinguir porque son part́ıculas idénticas.
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Despejando Φ̃(|r̄|) de 26, obtenemos

Φ̃(|r̄|) =

√
4π

L3

∑
α̃(|k̄|)eik̄.r̄ (27)

Lo cual representa la función de onda del par de elec-
trones15 ; que como se ve, sólo depende de la distancia
entre dichos electrones. En la figura 3 damos una repre-
sentación clásica de este agrupamiento de los electrones
en r̄.

4 Solución de la ecuación de
Shrödinger setacionaria en

coordenadas relativas

Escribamos otra vez (12)

−~2

m
52

r̄ +V (|r̄|)Ψ(r̄) = ErelΨ(r̄) (28)

donde Erel tiene una contribución debido a las enerǵıas
cinéticas del par de electrones y otra debido a la in-
teración entre los electrones del par (Epar).

Figura 3. Representación clásica en r de dos parejas de
electrones con momentums opuestos en cierto instante.
Las curvas representan las trayectorias de los electrones.

Debido a que las excitaciones en un gas de electrones
ocurren en la vecindad del nivel de Fermi, debemos con-
siderar al par de electrones representado por la función de
onda (27) cercano al nivel de Fermi. Entonces podemos
considerar

Erel = Epar +
~2k2

F

m
(29)

Reemplacemos (27), (29) en (28):

−~2

m
52

r̄ Ψ̃(r) + V (|r̄|)Ψ̃(r̄) = (Epar +
~2k2

F

m
)Ψ̃(r) (30)

Reemplazando (27) en (30) obtenemos

2εk̄α̃(|k̄|) =
∑
k̄′

γk̄k̄′ α̃(|k̄|) = (Epar + 2εk̄F
)α̃(|k̄|) (31)

donde

εk =
~2k̄2

2m
, (32)

γkk′ es el coeficiente del desarrollo de Fourier de V (|r̄|),
es decir,

γk̄k̄′ =
1

L3

∫
d3r̄V (|r̄|)ei(k̄−k̄

′) (33)

5 Potencial efectivo de tipo
atractivo

Sea Vef el potencial efectivo de interacción para un par
de electrones,

Vef = Ve−red−e + Ve−e, (34)

donde Ve−red−e es el potencial de interacción electrón-
red-electrón y Ve−e es el potencial de repulsion de
Coulomb [10][11][12]. Para que Vef sea de tipo atrac-
tivo, el potencial Ve−red−e debe ser de tipo atractivo ya
que Ve−e es de naturaleza repulsiva 16. Es la interación
electrón-red-electrón la que crea las condiciones para el
acoplamiento entre los electrones 17 . Ahora vamos a
considerar un potencial efectivo Vef de manera que sus
coeficientes de Fourier γkk′ cambien muy poco con k̄, k̄′,
y que su valor sea no positivo, es decir

γk̄k̄′ = − g

L3
para εk̄F

<
~2k̄

2m
,
~2k̄′2

2m
,< εk̄F

+ ~ωD (35)

γk̄k̄′ = 0 en otro caso (36)

Esta interacción es atractiva y constante en una banda
de enerǵıa cuyo ancho es ~ωD [5], ωD es la frecuencia de
Debye [6], sobre el nivel de Fermi. Reemplazando (35)
en (31) obtenemos

(−2εk̄ + E + 2εk̄F
)α̃(|k̄|) = ω (37)

donde

ω ≡ − g

L3

∑
k̄′

α̃(|k̄′|) (38)

εk̄F
<

~2k̄′2

2m
< εk̄F

+ ~ωD (39)

16Los electrones que forman pares ligados están muy separados en comparación a la longitud de penetracion de London. Esto nos permite
entender que la repusión culombiana sea despreciable.

17El resultado experimental, en superconductividad, conocido como el efecto isotópico nos permite entender el rol importante que juega
la red de iones en la formación de pares de Cooper.
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De (37) y (38), obtenemos

1 =
g

L3

∑
k̄

1

−E + 2εk̄ − εk̄F

(40)

εk̄F
< εk̄ =

~2k̄2

2m
< εk̄F

+ ~ωD (41)

6 Enerǵıa de ligadura

Analicemos si existen valores propios E < O (pares li-
gados) en (40). Para esto, por comodidad, consideremos
los valores de k̄ continuos, entonces podemos escribir

1

L3

∑
k̄

→ 1

(2π)3

∫
d3k̄ →

∫
N(ε)dε (42)

donde N(ε) es el número de estados en el intervalo de
enerǵıa ε y ε + dε.
Considerando (42) en (40) obtenemos

1 = g

∫ D+εk̄F

εk̄F

N(ε)
dε

−E + 2εk̄ − 2εk̄F

(43)

Como estamos considerando pares de electrones cuyos
valores de enerǵıas no difieren mucho de la enerǵıa de
Fermi, es razonable suponer que D � εk̄F

entonces como
N(ε) es una función continua podemos usar el teorema
del punto intemedio; es decir podemos reemplazar N(ε)
por Nεk̄F

, donde εk̄F
puede ser considerado como el

punto intermedio.
Hagamos el siguiente cambio de variable u = 2εk̄F

−E−
2εk̄F

> 0 entonces 43 se transforma en

2 = gN(εk̄F
)

∫ 2D−E

−E

du

u
⇒

2 = gN(εk̄F
)lnu|2D−E−E ⇒

2D − E
−E

= e
2

gN(εk̄F
)

Si suponemos que la interacción atractiva entre los
pares de electrones es bastante débil, podemos escribir
gN(O)� 1 [7]; entonces

E = −2De
−2

gN(0) (44)

seŕıa el valor de la enerǵıa de ligadura del par.

7 Momento Angular intŕınseco

Hasta ahora no hemos tomado en cuenta las variables de
esṕın. La función de onda del par, teniendo en cuenta
dichas varia.bles, seŕıa Φ(r̄1, r̄2, σ1, σ2), donde σ1, σ2 son
las variables de esṕın. Recordemos que los electrones son
fermiones, eso significa que Φ

Φ(r̄1, r̄2, σ1, σ2) = Ψ(r̄1, r̄2)Θ(σ1, σ2) (45)

es una función antisimétrica 18; como Ψ(r̄1, r̄2) debe ser
simétrica, entonces la función de esṕın Θ(σ1, σ2) debe ser
antisimétrica. Por lo tanto los pares de Cooper tienen un
momentum angular intŕınseco igual a cero.

8 Conclusiones

l. Considerando la existencia de un potencial atractivo
mediado por la red, entre los electrones con momentum
lineal cero y momentum angular intŕınseco igual a cero
se ha mostrado el proceso de condensación. de los elec-
trones cercanos al nivel de Fermi.
2. Sólo los electrones cercanos al nivel de Fermi son los
que forman pares de Cooper.
3. Se ha mostrado que el proceso de condensación de
un gas de electrones en interacción ocurre en el espacio
mornentum. Además se ha encontrado un nuevo estado
fundamental para el gas de electrones en interacción cuya
enerǵıa es menor que la enerǵıa del estado fundamental
del (“Gas de Fermi”).
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