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RESUMEN

En este trabajo desenvolvemos extensivamente algunos de
los resultados obtenidos en la referencia (Cioletti et al., 2017).
Usamos la distancia de Wasserstein para obtener algunos teo-
remas del tipo limite central para procesos aleatorios unidi-
mensionales que tienen dependencia asociada positiva.

Palabras claves: Distancia de Wasserstein; Proceso aleatorio,
Asociado positivo.

ABSTRACT

In this paper we extensively develop some of the results obtai-
ned in reference (Cioletti et al., 2017). We use the Wasserstein
distance to obtain some central limit type theorems for one-di-
mensional random processes having positive associated depen-
dence.

Keywords: Wasserstein distance; Random process, Positive as-
sociate.
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1. INTRODUCCION

La distancia de Wasserstein W,.(u,v), también conocida como Monge-
Kantorovich-Rubinstein (Kantorovi¢ & Rubinstein, 1958; Jordan et al., 1998),
distancia de Mallows (1972) o distancia de transporte dptima en optimizacion
(Ambrosio, 2003), es responsable de medir la discrepancia entre dos medidas
de probabilidades u y v. Esta métrica ha sido aplicada con éxito en una amplia
variedad de campos, por ejemplo, Gray (2009), Rachev y Rischendorf (1998),
Sommerfeld y Munk (2018), Otto (2001) y Villani (2003, 2009). Sobre los
numeros reales, esta distancia cuantifica la discrepancia entre dos funciones de
distribucion (acumulativas) F y G. Si F y G son las funciones de distribucién de
dos variables aleatorias X e Y, respectivamente. El Teorema de representacion
de Dorea y Ferreira (2012) nos permite escribir, W, (F,G) = Ey |X* —Y*|", si
r =1, donde H(x,y4) = F(x) AG(y¢) es el limite superior de Fréchet.
Ademds, puede ser demostrado que la representacion W," (F,G) = Eg |X' —
Y'|", donde K(x,4) = 0 V[F(x) + G(y¢) — 1] es el limite inferior de Fréchet,
es vdlida en el caso que 0 < r < 1. Usando esas representaciones y el conocido
Teorema de Bickel y Freedman (1981),

d
(1) WEF) >0 @FESF y [l dh@ > [l dF@),

el cual proporciona una estrecha relacién con la convergencia en distribucion
d
(—)), en este trabajo haremos uso de la distancia de Wasserstein (Vaserstein,

1969) para analizar el comportamiento asintético de procesos aleatorios
unidimensionales que tienen dependencia asociada positiva. Ejemplos de
procesos aleatorios que exhiben este tipo de comportamiento, por medio de
W;,., usualmente son encontrados en la Mecanica Estadistica, por ejemplo, en
modelos ferromagnéticos tipo Ising con espines discretos y continuos, para
mayores detalles, vea referencia (Cioletti et al., 2017).

2. LA DISTANCIA DE WASSERTEIN

En esta seccién presentamos algunos conceptos de asociacidn positiva y de
distancia de Wasserstein. En seguida, enunciamos algunos resultados
preliminares que utilizaremos a lo largo de la exposicion de este trabajo. Asi
mismo, cerramos esta seccién con algunas definiciones adicionales.
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Convergencia de procesos aleatorios unidimensionales

2.1. ASOCIACION POSITIVA

Denote por Z al conjunto de los numeros enteros. Consideraremos
procesos aleatorios del siguiente tipo {Xj:j € Z}, los cuales son definidos
sobre algin espacio de probabilidad (Q,&,P), y estan asociados
positivamente de acuerdo a la siguiente definicidn.

Definicion 1. Un proceso aleatorio {Xj: j € Z}, es asociado positiva si,
dadas dos funciones coordenadas no decrecientes f,g:R" - R y
J1s+r Jn € Z,tenemos

cov (f(le, wr Xin), 9(X1, ...,Xjn)) >0,
(Gabriel, 2017)
siempre que la covarianza exista.

Decimos que wuna funciéon f:R™ — R es no decreciente si
f(xq, %) < f(Y1, ., Yn), siempre que x; < yj, paratodoj =1,..,n.
Algunos ejemplos de procesos asociados positivamente son los siguientes:

Ejemplo 2. Cualquier conjunto de variables aleatorios independientes estd
asociado positivamente (Esary et al., 1967).

Ejemplo 3. Variables aleatorias con distribucion Gaussiana multivariada y
con covarianza positiva estdn asociadas positivamente (Pitt, 1982).

Ejemplo 4. Sean {X;:i > 1} independiente e idénticamente distribuidos y
sea Y independiente de {X;:i > 1}, entonces, {X; =X;+Y:i=>1} es
asociado positivo (Barlow & Proschan, 1975).

Lema 5. Sea {X; : i € Z} un proceso aleatorios asociado positiva; Para

m; 2 1, si fj : R™ — R son funciones coordenadas no decrecientes,

entonces { f; (Xil,...,Xim,): il,...,imj € Z }, también, es asociado
J

positivo (Oliveira, 2012).

Ahora, con el Lema 5 a nuestra disposicién, es sencillo generar nuevas
familias de variables aleatorias asociadas positivamente a partir de un
conjunto de variables aleatorias con esta propiedad, al aplicar
transformaciones mondtonas.
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Ejemplo 6. Si X;, ,n € N, son variables aleatorios asociados positivas,
entonces, la secuencia de sumas parciales S, = X; + -+ X, ,n € N esta
asociada positivamente. Esto es una consecuencia inmediata del Lema 5.

Ejemplo 7. Dadas las variables aleatorias Xj,...,X, , definan las
estadisticas ordenadas X., = “el k-ésimo mas pequeiio entre X, ..., X;,”.
Estas estadisticas de orden son transformaciones no decrecientes de
X1, -, X, , consecuentemente, estas estadisticas de orden estan asociadas
positivamente, lo mismo se aplica a X1, ..., Xp.n-

Ejemplo 8. Dada una secuencia de variables aleatorias Y¥;,, con n € N fijo,
defina X, = max {Y,, Y41, -, Ynem} , con m € N fijo. Si los Y, estdn
asociadas, también lo estan los X;,.

2.2. DISTANCIA DE WASSERSTEIN

En esta parte definimos el concepto de distancia de Wasserstein (Mallows,
1972; Newman, 1980) y establecemos una equivalencia con la definicién
de distancia Mallows que aparecen en las referencias (Bickel & Freedman,
1981; Dorea & Ferreira, 2012; Mallows, 1972) (ver Lema 10).

Sea (£, &) un espacio medible correspondiente a un experimento aleatorio
dado. Denotando por B(L)) a la o-dlgebra de los borelianos de Q,
definimos la colecci’on de todas las medidas de probabilidad sobre B(Q)
por M, (Q).

Supongamos que estamos encargados del “transporte de mercancias”
entre productores e consumidores, cuyas distribuciones espaciales son
modeladas por las medidas de probabilidad ¢y v. Si los productores y
consumidores estan localizados a una distancia mayor, mas dificil sera
nuestro trabajo. Luego, nos gustaria resumir el “grado de dificultad” con
apenas una cantidad. Para ello, es natural considerar el “costo dptimo de
transporte” entre las medidas y y v como

inf

Cuv)=_ M(u

) fRZC(x. y) dm(x,4),

(Gabriel, 2017)

donde c(x, ) denota el costo de transporte de una unidad de masa de x
para ¢ y el conjunto
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(2) Nw,v) ={r € My(R*) : Proy;m= pu y Proy,m=v}
(Gabriel, 2017)

estd constituido por todos los acoplamientos m de wu,v € Mj (R),
conocidos como planos de transporte.

Aqui, (Proy; m)(AxR) y (Proy,m)(B) =m(RxB), para cada
borelianos A y B en R, son las proyecciones sobre la medida . En
terminos simples, I1(u,v) es el conjunto de todas las medidas de
probabilidad m € M; (R?) con marginales i y v, respectivamente. En
general C no es una distancia. En el caso que c sea una distancia, entonces
C es una distancia (métrica), también.

Definicion 9 (Distancia de Wasserstein). Sea (R, d) un espacio m’etrico,
con métrica dada por d : R? = [0, =). La distancia de Wasserstein de
orden r > 0 entre dos medidas de probabilidad u,v € M; (R) se define
mediante la siguiente formula (Mallows, 1972; Villani, 2009):

1

inf d(x, )" dn(z, y)}

W (wv) = {ﬂ en(uv) Jis

donde I1(u, v) es el conjunto definido en (2).

Algunos casos particulares de la distancia de Wasserstein son conocidos,
por ejemplo (Gabriel, 2017):

W, (u,v) = Sup| )| <1UR¢d(y—v)}, esa expresion es llamada
Lip~

“férmula de dualidad para la distancia de Kantorovich-Rubinstein”, para

mayores detalles, ver Villani (2003). Aqui el supremo es tomado sobre

todas las funciones Lipschitzianas (limitadas) Y que estan dentro de la

bola unitaria, segun la norma ||1/)||Ll_p = max {k; (¥),k, ()}, donde

xzy [P ()P (y)l
fey () = TRV e, () = 2 sup, ()]

o Wr(Sx , %) =d(x,4),r <0,donde §, y §, son medidas de delta de
Dirac concentradas en los puntos fijos x e ¢, respectivamente.

e Si d es una métrica discreta, es decir d(x,¢) = Ix=y}, entonces
1
W, (1, v) = (5)||M—V||VT ver [21]), donde |lu—vl|,. =

| IECOS €¥



Roberto Vila

2supye\g [1(A) — v(A)| denota la distancia de variacion total entre p y
V.

El siguiente resultado nos ofrece una caracterizacion de la distancia de
Wasserstein en el caso que R estd equipado con la métrica euclidiana. La
prueba de este resultado puede ser encontrado en el Apéndice A. En
algunas referencias, vea por ejemplo (Bickel & Freedman, 1981; Dorea &
Ferreira, 2012; Mallows, 1972), esta medida es conocido como distancia
Malllows.

Lema 10. En la Definicién 9, considere d(x,4) = |[x —yl,u =Fyv =G
dos funciones de distribucion (acumulativa). Entonces, la distancia de
Wasserstein de orden v > 0 entre F y G es dada por

1
inf T

W (F, G) = {n € I(w,v)

Em—nﬂ
donde el infimo es tomado sobre todos los pares de variables aleatorios
(X,Y) cuyas distribuciones marginales son F y G, respectivamente.

Tenga en cuenta que, estrictamente hablando, W, , como definido
anteriormente, no es una distancia sobre el espacio de las funciones de
distribucién, ya que esta definicién admite la posibilidad W,.(F,G) = oo.
Pero esto no crea ningln inconveniente, para que esta definicion tenga
sentido las distribuciones F y G deben tener un momento (absoluto) de
orden r finito. Formalmente, definimos el espacio de distribuciones que
tienen esta propiedad por

P
F es una funcion de distribucion tal que

—{F R (01 [t ar <o @
R

Este espacio fue introducido por Bickel y Freedman (1981) para mostrar
que, parar =1 la funcién W, : B. x P — [0,) en el Lema 10 es una
métrica.

Observacidon 11. De aqui en adelante, en este trabajo, usaremos la
definicion de la distancion de Wassertein providenciada por el Lema 10.
Esto es, consideraremos la Definicion 9 consideramos la métrica euclidiana

d(x,4) = |x —yl.
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2.3. RESULTADOS Y DEFINICION PRELIMINARES
A continuacidon recopilamos algunos resultados, propiedades y
definiciones necesarias para las pruebas de este trabajo.

Lema 12 (Newman & Wright, 1981). Sea {Xj 1 j € Z} un proceso aleatorio
asociado positivo; Si todos los Xj' s poseen un segundo momento finitom

entonces las funciones caracteristicas ¢ (r]) = IE(exp{irjX ]}) y

¢(ry, ...1,) = E(exp inij }
j=1

satisfacen

. 1
¢ (7”1:---7”n)—1—[¢j(7}') SE Z |rjrk|cov(Xj,Xk).
=1

j 1<j#ksn

El lema 12 nos informa que, para procesos aleatorios asociados positivos
cuyas combinaciones lineales de las covarianzas poseen un determinado
decaimiento a medida que n crece, el proceso puede ser considerado
asintéticamente independiente.

Asuma que X,Y y (X,Y) tienen distribuciones F, G Y H, respectivamente,
donde V(x,4) € R?,

H(x,4) = F(x) AG(y) = min{F (x),G(y)}.

El siguiente resultado (Teorema 13) facilita la evaluacion de W,.(F, G),
pues en este caso la distancia de Wassersteins W,.(F,G), conr =1, es
alcanzado por el r-ésimo momento de |X —Y| con respecto a la
distribucidn H.

Teorema 13 (Dorea & Ferreira, 2012). Para r = 1 la distancia de
Wasserstein del Lema 10 puede ser escrita como

W (F,G) = E[F'(U) - ¢~* ()|
1
:f [F~Y(uw) — G 1 (w)|"du
0

— EylX — Y| = j2|x — ylIrdH (x, ),
R

donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1) y

| IECOS €4
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Flw)=inflxeR:F(x)>u}, 0<u<l1,

(Gabriel, 2017)
denota la inversa generalizada.

La representacion de la distancia de Wasserstein del Teorema 13 no es
valida para 0 < r < 1, incluso cuando el momento de orden r es finito,
como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 14. Sean X € {1,2}eY € {3,4} dos variables aleatorias
discretas con respectivas funciones de probabilidades dadas por

]P(le)=§=1—]P(X=2),]P’(Y=3)=Z=1—IP>(Y=4).

Denota por F y G a las funciones de distribucion de X e Y,
respectivamente.

Supongamos que (X,Y) E OVI[F+G—1]y que (X*,Y*)EF AG, es

decir, las funciones de distribucién de (X,Y) y (X*,Y™), respectivamente,
son definidas como, V(x,4) € R?,

Fyy(x,4) = max {0,F(x) + G(y) — 1},
Fxy+(x,9) = min{F (x), G(y)}.

Vemos las distribuciones de probabilidades de (X,Y) y (X*,Y*) son
explicitamente dadas en la Tabla 1:

Tabla 1

Distribuciones de probabilidades de (X,Y) y (X*,Y™).

.‘-h“‘T--.._‘_h_ Y 3 4 -"“““"*:-;__H_H_ v 3 4

1 5/12 1/} i 2/3 0

2 1/3 0 2 1/12 1/4
Observe que

27‘+1 —3" -1
E|IX*-Y*|"—E|X-Y|" =
4
, T+1_qr_ .

Una vez que la funcion r — — 6 positiva, V 0 < r < 1, tenemos

queE|JX*—=Y*|" —E|X-=Y|" > 0.

Por lo tanto, para cualquier 0 <r <1 no es posible obtener una
representacion de la distancia de Wasserstein como la del Teorema 13.

89 1ECOS |
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Observacidn 15. Una generalizacion del Ejemplo 14 puede ser encontrada
en la referencia (Dorea & Ferreira, 2012).

Ahora, asuma que, X,Y y (X,Y) tienen distribuciones F,G y K,
respectivamente, donde, V(x,4) € R?,

K(x,4) =0V I[F(x)+G(y) — 1] = max{0,F(x) + G(y) — 1}.

El proximo resultado (Teorema 16) facilita la evaluacion de W,.(F, G), pues
en este caso W,.(F,G), con 0 < r < 1, tienen una expresion cerrada en
funcién de r-ésimo momento de |X — Y| con respecto K.

Teorema 16. Para 0 < r < 1 la distancia de Wassertein del Lema 10
puede ser escrita como

WS (F,G) =EIF*(U) -G (1 - V)|
1
_ J IF~1(u) — 62 (1 — w)|"du
0

— Eg|X — Y| = f e =yl dK (),
R

donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1).

Ejemplo 17. Sean X,Y, (X,Y) y (X*,Y*) las variables aleatorias
consideradas en el Ejemplo 14. Una vez que, para cualquier v = 1,

r+1 _ 3T -1
E|X*-Y*|"—E|X-Y|" = — <0,
concluimos que, parar = 1, no es posible obtener una representacion de
la distancia de Wasserstein como la del Teorema 16.

Definicion 18 (Convergencia). Sean {F, },.en v F funciones de distribucion.
Diremos que F,, converge em dist@ncia de Wasserstein a F, si

W, (Fy F) =0
El siguiente lema basicamente nos brinda una conexién directa entre la
convergencia en distancia de Wasserstein W, y la convergencia en
distribucidn. Para ello es necesario recordar la definicidn del conjunto P,
en (3).

Teorema 19 (Bickel & Freedman, 1981). Si r=>1, FE,€P.,n=
1,2,.. y F € P,., entonces W,.(F,,F) > 0 si y solamente si,

| IECOS €4
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d
e F,-F
o [ lalTdR (@) o [7 x| dF (x).

En otras palabras, el Teorema de Bickel y Freedman arma que
convergencia en distancia de Wasserstein es un concepto mas fuerte que
convergencia en distribucidon. Para variaciones y extensiones de este
resultado, consulte las referencias (Dorea & Ferreira, 2012; Shorack &
Wellner, 2009).

Definicion 20. Un proceso aleatorio {XJ 1j € Z} es estacionario (fuerte) si
paratodom =1yl € Z,

d . .
(Xi1, ...Xim):(xilH, v Xi 1) Vi, ., iy €Z,

Donde "i" denota igualdad en distribucion.

La demostracidn del siguiente resultado puede ser encontrado en detalle
en el Apéndice B de este trabajo.

Proposicion 21. Sea {Xj 1 j € Z} un proceso aleatorio estacionario. Para
m;p =21, si it R* >R son funciones medibles, entonces

{f] (Xl-l, ""Ximj) 2 iq, ...,imj € Z} también es estacionario.

Teorema 22 (Newman, 1980). Sea {Xj 1 j € Z} un proceso aleatorio
estacionario y asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y
estrictamente positiva, 0 < varX, < +oo, y que

02 = var(X,) + ZZ cov(X;, Xy) < 4o

i=1
Entonces,

S —nE(X,y) a
oican) ~ MEXo) ¢ N(0,1), VkEL 4)
Vno

Proposicién 23. Convergencia de una serie monotona (Yeh, 2006). Si para
todos los numeros naturales j y k, a;j es un nimero real no negativo y
ajk < Qji+1,k €NtONces

lim ajx = E lim a; .
j—o ]
k K

) 1ECOS |
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3. TEOREMAS DEL LIMITE CENTRAL

Sea {Xj 1j € Z} un proceso aleatorio estacionario en el sentido de la Definicién
20. Para procesos estocasticos es natural, cuando lidiamos con teoremas
limites, considerar bloques de n variables aleatorias consecutivas,

k+n-1

n
=)%Y Spem= ) X
j=1 j=k

Claramente, bajo el supuesto de estacionariedad tenemos S[k,k+n)iSn, para

todo k € Z, esto es, S| k+n) Y Sn tienen la misma funcion de distribucion. Para
verificar esto basta considerar la funcién (medible) fj(xy; ... ; x) = x4 +
%5 + -+ + x, en la Proposicidén 21.

Cabe mencionar que la asociatividad positiva y la estacionariedad aseguran
que, o2 en (6) pueda ser escrita como

o2 =X =sup ) cov (X X))

KEZ e

y que este a bien definida. En Mecdnica Estadistica X es conocida como la
susceptiblidad correspondiente al proceso aleatorio {Xj 1 jE Z}.
Defina la variable aleatoria

_ Sik+n) — nEXo)
Vikksn) = N

con su respectiva funcién de distribucion (acumulativa), dada por

(5)

Flpen)(x) = P(V[k,k+n) = x), x €R,

lo cual por simplicidad denotamos como Vi x+n) ~ Fx k+n)-

El primer resultado (Teorema 24), extraido de la referencia (Cioletti et al., 2017),
se desprende del Teorema del limite central (TLC) de Newman (Teorema 22).

Teorema 24 (Cioletti et al., 2017). Sea {X]- 1 j € Z} un proceso estacionario y
asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y estrictamente positiva
0 <wvarXy, < +oo, y que

| IECOS €Y
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0% = var(X,) + ZZ cov(X;, Xy) < +o.  (6)

i=1

Para 0 <r < 2, tenemos
We(F i eamy @) -0,

donde @ denota la funcidn de distribucion de la distribucion normal estandar

N (0, 1), la cual, para simplificar, usualmente escribiremos como CDEN(O, 1).

Demostraciéon. Sabemos que, por estacionariedad, S[k_,H_n)iSn.

Consecuentemente, ambas variables tienen los mismos momentos de orden
finito, y por tanto, la misma varianza. Luego

n n

var(S[k,kJ,n)) = cov ZXL-,ZX]-

=1  j=1

Usando la bilinealidad y la simetria de la covarianza, la expresidn anterior puede
ser escrita como

= Zn: zn:cov(Xl,X) Zvar(X) +2 z cov(Xl,X)

i=1 j=1 1<igjsn
=nvar(Xy) + 2 z 2 cov(XO, -_l-)
i=1 j=i+1
n-1 n—i
=nwvar(Xy) +2 cov(Xo, X;), (7)
i=1 j=1

donde en la cuarta igualdad, nuevamente, usamos la estacionalidad del
proceso. Note que los elementos de la suma Z’f:_ll ;:{ cov(XO,Xj) pueden
ser reordenados de la siguiente forma:

n-1

Z ov(XL,X) Z(n — i) cov(Xy, X;)

AM'

- Z(n — i) cov(Xy, X;).

Y 1ECOS |
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Usando este reordenamiento, (7) es

= nvar(X,) + 2 Z(n — 1) cov(Xy, X;).
i=1
Luego, tenemos

var(S K k+n) )
n

var(X,) + 2 z Qin (8)

donde a; ,, es definida por

n—i
n = gy (_> cov(Xo, X;).
Vea que, por asociatividad, a;,, 2 0,a;,, < @j31, Y que a;,, = cov(Xy, X;).
) . , mo
Luego, usando la Proposicién 23 sobre convergencia de series monétonas, sigue
que

oo

[00)
1m Ajn = 2 cov(Xy, X;).
—00
= i=1

n—oo
i

[0¢]
lim Ajpn =
=1 i

Sustituyendo el limite anterior en (8), de (6) se deduce que
var(S
( [k,k+n) ) N

n n
De este modo,

S — nEXy)\?
[k,k+n) ( 0)) 1= ]E(ZZ),

©) (V) = B (222

donde ZECD. Como IE(V[%{,,Hn)) es convergente, ]E(V[i',ﬁ_n)) es acotada, y
claramente Vi x4+n) € P,. Dado que se cumple la convergencia en distribucion
(4), Teorema de Newman (1980), concluimos del Teorema 19 de Bickel y
Freedman que W, (V[k,k+n),cl>) > 0.

A continuacidn, para extender la convergencia para 0 < r < 2 hacemos uso del
Teorema de representacion 13 de Dorea y Ferreira. Existe una variable aleatoria
Z*d
H(x,4) = Fipenm)(x) AP(g)y

2
E(Vikkrny —Z*)" = WE(Flieresn), P) —0. (10)

® tal que la distribucién conjunta de (Vi yin),Z*) estd dada por

[ 1ECOS €
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Usando el Lema 10 y la Desigualdad de Lyapunov tenemos, para 0 <r < 2,

W (Figerny @) = | i0f  EViiern =27

[k,k+n)
< E|Vieksn) = 27| < E(Vijermy = Z27)" 20,
donde hemos usado la convergencia en (10).

Para derivar la convergencia de orden superior para W, , se requeriran
condiciones de momento adicionales en X; . Para k € Z, sea ug(.) el
coeficiente de Cox-Grimmet, definido por

u(n) = Z cov(Xy,Xj), n=0.
JEZ:|k—j|zn

Tenga en cuenta que, segun el Lema 12, el proceso aleatorio {X; — ]E(Xj):j €
Z} también es estacionario y esta asociado positivamente. Esto nos permite
plantear una desigualdad de momentos de Birkel (1988) adaptada a nuestras
necesidades.

Lema 25 (Cioletti et al., 2017). Sean 2 <r <r* y {X; : j € Z} un proceso

estacionario y asociado positivo. Supongamos que [EIXOIr* < 400y que para
algunas constantes C; > 0y

r*(r—2)
0= 2(r*—r)

tenemos u(n) < C;n=%. Entonces existe una constante C, = C,(r,7*) > 0 tal
que

T r
sup E|Spr+n) — nEXy)| < Con2. (11)
€

Demostracion. La prueba se desprende inmediatamente del Corolario 2.21 en
Oliveira (2012).

Note que, segun el Teorema 24, tenemos satisfechas las condiciones del Lema
25 parar = 2. De hecho, por (6) tenemos u(n) < C; y (11) sigue de (9).

El siguiente teorema, extraido de la referencia (Cioletti et al., 2017), nos brinda
una extension de la convergencia en distancia de Wasserstein para ordenar r
mayores que 2.
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Teorema 26 (Cioletti et al., 2017). Sean 2 <r <7r"y {X; : i € Z} un proceso

estacionario y asociado positivo. Supongamos que [EIXOIT* < +ooy que para
algunas constantes C; > 0y

r(r—2)
o= 2(r*—r)

se satisface u(n) < C,n~?. Entonces, si 6, dada por (6), es tal que 0 < g2 <
+00, tenemos

T
We-(F (1 ke4n), @) >0y E|Vik k4m)| ;)[E|2|T,

donde V[k,k+n)iF[k,k+n) Y Vik k+n) Se define mediante (5); y ZicbiN(O,l).

Demostracion. Tenga en cuenta que para r < 2, el Teorema de Newman

d
(Teorema 22) implica Vixy4n) — Z. Luego, para completar la prueba del
teorema, necesitamos demostrar que

r d
Vikksn) € P Y E|[Vigsn | > E|Z|",Z_® (12)

En este caso la convergencia WT(F[k k+n),CD) — 0 sigue inmediatamente por
’ n

aplicar el Teorema de Bickel y Freedman (Teorema 19).
Si demostramos que la secuencia {|V[k,k+n)|r}n>1 es uniformemente

integrable, entonces, por usar resultados estandar en la literatura, tendriamos
. . r
la validez de la convergencia ]E|V[k k+n)| > E|Z|" en (12).
! n

Para demostrar que {|V[k’k+n)|r}n>1 es uniformemente integrable, basta
probar la siguiente integracion uniforme: para alginr < r' < r”*,

!
K = sup sup E|Vjjg4m)|” 7€ < o0,
nz1 k€Z

lo cual implicaria que V[ 1) € P, © F,.. De hecho, usando la Desigualdad de
Lyapunov tenemos

J

" T

Viram |7t |V[k,k+n)| (w)dP(w) = E [ﬂ{|V[k,k+n)|r2£’}|V[k-k+n)| ]
< l IE ]l |V |T"

S {lV[k,k+n)|2€%} [k,k+n)

1
fr
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K
<
fr
Bajo la condicidn K < oo, al tomar sup,>q Y luego lim,_,, en la desigualdad

. . s . r .
anterior, la integrabilidade uniforme de {|V[k,k+n)| } sigue
n=1
inmediatamente.

*(r-2)
Seay(r) = [Z(rt_r)].

Simplemente tome 71’ =

Se deduce que existenr* > r' > rtales que 8 > P (r').

2;(9(:*9)' Ademds, Y(r") = ¢Y(r), pues P es

creciente. Del Lema 25 tenemos, para C, = C,(r',r*) > 0,

r
z.

rl T’
sup ]E|S[k_k+n) — nIE(X1)| = sup IE|V[k,k+n)\/ﬁa| < Cyn
KET. KET.

Resulta que,

rl

nz C,
— <400, VYn=>1.

Esto concluye la prueba del teorema.
Como aplicacion de los Teoremas 24, 26 y el Lema 28 (vea Apéndice C), tenemos
el siguiente resultado de convergencia:

r’
sup E[Vjgenmy| < Co
KEL

Corolario 27. Si el proceso aleatorio {X; : j € Z} satisface las hipdtesis del
Teorema 24 (o Teorema 26), entonces

d (Flieie+n) @) > 0,

donde dg (F,G) = sup,er|F(x) — G(y)| es la distancia de Kolmogorov enter
FyaG.
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APENDICE A. DEMOSTRACION DEL LEMA 10
La prueba de este resultado requiere el uso del Teorema de cambio de
variables.
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Nuestro objetivo principal es demostrar que

r < f — T
WS (F,G) < (}(I};)ElX Y| (13)
y que
T > z — T
W/ (F,G) = (g(r}Yf)IEIX Y| (14)

Primero, demostraremos la desigualdad en (13). Para ello, considere un vector
aleatorio Z = (X,Y), definido sobre alglin espacio de probabilidad (Q, &, P),
cuyas distribuciones marginales de X e Y son dadas por F y G,
respectivamente. Si H denota la distribucién conjunta de Z, entonces las
distribuciones marginales de H son dadas por:

;i_r)rgo H(x,4) = P(X € (—,x],Y € R) = F(x), (15)
ylilxgo H(x,4) =P(X €R,Y € (—o0,y]) = G(x).

Considere la funcién Borel medible g : R? — R definida por g(x,4) = |x —
¢|". Usando la definicion de esperanza y aplicando el Teorema de cambio de
variables, obtenemos

E|X -Y|" = fﬂg(X(w), Y(w))dP(w)

= fRzgm PP 02D (x,4).

Afirmamosquer =PoZ 1 € [1(F, G). De hecho, esto es inmediato, pues

n((—OO, x] X ]R) =Po Z‘l((—oo,x] X R)
=P(X € (—w,x],Y ER) = F(x),

donde en la ultima igualdad usamos (15). De forma similar, tenemos

(R X (=oo,%]) = G(y),
lo cual prueba la afirmacion.

Los argumentos anteriores muestran que, para cada vector aleatorio (X,Y)

cuyas distribuciones marginales estan dadas por F y G, existe una medida de
probabilidad © € [I(F, G), tal que

ElX-Y|" = f |lx —y|"dn(x, ) = W, (F,G).
]RZ

| IECOS €4
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Como consecuencia de esta igualdad y de la definicién del infimo, obtenemos
WT(F,G) < &n}f)]EIX —-Y|".

Esto es, la desigualdad en (13) es satisfecha.

Ahora demostraremos la desigualdad reciproca en (14). De hecho, dado ™ €
I1(F, G), considere el espacio de probabilidad (R?, B(R?),) y las variables
aleatorias (proyecciones) m; y m, definidas por my(x,¢4) = x y ny(x,¢4) =
4, respectivamente. Desde que w € [I(F, (), las distribuciones marginales
del vector (my,m,) son F y G, respectivamente. Usando la definicidon de las
variables ; y m,, tenemos

Elm, —m,|" = f |x — »|"dr(x, 4).
]RZ
Asi, para cada € [I(F, (), se construyé un vector aleatorio (m{,m;) que

tiene como distribuciones marginales a F y G, respectivamente, de modo que
se cumple la igualdad anterior. Por lo tanto, hemos demostrado que

infE|J X -Y|" < f |lx —y|"dr(x,4), meIl(F,G).
(X,Y) R2

Por lo tanto,
z — T < T
&};)]Elx YI" < W (F,G).

Esto es, la desigualdad en (14) es valida.
De (13) y (14) la prueba del lema sigue inmediatamente.

APENDICE B. DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 21

Debemos verificar que, V m; > 1, k €Z,
d
fi (Xil'Xizr ---'Ximj) _fi (Xi1+k:Xi2+kr ---»Ximj+k)'

De hecho, por cada x € R tenemos
P (fl (Xi1'Xl'z’ ""Ximj) < x)

- p((xil,xiz, i Ky ) € fj—l((—oo,x])>, (16)

) 1ECOS |
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donde fj'l(.) es la imagen de f; yfj‘l((—OO, x]) es un boreliano de R™. Una
vez qué {Xj 1] € Z} es estacionario, vea que, ¥ m; > 1,k €7Z,

P ((Xil,Xl-z, A L (G x])>
=P <(Xi1+k'Xi2+k' ""Ximj+k) (= f]._l((—oo, x])) (17)
De (16) y (17) obtenemos, Vm; > 1,k € Z,x € R,
P(f: (Xi,, X, ...,Xl-mj) < x)
=P <(Xi1+k!Xi2+kl ""Ximj"'k) (= fj_l((_oo, x]))
=P (f] (Xi1+kJXi2+k' '"’Xim]-‘l'k) < .’XJ)
En otras palabras, vm; = 1lyk €Z , las variables aleatorias

fi (Xil,Xiz, '"’Ximj) y fj (Xl-1+k,Xiz+k, ""Xim]-"'k) son iguales en distribucion.
Esto concluye la demostracion.

APENDICE C. UN RESULTADO ADICIONAL

Lema 28. Sean X e Y dos variables aleatorias tal que Y es absolutamente
continua con densidad fy tal que |fy ()| < C, Vy € Supp(Y) y para
alguna constante C > 0. Entonces,

dg (Fx, Fy) < 2,/ CW, (Fx, Fy),

donde di (Fx ,Fy ) = Supyer |Fx(x)- Fy (x)|es la distancia de Kolmogorov
entre las distribuciones Fy y Fy.
Demostracion. Dado € > 0y t € R fijo, definimos

1
9¢(0) = 1) + 1= £ & = O] Ui @),
he (%) = gr—e(%).
Para cada x, 4 € R note que

1
ge(x) — g:(y) = : (y — x)]l(t,oo) (x)]l(—m,t+s) (%),

1
he(x) = he(9) = 2 (4 = 2)e-e.00) (AL (-o0,) (),
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lo cual implica que g; y h; son funciones Lipschitz con constante Lipschiptz i
Dado que

E[g:(X)] = Fx(t), E[h(V)] < F(t) +C,
Obtenemos
Fy(t) — Fy(t) < ]E[gtgx) - 9:M] + {E[g. (V)] — Fy ()}
<ZEX-YI+C,

donde hemos usado el hecho de que g, es Lipschitz. Por |la desigualdad anterior
y de la definicién de la distancia de Wasserstein se deduce que

1
Fx(6) — Fy(t) < EW1(FX, Fy) + Cs.
De forma analoga, usando que h; es Lipschitz, encontramos que
1
Fy(t) — Fx(t) < Ewl(FX; Fy) + Ce.
Por lo tanto,

1
|Fx(t) — Fy (D] < EW1(FX; Fy) +C,, teR

Wy (Fx,Fy)

Una vez que la funcidon ¢ - + C, tiene un valor maximo

&
CW,(Fx,Fy) en € = ¢ = \/W;(Fx, Fy)/C, la demostracion del corolario
sigue rapidamente.
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