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RESUMEN

En este trabajo desenvolvemos extensivamente algunos de 
los resultados obtenidos en la referencia (Cioletti et al., 2017). 
Usamos la distancia de Wasserstein para obtener algunos teo-
remas del tipo límite central para procesos aleatorios unidi-
mensionales que tienen dependencia asociada positiva.
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ABSTRACT

In this paper we extensively develop some of the results obtai-
ned in reference (Cioletti et al., 2017). We use the Wasserstein 
distance to obtain some central limit type theorems for one-di-
mensional random processes having positive associated depen-
dence.
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1. INTRODUCCIÓN 
 

La distancia de Wasserstein 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝑣𝑣),  también conocida como Monge-
Kantorovich-Rubinstein (Kantorovi�̌�𝑐 & Rubin�̌�𝑠 te𝑖𝑖 ̌n  958;  oordan et a.,  955;   
distancia de Ma..ows (9572  o distancia de transporte óptima en optimización 
(Ambrosio  2003   es responsab.e de medir .a discrepancia entre dos medidas 
de probabi.idades 𝜇𝜇 y 𝑣𝑣, Esta métrica ha sido ap.icada con éxito en una amp.ia 
variedad de campos  por ejemp.o  Gray (2005   Rachev y Rüschendorf (955;   
Sommerfe.d y Munk (209;   Otto (2009  y Vi..ani (2003  2005 , Sobre .os 
números rea.es  esta distancia cuantifica .a discrepancia entre dos funciones de 
distribución (acumu.ativas  𝐹𝐹 y 𝐺𝐺, Si 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺 son .as funciones de distribución de 
dos variab.es a.eatorias 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌  respectivamente, E. Teorema de representación 
de Dorea y Ferreira (2092  nos permite escribir  𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼𝐻𝐻 |𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟, si 
𝑟𝑟 ≥ 1,  donde 𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ⋀ 𝐺𝐺(𝓎𝓎)  es e. .ímite superior de Frèchet, 
Además  puede ser demostrado que .a representación 𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼𝐾𝐾 |𝑋𝑋′ −
𝑌𝑌′|𝑟𝑟, donde 𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 0 ⋁[𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1] es e. .ímite inferior de Frèchet  
es vá.ida en e. caso que 0 < 𝑟𝑟 < 1, Usando esas representaciones y e. conocido 
Teorema de Bicke. y Freedman (95;9   
 

(9    𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)  
𝑛𝑛
→  0 ⟺ 𝐹𝐹𝑛𝑛

𝑑𝑑
→  𝐹𝐹;     𝑦𝑦;    ∫|𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛(𝓍𝓍)

𝑛𝑛
→  ∫|𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍),  

 
e. cua. proporciona una estrecha re.ación con .a convergencia en distribución 

(
𝑑𝑑
→)  en este trabajo haremos uso de .a distancia de Wasserstein (Vaserstein  

9565  para ana.izar e. comportamiento asintótico de procesos a.eatorios 
unidimensiona.es que tienen dependencia asociada positiva, Ejemp.os de 
procesos a.eatorios que exhiben este tipo de comportamiento  por medio de 
𝑊𝑊𝑟𝑟  usua.mente son encontrados en .a Mecánica Estadística  por ejemp.o  en 
mode.os ferromagnéticos tipo Ising con espines discretos y continuos  para 
mayores deta..es  vea referencia (Cio.etti et a.,  2097 , 

 
 
2. LA DISTANCIA DE WASSERTEIN 
 

En esta sección presentamos a.gunos conceptos de asociación positiva y de 
distancia de Wasserstein, En seguida  enunciamos a.gunos resu.tados 
pre.iminares que uti.izaremos a .o .argo de .a exposición de este trabajo, Así 
mismo  cerramos esta sección con a.gunas definiciones adiciona.es, 
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2.1. ASOCIACIÓN POSITIVA 
 

Denote por ℤ  a. conjunto de .os números enteros, Consideraremos 
procesos a.eatorios de. siguiente tipo {𝑋𝑋𝑗𝑗: 𝑗𝑗 ∈  ℤ}, .os cua.es son definidos 
sobre a.gún espacio de probabi.idad (Ω, 𝔉𝔉, ℙ),  y están asociados 
positivamente de acuerdo a .a siguiente definición, 
Definición 1. Un proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗: 𝑗𝑗 ∈  ℤ},  es asociado positiva si, 
dadas dos funciones coordenadas no decrecientes 𝑓𝑓, 𝑔𝑔: ℝ𝑛𝑛 → ℝ  y 
𝑗𝑗1, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛  ∈  ℤ, tenemos  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑗𝑗1, … , 𝑋𝑋𝑗𝑗𝑛𝑛), 𝑔𝑔(𝑋𝑋𝑗𝑗1, … , 𝑋𝑋𝑗𝑗𝑛𝑛)) ≥ 0, 
 

(Gabrie.  2097  
 
siempre que la covarianza exista. 
 
Decimos que una función 𝑓𝑓: ℝ𝑛𝑛 ⟶  ℝ  es no decreciente si 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ≤ 𝑓𝑓(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛), siempre que 𝑥𝑥𝑗𝑗  ≤ 𝑦𝑦𝑗𝑗, para todo 𝑗𝑗 = 1, … , 𝑛𝑛. 
A.gunos ejemp.os de procesos asociados positivamente son .os siguientes: 
 
Ejemplo 2, Cualquier conjunto de variables aleatorios independientes está 
asociado positivamente (Esary et a.,  9567 . 
 
Ejemplo 3, Variables aleatorias con distribución Gaussiana multivariada y 
con covarianza positiva están asociadas positivamente (Pitt  95;2 .  
 
Ejemplo 4, Sean {𝑋𝑋𝑖𝑖

′: 𝑖𝑖 ≥ 1} independiente e idénticamente distribuidos y 
sea Y independiente de {𝑋𝑋𝑖𝑖

′: 𝑖𝑖 ≥ 1} , entonces, {𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝑋𝑋𝑖𝑖
′ + 𝑌𝑌: 𝑖𝑖 ≥ 1   es 

asociado positivo (Bar.ow & Proschan  9578 . 
 
Lema 5. Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑖𝑖 ∈  ℤ   un proceso aleatorios asociado positiva; Para 
𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥ 1,  si 𝑓𝑓𝑗𝑗 ∶ ℝ𝑚𝑚𝑗𝑗 →  ℝ  son funciones coordenadas no decrecientes, 
entonces { 𝑓𝑓𝑗𝑗  (𝑋𝑋𝑖𝑖1, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) ∶  𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗  ∈  ℤ  , también, es asociado 

positivo (O.iveira  2092 . 
 
Ahora  con e. Lema 8 a nuestra disposición  es senci..o generar nuevas 
fami.ias de variab.es a.eatorias asociadas positivamente a partir de un 
conjunto de variab.es a.eatorias con esta propiedad  a. ap.icar 
transformaciones monótonas, 
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Ejemplo 6. Si 𝑋𝑋𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 ∈  ℕ   son variab.es a.eatorios asociados positivas  
entonces  .a secuencia de sumas parcia.es 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑋𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑋𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 ∈ ℕ esta 
asociada positivamente, Esto es una consecuencia inmediata de. Lema 8, 
 
Ejemplo 7. Dadas .as variab.es a.eatorias 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛    definan .as 
estadísticas ordenadas 𝑋𝑋𝑘𝑘:𝑛𝑛 =  “e. k-ésimo más pequeño entre 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛”. 
Estas estadísticas de orden son transformaciones no decrecientes de 
𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛   consecuentemente  estas estadísticas de orden están asociadas 
positivamente  .o mismo se ap.ica a 𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛:𝑛𝑛. 
 
Ejemplo 8. Dada una secuencia de variab.es a.eatorias 𝑌𝑌𝑛𝑛, con 𝑛𝑛 ∈ ℕ fijo  
defina 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {𝑌𝑌𝑛𝑛, 𝑌𝑌𝑛𝑛+1, … , 𝑌𝑌𝑛𝑛+𝑚𝑚}    con 𝑚𝑚 ∈ ℕ  fijo, Si .os 𝑌𝑌𝑛𝑛  están 
asociadas  también .o están .os 𝑋𝑋𝑛𝑛, 

 
2.2. DISTANCIA DE WASSERSTEIN 
 

En esta parte definimos e. concepto de distancia de Wasserstein (Ma..ows  
9572  Newman  95;0  y estab.ecemos una equiva.encia con .a definición 
de distancia Ma..ows que aparecen en .as referencias (Bicke. & Freedman  
95;9  Dorea & Ferreira  2092  Ma..ows  9572  (ver Lema 90 , 
 
Sea (Ω, 𝔉𝔉  un espacio medib.e correspondiente a un experimento a.eatorio 
dado, Denotando por 𝔅𝔅(Ω)  a .a σ-á.gebra de .os bore.ianos de Ω   
definimos .a co.ecci´on de todas .as medidas de probabi.idad sobre 𝔅𝔅(Ω) 
por ℳ1(Ω), 
 
Supongamos que estamos encargados de. “transporte de mercancías” 
entre productores e consumidores  cuyas distribuciones espacia.es son 
mode.adas por .as medidas de probabi.idad 𝜇𝜇  y 𝜈𝜈 , Si .os productores y 
consumidores estan .oca.izados a una distancia mayor  más difíci. será 
nuestro trabajo, Luego  nos gustaría resumir e. “grado de dificu.tad” con 
apenas una cantidad, Para e..o  es natura. considerar e. “costo óptimo de 
transporte” entre .as medidas 𝜇𝜇 y 𝜈𝜈 como 
 

𝐶𝐶(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) ∫ 𝑐𝑐(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)

 

ℝ2
𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), 

 
(Gabrie.  2097  

 
donde 𝑐𝑐(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) denota e. costo de transporte de una unidad de masa de 𝓍𝓍 
para 𝓎𝓎 y e. conjunto 
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(2    Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = {𝜋𝜋 ∈  ℳ1(ℝ2) ∶  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦1 𝜋𝜋 =  𝜇𝜇    𝑦𝑦    𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦2 𝜋𝜋 = 𝜈𝜈} 
 

(Gabrie.  2097  
 
está constituido por todos .os acop.amientos 𝜋𝜋  de 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 ∈ ℳ1 (ℝ)   
conocidos como p.anos de transporte,  
Aquí (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦1 𝜋𝜋)(𝐴𝐴 𝑥𝑥 ℝ)   𝑦𝑦   (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦2𝜋𝜋)(𝐵𝐵) = 𝜋𝜋 (ℝ 𝑥𝑥 𝐵𝐵),  para cada 
bore.ianos A y B en ℝ   son .as proyecciones sobre .a medida 𝜋𝜋 , En 
terminos simp.es  Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈)  es e. conjunto de todas .as medidas de 
probabi.idad 𝜋𝜋 ∈ ℳ1 (ℝ2)  con margina.es 𝜇𝜇  y 𝜈𝜈   respectivamente, En 
genera. C no es una distancia, En e. caso que c sea una distancia  entonces 
C es una distancia (métrica   también, 
 
Definición 9 (Distancia de Wasserstein , Sea (ℝ, 𝑑𝑑   un espacio meetrico, 
con métrica dada por d : ℝ2  → [0, ∞ . La distancia de Wasserstein de 
orden r > 0 entre dos medidas de probabilidad 𝜇𝜇, 𝜈𝜈 ∈    ℳ1 (ℝ) se define 
mediante la siguiente fórmula (Ma..ows  9572  Vi..ani  2005 : 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = { í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) ∫ 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)𝑟𝑟

 

ℝ2
𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), }

1
𝑟𝑟

, 
 
donde Π(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) es el conjunto definido en (2 , 
 
A.gunos casos particu.ares de .a distancia de Wasserstein son conocidos  
por ejemp.o (Gabrie.  2097 : 
 

• 𝒲𝒲1(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = sup||𝜓𝜓||𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿≤1{∫ 𝜓𝜓𝑑𝑑(𝜇𝜇 − 𝜈𝜈) 
ℝ },  esa expresión es ..amada 

“fórmu.a de dua.idad para .a distancia de Kantorovich-Rubinstein”  para 
mayores deta..es  ver Vi..ani (2003 , Aquí e. supremo es tomado sobre 
todas .as funciones Lipschitzianas (.imitadas  ψ que están dentro de .a 
bo.a unitaria  según .a norma ||𝜓𝜓||𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {𝑘𝑘1 (𝜓𝜓), 𝑘𝑘2 (𝜓𝜓)}   donde 

𝑘𝑘1(𝜓𝜓) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝐿𝐿𝑥𝑥≠𝑦𝑦|𝜓𝜓(𝓍𝓍)−𝜓𝜓(𝓎𝓎)|
|𝓍𝓍−𝓎𝓎|  y 𝑘𝑘2(𝜓𝜓) = 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥|𝜓𝜓(𝓍𝓍)|, 

 

• 𝒲𝒲𝑟𝑟(𝛿𝛿𝓍𝓍 , 𝛿𝛿𝓎𝓎) = 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎), 𝑃𝑃 < 0, donde 𝛿𝛿𝓍𝓍 y 𝛿𝛿𝓎𝓎 son medidas de de.ta de 
Dirac concentradas en .os puntos fijos 𝓍𝓍 e 𝓎𝓎  respectivamente, 
 

• Si 𝑑𝑑  es una métrica discreta  es decir 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) =  𝟙𝟙{𝑥𝑥≠𝑦𝑦},   entonces 
𝒲𝒲𝑟𝑟(𝜇𝜇, 𝜈𝜈) = (1

2) ||𝜇𝜇 − 𝜈𝜈||𝑉𝑉𝑉𝑉  ver [29]   donde ||𝜇𝜇 − 𝜈𝜈||𝑉𝑉𝑉𝑉 =
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2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴∈\𝔉𝔉 |𝜇𝜇(𝐴𝐴) − 𝜈𝜈(𝐴𝐴)| denota .a distancia de variación tota. entre 𝜇𝜇 y 
𝜈𝜈. 

 
E. siguiente resu.tado nos ofrece una caracterización de .a distancia de 
Wasserstein en e.  caso que ℝ está equipado con .a métrica euc.idiana, La 
prueba de este resu.tado puede ser encontrado en e. Apéndice A, En 
a.gunas referencias  vea por ejemp.o (Bicke. & Freedman  95;9  Dorea & 
Ferreira  2092  Ma..ows  9572   esta medida es conocido como distancia 
Ma...ows, 
 
Lema 10. En la Definición 9, considere 𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|, 𝜇𝜇 = 𝐹𝐹 y 𝜈𝜈 = 𝐺𝐺 
dos funciones de distribución (acumulativa . Entonces, la distancia de 
Wasserstein de orden 𝑟𝑟 > 0 entre F y G es dada por 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = { í𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋 ∈ 𝛱𝛱(𝜇𝜇, 𝜈𝜈)𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟}

1
𝑟𝑟

, 
 
donde el ínfimo es tomado sobre todos los pares de variables aleatorios 
(X,Y  cuyas distribuciones marginales son F y G, respectivamente. 
Tenga en cuenta que  estrictamente hab.ando  𝑊𝑊𝑟𝑟    como definido 
anteriormente  no es una distancia sobre e. espacio de .as funciones de 
distribución  ya que esta definición admite .a posibi.idad 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = ∞, 
Pero esto no crea ningún inconveniente  para que esta definición tenga 
sentido .as distribuciones 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺 deben tener un momento (abso.uto  de 
orden r finito, Forma.mente  definimos e. espacio de distribuciones que 
tienen esta propiedad por 
 
𝒫𝒫𝑟𝑟

= {𝐹𝐹 ∶ ℝ → [0 , 1]: 
𝐹𝐹 𝑒𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛𝑓𝑓𝑓𝑓ó𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑑𝑑𝑟𝑟𝑓𝑓𝑑𝑑𝑠𝑠𝑓𝑓𝑓𝑓ó𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑒𝑒

∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟
 

ℝ
𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍) < ∞ }.    (3) 

 
Este espacio fue introducido por Bicke. y Freedman (95;9  para mostrar 
que  para 𝑟𝑟 ≥ 1  .a función 𝑊𝑊𝑟𝑟 ∶ 𝒫𝒫𝑟𝑟 𝑥𝑥 𝒫𝒫 → [0, ∞)  en e. Lema 90 es una 
métrica, 
 
Observación 11. De aquí en adelante, en este trabajo, usaremos la 
definición de la distanción de Wassertein providenciada por el Lema 10. 
Esto es, consideraremos la Definición 9 consideramos la métrica euclidiana 
𝑑𝑑(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|. 
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2.3. RESULTADOS Y DEFINICIÓN PRELIMINARES 
A continuación recopi.amos a.gunos resu.tados  propiedades y 
definiciones necesarias para .as pruebas de este trabajo, 
 

Lema 12 (Newman & Wright  95;9 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} un proceso aleatorio 
asociado positivo; Si todos los 𝑋𝑋𝑗𝑗

′𝑠𝑠 poseen un segundo momento finitom 
entonces las funciones características 𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑗𝑗) = 𝔼𝔼(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗}) y 
 

𝜙𝜙(𝑟𝑟1, … 𝑟𝑟𝑛𝑛) = 𝔼𝔼(exp {𝑖𝑖 ∑ 𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑋𝑋𝑗𝑗 }} 

satisfacen 

|𝜙𝜙 ((𝑟𝑟1, … 𝑟𝑟𝑛𝑛) − ∏ 𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑗𝑗)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
)| ≤ 1

2 ∑ |𝑟𝑟𝑗𝑗𝑟𝑟𝑘𝑘|𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋𝑗𝑗, 𝑋𝑋𝑘𝑘).
 

1≤𝑗𝑗≠𝑘𝑘≤𝑛𝑛
 

 
E. .ema 92 nos informa que  para procesos a.eatorios asociados positivos 
cuyas combinaciones .inea.es de .as covarianzas poseen un determinado 
decaimiento a medida que n crece  e. proceso puede ser considerado 
asintóticamente independiente, 
Asuma que 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 y (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) tienen distribuciones 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 Y 𝐻𝐻  respectivamente  
donde ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2, 
 

𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎 ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ∧ 𝐺𝐺(𝓎𝓎) = 𝑚𝑚í𝑛𝑛{𝐹𝐹(𝓍𝓍), 𝐺𝐺(𝓎𝓎)}. 
 
E. siguiente resu.tado (Teorema 93  faci.ita .a eva.uación de 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), 
pues en este caso .a distancia de Wassersteins 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  con 𝑟𝑟 ≥ 1,  es 
a.canzado por e. r-ésimo momento de |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|  con respecto a .a 
distribución H, 
 
Teorema 13 (Dorea & Ferreira  2092 , Para 𝑟𝑟 ≥ 1  la distancia de 
Wasserstein del Lema 10 puede ser escrita como 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼|𝐹𝐹−1(𝑈𝑈) − 𝐺𝐺−1(𝑈𝑈)|𝑟𝑟 

= ∫ |𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) − 𝐺𝐺−1(𝑢𝑢)|𝑟𝑟𝑑𝑑𝑢𝑢
1

0
 

= 𝔼𝔼𝐻𝐻|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),
 

ℝ2
 

 
donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1  y 
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𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) = í𝑛𝑛𝑛𝑛{𝓍𝓍 ∈ ℝ ∶ 𝐹𝐹(𝓍𝓍) ≥ 𝑢𝑢},    0 < 𝑢𝑢 < 1, 
 

(Gabrie.  2097  
denota la inversa generalizada. 
 
La representación de .a distancia de Wasserstein de. Teorema 93 no es 
va.ida para  0 < 𝑟𝑟 < 1, inc.uso cuando e. momento de orden r es finito  
como se muestra en e. siguiente ejemp.o: 
 
Ejemplo 14. Sean 𝑋𝑋 ∈ {1, 2} 𝑒𝑒 𝑌𝑌 ∈ {3, 4}  dos variables aleatorias 
discretas con respectivas funciones de probabilidades dadas por 
 

ℙ(𝑋𝑋 = 1) = 2
3 = 1 − ℙ(𝑋𝑋 = 2), ℙ(𝑌𝑌 = 3) = 3

4 = 1 − ℙ(𝑌𝑌 = 4). 
 
Denota por 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺  a las funciones de distribución de 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌 , 
respectivamente. 

Supongamos que (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) 𝑑𝑑=   0 ∨ [𝐹𝐹 + 𝐺𝐺 − 1]  y que (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)𝑑𝑑
=𝐹𝐹 ∧ 𝐺𝐺 , es 

decir, las funciones de distribución de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗), respectivamente, 
son definidas como, ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2,  
 

𝐹𝐹𝑋𝑋,𝑌𝑌(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝑚𝑚á𝑥𝑥 {0, 𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1}, 
𝐹𝐹𝑋𝑋∗,𝑌𝑌∗(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝑚𝑚í𝑛𝑛{𝐹𝐹(𝓍𝓍), 𝐺𝐺(𝓎𝓎)}. 

 
Vemos las distribuciones de probabilidades de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)  son 
explícitamente dadas en la Tabla 1: 
Tabla 1 
Distribuciones de probabilidades de (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗). 

 
Observe que 

𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = 2𝑟𝑟+1 − 3𝑟𝑟 − 1
4 . 

Una vez que la función 𝑟𝑟 → 2𝑟𝑟+1−3𝑟𝑟−1
4   es positiva, ∀ 0 < 𝑟𝑟 < 1,  tenemos 

que 𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 > 0. 
 
Por lo tanto, para cualquier 0 < 𝑟𝑟 < 1  no es posible obtener una 
representación de la distancia de Wasserstein como la del Teorema 13. 
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Observación 15. Una generalización del Ejemplo 14 puede ser encontrada 
en la referencia (Dorea & Ferreira  2092 , 
Ahora  asuma que  𝑋𝑋, 𝑌𝑌  y (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  tienen distribuciones 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 𝑦𝑦 𝐾𝐾, 
respectivamente  donde  ∀(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ∈ ℝ2, 
 

𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 0 ∨ [𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1] = 𝑚𝑚á𝑥𝑥{0, 𝐹𝐹(𝓍𝓍) + 𝐺𝐺(𝓎𝓎) − 1}. 
 
E. próximo resu.tado (Teorema 96  faci.ita .a eva.uación de 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), pues 
en este caso 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  con 0 < 𝑟𝑟 < 1,  tienen una expresión cerrada en 
función de r-ésimo momento de |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌| con respecto K, 
 
Teorema 16. Para 0 < 𝑟𝑟 < 1  la distancia de Wassertein del Lema 10 
puede ser escrita como 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝔼𝔼|𝐹𝐹−1(𝑈𝑈) − 𝐺𝐺−1(1 − 𝑈𝑈)|𝑟𝑟 

= ∫ |𝐹𝐹−1(𝑢𝑢) − 𝐺𝐺−1(1 − 𝑢𝑢)|𝑟𝑟𝑑𝑑𝑢𝑢
1

0
 

= 𝔼𝔼𝐾𝐾|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐾𝐾(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),
 

ℝ2
 

 
donde U es uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1 . 
 
Ejemplo 17. Sean 𝑋𝑋, 𝑌𝑌,  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)  y (𝑋𝑋∗, 𝑌𝑌∗)  las variables aleatorias 
consideradas en el Ejemplo 14. Una vez que, para cualquier 𝑟𝑟 ≥ 1, 
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋∗ − 𝑌𝑌∗|𝑟𝑟 − 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = 2𝑟𝑟+1 − 3𝑟𝑟 − 1
4 < 0, 

 
concluimos que, para 𝑟𝑟 ≥ 1, no es posible obtener una representación de 
la distancia de Wasserstein como la del Teorema 16. 
 
Definición 18 (Convergencia , Sean {𝐹𝐹𝑛𝑛}𝑛𝑛∈ℕ y 𝐹𝐹 funciones de distribución. 
Diremos que 𝐹𝐹𝑛𝑛 converge em dist�̂�𝑎ncia de Wasserstein a 𝐹𝐹, si 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)
𝑛𝑛
→ 0 

E. siguiente .ema básicamente nos brinda una conexión directa entre .a 
convergencia en distancia de Wasserstein 𝒲𝒲𝑟𝑟  y .a convergencia en 
distribución, Para e..o es necesario recordar .a definición de. conjunto 𝒫𝒫𝑟𝑟 
en (3 , 
 
Teorema 19 (Bicke. & Freedman  95;9 , Si 𝑟𝑟 ≥ 1,  𝐹𝐹𝑛𝑛 ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟, 𝑛𝑛 =
1, 2, …   𝑦𝑦  𝐹𝐹 ∈  𝒫𝒫𝑟𝑟,  entonces 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝐹𝐹)

𝑛𝑛
→ 0 si y solamente si, 
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• 𝐹𝐹𝑛𝑛
𝑑𝑑
→ 𝐹𝐹 

• ∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛(𝓍𝓍)∞
−∞ 𝑛𝑛

→ ∫ |𝓍𝓍|𝑟𝑟𝑑𝑑𝐹𝐹(𝓍𝓍)∞
−∞ . 

 
En otras pa.abras  e. Teorema de Bicke. y Freedman arma que 
convergencia en distancia de Wasserstein es un concepto más fuerte que 
convergencia en distribución, Para variaciones y extensiones de este 
resu.tado  consu.te .as referencias (Dorea & Ferreira  2092  Shorack & 
We..ner  2005 , 
 
Definición 20. Un proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} es estacionario (fuerte  si 
para todo 𝑚𝑚 ≥ 1 y 𝑙𝑙 ∈ ℤ, 
 

(𝑋𝑋𝑖𝑖1, … 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑
=(𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑙𝑙, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚+𝑙𝑙),            ∀ 𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ ℤ, 

Donde "𝑑𝑑
=" denota igualdad en distribución. 

 
La demostración de. siguiente resu.tado puede ser encontrado en deta..e 
en e. Apéndice B de este trabajo, 
 
Proposición 21. Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso aleatorio estacionario. Para 
𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥ 1,  si 𝑓𝑓𝑖𝑖 ∶ ℝ𝑛𝑛 → ℝ  son funciones medibles, entonces 
{𝑓𝑓𝑗𝑗  (𝑋𝑋𝑖𝑖1, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) ∶ 𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ ℤ} también es estacionario. 
 
Teorema 22 (Newman  95;0 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso aleatorio 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y 
estrictamente positiva, 0 < 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑋𝑋0 < +∞, y que 

𝜎𝜎2 ≡ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋0) < +∞
∞

𝑖𝑖=1
 

Entonces, 
𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0)

√𝑛𝑛𝜎𝜎
 

𝑑𝑑
→ 𝑁𝑁(0,1),        ∀𝑘𝑘 ∈ ℤ.            (4) 

 
Proposición 23, Convergencia de una serie monótona (Yeh  2006 , Si para 
todos los números naturales 𝑗𝑗  y 𝑘𝑘, 𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘 es un número real no negativo y 
𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘  ≤ 𝑣𝑣𝑗𝑗+1,𝑘𝑘, entonces  

lim
𝑗𝑗→∞

∑ 𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘 = ∑ lim
𝑗𝑗→∞

 

𝑘𝑘

 

𝑘𝑘
𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑘𝑘. 
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3. TEOREMAS DEL LÍMITE CENTRAL 
 

Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} un proceso a.eatorio estacionario en e. sentido de .a Definición 
20, Para procesos estocásticos es natura.  cuando .idiamos con teoremas 
.ímites  considerar b.oques de 𝑛𝑛 variab.es a.eatorias consecutivas   
 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
    𝑦𝑦      𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) = ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗.

𝑘𝑘+𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=𝑘𝑘
 

 

C.aramente  bajo e. supuesto de estacionariedad tenemos 𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
𝑑𝑑
=𝑆𝑆𝑛𝑛   para 

todo 𝑘𝑘 ∈ ℤ  esto es  𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) y 𝑆𝑆𝑛𝑛 tienen .a misma función de distribución, Para 
verificar esto basta considerar .a función (medib.e  𝑓𝑓𝑗𝑗(𝓍𝓍1; … ;  𝓍𝓍𝑛𝑛) = 𝓍𝓍1 +
𝓍𝓍2 + ⋯ + 𝓍𝓍𝑛𝑛 en .a Proposición 29, 
 
Cabe mencionar que .a asociatividad positiva y .a estacionariedad aseguran 
que  𝜎𝜎2 en (6  pueda ser escrita como 
 

𝜎𝜎2 = 𝒳𝒳 = sup
𝑘𝑘∈ℤ

∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

𝑗𝑗∈ℤ
(𝑋𝑋𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑗𝑗) 

 
y que este a bien definida, En Mecánica Estadística 𝒳𝒳  es conocida como .a 
susceptib.idad correspondiente a. proceso a.eatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}. 
Defina .a variab.e a.eatoria 
 

𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ≡
𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0)

√𝑛𝑛𝜎𝜎
          (5) 

 
con su respectiva función de distribución (acumu.ativa   dada por 
 

𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)(𝓍𝓍) ≡ ℙ(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ≤ 𝓍𝓍),   𝓍𝓍 ∈ ℝ, 
.o cua. por simp.icidad denotamos como 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)

𝑑𝑑
=𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛). 

 
E. primer resu.tado (Teorema 24   extraído de .a referencia (Cio.etti et a.,  2097   
se desprende de. Teorema de. .ímite centra. (TLC  de Newman (Teorema 22 , 
 
Teorema 24 (Cio.etti et a.,  2097 , Sea {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso estacionario y 
asociado positivo. Supongamos que la varianza es finita y estrictamente positiva 
0 < 𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣𝑋𝑋0 < +∞, y que  
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𝜎𝜎2 = 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋0) < +∞.        (6)
∞

𝑖𝑖=1
 

 
Para 0 < 𝑣𝑣 ≤ 2  tenemos 

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde Φ denota .a función de distribución de .a distribución norma. estándar 
𝑁𝑁(0, 1), .a cua.  para simp.ificar  usua.mente escribiremos como Φ𝑑𝑑

=𝑁𝑁(0, 1), 

Demostración, Sabemos que  por estacionariedad  𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) 
𝑑𝑑
=𝑆𝑆𝑛𝑛. 

Consecuentemente  ambas variab.es tienen .os mismos momentos de orden 
finito  y por tanto  .a misma varianza, Luego 
 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣 (∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
, ∑ 𝑋𝑋𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
). 

 
Usando .a bi.inea.idad y .a simetría de .a covarianza  .a expresión anterior puede 
ser escrita como 
 

= ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗) = ∑ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖) + 2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗)

𝑛𝑛

1≤𝑖𝑖≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛
 

= 𝑛𝑛 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗−𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=𝑖𝑖+1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 

= 𝑛𝑛 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑋𝑋0) + 2 ∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗),            (7)
𝑛𝑛−𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 

 
donde en .a cuarta igua.dad  nuevamente  usamos .a estaciona.idad de. 
proceso, Note que .os e.ementos de .a suma ∑ ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑗𝑗)𝑛𝑛−𝑗𝑗

𝑗𝑗=1
𝑛𝑛−1
𝑖𝑖=1   pueden 

ser reordenados de .a siguiente forma: 
 

∑  ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑋𝑋𝑗𝑗) =
𝑛𝑛−𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
 ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖) 

= ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 
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Usando este reordenamiento  (7  es 
 

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0) + 2 ∑(𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 

Luego  tenemos 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) )
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑋𝑋0) + 2 ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛,

∞

𝑖𝑖=1
              (8) 

donde 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 es definida por 
 

𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = 𝟙𝟙{𝑛𝑛≥𝑖𝑖} (𝑛𝑛 − 𝑖𝑖
𝑛𝑛 ) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖). 

 
Vea que  por asociatividad  𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 ≥ 0, 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛𝑖𝑖+1,𝑛𝑛  y que 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛  

𝑛𝑛
→  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖) , 

Luego  usando .a Proposición 23 sobre convergencia de series monótonas  sigue 
que 

lim
𝑛𝑛→∞

∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = ∑ lim
𝑛𝑛→∞

∞

𝑖𝑖=1

∞

𝑖𝑖=1
𝑛𝑛𝑖𝑖,𝑛𝑛 = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑖𝑖).

∞

𝑖𝑖=1
 

 
Sustituyendo e. .ímite anterior en (;   de (6  se deduce que 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) )
𝑛𝑛 𝑛𝑛

→ 𝜎𝜎2. 
De este modo  

(9)                             𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
2 ) = 𝔼𝔼 (

𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋0)
√𝑛𝑛𝜎𝜎

)
2

𝑛𝑛
→ 1 = 𝔼𝔼(𝑍𝑍2), 

 

donde 𝑍𝑍𝑑𝑑
=Φ , Como 𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)

2 )  es convergente  𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
2 )  es acotada  y 

c.aramente 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫2, Dado que se cump.e .a convergencia en distribución 
(4   Teorema de Newman (95;0   conc.uimos de. Teorema 95 de Bicke. y 
Freedman que 𝑊𝑊2(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛

→ 0. 
 
A continuación  para extender .a convergencia para 0 < 𝑛𝑛 < 2 hacemos uso de. 
Teorema de representación 93 de Dorea y Ferreira, Existe una variab.e a.eatoria 
𝑍𝑍∗ 𝑑𝑑

=Φ  ta. que .a distribución conjunta de (𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), 𝑍𝑍∗)  está dada por 
𝐻𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = 𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)(𝓍𝓍)  ∧ Φ(𝓎𝓎) y 
𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗)2 = 𝑊𝑊2

2(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0.         (10) 
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Usando e. Lema 90  y .a Desigua.dad de Lyapunov tenemos  para 0 < 𝑟𝑟 ≤ 2, 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) = ínf
(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛),𝑍𝑍∗)

𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗|𝑟𝑟 

 

≤  𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗|𝑟𝑟 ≤ 𝔼𝔼(𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑍𝑍∗)2
𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde hemos usado .a convergencia en (90 , 
 
Para derivar .a convergencia de orden superior para 𝑊𝑊𝑟𝑟    se requerirán 
condiciones de momento adiciona.es en 𝑋𝑋𝑗𝑗  , Para 𝑘𝑘 ∈ ℤ   sea 𝑢𝑢𝑘𝑘(. )  e. 
coeficiente de Cox-Grimmet  definido por 
 

𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑛𝑛) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑗𝑗)
 

𝑗𝑗∈ℤ:|𝑘𝑘−𝑗𝑗|≥𝑛𝑛
,   𝑛𝑛 ≥ 0. 

 

Tenga en cuenta que  según e. Lema 92  e. proceso a.eatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 − 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑗𝑗): 𝑗𝑗 ∈
ℤ}  también es estacionario y está asociado positivamente, Esto nos permite 
p.antear una desigua.dad de momentos de Birke. (95;;  adaptada a nuestras 
necesidades, 
 
Lema 25 (Cio.etti et a.,  2097 , Sean 2 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟∗  y {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  un proceso 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que 𝔼𝔼|𝑋𝑋0|𝑟𝑟∗ < +∞ y que para 
algunas constantes 𝐶𝐶1 > 0 y 
 

𝜃𝜃 ≥ 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟 − 2)
2(𝑟𝑟∗ − 𝑟𝑟) 

 

tenemos 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1𝑛𝑛−𝜃𝜃.  Entonces existe una constante 𝐶𝐶2 = 𝐶𝐶2(𝑟𝑟, 𝑟𝑟∗) > 0  tal 
que 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋1)|𝑟𝑟 ≤ 𝐶𝐶2𝑛𝑛
𝑟𝑟
2.                   (11) 

 
Demostración. La prueba se desprende inmediatamente de. Coro.ario 2,29 en 
O.iveira (2092 , 
Note que  según e. Teorema 24  tenemos satisfechas .as condiciones de. Lema 
28 para 𝑟𝑟 = 2, De hecho  por (6  tenemos 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1 y (99  sigue de (5 , 
 
E. siguiente teorema  extraído de .a referencia (Cio.etti et a.,  2097   nos brinda 
una extensión de .a convergencia en distancia de Wasserstein para ordenar 𝑟𝑟 
mayores que 2, 



93 IECOS

Convergencia de procesos aleatorios unidimensionales

Teorema 26 (Cio.etti et a.,  2097 , Sean 2 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟∗  y {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑖𝑖 ∈ ℤ}  un proceso 
estacionario y asociado positivo. Supongamos que 𝔼𝔼|𝑋𝑋0|𝑟𝑟∗ < +∞ y que para 
algunas constantes 𝐶𝐶1 > 0 y 
 

𝜃𝜃 ≥ 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟 − 2)
2(𝑟𝑟∗ − 𝑟𝑟) 

 

se satisface 𝑢𝑢(𝑛𝑛) ≤ 𝐶𝐶1𝑛𝑛−𝜃𝜃. Entonces, si 𝜎𝜎2, dada por (6 , es tal que 0 < 𝜎𝜎2 <
+∞, tenemos  

𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), 𝛷𝛷)
𝑛𝑛
→ 0   y   𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟

𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟, 

 

donde 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)
𝑑𝑑
=𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) y 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) se define mediante (8 ; y Z𝑑𝑑

=𝛷𝛷𝑑𝑑
=𝑁𝑁(0,1). 

 
Demostración, Tenga en cuenta que para r < 2,  e. Teorema de Newman 

(Teorema 22  imp.ica V[k,k+n)  
d
→ Z.  Luego  para comp.etar .a prueba de. 

teorema  necesitamos demostrar que 
 

𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟 y 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟
𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟, Z𝑑𝑑

=Φ               (12) 
 

En este caso .a convergencia 𝑊𝑊𝑟𝑟(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0  sigue inmediatamente por 

ap.icar e. Teorema de Bicke. y Freedman (Teorema 95 , 
Si demostramos que .a secuencia {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}𝑛𝑛≥1  es uniformemente 
integrab.e  entonces  por usar resu.tados estándar en .a .iteratura  tendríamos 
.a va.idez de .a convergencia 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟

𝑛𝑛
→ 𝔼𝔼|𝑍𝑍|𝑟𝑟 en (92 , 

 

Para demostrar que {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}𝑛𝑛≥1  es uniformemente integrab.e  basta 
probar .a siguiente integración uniforme: para a.gún 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟′ < 𝑟𝑟∗, 
 

𝐾𝐾 ≡ sup
𝑛𝑛≥1

 sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′+∈ < ∞, 
 
.o cua. imp.icaría que 𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) ∈ 𝒫𝒫𝑟𝑟′ ⊂ 𝒫𝒫𝑟𝑟. De hecho  usando .a Desigua.dad de 
Lyapunov tenemos 
 

∫ |𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟(𝜔𝜔)𝑑𝑑ℙ(𝜔𝜔) = 𝔼𝔼 [𝟙𝟙{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟≥ℓ}|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟]
 

{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟≥ℓ}
 

≤ 1

ℓ
1
𝑟𝑟

𝔼𝔼 [𝟙𝟙
{|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|≥ℓ

1
𝑟𝑟}

|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′
] 
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≤ 𝐾𝐾

ℓ
1
𝑟𝑟

. 
 
Bajo .a condición 𝐾𝐾 < ∞   a. tomar supn≥1  y .uego límℓ→∞  en .a desigua.dad 
anterior  .a integrabi.idade uniforme de {|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟}

𝑛𝑛≥1
  sigue 

inmediatamente, 
Sea 𝜓𝜓(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟∗(𝑟𝑟−2)

[2(𝑟𝑟∗−𝑟𝑟)]. Se deduce que existen 𝑟𝑟∗ > 𝑟𝑟′ > 𝑟𝑟 ta.es que 𝜃𝜃 > 𝜓𝜓(𝑟𝑟′). 
Simp.emente tome 𝑟𝑟′ = 2𝑟𝑟∗(1+𝜃𝜃)

2𝜃𝜃+𝑟𝑟∗ .   Además  𝜓𝜓(𝑟𝑟′) ≥ 𝜓𝜓(𝑟𝑟),  pues 𝜓𝜓  es 
creciente, De. Lema 28 tenemos  para 𝐶𝐶2 = 𝐶𝐶2(𝑟𝑟′, 𝑟𝑟∗) > 0, 
 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑆𝑆[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝑛𝑛𝔼𝔼(𝑋𝑋1)|𝑟𝑟′
= sup

𝑘𝑘∈ℤ
 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)√𝑛𝑛𝜎𝜎|𝑟𝑟′

≤ 𝐶𝐶2𝑛𝑛
𝑟𝑟′
2 . 

 
Resu.ta que  
 

sup
𝑘𝑘∈ℤ

 𝔼𝔼|𝑉𝑉[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛)|𝑟𝑟′
≤ 𝐶𝐶2

𝑛𝑛
𝑟𝑟′
2

(√𝑛𝑛𝜎𝜎)𝑟𝑟′ = 𝐶𝐶2
𝜎𝜎𝑟𝑟′ < +∞,     ∀𝑛𝑛 ≥ 1. 

 
Esto conc.uye .a prueba de. teorema, 
Como ap.icación de .os Teoremas 24  26 y e. Lema 2; (vea Apéndice C   tenemos 
e. siguiente resu.tado de convergencia: 
 
Corolario 27. Si el proceso aleatorio {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ}  satisface las hipótesis del 
Teorema 24 (o Teorema 26 , entonces 
 

𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹[𝑘𝑘,𝑘𝑘+𝑛𝑛), Φ) 𝑛𝑛
→ 0, 

 
donde 𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥∈ℝ|𝐹𝐹(𝓍𝓍) − 𝐺𝐺(𝓎𝓎)| es la distancia de Kolmogorov enter 
F y G. 
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APÉNDICE A. DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 10 
La prueba de este resu.tado requiere e. uso de. Teorema de cambio de 
variab.es, 
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Nuestro objetivo principa. es demostrar que 
 

𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≤ ínf

(𝑋𝑋,𝑌𝑌)
𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟             (13) 

y que 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≥ ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟              (14) 
 
Primero  demostraremos .a desigua.dad en (93 , Para e..o  considere un vector 
a.eatorio 𝑍𝑍 = (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)   definido sobre a.gún espacio de probabi.idad (Ω, 𝔉𝔉, ℙ), 
cuyas distribuciones margina.es de 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌  son dadas por 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺, 
respectivamente, Si �̃�𝐻  denota .a distribución conjunta de Z  entonces .as 
distribuciones margina.es de �̃�𝐻 son dadas por: 
 

lim
𝓎𝓎→∞

�̃�𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = ℙ(𝑋𝑋 ∈ (−∞ , 𝓍𝓍], 𝑌𝑌 ∈ ℝ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍),                 (15) 

lim
𝓎𝓎→∞

�̃�𝐻(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = ℙ(𝑋𝑋 ∈ ℝ, 𝑌𝑌 ∈ (−∞ , 𝓎𝓎]) = 𝐺𝐺(𝓍𝓍). 
 
Considere .a función Bore. medib.e 𝑔𝑔 ∶ ℝ2 → ℝ  definida por 𝑔𝑔(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) = |𝓍𝓍 −
𝓎𝓎|𝑟𝑟, Usando .a definición de esperanza y ap.icando e. Teorema de cambio de 
variab.es  obtenemos  
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ 𝑔𝑔(𝑋𝑋(𝜔𝜔), 𝑌𝑌(𝜔𝜔))𝑑𝑑ℙ(𝜔𝜔)
 

Ω
 

= ∫ 𝑔𝑔(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)𝑑𝑑(ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1)(𝓍𝓍, 𝓎𝓎).
 

ℝ2
 

 
Afirmamos que 𝜋𝜋 = ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1 ∈ Π(𝐹𝐹, 𝐺𝐺), De hecho  esto es inmediato  pues 
 

𝜋𝜋((−∞, 𝓍𝓍] × ℝ) = ℙ 𝑜𝑜 𝑍𝑍−1((−∞, 𝓍𝓍] × ℝ) 
= ℙ (𝑋𝑋 ∈ (−∞, 𝓍𝓍], 𝑌𝑌 ∈ ℝ) = 𝐹𝐹(𝓍𝓍), 

 
donde en .a ú.tima igua.dad usamos (98 , De forma simi.ar  tenemos 

𝜋𝜋(𝑅𝑅 × (−∞, 𝓎𝓎])  =  𝐺𝐺(𝓎𝓎), 
.o cua. prueba .a afirmación, 
 
Los argumentos anteriores muestran que  para cada vector a.eatorio (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) 
cuyas distribuciones margina.es están dadas por 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺  existe una medida de 
probabi.idad 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺)  ta. que 
 

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎) ≥ 𝑊𝑊𝑟𝑟
𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺).

 

ℝ2
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Como consecuencia de esta igua.dad y de .a definición de. ínfimo  obtenemos 
𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺) ≤ ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟. 
Esto es  .a desigua.dad en (93  es satisfecha, 
 
Ahora demostraremos .a desigua.dad recíproca en (94 , De hecho  dado 𝜋𝜋 ∈
 𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  considere e. espacio de probabi.idad (ℝ2, 𝔅𝔅(ℝ2), 𝜋𝜋)  y .as variab.es 
a.eatorias (proyecciones  𝜋𝜋1  y  𝜋𝜋2  definidas por 𝜋𝜋1(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)  =  𝓍𝓍  y 𝜋𝜋2(𝓍𝓍, 𝓎𝓎)  =
 𝓎𝓎   respectivamente, Desde que 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺)   .as distribuciones margina.es 
de. vector (𝜋𝜋1, 𝜋𝜋2   son 𝐹𝐹  y 𝐺𝐺   respectivamente, Usando .a definición de .as 
variab.es 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2  tenemos 
 

𝔼𝔼|𝜋𝜋1 − 𝜋𝜋2|𝑟𝑟 = ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎).
 

ℝ2
 

 
Así  para cada 𝜋𝜋 ∈  𝛱𝛱(𝐹𝐹, 𝐺𝐺),  se construyó un vector a.eatorio (𝜋𝜋1, 𝜋𝜋2    que 
tiene como distribuciones margina.es a 𝐹𝐹 y 𝐺𝐺  respectivamente  de modo que 
se cump.e .a igua.dad anterior, Por .o tanto  hemos demostrado que 
 

ínf
(𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 ≤ ∫ |𝓍𝓍 − 𝓎𝓎|𝑟𝑟𝑑𝑑𝜋𝜋(𝓍𝓍, 𝓎𝓎),     𝜋𝜋 ∈ Π(𝐹𝐹, 𝐺𝐺).
 

ℝ2
 

Por .o tanto  
ínf

(𝑋𝑋,𝑌𝑌)
𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|𝑟𝑟 ≤ 𝑊𝑊𝑟𝑟

𝑟𝑟(𝐹𝐹, 𝐺𝐺). 
 
Esto es  .a desigua.dad en (94  es vá.ida, 
De (93  y (94  .a prueba de. .ema sigue inmediatamente, 
 
 
APÉNDICE B. DEMOSTRACIÓN DE LA PROPOSICIÓN 21 
 
Debemos verificar que  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 

𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) 𝑑𝑑

= 𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘), 
 
De hecho  por cada 𝓍𝓍 ∈ ℝ tenemos 
 

ℙ (𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2 , … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ≤ 𝓍𝓍)

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍])),     (16) 
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donde 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1(. ) es .a imagen de 𝑓𝑓𝑗𝑗 y 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍]) es un bore.iano de ℝ𝑛𝑛. Una 
vez qué {𝑋𝑋𝑗𝑗 ∶ 𝑗𝑗 ∈ ℤ} es estacionario  vea que  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 

ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗

−1((−∞, 𝓍𝓍]))

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1((−∞, 𝓍𝓍])).      (17) 

 
De (96  y (97  obtenemos  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  >  1, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 𝓍𝓍 ∈ ℝ, 

ℙ (𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2 , … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗
) ≤ 𝓍𝓍)

= ℙ ((𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ∈ 𝑓𝑓𝑗𝑗
−1((−∞, 𝓍𝓍]))

= ℙ (𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) ≤ 𝓍𝓍). 
 
En otras pa.abras  ∀ 𝑚𝑚𝑗𝑗  ≥  1 𝑦𝑦 𝑘𝑘 ∈ ℤ   .as variab.es a.eatorias 
𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1, 𝑋𝑋𝑖𝑖2, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

) y  𝑓𝑓𝑗𝑗 (𝑋𝑋𝑖𝑖1+𝑘𝑘, 𝑋𝑋𝑖𝑖2+𝑘𝑘, … , 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗+𝑘𝑘) son igua.es en distribución, 
Esto conc.uye .a demostración, 
 
 
APÉNDICE C. UN RESULTADO ADICIONAL 
 
Lema 28. Sean 𝑋𝑋  e 𝑌𝑌  dos variables aleatorias tal que 𝑌𝑌  es absolutamente 
continua con densidad 𝑓𝑓𝑌𝑌  tal que |𝑓𝑓𝑌𝑌 (𝓎𝓎)|  ≤  𝐶𝐶 ,  ∀𝓎𝓎 ∈  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑌𝑌)  y para 
alguna constante 𝐶𝐶 >  0. Entonces, 
 

𝑑𝑑𝐾𝐾(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) ≤ 2√𝐶𝐶𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌), 
 
donde 𝑑𝑑𝐾𝐾 (𝐹𝐹𝑋𝑋 , 𝐹𝐹𝑌𝑌 ) =  𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥∈ℝ |𝐹𝐹𝑋𝑋(𝓍𝓍)– 𝐹𝐹𝑌𝑌 (𝓍𝓍)| es la distancia de Kolmogorov 
entre las distribuciones 𝐹𝐹𝑋𝑋 y 𝐹𝐹𝑌𝑌. 
Demostración. Dado 𝜀𝜀 > 0 y 𝑡𝑡 ∈ ℝ fijo  definimos 
 

𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓍𝓍) ≡ 𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡](𝓍𝓍) + [1 − 1
𝜀𝜀 (𝓍𝓍 − 𝑡𝑡)] 𝟙𝟙(𝑡𝑡,𝑡𝑡+𝜀𝜀)(𝓍𝓍), 

ℎ𝑡𝑡(𝓍𝓍) ≡ 𝑔𝑔𝑡𝑡−𝜀𝜀(𝓍𝓍). 
 
Para cada 𝓍𝓍, 𝓎𝓎 ∈ ℝ note que 

𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓍𝓍) − 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝓎𝓎) = 1
𝜀𝜀 (𝓎𝓎 − 𝓍𝓍)𝟙𝟙(𝑡𝑡,∞)(𝓍𝓍)𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡+𝜀𝜀)(𝓎𝓎), 

ℎ𝑡𝑡(𝓍𝓍) − ℎ𝑡𝑡(𝓎𝓎) = 1
𝜀𝜀 (𝓎𝓎 − 𝓍𝓍)𝟙𝟙(𝑡𝑡−𝜀𝜀,∞)(𝓍𝓍)𝟙𝟙(−∞,𝑡𝑡)(𝓎𝓎), 
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.o cua. imp.ica que 𝑔𝑔𝑡𝑡 y ℎ𝑡𝑡 son funciones Lipschitz con constante Lipschiptz 1𝜀𝜀, 
Dado que 
 

𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑋𝑋)] ≥ 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡),      𝔼𝔼[ℎ𝑡𝑡(𝑌𝑌)] ≤ 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) + 𝐶𝐶𝜀𝜀, 
Obtenemos  
 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) ≤ 𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑋𝑋) − 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑌𝑌)] + {𝔼𝔼[𝑔𝑔𝑡𝑡(𝑌𝑌)] − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡)} 

≤ 1
𝜀𝜀 𝔼𝔼|𝑋𝑋 − 𝑌𝑌| + 𝐶𝐶𝜀𝜀, 

donde hemos usado e. hecho de que 𝑔𝑔𝑡𝑡 es Lipschitz, Por .a desigua.dad anterior 
y de .a definición de .a distancia de Wasserstein se deduce que 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀. 

De forma aná.oga  usando que ℎ𝑡𝑡 es Lipschitz  encontramos que 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀. 

Por .o tanto  

|𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑡𝑡)| ≤ 1
𝜀𝜀 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌) + 𝐶𝐶𝜀𝜀,        𝑡𝑡 ∈ ℝ. 

 

Una vez que .a función 𝜀𝜀 → 𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋,𝐹𝐹𝑌𝑌)
𝜀𝜀 + 𝐶𝐶𝜀𝜀  tiene un va.or máximo 

2 √𝐶𝐶𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌)  en 𝜀𝜀 = 𝜀𝜀 = √𝑊𝑊1(𝐹𝐹𝑋𝑋, 𝐹𝐹𝑌𝑌)/𝐶𝐶,  .a demostración de. coro.ário 
sigue rápidamente, 
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